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CORRECTION DU CONCOURS BLANC 1

PROBLEME 1

PARTIE 1

PARTIE 2



.

Il sera commode d’introduire la notation suivante : pour une application g de 1 dans K. on posera
Ag = g(b) — gla).

On a AG, + AG, = A(G, + G) < p_{f; +/f2) car G, + G, es(f; + /). En prenant la borne
supérieure pour G, décrivant s(f)) puis pour G, décrivant s(f,). on en deduit

po(f) 4+ poU) < p Sy + o)
En raisonnant de fagon analogue. on obtient
plfy 0 < po D)+ palfy)
La P-intégrabilité de f, et f, entraine alors
p-(fy +f3) = p.Ufy + 1) = plh) + plf2)
autrement dit f; + f, est P-intégrable et
pUfy + 12 = pUfy) + pUfs)
On a, d'autre part, pour & > 0, et avec les notations précédentes
MG, < Af, € RFY,

ce qui prouve que Af; € Pil). En outre AAG, = AOMG,) < p_(A/)). En prenant la borne supérieure pour G,
décrivant s(f,). on en déduit
rp_(f1) = po(hfy)



De facon analogue, on obtient p,(Af)) < Ap.(f,). Dot la P-intégrabilité de if, et Pégalité
pf) = hplfi)
Pour % = 0, cette épalité est ¢évidente. Pour A < 0, comme on sait que - f est P-intégrable,
A ={— M{—J) lest aussi et
pf) = (= Mpi—f} = kp(f).

Finalement, on a prouvé que l'ensemble des fonctions P-intégrables est un R-espace vectoriel et que
I'application ' — p{f) est une forme hnéaire.

5° b) On garde les notations précédentes. En supposant f; < f,, on a
Gy </, £/, £Fs d’ol AG; € AF,

et, successivement p_(f,) € AF, et p_(f}) € p,(f;). La P-intégrabilit¢ de f; et f, donne le résultat cherché.

PROBLEME II

PARTIE 1

Alors si x, est un zéro d'ordre au moins n de f, on a f(x} = {x — x,)"g.(x) et si x, est un zéro
d'ordre n, g.(x) # 0.

Inversement si f(x) = (x — x,)°g,(x)} avec g, continue sur J, on a un développement fimité
d'ordre n — 1 de f au voisinage de x, et l'unicité du développement limité donne f©'(x,) = 0 pour

=0,1,...,n— 1. Si, de plus, g.(x,) # 0, on a f™@(x,) # 0 et x, est zéro d’ordre n de .

b) Si x, est zéro d'ordre n de f, on a f(x) = (x — x4)"g.,(x) avec g,(x,) # 0. Comme g est
continue et J ouvert, il existe a e R* tel que Jx, — o, x, + af = J et pour tout x € ]x, — o, x, + o,
g.0x) #0; (x - x)" # 0 pour x # x,, donne pour xe]x, ~ a,x, + af, x # x,, f(x) #0 et [ a
pour seul zéro x, dans lx, — o, x, + o[

1
La fonction f définie sur R par f(0) =0 et f(x) = e © sin% pour x # 0 est de classe C* sur

s 1 , .
R, clle a 0 pour zéro d’ordre infini et les nombres o ke Z* pour zéro d’ordre 1. Dans tout

intervalle | — o, 2, 2 R%, il ¥y a une infinité de zéros de f.
¢) Comme f est de classe C* on peut lui appliquer la formule de Taylor avec reste intégral :

JIxy = f(xo) + Z G _p f‘”’( )t — j (x = w7 () du.

(= 1!

Comme

W (=W )
est continue, pour x # x, le changement de variable de classe C', u = x — 1(x — x,;) dans 'intégrale
donne

- x) (x Xg)"

————————( 01 T 4+ r(x, — x))dt,

Flxy = flxg) + Z — S (xg) +

résultat qui reste valable pour x = x,.
Si x, est zéro d’ordre au moins n de f, on a alors

1
g.(x) = 'J Y (x 4+ tx, = x))dt pour p=1,2,.. .,n

_1
? -t



4 8i Z(x) = 0, u n'a aucun zérc dans 1. Les seuls zéros de uf sont ceux de f. Si x, est zéro
d’ordre n de f, on a u(x)f{x) = (x = x"g, {x)u(x) avec g.(xu(x,) # 0, donc x, est zéro d’ordre »
de uf. Si x, est zéro d’ordre infini de f, x, est zéro d’ordre infini de uf. Alors Z{uf) = Z(f).

5" La fonction @ est continue strictement monotone car ¢’ ne s’annule pas. Comme q)(Jl) >J>ol,
Pimage réciproque de 1 par ¢ est un intervalle I' conteau dans J,.

Les fonctions @ et f étant de classe C™, la fonction f o ¢ est de classe C”.

Soit x, un zéro d’ordre au moins n de f, alors f(x) = (x — x,)"g.(x), g. continue sur 1. Soit x
et x' (uniques) dans I’ tels que @{(x") = x, 9(x])} = x,; alors

flolx) = (@(x) — @(x))"g.(p{x"}).

Comme
px) — pxg) = (X7~ 8, (x"),

6, continue sur x* avee lim 6,(x") = @'(x,) # 0, on a
NP G

flo(x) = (&' — x)" O, (xNg(@(x))  avec  x"+— (8,(x)) g (@ (x)



continue sur I' et par suite (cf. 1. 1°} x, est zéro d’ordre au moins n de fo@. 51 de plus x, est zéro
dordre n de f on a (8,(x))"g.(@(xy)} # 0 et x; est zéro d’ordre n de fo . Si x, est zéro d’ordre
infini de f, x; est zéro d’ordre infini de f o ¢. En considérant les fonctions fo@ et (fogloe ™!, on
obtient qu’a tout zéro de f o ¢ correspond un zéro de méme ordre de f, par suite Z(f) = Z(f o ¢}.

N
1" a) Montrons quc
"
Y oaer =10
=0
entraine «, = 0 pour tout i. On a

fn

}: ue B hoix = ()
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