PROBLEME

Notations : pour tout nombre réel x, il existe un unique couple ([x], {x}) € Z X [0, 1[, tel
que [x] + {x} = x.
~ Pour toutes fonctions f et g de [1, +oo[ vers R on écrit f (x) = 0(g (x)). s'il existe xoet M
réels, tels que I'on ait |f (x)| < M |g (x)], dés que x = xp.
I - Soit (a,),=; une suite de nombres réels ; f une application de [1, + oof vers R, admettant
une dérivée continue sur (1, +oc[. Démontrer, pour x > 1, I'égalité : .
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{(On conseille de traiter d’abord le cas x € J1,2[, puis d’en déduire le cas général par récur-
rence.) .
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II = 1° Etudier la convergence de 'intégrale [ v Q dt lorsque x tend vers +.
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2°Onposey=1-— J %7} dt. En utilisant la partie I, et par un choix judicieux de f,
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démontrer P’égalité : &y 1
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I - 1° Etudier la convergence des intégrales :
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Toujours en utilisant la partie I, prouver que
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3° Calculer, par parties, une primitive de t2( )'
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4 Onpose H(x)= 2. - (x>1)
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En utilisant les parties I et I, prouver I'égalité : Z - = J tg ) dt——-+0 (x—z)




PREPARATION A L’AGREGATION INTERNE DE MATHEMATIQUES
ORSAY
Ecrit analyse

Introduction. Transformée de Laplace. — Soit S une fonction continue
sur un intervalle (a, b) de R. On considére I, Pensemble des x réels tels que
b

Pintégrale €™ f (#) dt converge; J, 'ensemble des x réels tels que linté-

b
grale converge absolument. La fonction QX b j e f (¢) dt, définie
sur L, est appelée transformée de Laplace de f .
Exercice 1.

Déterminer pour quels x réels les inté
quels x elles convergent absolument :
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grales suivantes convergent et pour

Exercice 2.
a) Prouver que, pour 0 < u < let(x, y)e R% ona
ey Cuet + (1 - u) e

et que I'inégalité est stricte pour x # y. (La fonction x > e“* est « stricte-
ment convexe ».)

b) Montrer que I'ensemble J est un intervalle {avec ou sans ses extré-
mités).

Exercice 3.

On note J = (¢, d), ], d[ son intérieur.

a) On suppose 0 € Jc, d[. Prouver que pour tout entier p Iintégrale
b

' |77 f ()| dr converge; od. Vp‘ourra remarquer que pour 42> 0 et ||

assez grand, on a
’ [P < e+ e v

b
En déduire que pour x € ]c, d[ l'intégrale J e |t[P| £ ()] dt converge.
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b) Montrer que pour tout a € C et n entier, on a
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Pour x, h et t réels, avec | h | < r, prouver
n (ht)p Ih In+1
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¢) On suppose x € Jc, d[. Prouver que ¢ est continue en x. Ensuite mon-
trer que @ est infiniment dérivable en x et que 'on a

P (x) = Jb 1 e f (1) dr.

a

Exercice 4.
(o]

dt
Pour x > O et € > 0, on pose @ (x) = j e ™ - Montrer que ¢ est une

fonction dérivable sur jO, oof et calculer sa dérivée. En déduire la formule
suivante, valable poura > Oetb > 0 :
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