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TD1 Suites et séries de fonctions

RAPPELS DE COURS

Dans tout ce qui suit, K = R ou C. Un intervalle de R sera dit non trivial si il est non vide et non réduit a un point.

Convergence uniforme d’une suite de fonctions

Soit X un ensemble quelconque et (u,) une suite d’applications de X dans K. Soit v : X — K. On dit que la suite
de fonctions (uy,) converge simplement vers w si pour tout € X la suite numérique (u,(x)) converge vers u(z) ce
qui se traduit par

(cs) Ve>0,Vze X,IN =N(e,z) eN, VneN, n>N = |u,(z) —u(z)| <e

On dit que la suite (u,) converge uniformément vers u (sur X) si elle converge simplement vers u et si 'entier N (g, x)
définit ci dessus peut étre choisi indépendamment de x, ce qui se traduit par

(CU) Ve>0,IN=N(E)eN, Vze X,YneN, n>=N = |u,(z) —u(z) <e

La suite de fonctions (u,) est dite uniformément convergente si il existe une fonction v : X — K telle que la suite
(uy,) soit uniformément convergente vers u.

SiY est un sous ensemble non vide de X on dit que la suite (u,,) converge uniformément vers u sur Y si la suite des
restrictions (uy|y) converge uniformément vers uly. Ceci se traduit par

(CUy) Ve>0,AN=N()eN,VzeV,VneN, n>=N = |u,(z) —u(z)| <¢
Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1) La suite (u,) converge uniformément vers u.
2) La suite |lup, — ul|, := sup |un(x) — u(x)| tend vers 0 ; (elle est donc finie & partir d'un certain rang!).
zeX

3) Il existe une suite réelle positive (a,) de limite nulle et un entier ng tels que, pour tout n > ny on ait
|tn () — u(x)| < an, pour tout z € X .

Critere de Cauchy pour la convergence uniforme

La suite (u,) de fonctions de X dans K est uniformément convergente sur X si et seulement si elle satisfait au
critere de Cauchy pour la convergence uniforme : pour tout £ > 0 il existe un entier naturel N = N(e) tel que
[tntp(z) — un(z)| < € pour tout z € X, tout n > N et tout p € N. Ce qui s’écrit :

Ve>0,INeN, Ve e X, VneN, VpeN, n>N=|upp(x) —un(z) <e

Théorémes fondamentaux

THEOREME 1 (Conservation de la continuité)
Soit I un intervalle de R, zg € I et (uy, : I — K),,>0 une suite de fonctions convergeant uniformément vers une
fonction u : I — K. Si toutes les fonctions u, sont continues en xg, la fonction u est continue en xg.

COROLLAIRE
Soit I un intervalle de R, (uy,, : I — K),,>0 une suite de fonctions et u : I — K. On suppose



1) Pour tout n la fonction u,, est continue sur I.

2) Pour tout intervalle fermé borné [a,b] C I la suite (u,) converge uniformément sur [a,b] vers u.

Alors, la fonction u est continue sur I.
La conclusion reste valable si on suppose, au lieu de 1) qu’il existe un entier ng tel que toutes les fonctions w, pour
n > ng sont continues sur I.

THEOREME 2 (Intégration)
Soit [a,b] un intervalle fermé borné de R et (u, : [a,b] = K),>0 une suite de fonctions continues convergeant
uniformément vers une fonction w : [a,b] — K. Alors

b b
/ u(t)dt = lim uy, (t) dt

n— 00

Il est important de noter que ce résultat tombe en défaut si on ne supose plus la convergence uniforme, ou si on ne
suppose plus l'intervalle d’intégration fermé borné. (voir exercices 2 et 3)

THEOREME 3 (Dérivation)
Soit I un intervalle de R non trivial, (u,)n>0 une suite de fonctions de I dans K et v une fonction de I dans K
vérifiant les propriétés suivantes :

1) Il existe un point zo € I telle que la suite (un(20)),>, soit convergente.

2) Toutes les fonctions u,, sont de classe C! sur I.

3) La suite des dérivées (u),) converge sur I vers v et la convergence est uniforme sur tout intervalle fermé
borné [a,b] C I.

Alors

1) La suite (u,) converge simplement sur I vers une fonctions u : I — K et la convergence est uniforme sur tout
intervalle fermé borné [a,b] C I.

2) La limite u est de classe C*! sur I et u/ = v.

Séries de fonctions

Soit de nouveau X un ensemble quelconque et (u,) une suite d’applications de X dans K. La série de fonctions

> uy, converge uniformément sur I ssi la suite des sommes partielles : S,, = > wuy converge uniformément. Dans
0<k<n
ce cas, elle converge évidemment simplement et on peut définir une fonction S : X — K par S(z) = > u,(z).
n>=0

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) La série > u, converge uniformément sur X.
2) La série Y u, converge simplement sur X et la suite des restes R,, = >, wuy (qui est donc définie) converge
k>ntl
uniformément sur X vers 0.

3) La série Y u, converge simplement sur X et il existe une suite réelle (a,) de limite nulle telle que pour tout

> ug(z)

k>n+1

n € Net tout z € X, < ap.

Une série de fonctions > u,(x) est uniformément convergente sur X ssi elle satisfait au critere de Cauchy pour la
convergence uniforme des séries : pour tout € > 0 il existe un entier N = N(e) tel que pour tout x € X, tout
n+p

>, un(x)

k=n+1

n € N,n> N et tout p € N* on ait <e.




Convergence normale

On dit que la série de fonctions Y u, est normalement convergente sur X si chacune des fonctions u, est bornée sur
X et si la série numérique de terme général |lu,||, := sup |u,(x)| est convergente.
zeX

Le critére suivant est d’un usage courant :

Une série de fonctions Y u,(x) est normalement convergente sur X si et seulement si il existe une série numérique
a termes réels positifs convergente Y a,, telle que pour tout z € X et tout n € N on ait |u,(z)| < ap.

THEOREME 4
Soit, pour tout n, u, : X — K. Sila série de fonctions > u,, est normalement convergente sur X elle est uniformément
convergente sur X.

Les théoremes fondamentaux énoncés pour les suites se traduisent pour les séries de la maniere suivante.

THEOREME 5
Soient I un intervalle de R et u,, : I — K une suite de fonctions. Si chacune des fonctions u,, est continue en xg € I

et si la série > u, est uniformément convergente sur I, sa somme S(z) = > u,(z) est continue en z.
n>=0

COROLLAIRE Soient I un intervalle de R et u,, : I — K une suite de fonctions. Si chacune des fonctions u,, est
continue sur I et si la série de fonctions > u,, est uniformément convergente sur tout intervalle fermé borné contenu
dans I, sa somme S(z) = > u,(x) est continue sur I.

n>=>0

THEOREME 6
Soient [a, b] un intervalle fermé borné de R et une suite de fonctions w,, : [a,b] — K continues sur [a, b]. Si la série de

fonctions > u, est uniformément convergente sur [a, ], la série de terme général f; un(t) dt est convergente et on a

Iégalité :
b oo o b
/ Zun(t)dt:Z/ U, () di
@ n=0 n=0"a

THEOREME 7
Soient I un intervalle non trivial de R et u,, : I — K une suite de fonctions vérifiant les propriétés suivantes :

1) Pour tout n, la fonction u, est de classe C! sur I.
2) 1l existe un point xy € I tel que la série numérique Y u, (o) converge.

3) La série des dérivées Y u!, est uniformément convergente sur tout intervalle fermé borné contenu dans I.
Alors

1) La série de fonctions ) u,, converge simplement sur I, la convergence étant uniforme sur tout intervalle fermé
borné contenu dans I.

2) Sa somme est de classe C! sur I et on a ’égalité , pour tout = de I :



EXERCICES

Exercice 1

1) Trouver une suite de fonctions continues w,, : [0,1] — R convergeant simplement vers une fonction non continue.
2) Trouver une suite de fonctions u, : Ry — R continues, intégrables convergeant uniformément vers la fonction
nulle et telle que [ u,(t) dt ne converge pas vers 0.

3) Soit A € [0, 400]. Trouver une suite de fonctions u,, : [0,1] — R continues, convergeant simplement vers 0 et telles
que fol un(t) dt tende vers .

4) Trouver une suite de fonctions de classe C*°, u,, : [-1,1] — R convergeant uniformément vers la fonction = — |z|.

Exercice 2

Soit I un intervalle non borné de R et (P,,) une suite de polynémes convergeant uniformément sur I vers une fonction
f. Montrer que f est un polynome.

Exercice 3

Soit f, : [a,b] — R une suite de fonctions (a,b réels, a < b). On suppose que pour tout entier n la fonction f,
est croissante et que la suite (f,) converge simplement vers une fonction f : [a,b] — R continue. Montrer que la
convergence de la suite (f,,) vers la fonction f est uniforme. (A.T. p. 324)

Application : Soit g, : [a,b] — R une suite de fonctions continues et convexes convergeant simplement vers une
fonction continue g : [a,b] — R. Montrer que g est convexe et que la convergence de la suite (g, ) est uniforme.

Exercice 4
o0

e
On pose, lorsque cela a un sens f(z) = g o2
n
n=0

Montrer que f est définie et continue sur [0,+oc[, de classe C? sur ]0,+oo[, et vérifie sur ]0,+oo[ I’équation

—nx

1
———. [ est elle dérivable en 07
e

différentielle y" +vy = .

Exercice 5
Soit u € C°(R,R) et u™ =uowu---owu. On suppose qu’il existe une suite réelle (ay,)n>0 telle que
n fois
1) Vz,y € R Vn € N* |[u"(z) —u™(2')| < aplz — 2').
2) La série Y a,, converge.
Montrer que pour tout x la suite (uk (2)) k>0 converge vers A unique point fixe de u et que la convergence est uniforme
sur tout compact.

Exercice 6 (Fonction zeta)
1
Pour x > 1 on pose ((z) = =
n>1
Montrer que ¢ est définie et de classe C* sur |1, +oo[. Limite de {(z) quand z tend vers l'infini?

1
Montrer que lim1 <§(:1:) - 1> =~ (constante d’Euler) (AT p.334) .
z— xr —

Exercice 7

Soit o € R et, pour n € N*, u, (x) = nege= "’

a) Montrer que la série ) u, o(z) converge simplement sur R. On note S, sa somme.
n>1

b) Etudier la convergence normale sur R.

c) Montrer que S, est de classe C! sur R*.

)
d) Calculer S;.
)

e) On suppose dans cette question o = —1 et on pose u,, = Uy, 1. Soit Ryp(x) = 3 up(w).
k>n+1
o0 2
Montrer que, pour z > 0, R,(z) > 2 / e " du. La série ) uy, est elle uniformément convergente sur R* ?
Tv/n+1

f) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles la série Xuy, o converge uniformément sur R .
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TD2 : Suites et séries de fonctions

Exercice 1

Trouver une suite de fonctions continues u, : [0,1] — R convergeant simplement vers une fonction non continue.

Exercice 2

Trouver une suite de fonctions u, : Ry — R continues, intégrables convergeant uniformément vers la fonction nulle
et telle que [ u,(t) dt ne converge pas vers 0.

Exercice 3

Soit A € [0, +00]. Trouver une suite de fonctions u, : [0,1] — R continues, convergeant simplement vers 0 et telles
que fol un(t) dt tende vers \.

Exercice 4

Soit I un intervalle non borné de R et (P,) une suite de polyndémes convergeant uniformément sur I vers une fonction
f. Montrer que f est un polynome.

Exercice 5
Soit f : R — R continue telle que Vz # 0, |f(z)| < |z|. On pose f* = fo fo---o f. Montrer que la suite (f™),>0
—_—

n fois
converge vers la fonction nulle uniformément sur tout compact de R.

Exercice 6

Soit V un sous espace vectoriel de dimension finie de C° ([a,b],R). Pour z € [a,b], soit &, : V — R définie par
ex(f) = f(z). Montrer que la famille des ¢, engendrent I’espace dual V* de V.

Soit (f,) une suite d’éléments de V' convergeant simplement vers une fonction f : [a,b] — R. Montrer que f € V et
que la convergence de la suite (f,,) est uniforme.

Exercice 7

Soit, pour x > 0 et n € N, f,(z) = I _7’1_3;1 z e~ ™. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la

suite (fn)n>o0 sur [0,+oo], ]0,+00 [, [a, +o0[, a < 0.

Exercice 8
Montrer que la suite de fonctions f,(z) = nln (14 %) converge uniformément sur tout intervalle [—A, A] de R.

Montrer que la suite de fonctions g,(z) = (1 + £)" converge uniformément vers g(z) = e® sur tout intervalle [— 4, A]
de R.

Exercice 9

Soit fn : [a,b] — R une suite de fonctions (a,b réels, a < b). On suppose que pour tout entier n la fonction f,
est croissante et que la suite (f,) converge simplement vers une fonction f : [a,b] — R continue. Montrer que la
convergence de la suite (f,,) vers la fonction f est uniforme. (A.T. p. 324)

Application : Soit g, : [a,b] — R une suite de fonctions continues et convexes convergeant simplement vers une
fonction continue g : [a,b] — R. Montrer que g est convexe et que la convergence de la suite (g,,) est uniforme.

Exercice 10
Soit, pour 6 € R, () = > L cos™ @ -sin(nd). Etudier la dérivabilité de f. Calculer f.

n
n>1



Exercice 11

Soit o € R et up q(x) = n®ge e’

a) Montrer que la série ) uy, o(z) converge simplement sur R. On note S, sa somme.
n>1
b) Etudier la convergence normale sur R.

c) Montrer que S, est continue sur R*.
d) Calculer S.

Exercice 12

a) Etudier la convergence simple et uniforme sur [0, +-oo[ de la série }_ 55—
n>1
b) On note S sa somme. Calculer lim S(z).
Tr—r00

c) Calculer S(z) pour z > 0. Retrouver ainsi le résultat de b).

Exercice 13

Montrer que
n—1

1 oo T
e Tt In(t) di =

Exercice 14
Montrer que f(z) := >, Sm2(3 z) est définie et continue sur R. Calculer f(z). En déduire, pour p € N* la valeur de
n=0

I - /” sin(z) sin(px) de
0

5 — 4 cos(x)

Exercice 15

Montrer que




Université Paris Sud Orsay Agrégation interne de Mathématiques 2008

TD3 révisions : algebre linéaire
K désigne un sous corps de C.

Exercice 1

Soit I un intervalle non vide et non réduit a un point de R. Soit, pour a € R, f, I'application de I dans R définie
par f,(x) = e®®. Montrer que la famille (f,)scr est un systéme libre de RZ.

Exercice 2

Soient E un K-espace vectoriel et I un sous corps de K.
1) Montrer que E et K sont des L-espaces vectoriels.

2) On suppose que E est de dimension finie ¢ sur K ; soit (eq, ..., eq) une base de E sur K. On suppose également que
K est un L-ev de dimension finie p et on note (ki,...,k,) une base de K sur L. Montrer que la famille (k;e;)1<i<p
1<i<q

est une base de F sur L. En déduire que E est un LL-ev de dimension finie et donner dimg, F.
3) Soit £ un C-ev de dimension finie. Combien vaut dimg E?

Exercice 3

Soit E un K-ev de dimension finie et p : E — F un projecteur. Comparer tr(p) et rg(p).
Soient (p;)i<i<n des projecteurs de E. Montrer que p = p1 + --- + p, est un projecteur ssi p; o p; = 0 pour tout
couple (4, 7) tel que i # j.

Exercice 4

Soient E un K-ev de dimension finie, F' et G deux sous espaces de E de méme dimension. Montrer que F' et G ont
un supplémentaire commun.

Exercice 5

Soit E un K-ev et f € L(E). On considére les propriétés suivantes :

(1) E=ker(f) +m(f);  (2)im(f) = im(f2);  (3) ker(f) Nim(f) = {0} (&) ker(f) = ker(f?)
a) Montrer que (1) < (2) et que (3) < (4).

b) On suppose de plus que E est de dimension finie. Montrer que les quatre propriétés sont équivalentes.
c¢) Donner des exemples o1 (1) est vrai et non (3) ; ou (3) est vrai et non (1).

Exercice 6

Soient E et E' deux K-ev, E de dimension finie, F' et G deux sous espaces de E, f € L(F,E’) et g € L(G,E").
Trouver une CNS pour qu'il existe ¢ € L(E, E’) telle que ¢|r = f et ¢lg = g.

Exercice 7
Soit E un K-ev de dimension finie, F' un K-ev et f,g € L(E, F).

Montrer que rg(f + g) < rg(f) + rg(g)
Montrer que rg(f + g) = 1g(f) +rg(g) < im(f + g) = im(f) @ im(g).

Exercice 8

Soient E, F, G trois K-ev de dimension finie.
1)Soient f € L(E,F), g € L(E,G). Montrer (3h € L(F,G) | g = ho f) < ker(f) C ker(g).
2) En déduire que, si u,v € L(E,F), w € L(E,G), on a

ker(u) Nker(v) C ker(w) < 3 (a,b) € L(F,G)? |w=aou+bow

Exercice 9

Soient F, F, G trois K-ev de dimension finie.
1) Soient h € L(F,G), g € L(E,G). Montrer (3f € L(E,F)tq g =ho f) < im(g) C im(h).
2) En déduire que si u,v € L(F,G), w € L(E,G), on a

im(w) C im(u) +im(v) < 3 (a,b) € L(E,F)* |lw=uoa+vob



Exercice 10

1) Soit E un K-ev et f,g € L(E). On suppose que fog =0 et que f + g est bijective.
Mountrer que rg(f) + rg(g) = dim(E) puis que E = ker(f) @ im(f).
2) Soit f € L(E). Montrer qu'il existe g € L(E) tel que f o g =0 et f + g bijective ssi ker(f) = ker(f?).

Exercice 11

Soit A € M, (C) a diagonale strictement dominante, i.e. telle que

> lai gl

i

Vi € {1,2,...,”} |ai7i

Montrer que A est inversible. (On pourra raisonner par l’absurde en supposant ker(A) # {0}).

Exercice 12
Soit A € M, (K). Montrer qu’il existe B,C' € GL(n,K) telles que A = B + C.

Exercice 13
1) Soit A = (a;,;) € Mp(K). Calculer A E; ; et E; ;A.
2) En déduire ’ensemble des matrices qui commutent avec toutes les matrices de M, (K).

3) Montrer que si une matrice A commute avec toutes les matrices de GL(n, K), elle commute avec toutes les matrices
de M, (K). En déduire le centre de GL(n,K).

Exercice 14
1) Soit M € M, (K) de rang 1. Montrer qu’il existe (a1,...,an), (b1,...,b,) € K™\ {0} telles que M = (a;b;).
2) Soient (a1,...,an), (b1,...,b,) € K™\ {0}.

a) Montrer que la matrice M = (a;b;) est de rang 1.

b) Déterminer le noyau et I'image de M. Montrer que M est nilpotente ssi tr(M) = 0.

¢) Calculer M? en fonction de M pour tout p € N.

d) Montrer que I + M est inversible ssi tr(M) # —1.

Exercice 15

Montrer que toute matrice de rang r est la somme de r matrices de rang 1.

Exercice 16

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € L(E) tel que f* =0 et f*~1 #0.
1) Déterminer dim(ker(f)).

2) Soit W un sous espace vectoriel non nul de E stable par f ; que dire de dim (ker(f) NW).
3) Soit C(f) ={g€ L(E)|go f = fog} le commutant de f.

Montrer que C(f) = {:Z—:o arf*; (ao,...,an_1) € K”} ={P(f); P e K[X]}.

Exercice 17

Soient E un K espace vectoriel de dimension finie n et u € L(FE) nilpotent. Soit F' un sev non nul de E stable par
u. Montrer que dim[u(F)] < dim(F).

En déduire que si Ay,..., A, sont n matrices appartenant & M, (K) nilpotentes et deux & deux commutantes, on a
AjAs--- A, =0.

Exercice 18

Soit M, (Z) = {A = (a;;) € M,(R) | Vi,j a;; € Z}. Montrer que M,(Z) est un sous anneau de M,(R). Soit
A € M, (Z). Montrer que A est inversible dans M, (Z) ssi det(A) = +1.

Exercice 19

Soit (x4, ..

L 2n) €K™ Onpose V (z1,...,2,) = det(M) ot M est la matrice définie par m, ; = =7~ '. Montrer que
Vi(zl,...,zn) =

[I (z;— ).

1<i<jsn
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TD4 : Séries entiéres

Exercice 1

Rayon de convergence des séries Y a, 2™ et étude aux bornes de l'intervalle de convergence dans les cas suivants :

2
-1 —1)™\" 1
apn = g — arcsin (n ) i ap =sin(na) :  a, = (1 + ()) D Q= M

n n n?+1
Rayon de convergence de Y n"2(") ;S cosh(n)z2"; Y nlz™

Rayon de convergence de Y a,z" si a, est le n-iéme chiffre de Pécriture décimale propre du réel a > 0.

Exercice 2

Soit, pour n € N, a,, = foﬂ/ * tan™(t) dt. Rayon de convergence et somme de Y a,x™.
n>0

Exercice 3

Soit R, (respectivement Rj) le rayon de convergence de Y a,z™ (respectivement de > b,z™); que peut on dire du
rayon de convergence de >_ a,b,z", de > a2z™ ?

Exercice 4

Calculer, lorsqu’elles sont définies, les sommes

Z@Zi’m (zE(C); Zmznl : Z(Tl2*5n+6)z";

n=0

Exercice 5

Développer en série entiére au voisinage de 0

o) = artan (2580 Y ;) - 2 ()

1 — x cos(a) (1 —x)

Exercice 6

Ondonneag=a1 =1letVn>1lapy1 =an + %Han_l.

1) On se propose de montrer par absurde que la suite (a,,) diverge vers +oco. En supposant que ce n’est pas le cas,
montrer qu’il existe A > 2 tel que a1 — a, ~ A/n. Conclure.

2) Montrer que Vn 1 < a, < n?. En déduire le rayon de convergence de la série entiere_ a,z".

3) On note f(z) = . a,x™ lorsque cela a un sens. Montrer que pour |z] <1lona (1 —z)f'(z) = (14 2z)f(x). En
n>0

déduire f.

Exercice 7

Déterminer les solutions développables en série entiere de 1’ équation différentielle 2xy’ +y = ﬁ

Exercice 8

Soit (ay,) une suite réelle positive. On suppose que le rayon de convergence de la série entiére »  a,z"™ est supérieur ou

égal & 1. On pose, pour z €] —1,1[, f(z) = > anz™. Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
n>0

(1) 3" a,, converge

(2) f(z) a une limite finie quand = tend vers 1 par valeurs inférieures.

Dans le cas ol ces propriétés sont satisfaites, comparer > a, et lim f(x).

z—1
n=0 <l



Exercice 9 (Comparaison des sommes)

Soient (ay) et (b,) deux suites complexes, ot ’on suppose b, équivalent & a,, quand n tend vers l'infini. Montrer
que les séries > a,z" et > b, 2™ ont méme rayon de convergence R. On suppose désormais R > 0 et Vn € Na,, > 0.
On pose, pour |z| < R A(z) = ) anz™ et B(z) = > byz™.

n=0 n>0
1) Si R = 400 montrer que A(x) ~ B(x)
r—00

2) Si R =1, et b, divergente, montrer que A(x) NlB(w)
—

o<1
Applications:
(1) Soit @ > 0. Montrer 'existence de liml(l —x)“ <Z nalx”>
z— n>1
(2) Calculer Y (1+ 4 +---4 1) 2" En déduire un équivalent, quand « tend vers 1 de Y In(n)z".
n>=1 n>1

Exercice 10 (Théoréme de convergence radiale d’Abel Dirichlet)

Soit Y a,z™ une série entiere de rayon de convergence R = 1. On suppose que la série > a,, converge. Montrer que

la série > a,a™ converge uniformément sur [0,1]. (On pourra effectuer une transformation d’Abel sur le reste de
n>=0

la série)

En déduire que si Y a, 2™ est une série entiere de rayon de convergence R > 0 qui converge au point Re?® du cercle

de convergence, on a
lim E anre™? = g a,R"e™
r—R

r<R n2=0 n>=0
Applications:
Calculer (nB 0
sin(n cos(n
I
n n
n>1 n>1
Théoréme de Mertens: soient (a,) et (b,) deux suites complexes. Soit pout tout n ¢, = >, apb,. On suppose que

ptg=n
les trois séries Y an, > b, et > ¢, convergent. Montrer que

S () ()

Exercice 11 (Inégalités de Cauchy)

Soit > anz™ une série entiere de rayon de convergence R > 0 et f sa somme.
n=0

Pour 0 < 7 < R on pose M (r) = sup |f(z)|. Justifier Pexistence de M(r).

|z|=r
Calculer % f027T f(rett)e~t dt. En déduire que, pour tout n entier et tout » €0, R[ on a |a,| < M(r)r—".
Application : théoréme de Liouville
Soit f la somme d’une série entiere de rayon de convergence infini. Montrer que si f est bornée sur C alors f est

constante.
Que peut on dire si on a seulement f(z) = O (|z|P) quand |z| tend vers Uinfini ?

Exercice 12

k=n
Soit (a,) une suite réelle telle que la série Y a,, converge. Onpose A = > a, et A, = > ai. Montrer que les séries
n>0 k=0

(o] (oo}
> an(t™/nl) et > A,(t"/n!) ont un rayon de convergence infini. On note f(t) et g(t) leurs sommes respectives.
n=0 n=

Montrer que f' = ¢’ — g et que pour tout ¢t € R, fot fwe “du = (g(t) — f(t))e”t. En déduire que 'intégrale
S Slgp—y) .
Jo e f(u)du existe et vaut A.
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TD5 réduction des endomorphismes

K désigne un sous corps de C.

Exercice 1

1) Soit f € L(R3). Montrer qu'il existe une droite et un plan stables par f.

6 —6 5
2) Déterminer les sous espaces de R? stables par A= | —4 —1 10
7T —6 4

Exercice 2

Soit f un endomorphisme diagonalisable d'un K-ev E, et Ex,1 < k < p les sous-espaces propres de f. Soit F' un
sous espace vectoriel de E.

k=
Montrer que F est stable par f ssi F' = @p (FNEy).
k=1

On suppose que f admet n valeurs proprgs distinctes. Combien y a-t-il de sous-espaces de E stables par f7

Exercice 3

Soient A, B € M, (R). On suppose qu'’il existe P € GL,(C) telle que B = P~ AP. Montrer qu’il existe @ € GL(n,R)
telle que B = Q~1AQ.

Exercice 4

Soient E = C,[X], H(X) = X" +a, X"+ - +a1X +apet f: E— E qui a P € E associe le reste R de la
division euclidienne de X P par H.

1) Montrer que les valeurs propres de f sont les racines de H et que les espaces propres sont de dimension 1.

2) En déduire une CNS pour que f soit diagonalisable.

3) Matrice de f dans la base canonique de E.

Exercice 5

Soient E un K-ev de dimension finie etf € L(E) de rang 1. Montrer ’équivalence des trois propriétés suivantes :
1) f est diagonalisable.
2) f240.
3) tr(f?) £0,

Montrer que deux matrices de rang 1 sont semblables si et seulement si elles ont méme trace.

Exercice 6

Soit M = (m;;) € M,(C) ou Vi m;; = 0 et m;; = —m,; = 1sii < j. Valeurs propres de M 7 M est elle
diagonalisable, est elle inversible 7

Exercice 7

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u,v € L(E) vérifiant uov —vou = u.
1) Montrer que Vn € N, u” ov — v o u™ = nu™
2) Mountrer que u est nilpotent.

3) Montrer que ker(u) est stable par v. Dans le cas K = C en déduire que u et v ont un vecteur propre commun.
(RDO p.112)



Exercice 8
Soient A, B € M,,(C) et ® : M,,(C) — M, (C) définie par VX € M,(C), ®(X)=AX — XB.

1) Soient a € Sp(A) et 8 € Sp(B). Montrer que a — 8 € Sp(®P)

2) Soit p € Sp(®) et X € M,(C) telle que X # 0 et ®(X) = pX. Montrer que pour tout P € C[X], on a
P(A)X = XP(B + ul,). En déduire qu’il existe a € Sp(A) et 8 € Sp(B) tels que u = a — 3.

3) Montrer (3X € M,(C), X #0, etAX = XB) < Sp(4) N Sp(B) # 0.

4) On suppose que A et B sont diagonalisables. Montrer que ® est diagonalisable.

Exercice 9
Soient A € M,(R)

1) On suppose A3 = A + I,,. Montrer que det(A) > 0.
2) On suppose A* = 7A3 — 1242, Montrer que tr(A4) € N et que tr(A) < 4n.

3) On suppose A% = A2 et tr(A) = n. Montrer que A = I,,. (Monier algébre 2)

Exercice 10

Soient E un K-ev de dimension finie, f € L(E) et Ly : L(E) — L(E) défini par L¢(g) = f o g. Comparer les valeurs
propres de f et celles de Ly. Montrer : Ly diagonalisable < f diagonalisable.

Exercice 11 (Commutant d’un endomorphisme diagonalisable )

Soient E un K-ev de dimension finie, f € L(F) diagonalisable et I'(f) = {g € L(E) | fog=go f}.

Montrer que I'(f) est un sous-espace vectoriel de L(E).

Soit g € L(E). Montrer que g € I'(f) ssi g laisse stable tous les sous-espaces propres de f. On note dy,...,d, les
dimensions des différents sous-espaces propres de f. Calculer dim(T'(f)) en fonction des nombres dy.

On suppose que f admet n = dim F valeurs propres distinctes. Montrer que I'(f) = {P(f) ; P € K[X]}.

Exercice 12
Soit A € M, (K). Montrer que A nilpotente <Vp € {1,2,...,n}, tr(4AP) = 0.

Exercice 13

Soient M € GL,(C) diagonalisable et X € M, (C) telle que X* = M (avec k € N*). Montrer que X est diagonalis-
able.

Exercice 14

Soient A, B € M3(C) ayant méme polynéme minimal et méme polynéme caractéristique. Montrer que A et B sont
semblables. Montrer que ce résultat tombe en défaut dans My (C).

Exercice 15

Soit G un sous groupe commutatif fini de GL,,(C). Montrer qu’il existe une matrice inversible P telle que P~1AP
soit diagonale, pour toute A € G.

Exercice 16
Dans les trois questions suivantes, A,C € M, (C), B € Ms,(C) et I = I,, € M,(C).

1) Soit B = < j 26;41 > ; montrer B diagonalisable <A diagonalisable.
. 0 A . . . . . .
2) Soit B = I o ) montrer B diagonalisable < A diagonalisable et inversible.
!/
3) Soit B = ( AO i > ; on suppose en outre que A et C' commutent. Montrer que P(M) = P(OA) Pp((él))c )
pour tout P € C[X]. En déduire M diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable et C' = 0.
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TD 6 : Intégration

Exercice 1

Existence et calcul éventuel des intégrales suivantes :
I:/W/Qvtan(t)dt'fz/oo t — arctan(t) dt'I:/ltln(t)dt'I:/oo arcsin L dt
L A T )yt 4 )arctan(t) P Jo =327 T ) t) t)

2
Réponses : I; = W\TT; Io=1In (E) i Isr=—In(2); I4= 1—%4—111(2).

Exercice 2

/2 /2
Existence et calcul de I = / In(sin(z))dz et de J = / In(cos(z)) dx.
0 0

Exercice 3

Soit f € C*(RT,R). On suppose que f2 et f”? sont intégrables sur R* ; montrer que f'* est intégrable sur R*.
(On pourra commencer par montrer que ff' a une limite quand z tend vers linfini dans R, puis que cette limite
est nulle)

Exercice 4

On pose, lorsque cela a un sens I'(z) = fooo e~ tt*"1 dt. Préciser le domaine de définition de I'. Montrer que pour
x> 0,I'(z+1) =2I'(z). En déduire I'(n) pour n € N*.
Soit a > 0. Montrer

/OO e dt =T'(a+1)¢(a+1)
0

et —1

Exercice 5

t\" *
En utilisant la relation e * = lim <1 - > montrer que / e 'In(t) dt = —v (constante d’Euler)
n— o0 n 0
Exercice 6

* cos(xt
Soit f(z) = (zt) dt. Existence et développement en série entiere.
h
o cosh(?)

%) n
On pourra utiliser, apres avoir justifiée I'inégalité 0 < b, := / dt < (2n)!
o cosh(t)

Exercice 7

o0

°° cos(xt) noyl M
Montrer que Vz € R /0 i1 dt:Z(_l) o

n=1

Exercice 8

Soit f € C°([1,00[,R). Montrer que/ f(t) dt converge :>/ @dt converge.
1 1



Exercice 9
Soit f :]0,00[— R continue, admettant des limites finies A (resp. X') quand z tend vers 0 (resp. o). Soient a,b

= f(bt) - f(at)

b
réels, tels que 0 < a < b. Montrer que I'intégrale / dt converge et vaut (A'—\)In (> .
0

t a
Exercice 10
On pose
oo . 2 / /
t 2 1)x 2 1)x
[:/ Sm()dtj / Sm()dtetpournEN,In:/ wdxetjn:/ Mdm
0 t 0 t2 0 ST 0 X

Calculer I,,. Montrer que lim (I, — J,,) = 0. En déduire la valeur de I puis celle de J.
n—oo

Revisions : intégrales d’une fonction continue sur un segment

Exercice 11

k=n
k 1
Soit o € R, |a| # 1. Montrer que H <1 — 2acos (ﬁ) + a2> = ﬂ(a%—l)
Pt n a—1

En déduire la valeur de I = / In (1 - 2acos(z) + o?) dz
0

Exercice 12

Soit f : [a,b] — R% continue. Montrer

b b
bia/ In(f(¢)) dt <In (bla/ f@) dt) . Généraliser.

Exercice 13
Soit f:[0,1] — R continue. Montrer que lim nfol tnf(t)dt = f(1).
n—oo

Indication : commencer par le cas f(1) =0 et couper Uintégrale.
Exercice 14

Soit f : [a,b] — R continue. On pose, pour n € N, ||f]|,, = (f; [f()™ dt)
Montrer que lim [[f[,, = /]l (= sup |£(2))

t€la;b)

1/n

Exercice 15

Soient f € C2([0,1], I—fo t)dt et u, = L i ( -)-

Montrer que
. (1) - f(0)
1 2 In —uy,) = f (
A (L = un) 24

Appliquer la formule de Taylor ¢ une primitive de f entre k/n et (2k — 1)/2n puis entre (k — 1)/n et (2k — 1)/2n.

Exercice 16
Soit f € C*([0,1],R). Déterminer

n—1
o1 kN ., (k+1
S (3) ()
k=1
Exercice 17

Calculer

nz k=n k' k
lim —— lim 1+ — lim
N 4/n?
n— oo (2233 - n”) n—00 i n n—00

H
~
3
N
VRS
o~ e
Il I
= 3
[g))
kol
Fle
3
\—/
|
3
> S
Il I
= 3

lim (1 + W)
n—o00 n
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TD 7 : Intégrales dépendant d’un parametre

Exercice 1

Soient I un intervalle de R, f : I — C de classe C* et a € I. On suppose que f a en a un zéro d’ordre h < k, c’est
a dire que f(a) = f'(a) = --- = f*=Y(a) = 0. Montrer qu'’il existe une fonction g : I — K de classe C*~" telle que
Vz €I f(z) = (z — a)'g(z).

Exercice 2

B i 2 f/(t)

C2mi Jy  f(t) dt

Soit f € CY(R,C)), 27-périodique et ne s’annulant pas. On pose I(f)

1) Montrer que I(f) € Z.

2) On se propose de démontrer le théoreme de d’Alembert-Gauss. Soit P € C[X] un polynéme de degré n > 1. On
suppose que P n’admet pas de racines dans C. On pose, pour r > 0, f.(t) = P (re“). Montrer que la fonction h
définie par h(r) = I(f.) est continue sur Ry. Calculer h(0) et Tlggo h(r). Conclure.

3) Soit toujours P € C[X] et R > 0 tel que P n’ait aucune racine de module R. Déterminer I(fr) au moyen des
racines de P.

Exercice 3

oo —xt oo : oo :

On pose, lorsque cela a un sens F(z) = / L@ G(z) = / sin(t) dt et I= / sin(t) dt

o 1+1t2 , tH+=z 0 t
1. Montrer que F est définie et continue sur [0, +oc[, de classe C? sur ]0, +oo[. Former une équation différentielle
simple du second ordre vérifiée par F.
2. Montrer que G est définie et continue sur |0, +oo[ de classe C? sur ]0, +oo[ et qu’elle vérifie la méme équation
différentielle que F' sur ]0, +o0[.
3. Montrer que Yz > 0, F(z) = G(x). En déduire la valeur de I.

Exercice 4

(o]
Soit la fonction F définie sur R par F(z) = / e~ it g1 Montrer que F' est dérivable sur R. Montrer que F'

— 00

vérifie une équation différentielle simple. Expliciter F'(z) (on admettra que F'(0) = /).

Exercice 5

Montrer que, pour > 1

/ eﬂrtsmh(t) dt:lln x+1
0 t 2 z—1

Exercice 6

 ln|z|

Etudier f(z) = /Oo arctan(tz)

dt. En déduire la valeur de I = / dz
0 14 ¢2

0 1:2 — 1 )
Exercice 7

[ee] : t [ee] : t
On définit I = / ) 4 ot Vo eR, B(z) = / sin(tz)
1. Montrer que ® est définie, continue et de classe C! sur R.
2. Montrer que ® est de classe C? sur ]0, +oo[. Former une équation différentielle vérifiée par ®.

3. Calculer ®(0) et ®'(0). Vérifier que ®’ est bornée sur R. En déduire I et la valeur de

Flz) = /0°° cos(tx) i@t

1+ ¢2

dt
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TD 8 : Dualité

Exercice 1

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous espace vectoriel de E. Montrer que F' est égal a
I’intersection des hyperplans qui le contiennent.
Que peut on dire de la dimension de l'intersection de p hyperplans dans un espace vectoriel de dimension n?

Exercice 2
Soient f,g,h € L(R?,R). Montrer : rg(f,g,h) = 2 < ker(f) Nker(g) Nker(h) est une droite vectorielle.

Exercice 3

Soient E un K-ev, F,G deux sev tels que E = F @ G. Soit p la projection sur F' parallelement a G. Montrer que
E* = F° @ G° et interpréter la transposée 'p de p.

Exercice 4

Soit M, (K) lespace vectoriel des matrices carrées d’ordre n & coefficients dans K.

1) Soit A € M, (K) telle que VM € M, (K), tr(AM) = 0. Montrer que A = 0. (tr = trace)
2) Soit ® une forme linéaire sur M, (K). Montrer qu’il existe A € M,,(K) telle que VM € M, (K), ®(M) = tr(AM)

Exercice 5

Soit V' un sous espace vectoriel de dimension finie de C° ([a,b],R). Pour z € [a,b], soit e, : V — R définie par
ex(f) = f(z). Montrer que la famille des ¢, engendrent I’espace dual V* de V.

Soit (f,) une suite d’éléments de V' convergeant simplement vers une fonction f : [a,b] — R. Montrer que f € V et
que la convergence de la suite (f,,) est uniforme.

Exercice 6
Soient E = K,,—1[X], A : E — E défini par A(P) = P(X+1)—P(X) et ¢ : E — K définis par ¢ (P) = (A*(P)) (0).

Montrer que (o, - ,¢n—1) est une base de E* et déterminer la base de E dont c’est la base duale.
Application : Soit P € C[X]. Déterminer la somme de la série entiere Y P(n);
n=>0

Exercice 7

Soit E = C,[X]. On définit Py = 1 et pour k > 1, P, = %
I'application E — C définie par ¢x(Q) = (D*(Q)) (k) = Q™ (k).
1. Montrer que P} (X + 1) = P,_1(X) pour tout k > 1.

2. Montrer que (o, - , ) est la base duale de (Py,- -+, Py,).

X(X — k)*~1. Enfin, on note, pour k entier, o,

k=n

3. En déduire Vz,y € C, (z+y)" =y"+z Z CF(x—k)* = (y+k)"F
k=1

(TAD, tome 3, p. 22)

Exercice 8 (Interpolation d’Hermite)

Soient aj,...,a, n éléments de K deux & deux distincts. Soient F = Ky, _1[X] et pour 1 < k < n, ug,vx : E > K
définies par ug(P) = P(ax) et vi(P) = P'(ak).
1) Montrer que 8 = (uy,...,Un,V1,...,0,) est une base du dual E* de E.

2) Onpose T'(X)= (X —a1) (X —ap) et Tp(X) = T'(X) pour 1 < k < n. Déterminer la base préduale de .

- X - (075
On exprimera ces vecteurs au moyen de 7T et de ses dérivées ainsi que des T}.
3) Soient I = [a,b] un segment de R, ay,...,a, dans I deux & deux distincts et f : I — R de classe C*". Montrer

qu’il existe un unique polynéme H & coeflicients réels, de degré au plus 2n —1 tel que pour tout k entre 1 et n on ait
Hp(ay) = f(ax) et Hy(ar) = f'(ar). Montrer que Vz € I, |f(z) — Hy(z)| < ﬁ Hf(Q")HOO (z—ay)--(z—an)).
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TD 9 : Topologie

Exercice 1

Déterminer les points d’accumulation des ensembles
11\ 11
E:{<+) i m,n € N* et F:{2+2;p,q€N*}
m n P q

Soient (ay) et (b,) deux suites réelles telles que lim (ap41 —an) =0et lim a, = lim b, = +00. Pour N € N on
n—oo n—oo n— oo

Exercice 2

pose Ex = {an — b ; n = N, m > 0}. Montrer que Ey est dense dans R.
Application : Déterminer les valeurs d’adhérence des suites (sin (1/n)) et cos(In(n)). (RDO An 1, p 19).

Exercice 3

d(z,y)
1+d(z,y)

Soit (E,d) un espace métrique. On définit pour (z,y) € E?, §(x,y) = min (1,d(z,y)) et h(x,y) = Montrer
que ¢ et h sont des distances bornées sur E définissant la méme topologie que d.

Indication : vérifier d’abord que pour a,b,¢c >0,onac<a+b= lfrc < ﬁ‘a + %er

Exercice 4

Soient (X,d) et (Y,0) deux espaces métriques, A et B deux parties de X telles que X = AUBet f: X =Y. On
suppose que les applications f|4 : A — Y et f|p: B — Y sont continues

Montrer que si A et B sont tous les deux ouverts (resp. fermés), f est continue.

Donner un exemple ou f n’est pas continue.

Exercice 5

Soitf : R — R uniformément continue. Montrer qu'il existe a et b réels positifs tels que Vz € R, |f(z)| < alz| + b.

Exercice 6

Soit f : R — R continue, admettant des limites finies en +o00 et en —oo. Montrer que f est uniformément continue.

Exercice 7

Soit f € C([0,+0o[R) admettant une limite finie en occ.
1) On suppose que f’ est uniformément continue. Montrer que lim f’(x) = 0.
T—r 00

2) Donner un contreexemple dans le cas ot f’ n’est pas uniformément continue.

Exercice 8
Soit E = C'([0,1],R) et g € E fixé. Pour f € E, on pose Ny(f) = sup |f(t)g(t)|. Déterminer une CNS sur g pour
0<t<1

que N, soit une norme. Si c’est le cas, déterminer une CNS sur g pour que cette norme soit équivalente a celle de
la convergence uniforme.

Exercice 9

Soient X un espace métrique et E ’espace vectoriel des fonctions continues et bornées de X dans R muni de la
norme de la convergence uniforme. Soit @ € X fixé. Pour € X, on définit ¢, : X — R par ¢, (y) = d(z,y) —d(y, a).
Montrer que ¢, € E. Montrer que ® : x — . est une isométrie de X sur un sous ensemble X’ de E.

Exercice 10

Soit C' une partie convexe d’un espace vectoriel normé E.
1. Soit a € C et € C. Montrer que [a,z[C C (ou, par définition, [a,z[= {(1 —t)a+tx; 0 <t < 1}).
2. Montrer que l'intérieur de C' et 'adhérence de C' sont convexes.

3. On suppose en outre que 'intérieur de C est non vide. Montrer que C = C et que c=C.



Exercice 11

Soient E un R-ev normé, f : E — R une forme linéaire et H = ker(f).

On suppose que f n’est pas continue. Montrer qu’il existe une suite (x,,) de points de E convergeant vers 0 telle que
Vn, f(z,)=1.

En déduire que f est continue si et seulement si H est fermé.

Soit H' = f~1(1). On suppose f continue. Montrer d(0, H') = 1/ f|.

Exercice 12

Sur E = C°([0,1],R) muni de la norme | ||, on considére les formes linéaires y,, n € N* et p définie par

Calculer [|un]l, [|&lls |4 — tn|- Déterminer lim u,(f) pour f € E. Conclusion ?
n—oo

Exercice 13
Soit E = C°(([0,1],R) muni de la norme de la convergence uniforme et F = {f €eFE ’ fol f(t)dt = 0}.

1. Montrer que F' est un sous espace vectoriel fermé de FE.
2. Montrer que toute © € F admet une unique primitive v appartenant a F'.
3. On note v = T'(u). Montrer que T est linéaire continue et calculer sa norme.

Exercice 14

Soit E un espace vectoriel normé ; on se propose de montrer qu’il n’existe pas de couple (u,v) d’endomorphismes

continus de E tels que uv — vu = Idg.

Justifier cette affirmation si E est de dimension finie.

On suppose désormais que F est de dimension infinie et qu’il existe un tel couple (u,v). Montrer que pour tout
> 1, u™v — vu™ = nu”"!. En comparant les normes des deux membres de cette inégalité montrer que u est

nilpotent. Conclure.

Exercice 15

+oo
1. Montrer que la fonction f(z) = Z o) est définie et continue sur R\ Z.
z—n

2

2. Montrer que la fonction h définie par h(x) = f(z) — est prolongeable par continuité sur R.

5
sin®(wx)
3. Soit E = C°([0,1],R) muni de la norme de la convergence uniforme et T I’application de E dans E quia g € E

associe T'(g) définie par
T rz+1
Vo DTG0 =0 (3) +o (*57)

Montrer que 7T est linéaire continue et que ||T|| = 2. Calculer T (h|j1]). En déduire :

VreR\Z, 7—
\ sin? Z:z:fn

Exercice 16

Soient

E=1"={(z,) cK" Z |z | converge p muni de la norme ||z||; = Z ||
n>=0 n>=0
et
F =1 = {(z,) € K" | (z,) est bornée } muni de la norme |z = sup|z,|

n>0

Montrer que pour tout o = (a,) € F et tout z = (x,) € E, la série Y a,z, est absolument convergente. On pose

Ya(x) = Z AnTnp.

n=0
Montrer que pour tout o fixé, ¢, est une forme linéaire continue sur E, et que [|¢.|| = |la||
Montrer que toute forme linéaire continue sur E est de cette forme. Conclusion ?
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TD 10 : Formes bilinéaires

Exercice 1

Réduire, par la méthode de Gauss les formes quadratiques suivantes, et déterminer, pour chacune d’elles, rang, noyau
et signature.

1. Sur R® : g(z,y, 2, t,u,v) = zy + vz + ot + tu + uv + vT

2. Sur R? : q(z,y, 2) = 222 + 3wy — 4oz — 2y% + Tyz — 622

3. Sur R* : q(z,y,2,t) = 2zy — 622 — 6yt + 22t

4. Sur R* : q(z,y,2,t) =a? + 2 + 22 +t2 — 2y —yz — 2t —tox — 2z — yt

Exercice 2

Soit E = R,[X] et ¢ : E x E — R définie par YP,Q € E ¢(P,Q) = Y. e *P(k)Q(—k). Montrer que ¢ est une
k>0

forme bilinéaire symétrique sur F et déterminer sa signature.

Exercice 3

Soit @ une forme quadratique sur un R-ev E de dimension n, de signature (n — 1, 1), de forme polaire ¢.

1. Soit F' un sev de E tel qu’il existe v € F vérifiant ®(v) < 0. Montrer que la restriction de ® & F' est non dégénérée.
Quelle est la signature de cette restriction 7

2. Soient a,b € E indépendants, tels que ®(a) < 0, ®(b) < 0. Montrer que |p(a,b)|> > ®(a)®(b).

Exercice 4
Soit ¢ : M, (K) x M, (K) = K, ¢(A, B) = tr(AB) (tr désigne la trace).

1. Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur M, (K).

2. En déduire que pour toute forme linéaire 6 sur M, (K) il existe une matrice A telle que (M) = tr(AM) pour
toute M € M, (K).

3. Soit A € M, (K), C(A) le commutant de A. Soit B € M, (K). Montrer :

39X € M,(K) B=AX — XA = VY € C(A) t(YB) =0

4. Dans le cas K = R déterminer la signature de ¢.

Exercice 5 (Cone isotrope)

Soit ® une forme quadratique sur un K-ev E de dimension finie n , C'(®) son cone isotrope. On suppose que C(®)
est un sous espace vectoriel de E ; montrer que deux éléments quelconques de C(®) sont p-orthogonaux. En déduire
que C(®P) est un sous espace vectoriel de E ssi C(®) = ker(yp).

Dans le cas K = R, donner une cns sur ® pour que C(®) = ker(y).

On suppose n > 3, C(®) # {0} et ® non dégénérée ; montre que C'(P) n’est contenu dans aucun hyperplan de E.
En déduire D’existence, dans ce cas, d’'une base de E formée de vecteurs isotropes.

Exercice 6
Soient ® une forme quadratique non dégénérée sur un K-ev E de dimension finie n, ¢ sa forme polaire et Go =
{feL(E);VeeE, &(f(x)) = D(x)}. Montrer que Gg est un sous groupe de GL(E). (On pourra commencer par
montrer que, si f € Gg, on a, pour tout (z,y) € E2, ¢ (f(z), f(y)) = o(z,y).

a c
b d

f € Gg. Montrer que (det(A))?> =1 et que d? > 1. Déterminer toutes les matrices A avec det(4) =1 et d > 0.

On suppose E = R? et ®(z,t) = —2% + t? ; soit A = < la matrice dans la base canonique d’un élément

Exercice 7 (Orthogonalité)

Soient ® une forme quadratique sur un K-ev E de dimension n, ¢ sa forme polaire, F' un sous espace vectoriel de
E et F' son p-orthogonal. On note enfin ¢r la restriction de ¢ & F' x F. Montrer que F’ = °(s,(F)). En déduire
dim(F) 4+ dim(F’) = dim(E) + dim (F Nker(p))

Déterminer le noyau de ¢r. Donner un exemple ot ker(p) N F C ker(¢r).

Montrer que E = F @& F’ si et seulement si ¢|pxr est non dégénérée.

Donner un exemple de forme ¢ sur un R-ev E et de sous espace F de E tels que F' = F”.
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TD 11 : Topologie 2

Exercice 1

Soient A et B deux parties compactes disjointes d’un espace métrique E. Montrer qu’il existe r > 0 tel que
V(z,y) € AX B, d(z,y) > r. En déduire qu’il existe deux ouverts U et V tels que ACU, BC Vet UNV = 0.

Exercice 2

Soit f : R™ — RP continue. Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1) VA>0,3B>0,Yz R, |z > B= ||f(z)] > A.

2) L’image réciproque par f de tout compact de RP est un compact de R™.

On suppose que f possede ces propriétés. Montrer que 'image par f d’un fermé de R" est un fermé de RP. Montrer
que la fonction z — ||f(z)|| & un minimum.

Application : Soient A;, Ay, Az trois droites de R? euclidien deux a4 deux non paralléles et non sécantes. Montrer
que parmi tous les triangles My MyMs ou M; € A; il y en a un de périmetre minimum.

Exercice 3

Soient (X, d) un espace métrique compact et f : X — X telle que V (z,y) € X2, z # y = d(f(z), f(v)) < d(x,y).
Montrer que f a un unique point fixe. ( Considérer la fonction h(z) = d(f(x),x)

Exercice 4

Soient (X,d) un espace métrique compact et f : X — X telle que V(z,y) € X2, d(f(z), f(y)) = d(z,y). Soient
a € X et (z,) la suite définie par g = a et Vn € N,z, 1 = f(x,). Montrer que a est valeur d’adhérence de la suite
(zr,). En déduire que f est une bijection. Montrer que ’ensemble des isométries d’un espace compact est un groupe
pour la loi o. (G. Analyse p.125 ou LS tome 4 p. 88) .

Exercice 5 Théoréme de Dini

Soient X un espace compact et (f,) une suite d’applications continues f, : X — R. On suppose que la suite (f,)
est décroissante (i.e. Vo € X, Vn € N, fo11(z) < fu(z)) et qu’elle converge simplement vers une fonction continue
f: X — R. Montrer que la convergence de la suite (f,,) est uniforme. (A.T. p.323).

Exercice 6

Soit E un espace affine réel de dimension finie n. L’envelope convexe Conv(A) d’une partie A C E est le plus petit
convexe de E contenant A.

1) Justifier lexistence de I'enveloppe convexe d’un sous ensemble quelconque de E.

2) Soit A un sous ensemble non vide de E. Pour p entier naturel, p > 1, on désigne par C,(A) 'ensemble des points
de E qui sont barycentres & coefficients positifs d’au plus p points de A. Montrer que Conv(A4) = |J Cp(A4).

p=1
3) Soient m > n+1et (y1,...,Yym) des points de E. Montrer qu’il existe des réels non tous nuls (\;)1<igm vérifiant
Z /\11‘1 =0et Z )\120
1<i<m 1<i<m

En déduire que C,,(4) = Cy,—1(A).
En conclure que Conv(A) = Cy11(A). (Théoreme de Carathéodory).
4) Déduire de ce qui précede que l’envelope convexe d’une partie compacte de E est compacte.

Exercice 7

Soit S = {(z,y,2) € R® |22 +y?> + 22 =1} et f: S — R continue. Montrer qu'’il existe deux points diametralement
opposés sur S qui ont la méme image par f.

Exercice 8

Soit H un sous espace vectoriel strict de R™. L’espace R™ \ H est il connexe 7



Exercice 9
Soient E un evn de dimension finie et (u,) une suite bornée de points de F telle que lim (u,41 — up,) = 0. Montrer
n—oo
que ’ensemble A des valeurs d’adhérence de la suite (u,,) est un compact connexe de E.
Application : Soit f : [a,b] — [a, b] continue et u la suite de premier terme ug € [a,b] telle que Vn € N wuy11 = f(uy).
Montrer que u converge ssi lim (up41 — u,) = 0.
n—o0

Exercice 10

Soient (Kn)n>0 une suite décroissante de compacts d’un espace métrique E, K = (| K, et Q un ouvert de E tel
n=0

que K C . Montrer qu’il existe un entier naturel n tel que K, C . En déduire que 'intersection d’une suite

décroissante de compacts connexes non vides est un compact connexe non vide.

Exercice 11

Montrer que I’application qui & toute matrice M € M, (K) (K = R ou C) associe son polynéme caractéristique x ps
est une application de M, (K) dans K,,_1[X] continue.
L’application M, (K) — K,,[X] qui & une matrice M associe son polynéme minimal est elle continue?

Exercice 12

Soit K = R ou C. Montrer que GL(n,K) est dense dans M, (K).
En déduire une démonstration du fait que si A et B sont deux matrices carrées d’ordre n a coeflicients dans K, les
matrices AB et BA ont le méme polynéme caractéristique

Exercice 13
Montrer que GL(n,C) est connexe par arcs.

Exercice 14

Soit E un K-ev de dimension finie (K sous corps de C). Montrer que l’ensemble des formes quadratiques non
dégénérées sur E est un ouvert de l'espace Q(E) des formes quadratiques sur E. Quelle est son adhérence 7
On suppose maintenant K = R. Montrer que I’ensemble des formes quadratiques définies positives est un ouvert de

Q(E).

Exercice 15
Soient P(X) =ag+a1 X +---+a,X?, Q(X) =bg+b X +---b,X? deux polynémes & coefficients dans K de degrés
respectifs p et g. On leur associe la matrice M € M), ,(K) suivante :

a 0 -+ 0 b 0 -+ 0
ar ay - i b .
ap, - 0 . .0
a . . . . . . .
M= 0 0 soit m; ;= qbgyi—; sig+l<j<gtpetj—qg<i<y
ap . by by 0 sinon
0
0 0 ap 0 0 bq

Le déterminant de Sylvester des polynémes P et @ est par définition A(P, Q) = det(M).

1) Soit S = (P,XP,..., X7 'P,Q,XQ,...,X?"'Q). Montrer I'équivalence des trois propriétés suivantes :
(a) P et @ sont premiers entre eux.
(b) S est une base de Kp44-1[X].

() A(P,Q) #0.
En déduire qu'une CNS pour que les racines de P dans C soient toutes simples et que D(P) := A(P, P') # 0.

2) Calculer D(P) pour P = aX? + bX + c puis pour P = X3 + pX +q.
3) Montrer que ’ensemble des polynémes de C,,[X] ayant n racines distinctes est un ouvert de C,,[X].

4) Soit D,, C M,(C) l'ensemble des matrices diagonalisables et Q,, C M, (C) Pensemble des matrices ayant n
valeurs propres distinctes. Montrer que €,, est ouvert et dense dans M, (C), puis que 'intérieur de D,, est Q,,.
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TD 12 : Espaces complets, espaces préhilbertiens

Exercice 1

Soit E l'ensemble des applications lipschitziennes de I = [0,1] dans R . Montrer que E est un espace vectoriel. On
définit N : E — R par
fly) — f(=)

y—x

Montrer que N est une norme sur E. E muni de cette norme est il complet ?

VfeE, N(f)=sup|f(z)|+ sup
zel z,yel,x#y

Exercice 2
On munit £ = C([0,1],R) de la norme || ||; définie par ||f|; = fol |f(t)| dt. Montrer, en considérant la suite (fy)
définie par f,(t) = min (n,t~1/2), que (E,|| ||,) n’est pas complet.

Exercice 3

Soit E = C* ([0,1],R). E muni de la norme || || de la convergence uniforme est il complet ? Pour f € E, on pose
Ni(f) =1f0)] + || f'|l .- Montrer que N; est une norme et que (£, N1) est complet. Comparer Ny et || || .

Exercice 4

Soit (X,d) un espace métrique complet et f : X — X. On suppose qu’il existe un entier p > 1 tel que f? soit
contractante. (f? = fo fo---o f). Montrer que f a un unique point fixe a € X. Montrer que pour tout zy € X,
—_——

p fois
la suite (x,) de premier terme zo vérifiant Vn € N 2,11 = f(z,) converge vers a.

Exercice 5

Soient E = C°([0,1],R) et ® : E — E définie par V f € E,®(f)(z) = 3 [, sin(f(t)) dt. On munit E de la norme
de la convergence uniforme. Montrer que ® est contractante. En déduire que I’équation différentielle ¢y = %sin(y)
admet une solution unique sur [0, 1] vérifiant la condition initiale y(0) = 0.

Exercice 6

Soit g : [0,1] — C continue. Montrer qu’il existe une unique fonction continue f : [0,1] — C telle qu’on ait
f(z) + 3 f(z*) = g(x) pour tout z € [0,1].

Exercice 7
Soient E = C([0,1],R) muni de la norme de la convergence uniforme, L.(E) l'espace des endomorphismes continus
de F et T : E — E définie par

Ve e EVte[0,1] T(x)(t) = /Ot z(u)du

1. Montrer que pour tout entier n > 1 il existe une fonction continue K, : [0,1] x [0,1] — R telle que
t
Ve e EVYte[0,1] Trz(t) = / K, (t,v)z(u)du
0

2. Montrer que T™ € L.(E) et que la série >, T™ converge dans L.(FE).
n>0
3. Soit g € E. Déduire de ce qui précede qu’il existe un z € E unique tel que

Vit e [0,1] x(t) — /0 z(u)du = g(t)

Exercice 8 (Théoréme du point fixe & paramétres.)

Soient (X,d) un espace métrique complet, A un espace métrique et f : A x X — X une application. On sup-
pose quelle est contractante en z, uniformément par rapport & A € A, c’est a dire qu’il existe k € [0, 1] tel que
d(f(\ ), f(\, ") < kd(z,2') pour tout (z,2') € X2 et tout A € A. On note p(\) € X l'unique point fixe de
Papplication z — fa(z) := f(A, z). Montrer que



e Si f est continue, ¢ est continue.

e Si f est lipschitzienne, ¢ est lipschtzienne

Application :

1) Soit ® : R? — R? définie par ®(z,y) = (z + 3 sin(z — y),y + 5 cos(z + y)). Montrer que ® est un homéomorphisme
de R2.

2) Montrer que, pour 0 < A < 3/8 I’équation z° — x + A = 0 a exactement deux racines positives dont une et une
seule, notée ) comprise entre 0 et 1/2. Montrer que 'application A — z de [0,3/8] dans [0, 1/2] est lipschitzienne.

3

Exercice 9

Soit E, (| ) un espace préhilbertien, B la boule unité ouverte, B’ = B la boule unité fermée. Montrer que B’ est
strictement convexe, c’est & dire que Vz,y € B’ VA €]0,1[z £y = Az + (1 — \)y € B.
Exercice 10
2
Soit E l’ensemble des fonctions continues f : [0, 1] — R telles que lafonction ¢t — @ soit intégrable sur [0, 1].

1. Soient f,g € E. Montrer que la fonction t — M
espace vectoriel de l’espace C([0,1],R) et que 'application

(o)~ (o) = [ L0 0a

est intégrable sur [0,1]. En déduire que E est un sous

est un produit scalaire sur FE.
2. Pour n > 1 on note E,(t) = t". Vérifier que E,, € E. Soit (P,) la suite de fonctions obtenues en appliquant &
la suite (E,)n>1 le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. Montrer que pour tout n, P, est un polynéme
de degré n. Calculer Py, P, Ps.
3. Soit F={f€FE|3a, 0<a<1;Vtel0,a] f(t)=0}. Montrer que F est un sev de E dense dans E.
En déduire que pour toute f € E on a

F=Y_(Palf)Pn

n>1
Exercice 11 (Espaces de Hilbert)
1) Soient (E, (| )) un espace préhilbertien et C' une partie de E convexe, non vide et compléte. Soient x € E et
r=d(z,C).
a) Pour @ > 0 on pose P, = C N B'(z,r + a) ou B'(z,p) est la boule fermée de centre z et de rayon p.
Montrer que P, est une partie fermée de E et que le diametre de P, tend vers 0 quand a tend vers 0.
b) En déduire qu’il existe un point z’ € C et un seul tel que ||z — z’|| = d(x,C). On note pc l'application
qui & x associe z’.
c) Soit y € C. Montrer que y = pc(z) © Vu € C,Re ((z —y|u—1y)) <0.
En déduire que 'application pc est 1-lipschitzienne.
2) On suppose maintenant que E un espace hilbertien.
a) Soit F un sous espace vectoriel fermé non réduit & {0} de E. Montrer que E = F@® F= et que la projection
orthogonale sur F' est continue de norme 1.

b) Soit E’ le dual topologique de E, c’est & dire l’ensemble des formes linéaires continues sur E. Soit
J : E — E' linjection canonique définie par Vo € E, J(x) = (z|- ). En utilisant ce qui précede, montrer
que J est une isométrie bijective de E sur E’.
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TD 13 : Groupes

Exercice 1

Soit G un groupe fini d’ordre n = 2m. Montrer qu'il existe un élément g € G d’ordre 2. (On pourra considérer
I'application z — =1 de G dans G ).

Exercice 2

Soient G un groupe et H un sous groupe tel que [G : H|] = 2. Montrer que H est distingué dans G. Donner des
exemples.

Exercice 3 (Ordre d’un élément)

a) Soient G un groupe, a et b deux éléments de G tels que ab = ba. Montrer que si O(a) et O(b) sont premiers entre
eux, on a O(ab) = O(a)O(b). Si pged (O(a),0(b)) =d > 1 a-t-on O(ab) = ppcm (O(a),O(d)) ?

b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que le produit de deux groupes cycliques soit cyclique.

¢) Donner un exemple de groupe possédant deux éléments a et b d’ordre 2 tels que ab ne soit pas d’ordre fini.

d) Donner un exemple de groupe G infini dont tous les éléments sont d’ordre fini.

e) Soient a et b deux éléments d’un groupe G. On suppose ab d’ordre fini. Montrer qu’il en est de méme de ba et
que ab et ba ont méme ordre.

Exercice 4

Soit G un groupe, C = {g € G | Vx € G, gr = xg} son centre et H un sous groupe de C. Montrer que H est
distingué dans G. On suppose le groupe quotient G/H monogene. Montrer que G est abélien.

Exercice 5

Soit G un groupe non trivial dont les seuls sous-groupes sont G et {e}. Montrer qu’il existe un nombre entier p
premier tel que G soit isomorphe & Z/pZ.

Exercice 6

Soit G un groupe ayant six éléments, que I’on suppose non cyclique.
1) Montrer que G contient un élément a d’ordre 3.
2) Soit A=G\ <a>.
a) Montrer que A est constitué par les éléments d’ordre 2 de G.
b) Montrer que le centre de G est réduit a 1.
¢) Montrer que G opére sur A par automorphismes intérieurs. En déduire que G est isomorphe & G3.

Exercice 7
Soit K un corps fini de caractéristique différente de 2 et de cardinal > 3. On pose A = {a: EK |22 +1= 0}. Soient

E=K\{-1,0,1} et f: E— E définie par f(z) = L=}. Calculer f* pour k =2, 3, 4.

Montrer que (Z/4Z) x E — E définie par (a,z) — f%(x) ol a est le reste modulo 4 de « est une action du groupe
7,/4Z sur E. En déduire que card(A) = card(K) — 3 mod 4.

Soit p un nombre premier impair et K = Z/pZ. Montrer que -1 est un carré dans K ssi p = 1 mod 4.

On suppose p = 4m + 1 ; en utilisant le théoreme de Wilson, trouver une solution explicite de I’équation z? = —1
dans Z/pZ.

Montrer que I’ensemble des nombres premiers de la forme 4m + 1 est infini.

Exercice 8

Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble fini E. Pour o € G, on note F, ’ensemble des points fixes de o i.e.
F,={x € E|o*xz =z} Soit N le nombre total d’orbites. En calculant de deux maniéres le cardinal de I’ensemble

S ={(o,z) € Gx E|oxx=x} démontrer la formule de Burnside : card(G) = % > card(Fy).
oeG
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TD 14 : Séries de Fourier

Exercice 1
Soit f la fonction 27 périodique telle que f(z) = |z| pour z € [—m, 7). Déterminer la série de Fourier de f, étudier
sa convergence.
242 3 e’} )
= mt 2p+ 1)t
En déduire ¥t € [o, q (T At s (2t 1)t
20T T ey

Exercice 2

Déterminer la série de Fourier de la fonction définie par f(xz) = |sinz|. Etudier sa convergence. Montrer que
Péquation différentielle ¢/ — y = | sin 2| admet une solution périodique et une seule et déterminer son développement
en série de Fourier.

Exercice 3

1 o
Développer en série de Fourier f(0) = 1900 En déduire la valeur de /0 5—47(:0:;@0)
Exercice 4
) 1 27 0 a2n
Soit o € C. Développer en série de Fourier la fonction f(z) = exp(ae*®). Montrer 7 /0 2 cos(@) g — Z CIER

n=0

Exercice 5

Soit f : R — C, 2w-périodique et continue par morceaux. Montrer que

v #em :/Omf(t)dt—co(f)x"' > #

nezZ* nez*

Exercice 6 (Procédé de sommation d’Abel)

Soit 7 € [0,1[. Montrer qu’il existe une fonction continue 27 périodique et une seule P, telle que ¢, (P,) = rl*l pour
tout n € Z et déterminer P,.

Pour f continue et 27 périodique, on pose A.(f)(t) = 3 ca(f)ri™e™*. Montrer que A,.(f) = P, * f (produit
ne”Z
de convolution). Montrer que A,.(f) converge uniformément vers f quand r tend vers 1. En déduire une autre

démonstration du théoreme de Parseval pour les fonctions continues.

Exercice 7 (Fonction 0)

Soit f € C%*(R,R) telle que les fonctions  — (1 + 2?)f(z) et * — (1 + 2?) f/(x) soient bornées sur R. On pose
F(z) =Y f(z + 2nw). Montrer que F est définie sur R, de classe C! et 27-périodique. Calculer les coefficients de
neL

Fourier de F'. Montrer que
+oo

> sem =55 (f

pEZ nez N~

Fy)e dy)

Application : On définit la fonction 6 : R% — R par 6(t) = Y exp(—n®nt). Montrer que
neL

Vit >0, 0(t) = %0 (1)

(On pourra utiliser la fonction f(z) = exp(—ux?) avec u > 0 et admettre que fj;o e~ einy dy = /e V' /4.)



Exercice 8

Soient E ’espace vectoriel des fonctions continues, 27m-périodiques a valeurs dans C muni de la norme de la conver-

gence quadratique et g € E. Si f € E, on définit T(f) par T(f) = g+ f, cest & dire T(f)(z) = 5 sﬂg(z—t)f(t) dt.

Montrer que T est une application linéaire continue de E dans E et que ||T'|| = sup|cn(g)]-
nez

Exercice 9 (équation de la chaleur)

Soit ¢ : R — C une fonction continue, 27 périodique et de classe C! par morceaux. On notera -, les coefficients de
Fourier exponentiels de ¢. On se propose de déterminer une fonction u : R x [0, +oo[— C, continue sur R x [0, +o0],
de classe C™ sur Rx ]0, +o0] telle que

1) Vt 20, z — u(z,t) est 27 périodique.

2
2) V(z,t) € Rx 0, +00], %(m,t) g 7“2‘(3: t)

3) Vz € R, u(z,0) = ¢(z)

1. On suppose existence d’une telle fonction u. Pour ¢ > 0 et n € Z on note ¢,(t) le coefficient de Fourier
exponentiel d’indice n de  — u(x,t). Montrer que la fonction ¢ — ¢, (t) est continue sur R, de classe C? sur R’
et qu’elle vérifie une équation différentielle linéaire simple. En déduire 1’expression de ¢, (t).

2. Prouver qu’il existe une et une seule fonction u solution du probleme posé.

Exercice 10 (Inégalité isopérimétrique)
1) Soit f: R — R, C! et 27 périodique telle que fo t)dt = 0. Montrer que fo (t)]?dt < f (t)|? dt et
préciser les cas d’égalité.

2) Soit P un plan affine euclidien. On identifie ’espace vectoriel associé au plan C des nombres complexes. Soient
I" une courbe fermée simple et réguliere de classe C! de P, L sa longueur et A I’aire limitée par I. Montrer que
I’on peut choisir une origine dans P et un pramétrage v : R — C de I' de classe C! et 27 périodique vérifiant

(1) 7lp.2nest injectif. 2) VteR, |Y(t)|=L/2r 3) [ y(t)dt =0

27

o (z(t)y'(t) — ' (t)y(t)) dt. Montrer que 4mA < L?. Cas d’égalité ?

On rappelle que A = 2

Exercice 11 (Développements eulériens)

Soit, pour @ € R\ Z, fo : R — R, 27 périodique telle que Vz € [—m, 7], fo(x) = cos(ax).

1) Déterminer la série de Fourier de f, et étudier sa convergence.

2) En déduire les égalités suivantes

1 2a
VO[GR\Z ﬁ—l+; —n2 et WCOt(WOZ)—a—n> m
3) Mont Va € R\Z i 3 1
ontrer que vo sy T o5, T — —
4 sin?(ra) = (o —m)?

sin(ma) a
4) Mont M R\Z, ——= = 1-— .
) Montrer que Va € R\Z, . H ( )
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TD 15 : Espaces euclidiens

Exercice 1
z+y+z+t=0

r—tz=0 Déterminer la matrice M de

Soit dans R* euclidien, le sous espace F donné par les équations {

la projection orthogonale sur F'.

Exercice 2

Soit (E, (| )) un espace euclidien et p un projecteur de E. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) p est un projecteur orthogonal.

(2) p est autoadjoint.

(3) p est normal (c’est & dire p o p* = p* o p)

(4) Vz e E, [p(@)|| < |=|

(5) Vz € E, Vy € Im(p), [lz —p(z)| < [lz -yl

Exercice 3

Soient (E, (| )) un espace euclidien et v € L(F) un endomorphisme diagonalisable. Déterminer les valeurs propres
et les espaces propres de u*.

Exercice 4

Montrer que la somme des carrés des coefficients d’une matrice symétrique réelle est égale & la somme des carrés des
valeurs propres de cette matrice.

Exercice 5
Soient A, B € M, (R) symétriques et positives. Montrer que tr(AB) < tr(A)tr(B).

Exercice 6
Soit A € M, (R). Montrer qu’il existe P € O(n) telle que P~(AA)P = AA.

Exercice 7 (Racice carrée d’un endomorphisme positif)

Soit (E,(]|)) euclidien et f € L(E) autoadjoint. On dit que f est positif ( respectivement défini positif) si
Ve € E, (f(z)|z) > 0 (respectivement Vz € E, x # 0= (f(z)|z) > 0).

Soit f autoadjoint positif. Montrer qu'il existe h € L(E), autoadjoint positif tel que h?> = f. Montrer que h est
unique. Que dire de h si f est défini positif ?

Montrer qu'il existe un polynéme P € R[X] tel que h = P(f).

Enoncé matriciel correspondant ?

Exercice 8 (Décomposition polaire d’un automorphisme)

Soit (E, (| )) euclidien et w € L(E).

Montrer que les endomorphismes f = u* ou et f' = u o u* sont autoadjoints positifs. On suppose u € GL(E).
Montrer qu’il existe un unique couple (h,v) avec h autoadjoint défini positif et v € O(F) tel que v = v o h. Montrer
de méme existence et I'unicité d’un couple (', v") avec h’ autoadjoint défini positif et v’ € O(E) tel que u = h' ov'.
En déduire qu’il existe une base orthonormée (ey,...,e,) de E telle que (u(ey),...,u(e,)) soit une base orthogonale
de E.

On ne suppose plus que u € GL(E). Montrer qu’il existe h autoadjoint positif et v € O(F) tels que u = vo h. Le
couple (h,v) est il unique dans ce cas ?

Exercice 9 (Endomorphismes antisymétriques)

Soit (F, (| )) un espace euclidien et u € L(E).

1) Montrer que u est antisymétrique si et seulement si Vz € E, (u(x) |z) = 0.

2) On suppose u antisymétrique. Montrer que im(u)* = ker(u) et que le rang de u est pair. Que dire de u? ? du
polynoéme caractéristique de u ?

3) Montrer qu’il existe des réels 0 < a; < --- < a,, et une base orthonormée de E dans laquelle la matrice A de u

est diagonale par blocs : A = diag(By,...,Bn,0,...,0) ou By = ( c? _gk > .
k



Exercice 10 (Quotients de Rayleigh et théoréme de Courant Fischer)

Soient v un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien (E, (| )), A1(u) < ... < A, (u) les valeurs propres de

u comptées avec multiplicité et rangées dans l'ordre croissant. Pour € E,z # 0, on pose Ry, (x) = w

T |x
Montrer que R, (E\ {0}) = [A1(w), An ()] whe
Montrer que Papplication "rayon spectral ”: « — p(u) est une norme sur le R-ev des endomorphismes symétriques
de E.
Pour 0 < k£ < n on note GG, ’ensemble des sous espaces vectoriels de E de dimension k.
Soit k entre 1 et n. Montrer

Ae(u) = min ( max Ru(x)> max < min Ru(x)>

WeG, \zeW,x#0 WeGK_1 \zLlW,z#0

Application
Soit h un endomorphisme symétrique. Montrer que Ap(u) + A1(h) < Ap(u+ h) < Ag(u) + An(h). En déduire que
Ak (u + k) — Ap(u)] < p(h).

Exercice 11

Soient (E, (| )) un espace euclidien de dimension n et (z1,...,Zn+1) un systeme de n + 1 vecteurs de E vérifiant
les propriétés suivantes :
Vi, 1 <i<n+l, |z =1
2) (xa — x1,...,Tny1 — T1) est un systéme libre.
3) JkeR, Vi,j i #£j= <£E1‘CL‘J>=I€
n+1 n+1
1. Soient (aq,...,an41) € R"1\ {(0,...,0)} tel que > a;z; = 0. Montrer que Y a; # 0.
i=1

[ =1

n+1 .
2. En déduire > z; =0et k= —1/n.

i=1
3. Montrer existence, dans tout espace euclidien de dimension n > 1 d’un tel systéme (z1,...,Tn+1).
Exercice 12

Montrer que

1 7 4 4
A:—§ -4 8 -1
4 1 -8

est une matrice de rotation. Préciser I’axe et l'angle.

Exercice 13

Dauns le plan affine euclidien rapporté & un repére orthonormé, on considére les deux coniques (C) et (C’) d’équations
respectives : (az+by)%+(a’z+b'y)? = 1 et (ax+a'y)?+(br+b'y)? = 1 ol a,b,a’, b’ sont des réels tels que ab’ —ba’ # 0.
Montrer que ce sont des ellipses isométriques et calculer leur aire.

Exercice 14
Nature dans R? affine euclidien de la surface (S) d’équation 522 + y? + 2% — 22y + 2x2 — 6yz — 1 = 0.

Exercice 15

Soient (D) et (D') deux droites non coplanaires d’un espace afline euclidien de dimension trois E. Déterminer
lensemble des points de F équidistants de (D) et de (D’).

Exercice 16

Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E et ¢ la forme quadratique associée.
Montrer qu'il existe une base orthonormée de E formée de vecteurs isotropes de g si et seulement si tr(u) = 0.

Soit £ l’ellipsoide d’équation i—; + g—: + Z—s = 1 dans un espace affine euclidien de dimension 3 rapporté a un repere

orthonormé (O, ;, j, E) Montrer que le plan (P) d’équation uz + vy +wz + h = 0 est tangent & £ si et seulement si

a’u? + b*v? + 2w? — h? = 0. En déduire I'ensemble des points de Iespace par lesquels passent trois plans tangents

a &, deux a deux orthogonaux.
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TD 16 : Calcul différentiel

Exercice 1 (Théoréme de Darboux)

Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction dérivable. Montrer que f’(I) est un intervalle.
(RDO Analyse 1 p.81 ; FJ An p.93)

Exercice 2 (formule des trapézes)
Soit f : [a,b] — R trois fois dérivable. Montrer qu’il existe ¢ €]a, b| tel que
(b—a)(f'(a) + () (b—a)?

f(b) = f(a) = 5 - 90

Exercice 3

Soit f : [0,4+00[— R de classe C?. On suppose qu'il existe M > 0 tel que Yz > 0, 0
tel que Vo > 0, af(z) < f”(z). Montrer que f est décroissante, que lim f(z) = lim
r—r 00

Yz >0, f(z) < f(0)e Ve

Exercice 4
Soit f € C?(R,R). On suppose qu'il existe des constantes My et Mo telles que VY, |f(z)| < My et |f"(z)] < Ma.
Montrer que Vz € R, Vt > 0, |f/(x)] < % + %t. En déduire Vz € R, |f'(z)] < 2v/MoMo.

Exercice 5

Soit f :]0,+00 [— R convexe et g :]0, 400 [— R définie par g(z) = f(z) — «f)(z). Montrer que g est décroissante.

@)

Etudier le sens de variation de la fonction ¢ définie par p(z) =

On suppose que g(z) admet une limite finie b quand x tend vers +oo. Montrer que ¢(x) admet une limite finie a

quand z tend vers Uinfini. En déduire que le graphe de f admet une droite asymptote. Que dire de lim f/(x), de
r—r00

lim f(x) ?

T—>00

Exercice 6

Soient I un intervalle et f : I — R continue. On suppose qu’il existe un réel o €]0,1[ tel que V(z,y) €
I? f(az+ (1 —a)y) < af(zx) + (1 —a)f(y). Montrer que f est convexe sur I.

Exercice 7 (Transformation de Legendre)

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R de classe C*°, strictement convexe. Soit, pour p réel F(x,p) = px— f(x).

oF

a) Montrer que l’ensemble des p réels tels que ’équation en x %(p, x) = 0 ait une solution est un intervalle ouvert

J et que pour p € J cette solution est unique. On la notera z(p).
b) Soit g : J — R définie par g(p) = F(p,x(p)). Montrer que g est de classe C*°. On note g = L(f). Montrer que

L(g) = f-
c) Montrer que Y(z,p) € I x J, zp < f(x) + g(p)
d) Calculer L(f) pour f(z) = zl g

“a» a réel strictement positif.
Exercice 8
3

3 _
Etudier continuité, différentiabilité en (0,0) de f : R? — R telle que f(0,0) =0 et f(z,y) = 52 - 52 sinon.

Exercice 9
Etudier la continuité et la différentiabilité en (0, 0) de la fonction f : R? — R définie par

F(@,y) = (@ +y)V/2 + P sin (ﬁ) i (2,y) £ (0,0) et £(0,0) =0



Exercice 10

Soient E = R™ euclidien, 2 = E\ {0}, k € R* et F : Q — Q définie par F(z) =k H x||2 Pour a € Q, déterminer la
x

différentielle dF'(a) et la caractériser géométriquement.

Exercice 11
Soit A = {(t,t) | t € R}, f:R — R continue et g : R?\ A — R définie par g(x,y) = w Montrer que g a

un prolongement continu & R? ssi f est de classe C*.

Exercice 12
Soient E = R™ euclidien et v € L(F) un endomorphisme auto-adjoint. Soit f : £\ {0} = R, f(z) = {u(z) |z)

() -
Montrer que f est différentiable. Calculer la différentielle d, f en un point a € E'\ {0}. Montrer que f est majorée
et atteint sa borne supérieure. En déduire une autre démonstration de ’existence d’une valeur propre de wu.

Exercice 13

Etudier les extrema locaux des fonctions de deux variables
filz,y) =2 +yts falzy) =22 4+9° 5 fa(zy) =22 —y*+y*/4;  fa(z,y) =zyln(z+y);  fs(z,y) = ve? +-ye”

Exercice 14 (Fonctions harmoniques dans le plan)
Si f est une fonction de classe C? sur un ouvert Q de R” on appelle laplacien de f la fonction Af définie par

2
Af(z1,. . 20) = > % (z1,...,Zn). f est dite harmonique si Af est identiquement nulle dans 2. Dans toute la
k=1 9T

suite n = 2.

1) Soit g une fonction de classe C? définie sur une boule ouverte de R? de centre (0,0). Exprimer le laplacien de
g en coordonnées polaires.
2) Soit © un ouvert de R? et f : Q@ — R de classe C?. Pour (a;b) € Q, on définit, pour r > 0 assez petit,
h(r) = % fOQTr fla+rcos,b+rsind)do.
e On suppose f harmonique; montrer que f possede la propriété de la moyenne, c’est a dire :
Y(a,b) € Q, f(a,b) = % fo% fla+rcosf,b+ rsind)df pour tout r > 0 assez petit.
(former une équation différentielle du second ordre vérifiée par h )
e Montrer (sans supposer f harmonique ) que h(r) = h(0) + gAf(a,b) + 7ngO(TQ). En déduire que si f
possede la propriété de la moyenne, elle est harmonique dans €.

e Soit U un ouvert connexe borné de R2. Soit f : U — R continue sur U et harmonique dans U. Montrer
que le maximum de f sur U est atteint en un point du bord de U. (principe du maximum)

(Considérer {x eU| flz)= supf(z)}).

zeU
Application: soient f et g deux fonctions continues sur U, harmoniques dans U et qui coincident sur le
bord de U. Montrer quef = g.

Exercice 15

Montrer qu’il existe un voisinage U de I,, dans M, (R) et une application de classe C*®°, r : U — M, (R) telle que
VM € U, (r(M))? = M.

Exercice 16

Montrer que la relation arctan(zy) = exp(z+y)— 1 définit au voisinage de (0, 0) une fonction y = f(z) et déterminer
un développement limité & l'ordre 4 de f en 0. (Rep : f(z) = —z — 2% — 2% — 321 /2 + o(z?) ).
Méme question pour zy —siny +x =0 . (Rep : f(z) =z + 2% + 72%/6 + 52*/3 + o(z?)).

Exercice 17

Soit f : R™ — R™ de classe C'. On suppose qu'il existe k > 0 tel que Vz,y € R™, ||f(z) — f(v)|| = k|lz — ]|
1) Montrer que pour tout x € R™, df (x) est un isomorphisme.
2) Montrer que pour tout sous ensemble fermé F' C R™, I'ensemble f(F') est fermé.

3) Déduire des questions précédentes que f est un C!-difféomorphisme de R” sur lui méme.
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TD 17 : Isométries

Exercice 1 (Groupes d’isométries du plan euclidien.)

Soit P un plan affine euclidien. On note Isom(P) le groupe des isométries de P.

1) Soient u et v deux déplacements de P. Déterminer uvu~v~!. En déduire :
1) Tout sous groupe fini du groupe Isom™ (P) des déplacements du plan est commutatif.
2) Si F est un ensemble borné non vide de P, le groupe des déplacements qui conservent F' est commutatif.

2) Soit G un sous groupe fini de Isom(P). Montrer qu’il existe un point de P fixe par tous les éléments de G.
3) Déterminer tous les sous groupes finis du groupe Isom™ (P).

4) Soit G un sous groupe fini de Isom(P), non contenu dans Isom™ (P) et H = G N Isom™ (P).
1) Montrer que H est un sous groupe distingué de G d’indice 2. En déduire que le cardinal de G est pair.
2) On pose card(G) = 2n. Montrer que G est engendré par {r, s} oll r est une rotation d’angle 27 /n et s une
réflexion dont I’axe passe par le centre O de 7.

Il n’y a donc, & isomorphisme prés qu’un seul sous groupe de Isom(P), non contenu dans Isom™ (P), de cardinal
2n. On le note D, (groupe diédral).

3) Déterminer le centre de D,,.

4) Montrer que D3 est isomorphe & G3.

5) Soit K un groupe engendré par deux éléments a et b tels que O(a) = n, O(b) = O(ab) = 2. Montrer que
K est isomorphe & D,,. (O(x) désigne 'ordre de 1’élément x).

5) Déterminer le groupe des isométries de P qui conservent un rectangle non carré ; un losange. Pourquoi ces
deux groupes sont ils isomorphes?

Exercice 2 (Groupe des isométries du cube)

Soit K un cube de I’espace affine euclidien de dimension 3. On note O le centre de K et G (respectivement G ) le
groupe des isométries (respectivement des déplacements) de I’espace conservant K. 1. Montrer que [G : G4] = 2 et
que G est isomorphe au produit cartésien Z/27Z x G .

2. Vérifier que G'; contient au moins 24 rotations distinctes et les caractériser.

3. Soit D I’ensemble dont les éléments sont les quatre grandes diagonales du cube. Montrer que G4 agit naturellement
sur D et que cette action est fidele. En déduire que G, est isomorphe au groupe symétrique &y.

Exercice 3

Soit a,b € C |a] =1 et f,p : C — C définie par f,;(2) = aZ +b.

1. Montrer que f,; est une réflexion ssi ab + b = 0. Dans ce cas, déterminer son axe.

2. Montrer que si ab+ b # 0, f, 5 est une symétrie glissée. Déterminer sa décomposition canonique sous la forme
ti o fapr en exprimant @ et b’ en fonctions de a et b.

Exercice 4

Soit f un vissage d’'un espace affine euclidien de dimension 3 ; montrer que I’axe de f est 'ensemble des points m
de E tels que la distance d(m, f(m)) soit minimale.

Exercice 5

On considere 'application d’un espace affine euclidien de dimension 3 dans lui méme, définie dans une repére
orthonormé par f(M) = M’ avec :

m'z%(m—y—\/ﬁz)—kl
y':%(—x—l—y—z\@)—l
2= @ty

2
Montrer que f est un vissage et déterminer sa forme réduite.
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TD 18 : Equations différentielles

Exercice 1

Résoudre (E) zy” 4 2y’ + zy = 0. (On commencera par chercher les solutions développables en série entiere).

Exercice 2
Résoudre 1’équation différentielle (1 + #2)%y” + 2¢(1 + ¢2)y’ +y = 0 au moyen d'un changement de variables.

Exercice 3 (Equation d’Euler)

Soient I un intervalle non trivial de R, a,b,c des réels avec a # 0 et f : I — R continue. On considére ’équation
différentielle (E) ax?y” + bxy’' + cy = f(x). Montrer que le changement de variables ¢ = In (|z|) transforme (E) en
une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants.

Application : résoudre 22y" + xy' —y = 2z

Exercice 4 (Propriétés élémentaires des équations du second ordre)

Soient I un intervalle de R, p,q : I — R continues et (E) I’équation différentielle y" + p(z)y’ + q(x)y = 0.

1) Soit [a,b] un intervalle compact contenu dans I et f une solution non nulle de (E). Montrer que f n’a qu'un
nombre fini de zéros dans [a, b].

2) Soient f et g deux solutions indépendantes de (E) sur I. Montrer que f et g n’ont pas de zéros communs.

3) Soient u, v une base de solutions de (E). On suppose que u s’annule en au moins deux points de I. Soit zg < 1 € T
deux zéros consécutifs de u. (Justifier que cela a un sens de parler de zéros consécutifs). Montrer que v s’annule
dans Vintervalle |z, x1 [.

Exercice 5

Soit ¢ € C°(R,R%) et I'équation différentielle (E) y” — g(z)y = 0. Soit y une solution sur R de (E). Montrer que la
fonction u = y? est convexe. Montrer que toute solution non nulle de (E) sur R est non bornée

Exercice 6

Soit ¢ : Ry — R continue et intégrable sur R;. On considére ’équation différentielle (E) gy’ + ¢(z)y = 0.
Montrer que si y est une solution de (E), bornée sur R, on a lim y'(z) = 0. En déduire que (E) admet des solutions
T—r 00

non bornées. (On pourra considérer le wronskien de deux solutions indépendantes.)

Exercice 7
Soient ¢ : [0, 400 [— R continue telle que Vz > 0, ¢(x) > 0 et (E) ’équation différentielle " — g(z)y = 0.
1) Soit u la solution de (E) vérifiant «(0) = 0 et «'(0) = 1. Montrer que :

(a) Vo > 0, u(z) > 0.

(b) Ve >0, u(z) > x.

(¢) La fonction 1/u? est intégrable sur [1,+oo .

oo

2) On pose, pour z > 0, v(z) = u(x)/ Montrer que v est une solution de (E) sur ]0,+o00[, que v est

—
o u(t)
décroissante, convexe, et qu’elle admet une limite finie en 0. Montrer enfin que (u,v) est une base de solutions de
(E) sur [0, 400 ].

Exercice 8

Soit ¢ une fonction continue sur [a,+oo [ & valeurs réelles. On suppose en outre qu'’il existe deux réels strictement
positifs m et M tels que Vo > a, m < g(x) < M. Soit y une solution non nulle de 'équation différentielle

y" +q(z)y = 0.



1) Montrer que pour tout zy > a, y s’annule sur 'intervalle {xo, o + 77%] .
)

2) Soient z1 et xzo deux zéros de y. Montrer que |xo — z1| > \/LM

3) Montrer que y a une infinité dénombrable de zéros dans [a, +00 [ et qu’on peut numéroter cet ensemble en une
suite croissante (zp)n>0-

4) Application : Soit y une solution non nulle de ’équation y” + ey = 0. Avec les notations précédentes, trouver
un équivalent de z,, quand n tend vers I'infini.

Exercice 9

Soit A € M,,(R). Montrer que le systéme X’ = AX a toutes ses solutions bornées sur R si et seulement si A est
diagonalisable et toutes les valeurs propres de A sont imaginaires pures.

Exercice 10

Soit A € M, (R). Montrer que A est antisymétrique si et seulement si V¢ € R, 4 € O(n). Soit (Z, 7 ié) une base
orthonormée directe d’un espace vectoriel euclidien orienté E de dimension 3. Soit € = pZJr qf+ rk et u € L(E)
défini par Vv € E, u(0) = € A v. Calculer e™.

Exercice 11
Soient A, B, C' € M, (R). On suppose que V¢ € R, et4e!® = e!C. Montrer que A+ B = C et que AB = BA.

Exercice 12

= 2y—=z ¥ = 3z—-3y+z+t
Résoudre les systemes (S) < ¢ = z—y (S) y = xz+t+1
Z = —z—y+z Z = y+t+1

Exercice 13

Résoudre les équations différentielles suivantes:

—T

a) y'+2y'+y =

1+ 22

b " —
)ty cos?(z)
c¢) y® —2y" +y = cosh(x)



Problémes donnés en concours blancs en 2007-2008

AI'1993 £ épreuve
Al 2000 2™ épreuve
Al 1996 Z™épreuve
Al 2004 Z™épreuve
Al 2005 Z™ épreuve ( ?)



