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RAPPELS DE COURS

Dans tout ce qui suit, K = R ou C, Un intervalle de R sera dit non trivial si il est non vide et non réduit & un point.

Convergence uniforme d’une suite de fonctions

Soit X un ensemble quelconque et (u,) une suite d’applications de X dans K. Soit u : X — K. On dit que la suite
de fonctions (un) converge simplement vers u si pour tout z € X la suite numérique (u,(z)) converge vers u(z) ce
qui se traduit par

(CS) Ve>0,Vz € X,3N=N(g,z) €N, VneN, n> N = |uy(z) —ufz) < ¢

On dit que la suite (u,,) converge uniformément vers u (sur X) si elle converge simplement vers u et si Pentier N (g,2)
définit ci dessus peut étre choisi indépendamment de z, ce qui se traduit par

(CU) Ve>0,3N=N(E)eN,VeeX,VneN, n> N = |u,(z) —u®)| <e

La suite de fonctions (u,) est dite uniformément convergente si il existe une fonction u : X — K telle que la suite
(un) soit uniformément convergente vers u.

Si Y est un sous ensemble non vide de X on dit que la suite (u,) converge uniformément vers u sur Y si la suite des
restrictions (u,}y) converge uniformément vers u|y. Ceci se traduit par

(CUy) Ve>0,3N=N()eN,VzeV,VneN, n2 N = |u,(z) —ulz)| <e
Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1) La suite (u,) converge uniformément vers u.
2) La suite |ju, — ul|, := sup |un(z) — u(z)| tend vers 0 ; (elle est donc finie & partir d’un certain rang!).
zeX

3) 1l existe une suite réelle positive (a,) de limite nulle et un entier ng tels que, pour tout n > mg on ait
fun(z) — ulz)| < an, pour tout z € X .

Critére de Cauchy pour la convergence uniforme

La suite (u) de fonctions de X dans K est uniformément convergente sur X si et seulement si elle satisfait au
critere de Cauchy pour la convergence uniforme : pour tout € > 0 il existe un entier naturel N = N (€) tel que
[tngp(2) — un(z)| < € pour tout z € X, tout n > N et tout p € N. Ce qui s’écrit :

Ve>0,INeN, Vz e X, VneN,VpeN, n>2N = |upp(z) —un(z)| <e

Théorémes fondamentaux

THEOREME 1 (Conservation de la continuité)
Soit I un intervalle de R, zo € I et (u,, : I — K),>0 une suite de fonctions convergeant uniformément vers une
fonction u : I — K. Si toutes les fonctions u,, sont continues en z¢, la fonction u est continue en .

COROLLAIRE
Soit I un intervalle de R, (un : I — K),>0 une suite de fonctions et u: I — K. On suppose




1) Pour tout n la fonction u, est continue sur I.

2) Pour tout intervalle fermé borné [a, b] C I la suite (u,) converge uniformément sur [a,b] vers u.

Alors, la fonction u est continue sur 7.
La conclusion reste valable si on suppose, au lieu de 1) qu'il existe un entier ng tel que toutes les fonctions u, pour
n 2 ng sont continues sur 1.

THEOREME 2 (Intégration)
Soit [a,b] un intervalle fermé borné de R et (u, : [a,5] — K),30 une suite de fonctions continues convergeant

uniformément vers une fonction u : [a,b] — K. Alors

b b
/ w(t)dt = lim / un (£) dt
a n—o0 a

Il est important de noter que ce résultat tombe en défaut si on ne supose plus la convergence uniforme, ou si on ne
suppose plus I'intervalle d’intégration fermé borné. (voir exercices 2 et 3)

THEOREME 3 (Dérivation)
Soit I un intervalle de R non trivial, (u,)n>o une suite de fonctions de I dans K et v une fonction de I dans K
vérifiant les propriétés suivantes :

1) Il existe un point zq € I telle que la suite {u, (0)) 50 S0it convergente.

2) Toutes les fonctions u,, sont de classe C! sur I.

3) La suite des dérivées (u},) converge sur I vers v et la convergence est uniforme sur tout intervalle fermé
borné [a,b] C I.

Alors

1) La suite (uy) converge simplement sur I vers une fonctions u : I — K et la convergence est uniforme sur tout
intervalle fermé borné [a, b] C I.

2) La limite u est de classe C! sur I et o/ = v.

Séries de fonctions

Soit de nouveau X un ensemble quelconque et (u,) une suite d’applications de X dans K. La série de fonctions

> un converge uniformément sur I ssi la suite des sommes partielles : S, = Y. wu converge uniformément. Dans
0<ksn
ce cas, elle converge évidemment simplement et on peut définir une fonction S : X — K par S(z) = 3 u,(z).
nz20

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) La série ) u, converge uniformément sur X.
2) La série ) u, converge simplement sur X et la suite des restes R, = Y. wuy (qui est donc définie) converge
kz2n+1
uniformément sur X vers 0.

3) La série > u, converge simplement sur X et il existe une suite réelle (a,) de limite nulle telle que pour tout

neNettowtz e X, | Y, wur(x)
kz2n+1

< Qn.

Une série de fonctions D un () est uniformément convergente sur X ssi elle satisfait au critere de Cauchy pour la
convergence uniforme des séries : pour tout € > 0 il existe un entier N = N{e) tel que pour tout z € X, tout
n+p

k=n+1

neN,n > N et tout p € N* on ait <e.




Convergence normale

On dit que la série de fonctions > u,, est normalement convergente sur X si chacune des fonctions u,, est bornée sur
X et si la série numérique de terme général {u, ||, := sup |u,(z)| est convergente.
z€X

Le critére suivant est d’un usage courant :

Une série de fonctions ) u, () est normalement convergente sur X si et seulement si il existe une série numérique
a termes réels positifs convergente > a, telle que pour tout = € X et tout n € N on ait ju,{z)| < a,.

THEOREME 4
Soit, pour tout n, u, : X — K. Sila série de fonctions > u, est normalement convergente sur X elle est uniformément

convergente sur X.

Les théoremes fondamentaux énoncés pour les suites se traduisent pour les séries de la maniere suivante.

THEOREME 5
Soient I un intervalle de R et u, : I — K une suite de fonctions. Si chacune des fonctions u, est continue en zg € I

et si la série ) u, est uniformément convergente sur I, sa somme S(z) = > u,(x) est continue en xo.
nz20

COROLLAIRE Soient I un intervalle de R et u, : I — K une suite de fonctions. Si chacune des fonctions u,, est
continue sur I et si la série de fonctions ) u, est uniformément convergente sur tout intervalle fermé borné contenu

dans I, sa somme S{z) = > u,(z) est continue sur I.
nz0

THEOREME 6
Soient [a, b] un intervalle fermé borné de R et une suite de fonctions u, : [a,b] — K continues sur [a, b]. Si la série de

fonctions ) u, est uniformément convergente sur [a, b], la série de terme général f: un (t) dt est convergente et on a

Iégalité :
b oo © b
/ Zun(t)dt:Z/ un (t) dt
@ n=0 n=0va

THEOREME 7
Soient I un intervalle non trivial de R et u, : I — K une suite de fonctions vérifiant les propriétés suivantes :

1) Pour tout =, la fonction u,, est de classe C! sur I.
2) Il existe un point o € I tel que la série numérique > u, (zo) converge.

3) La série des dérivées > u), est uniformément convergente sur tout intervalle fermé borné contenu dans 7.

Alors

1) La série de fonctions Y u,, converge simplement sur I, la convergence étant uniforme sur tout intervalle fermé
borné contenu dans I.

2) Sa somme est de classe C! sur I et on a ’égalité , pour tout z de I :

(Zun> (@)=Y ()
n=0 n=0




