ORSAY 2008-2009
Ecrit d’analyse

Fonctions d’une variable réelle, deuxieéme partie

Dérivées successives.
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Exercice 1. — On considére la fonction f(z) = exp (— ;) pour z > 0 et f(z) = 0 sinon.

a) Montrer que f est de classe C* sur R.
b) Démontrer qu'il existe une fonction ¢ de classe C* sur R telle que ¢(z) = 1 pour |z| < 1 -

et ¢(z) = 0 pour |z| > 2. _
Exercice 2. — Appliquer la formule de Leibniz pour calculer la dérivée n-iéme de la fonction

f(z) = z"texp(1/z) en l'entier non nul n.

Inégalités et formules de Taylor ; applicafions

Exercice 3. — Montrer les inégalités :
1) :z:—-‘;—2 <ln(l+x)<a:—-‘—’; J‘Ts‘,:z:€]0,+oo[.
2) z — %i <sin(z) <z - -’%i + 1%56’ z €]0,+o0l.
2 4
3) 1—-%{Scos(:r)$1—52-+‘2”—4—, z € R.
Exercice 3. — - '
" Soit I = (a,b) un intervalle de R et Noo 1(f) = Sup,¢;lf(z)]-
I. Estimation ponctuelle pour le cas des fonctions de classe C? positives.

Dans la partie A.L, f désigne une fonction positive de classe C2? sur R et telle que f” soit

bornée sur R. ,

: ~
1. Estimation ponctuelle de f'.

a) Montrer en appliquant la formule de Taylor avec reste de Lagrange a la fonction f que
2

V(z,A) € B2, f(z) + Af(z) + 5 Nooa() > 0
b) En déduire que : Vz € R, |f'(z)| € V2N (). (1)

2. Application. On pose g = /F
a) Montrer que g est continue sur R et dérivable en tout point z ol f(z) 0.

b) Soit z, un réel ot f(z,) = 0. Déduire de (1) que f’(z,) = 0. Montrer que f"(z,) > 0.
(En étudiant les variations de f au voisinage de z,, on remarquera que si f”(z,) était
strictement négative, f prendrait des valeurs strictement négatives.) .

Montrer que, pour tout réel z # z,, il existe un réel c compris entre z et z, tel que

1
f(z) = 5(z = z,)*f"(c). En déduire que si f(z,) > 0, g n'est pas dérivable en z,.
c) Soit z, € R tel que f(z,) = f_”(x,) = f"’(x,) = 0 et soit r € R}. On note I, Fintenvalle
[zo — r,zo + 7] et I, intervalle [z, — 2r,z, + 2r] et My (") = Noo.1,.( f") et on suppase
M.(f") £0. | |
1) Montrer que Vz € I, |f'(z)| < 7M. (f")
2
2) Soit z € Ir, montrer que si 2AL.(f")f(z) < f?(z), 7(A) = f(z) + Af'(z) + -'})—M,(j"),

admettrait deux racines distinctes A et A2 telles que p = %f,\} + A2) appartienne & [~r, r
et que f(z + 1) < 7(p) <O. | '
En déduire que : Vz € I, |f'(z)] < V2M.(f")f(z).

d) Déduire des questions précédentes que, si f est une fonction positive de classe G2 sur R
telle que f s’annule en tous les zéros de f (sil en existe), g = /7 est de classe C! sur B.




il.1ooviilaulVn €en rnorrie unliorme sur 1a aemi-aroilite <.

1. Soit J un intervalle fermé et borné de 2., de longueur 2r avec r > 0, et soit f € C¥(r1 B).
A l'aide de la formule de Taylor avec reste de Lagrange, appliquée & la fonction f en 1'un

- 44 ol V4 r r”
des couples (z,z +r) ou (z,z - r), montrer que : ¥z € I,|f'(z)! < r—-_-.f\x,,(f) + §‘V::c.l(.f )-

En déduire que : AV, ’<2\’ L " ‘
re que : Ny y(f') < ;_"‘ w1 (f) + TZ"VOO.I(f ) , (2)
2. Application 1. Soit f € C*(R4,R) ; on suppose [ et f” bornées sur Ry.
a) Déduire de la question précédente que f’ est bornée sur B4 ct que paurtout r > Q
‘ ne 2y r '
Neo2o (/) € SNz, () + N () (3)

b) En minimisant le second membre de (3) par rapport & r > 0. montrer que
Noe g (f') € 2/ Neo 2. (f) Vv (f7) (4)

Exercice 4. —

Le but de cet exercice est de montrer que si f est de classe C" de R dans R est si f et f(®)
sont bornés sur R, alors f®) ke {1,...n— 1}, est bornée sur R.
On considére la matrice Hp—1 = (k') € Mn—1(R) ot (k,1) € {1,...n — 1}? et on pose

Fi(z) LH
: =H,_ : pour tout = € R.
F 7 (z)
"—1(1:) (n—1)!

1) Montrer que H,_; est une matrice inversible de M,_1(R).
2) A l’aide d’une des formules de Taylor, montrer que ’on a la majoration :

n— n—1
1P (o)) < 2upyenlf(a)] + TherSup.cnl (@)

3) Conclure.

Exercice 5.— Soit f une fonction de classe C? de [a,b] dans R, telle que : f/(a) = f'(b) = 0.
1) Montrer que pour tous z et y dans ]a, b[, il existe £ dans]a, b tel que : | (z)—f"(y)| = 2|f"(¢)]
(utiliser le théoréme de Rolle pour montrer que 0 est une valeur prise par f", puis le théoréme
des valeurs intermédiaires).

En déduire qu’il existe un réel ¢ de Ja, b[ tel que :

1#0) - (el = C=L e

(écrire une formule de Taylor sur chaque demi-intervalle).

2) Retrouver le résultat en intégrant I'inégalité | f”(z)| < M sur chaque demi-intervalle.
3) Raffiner le raisonnement du 2) pour montrer que si f n’est pas constante, il existe un réel n

de ]a, b[ tel que :

1" (m)] > |£(a) — F(B)I-
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Interpolation

Exercice 6. — On considére quatre réels c < a < b < d et f une application du segment [a, 4]
qui est de classe C' (resp. de classe C"), est ce qu'il existe un fonction g de classe C! (resp. de
classe C*) définie sur [c, d] qui prolonge f sur le segment [c,d] 7

Exercice 7. — Soit f une application continue du segment [a,b] dans R, deux fois dérivables sur
Vintervalle ]a, b, et qui s’annule en a et en b. Montrer que pour tout point ¢ du segment [a, b],

il existe un point ¢ dans ]a, b[ tel que :
£6) = (e~ a)e )8

(Appliquer le théoréme de Rolle 4 Ia différence de la fonction [ et de son polynéme d’interpolation
en a, b et ¢, de la forme (t-a)(t-b)A).

Exercice 8. — Polynéme d’interpolation de Lagrange. Soit f une fonction réelle de variable
réelle, et zo,z1,...,2, (¢+1) réels distincts. Le polynéme d’interpolation de f en ces points
est, par définition, le polynéme de plus bas degré qui coincide avec f en ces points.

1) Construction.

la. Quelle est la dimension de ’espace vectoriel des polynémes réels de degré inférieur ou égal
aq?

1b. On définit les polynoémes W, ..., W, par :

X-—.’E]'

Wi = Togjcq s
- Z; — .'E]

Calculer Wi(z;) pour0<j<¢q, 0<i < q. Montrer que la famille (Wi)o<i<q est libre.

1c. Déduire des questions précédentes qu'il existe un unique polynéme de degré inférieur ou égal
a ¢ prenant en chaque réel z;, 0 < i < ¢, la méme valeur que f. On exprimera ce polynéme,
noté P, en fonction des polynémes W;.

2a. On suppose que la fonction f est (g + 1) fois dérivable sur un intervalle I contenant les réels
zi, 0 <1 < ¢. Etant donné un point z de l'intervalle [ , montrer qu’il existe un point ¢ de I tel

que :
1

(g+1)!

Dans le cas ot z n’est pas un des z;, on appliquera le théoréme de Rolle de maniére répétée &
P ’

f(z) = P(z) = FED(Oogicy(z — z;)

une fonction bien choisie).
2b. Donner un exemple de fonction f, différente d’un polyndme, définie sur un segment de R,
telle que toute suite de polynémes d’interpolation obtenue en augmentant le nombre (g+1) de

oints d’interpolation converge uniformément vers la fonction f.
b

Application au calcul approché d’intégrales
Exercice 8. — Formule du trapeze.

Soit f une fonction continue d’un segment [a,b] dans R de classe C? sur [a, b].
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On suppose que |f®)(¢)| < M pour t €]a, B.
1) Calculer les dérivées de :

bet [t] < b—a.

h(t) = f(c+1) = f(c —t) — t[f'(c + ) + f'(c — )] pour ¢ = °F

2) Majorer |h"(2)].
3) Montrer que : [f(a) = £(5) — %52 [1/(a) + F/(B)]| <
4) Soit f une application continue du segment [a, b] dans R, deux fois dérivable sur [a, ] et soit
¢ le milieu de |a, b[.On suppose que |f(#(¢)| < M pour t €]a, b].

Appliquer la question précédente pour montrer que :

M(b—a)?
12 )

M(b - a)?
12

b
[ Fe = 22250 + 16) + 4709 <

Ecrire I’approximation, I,,, de fab f(t)dt obtenue en découpant l’intervalle ]a, b[ en n intervalles

de méme longueur et en appliquant la question précédente sur chaque intervalle. Montrer que :

/f )t — I

5) Donner les estimations équivalentes avec la formule de Simpson qui interpole la fonction aux

M(b - a)
= 1202

extrémités et au centre de chaque intervalle.
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