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Plan général

Processus ponctuels
— processus de Poisson

— processus de Cox

Ensembles aléatoires
— schéma booléen

— ensemble d'excursion d’'une fonction gaussienne

Fonctions aléatoires
— fonction aléatoire gaussienne
— fonction de dilution

— fonction booléenne
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Processus ponctuels



Exemple 1
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Exemple 2
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Exemple 3




Exemple 4
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Processus de Poisson homogene
Définition

i) le nombre de points N(A) tombés dans un domaine A C IR? de volume
| A| fini suit une loi de Poisson de moyenne 6 |A|

(0]A])"

n!

P{N(A) =n} = exp(—0|A|) n € IN

ii) les nombres de points N (A1), ..., N(A,) tombés dans des domaines deux
a deux disjoints A, ..., A, sont mutuellement indépendants

0 est appelé la densité du processus
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Processus de Poisson homogene
Propriété fondamentale

Si N(A) =n >0, les n points sont disposés de fagon indépendante et uniforme in A.

C»

o -ien-n - () () ()
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Processus de Poisson homogene
Exemple
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Processus de Poisson hétérogene
Définition

La densité du processus 0 = (H(x), x € ]Rd) varie dans |'espace.

i) le nombre de points N(A) tombés dans le domaine A suit une loi de
Poisson de moyenne

A(A) = /A () dx A € B(IRY)

ii) les nombres de points N(A;),..., N(A,) tombés dans des domaines deux
a deux disjoints A, ..., A, sont mutuellement indépendants.
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Processus de Poisson hétérogene
Propriété fondamentale

Si N(A) =n > 0, les n points sont disposés indépendamment les uns des
autres selon la densité

flx) = reA

P{N(B) =i|N(A) = n} = (n) @@) (1285)
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Processus de Poisson hétérogene
Exemple
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Processus de Poisson hétérogene
Exemple
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Processus de Cox
Definition

Un processus de Cox est un processus de Poisson a densité aléatoire
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Densité aléatoire © = (O(z),z € IRY)
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Processus de Cox
Loi de N(A)

N(A) suit une loi de Poisson de paramétre aléatoire ©(A)

P{N(4)=n} = E{exp(@(A))(@(A)) }

Moyenne E{N(A)} = E{O(A)}

Variance Var{N(A)} = E{O(A)} + Var{6(A)}
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Processus de Cox
Covariance

A\B B\A

Cov{N(A),N(B)} = E{6(AN B)} + Cov{O(A),0(B)}
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Schéma booléen

17



Le schéma booléen
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Le schéma booléen (2)

Ingredients de base:

— un processus de Poisson P de densité 6 = (6(:1:), x € Rd);

— une famille (A(a:),a: = Bd) de compacts aléatoires indépendants.

Définition:
Un schéma booléen est I'union des compacts implantés aux points poisson-

| X = | J A@)

rEP

X = les objets X ¢ = les pores
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Exemples de schéma booléen
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Fonctionnelle d’évitement d’'un schéma booléen

Le nombre moyen d’objets rencontrant le compact K de IR? est

V(K) = /IRdQ(:U)P{A(x) NK #0}dr < oo

Si ¥ < 00, le schéma booléen est dit localement fini.

Dans ce cas, le nombre N(K') d'objets rencontrant K suit une loi de Poisson
de moyenne V(K):

9(K)

n!

P{N(K) =n} = exp(—9(K))
En particulier, la fonctionnelle d'évitement du schéma booléen est

P{KNX =0} =P{N(K)=0} =exp(—9(K)) K € K(R%
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Stabilité par union indépendante

Soient X’ et X" deux schémas booléens indépendants de parametres (6', A”)

and (6", A").

Alors X’ U X" est un schéma booléen de parametres (6, A)
( O(z) = 0(z)+0"(x)

0/ 1
A'(x) (prob. (:1:)) ou bien A" (x) (prob. v (x)>

0(x) 0(x)
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Stabilité par intersection

Soit X un schéma booléen de parametres (6, A), et soit D une partie
compacte ou fermée de IR?.

.X>

o |,

Alors X N D est aussi un schéma booléen de parametres (6(2), A(P))

0P) ()

0(x) P{A(x)N D # 0} r € IRY

A(x)ND | A(z)ND # ()

I

AD) ()
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Modeles a base d'objets



Fonction de dilution

Ingredients de base:
— un processus de Poisson de densité 6 dans IR?;
— une famille (A(z),z € IR?) d'objets indépendants;

— une famille (5(:13)7:13 e Rd) de poids indépendants et uniformément dis-
tribués sur {—1,+1}.

Definition:
Une fonction de dilution attribue a chaque point la somme des poids des
objets poissonniens qui le contiennent.

Z(x) = e(p)licaw)

peEP
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Exemples de fonctions de dilution

Réalisations de 4 fonctions de dilution avec pour objets des carrés (HG), des polygones
poissonniens (HD), des disques (BG) et des anneaux (BD).
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Covariance d’'une fonction de dilution

Cas général:
Cov{Z(z), Z(y)} = / p) Plz,y € A(p)}dp

Cas stationnaire:
— densité constante

— la loi des objets ne depend pas de leur point d'implantation

Cov{Z(a), Z(y)} = 0 E| A, N A,

(K(h) = E|A N Ap]| est le covariogramme géometrique de A)
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Fonction booléenne

Ingredients de base:

— un processus de Poisson de densité 6 dans IRY:
— une famille (A(ZE),ZC € le) d'objets indépendants;

— une famille (e(z),z € IR") de poids indépendants de loi F(z,.).

Definition:
Une fonction booléenne attribue a chaque point le maximum des poids des
objets poissonniens qui le contiennent.

A = 1
(z) rglea% e(p) rEA(p)
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Exemples de fonctions booléennes

Réalisations de 4 fonctions booléennes avec pour objets des carrés (HG), des polygones
poissonniens (HD), des disques (BG) et des anneaux (BD).
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Propriété principale d’une fonction booléenne

| es ensembles d’excursion d'une fonction booléenne au dessus de tout seuil
sont des schémas booléens

X\ = {Z > A} est un schéma booléen de parametres (0[1 — F(., M), A)

Conséquence:

On sait calculer la loi du maximum d'une fonction booléenne dans n'importe
quel domaine.
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Le schéma des feuilles mortes

Ingredients de base:
— un processus de Poisson de densité 6 dans IR%x]| — oo, 0];
— une famille (A(ZE),ZC € le) d'objets indépendants;

— a chaque objet est attaché une couleur. La probabilité pour que A(x) ait
la couleur i est a;(z). Des objets différents ont des couleurs indépendantes.

Definition:

Un schéma des feuilles mortes attribue a chaque point la couleur de |'objet
le plus récent qui le recouvre.
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Exemples de schéma des feuilles mortes

Réalisations de 4 schémas des feuilles mortes avec pour objets des carrés (HG), des
polygones poissonniens (HD), des disques (BG) et des anneaux (BD).
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Fonctions aléatoires gaussiennes
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Fonction aléatoire gaussienne

Définition:

Une fonction aléatoire Y = (Y (2),z € IRY) est dite gaussienne si toute
combinaison linéaire de ses variables suit une loi gaussienne.

YoaY(z) ~ G Y am(x), Y aia;Cx, )
i=1 i=1 ij=1

Propriété:

La loi spatiale de Y est totalement caractérisée par sa moyenne et sa
fonction de covariance.
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Covariance sphérique

cny — (1= 3P LIRRY
=t 2e T2 ) Yn<a
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Covariance exponentielle

o) = exp {11

i
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Covariance hyperbolique

C(h) =
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Covariance stable

h
C(h) = exp{ — u
a
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Covariance gaussienne

cy = exp )

“® 4
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Covariance sinus cardinal
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Ensembles d’excursion gaussiens
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Ensemble d’excursion gaussien

Ingrédients de base:
— une fonction aléatoire gaussienne Y, centrée, normée et de covariance C.

— une valeur numérique .

Définition:

Les points de valeur gaussienne supérieure ou égale a A constituent
I'ensemble d’'excursion gaussien de base Y et de niveau A.

Xy ={zr e R Y(z)>\}
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Exemples d'ensembles d’excursion gaussiens

Réalisation d'une fonction aléatoire gaussienne et ses ensembles d'excursion
aux niveaux —1,—0.5,0,0.5 et 1.
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Sur la covariance des ensembles d’excursion gaussiens

1 [0 )2 dx
Ci(h :—/ ex h € R?
M=oz )y \ive) vice
o
S| 0 5 10 15 20 25 30

l

Covariance des ensembles d’excursion aux niveaux 0, +0.5 et
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