Dépendance des extremes



Extrémes bivariées
(X,Y) ~ G(-,-)loi bivariée extréme, marginale Fréchet

standard F

G(z,y) = P(X <z,Y <y) =exp(=V(z,y))
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Cas d’'un processus spatial :

e Z(-) marginale Fréchet standard
e zU)(\), j =1,...k, répétitions indépendantes de Z(-), € DA(G(-, ")),
G(-,-) distribution bivariée extréme.
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~|0(h): dépendance des extrémes a distance h




Dépendance extréme: coefficients "usuels” x et y

On considére un couple de v. a. (X,Y), de loi jointe K(x,y) et
de marginale F' (on pourra supposer si nécessaire, et sans perte
de généralités, que la marginale peut étre considérée comme
Fréchet standard, ie F(z) = exp(—1/z)).

Le coefficient x

Upper Tail Dependence Parameter (UTDP) (Joe, 1993)

. K(z,z) .
= Iim = lim P(Y X
X r—r* 1 — mﬂA&v r—x* A = _ > &.vv

ou z*=sup{z €R : F(x) < 1}.




e Si x = 0, on dit qu’il y a indépendance asympto-
tique:

si F'y € D(G1) et Fy € D(G,), la distribution asymptotique de
(X,Y) vérifie alors
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i.e. K appartient au domaine d’'attraction de l'indépendance.
e Si x >0, on dit qu'il y a dépendance asymptotique
des extréemes.

Remarque : xy et domaine d’'attraction du maximum de K(-,-): Si
K e D(G) etsi yestle UTDP de K alors x est le UTDP de G.



Caractérisation de y: approche copules et
mesures x(u)

K(z,y) = P(F(X) < F(z),F(Y) < F(y)) = C(F(z), F(y))

ou C fonction sur [0,1]2, de marginales uniformes,
fonction copule de (X,Y) (ou de K).

C(-,-) exprime la dépendance entre X et Y de facon invariante

a toute transformation des marginales.

Remarque : D’apres le théoreme de Skar (1959), la copule est
unique des lors que I'on considere une distribution jointe de mar-

ginales continues.



(X,Y) ~ (U,V) de méme marginale uniforme et on

considere

x=ImP(V>u|U>u)=Ilim x(u).
u—1 u—1

on a de facon équivalente

log(P(X < z,Y <x))
log(P(X < z))

(@) =2 -
et

x = lim x(z)

r—x*



Remarques:

1. Dépendance totale: Vu, y(u) = WMMWMW =1;

2. Indépendance: d'aprés sa définition y(u) = 0 et

donc x =0

3. Pour une distribution bi-variée extréme: y(u) est

constant; si I'on considere par exemple le modele
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logistique de parameétre a (Coles (2001)), on a
x(u) =2 — 2%,



En général, x(u) fonction complexe de u:

par ex. pour un couple gaussien de corrélation p,
e Y(u) augmente avec p ...

e quand u — 1, 'effet de dépendance diminue:
pour p < 1, x(u) — 0 quand v — 1; pour p > 0, la conver-
gence est tres lente et ultimement abrupte .

e pour u proche de 1, x(u) peut étre considérable-
ment plus grand que O et "foncer” d’'un seul coup
s'écraser vers 0O, i.e. indépendance extréme qui

pourrait facilement passer inapercue'!



Possibilité de conclure a tort
> < _ . ~
a une dépendance asymptotiqgue des extrémes

11 extrémes multivariés + indép. asympt. !!!!

~> reflete mal le comportement des extreémes en de-
hors d'une dépendance asymptotique !!t!

= nécessité d’'introduire une autre caractérisation

~

de la dépendance: Y(-) .... a suivre!



Lien entre x et 6 (coefficient extrémal)

e Soit F marginale max-stable de (X,Y) (F est une
GEV)

x=2-0

e x(x) est constant pour les lois bi-variées extrémes:

_OQwA;X‘ < HQM\ < nﬁv — 9 |A\A&9Hv
log P(X < x) - —1/x

=2-V(1,1)

x(z) =2-

donc xy =2-V(1,1). Le parametre y résume V et/ou
H ...etonaaussigd=V(1,1).
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Remarque :

Pickands (1981) a donné une autre caractérisation pour les lois
bi-variées extrémes:
(G est une distribution extréme bi-variée ssSi

1 1
G(w,y) = expl— =+ =] A ——
Ty T+ Y
ou A(-) est une fonction convexe de [0, 1] dans [1/2,1] (vérifiant

quelques propriétes) ...

On a:
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Le coefficient x(-)

~» fonction de survie de la distribution (ou de la co-
pule). D'une facon générale, si F'y et Fy désignent les
marginales, on a:

avec C(u,v) =1—u—v+C(u,v), ou C(-,-) copule associée a K.

Pour O < u < 1, on considere alors le parametre sui-

vant:
2log P(U > u)
log P(U > u,V > u)

~ 2log(1 — u)

1 = — —1
log C'(u, u)

X(u) =
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Propriétés:

1. Si indépendance au-dela de u, x(u) = 0;

2. Si dépendance totale au-dela de u, x(u) = 1;

3.V0<u<1, -1<x()<1;



1. si x(u) €]0,1[, alors P(V > U|U > u) > P(U > u): les ex-
trémes sont associés positivement au sens ou I'on a une plus
grande probabilité de dépassement que sous l'indépendance.

2. si x(u) €] —1,0[, on aura une association “négative” : P(V >
ulU > u) < P(U > u) D’apres ce qui précede, x(u) augmente
en valeur absolue avec la dépendance

Par analogie avec |'approche UTDP précédente, on définit:

X = lim x(u)
u—1
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Propriétés de x .

1. —1<x<1;

2. Si dépendance asymptotique des extrémes, y = 1;

si indépendance asymptotique des extrémes, x < 1.

3. Les lois bi-variées des extrémes sont asymptotiguement dé-
pendantes (x = 1).

4. Dépendance asymptotique: x = 1 et x > 0. La valeur de yx
d’autant plus proche de 1 que la dépendance est forte.
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Résumé.:
Le couple (x, X): caractériser la dépendance des ex-

trémes

x € [0, 1] : (0,1] ~ dépendance asymptotique.
x€]l—-1,1] ; 1—-1,1) ~ indépendance asymptotique.

= (x > 0,x = 1): dépendance asymptotique (et x
determine la force de la dépendance) ;

= (x = 0, < 1): indépendance asymptotique (et ¥x
donne une mesure de la force de dépendance).
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Liens entre x et n (coefficient de dépendance de queue)

Ledford et Tawn ((1996), (1997)) ont proposé la mo-
délisation suivante pour la loi jointe d'un couple de
marginales Fréchet standard:

P(X > 2,Y > 2) ~zos00 L(2)27 M7

avec £ fonction a variation lente*; n € (0, 1].
On a

Y=12n—1

x Une fonction £ est dite a variation lente a I'infini si Vit > O, mmwvv — 0.

T—00
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Remarques:

1.Sin=1et L(z) ¢, 0<c<1 alors

(@) x=c

(b) x=1

= variables asymptotiquement dépendantes, de de-
gré c. Si ¢ =1, la dépendance est complete.
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2. Sin=5, x =0 donc indépendance asymptotique.

NI
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