1 Généralités

Définition 1 Une chronique (série chronologique, série tempo-
relle) est une suite d’observations d’un méme phénomene, ordonnées
dans le temps.

Exemples
séries économiques (ventes, chomage, PIB, inflation,...)
physique (température, vent, pollution de 'air, crues du Nil....)
médical (encéphalogramme ...)

Traitement du signal : une chronique est un signal

t — x(t)
t € R analogique
t € N (discret)

Les outils du traitement du signal sont proches de ceux des séries chro-
nologiques.
Exemples

courant électrique, son,...

Remarque Sit = (t;,15) € N> ou R?, #,ts) — @(t1, t2), on obtient
une image : x niveau de gris, ou couleur.



2 Signaux périodiques

Définition 2 X (z(t) = x;) est périodique de période T et de
fréquence f = £ s1 T est le plus petit réel positif tel que ¥t z(t +
T) = z(t). La frequence est le nombre de périodes par unité de
temps.

Définition 3 Si Vit y(t) = z(t +7), on dit que Y est décalé par
rapport a X le décalage étant t. St t > 0, Y est en avance sur X,
stt <0,Y esten retard sur X.

Définition 4 Soz't X une trajectoire périodique de période T' de
fréquence f = , soit k un entier, Y défine par ¥Vt Y (t) = X(kt).
Y est pemodzque de pemode de fréquence kf. La trajectoire Y est
appelée la k-eme harmomque de X quuv est ’harmonique de base
o, harmonique fondamentale.

Polynomes trigonométriques

en(t) = 2™t est un signal périodique de fréquence w de période
T = % Tout signal de la forme p(t) = >, ¢,e*™" [ fini, ¢, € C,
est aussi périodique de période %

On peut écrire p(t) = ZTZLV:_ v Cne? ™! polynome trigonométrique de
degré N.

On peut écrire p(t) = 1ag + SV a4, cos 2nwt + by, sin 2rwt

Propriété 1 On a

[Fettruin ={ 0 % 7

L’espace des polynomes trigonométriques de degré inférieur ou
égal a N a pour base {e,}n——nn (les e, sont indépendants), est
de dimension 2N + 1, il est munt du produit scalaire (p,q) =

fo t)dt et sip(t) = Zg_N cpe? ™t e, = wfoTp<t)€—2i7rnwt _
<p7 €n> (formule de Fourier).



N : T :
On o Sy leal? = & 7 0P
Sip est pairc_, = ¢, (b, =0), st p est impair c_, = —¢, (a, =0).

On se place dans I'ensemble des signaux périodiques de période T' de
carré intégrable L;(O7 T)

2
2 2
Fe120.7) :>/O F(1)2dt < +o0
f de période T

Théoreme 2 Il existe un seul polynome trigonométriqgue py de
degré N de période T' qui réalise le minimum de

¢ T ¢
If = pull? = / F(8) — pu(t)dt

pa(t) = 2Ny e ™ quec ¢, = w [ f(t)e 2!

Corollaire 3

N 1 T
> laP g [ IsoPd
n=—N 0

Exemple
f(t) =

pi(t) = 2sint, po(t) = L(sint+sin3t), ps(t) = 2(sin t+sin 3t+1 sin 5¢)

I st 0Z<t<m
—1 s1 7 <t<2m

Théoreme 4 Soit fy(t) = Eflv:_N cpe? ™l f = f e

T
/0 Fnlt) = FEdE =y o 0

Corollaire 5

+0o0 1 T
= [ 1rerar
> 7 ) I

n=—0oo



Propriété 6 Si f est réelle ¢, =¢_,, (a, et b, réels)
St f est paire ¢, = c_p, (b, =0 )
St f est impaire ¢, = —c_,,, (a, =0 )

Définition 5 Soit f un signal de période T, de fréquence w

400

f(t> — Z CnGZiTrnwt

—0

n

le spectre de [ est 'ensemble des couples (%, c,).

Représentation du spectre

spectre d’amplitude: (fréquences, module) (%, |c,|), d,, = 20log,0|c,|
en décibels (dB).

Ce sont des raies régulierement espacées, de la fréquence w = % Pour
n = 1etn = —1 on a les rales qui correspondent a la fréquence
fondamentale. Les autres sont les harmoniques du signal.

Spectre de phase: (fréquences, argument) (%, arg(c,) = 0,), 0, €] —

7,7l



3 Transformée de Fourier discrete

Cadre: on connait la période I de la fonction f et un nombre fini N
de ses valeurs régulierement espacées (échantillonage)

T

f(kﬁ):yk k=0,1,2,...,N—1
N données — N coeflicients c¢,,.
Si N est paironprendran——%,—%—l—1,...7—1,0,1,...7%—1
Si N est impair on prendran = — N2_1 —N2_1+1 —1,0,1,. %

Il faut calculer
— C(J/ f —Zantdt

Par approximation (méthode des trapezes)

V-l o
¢y = N > ypeHTN
k=0

c’est la transformée discrete d’ordre N de f.

ct — Y

(k) — YVduoooov-1 Yo = %200 e 2T
Sa réciproque est

cy — Y

(Ya) — (Ukk=0..N—1 Yk = NZN Ly, e2imny

c¢’est une transformation linéaire de matrice
L)
1

/1 o

1 e 2L7TnN o —ZL”TTLT

f n’est pas connue.

—2L7Tn2N

S




Propriété 7 Soit vy, = f(]f%), yp est une suite périodique de
pértode N .

Démonstration

Attention : Y} n'est pas une approximation de la transformée de Fourier

de f sur R.

Propriété 8 On note Fy(yr) =Y,. On a

Fn(y—r) =Y,
Fn(Uk) = Y_,
Fn@_) =Y,

(yr) paire (vmpaire) < (Y,,) paire (vmpaire)

(yx) réelle < (Y,) = (Y,,), méme module, argument opposé
(yg) réelle, paire < (Y,) réelle paire

(yr) réelle, impaire < (Y,,) tmaginaire pure, impaire

Théoreme 9 Soit (zy), (yx) deuzx suites périodiques de période
N de transformées de Fourier discretes X,, et Y,. Soit z,. défim

par zp = Zq:_() TYk—q @ pour transformée de Fourier discrete
Z, = NX,Y, (produit des transformées de Fourier discreétes).

La suite produit py = :L‘kyk a pour tmnsformée discretre P, =

N—
>amo XoYumge et 300 ul” = N5 [Yal?



4 Transformée de Fourier rapide

Le calcul de Yy, Y7, Y, 1 en utilisant la matrice  nécessite (N — 1)?
multiplications complexes et N (N —1) additions complexes si on stocke

les 27N (COSQW%C et siHQW%) pourj=0,....,.N—-1.k=0,...,N—1.

Si N = 1000 — 10° opérations.
Algorithme de Cooley et Tuckey FFT (65)
On suppose que N = 2m

1 N-1 .
— TN
Y, = _N EO Yk+NE N

On regroupe les termes pairs et impairs

—2imn —
Y, = — [yoe_z‘”o +ype TN 4L+ yne

2
On a les relations
Py = yo+ e 2™ Re 2R 4 4yy_se”
- P,
et I,oinm = I,.
Yoim = %(Pn—l-m + ]n+m€_2mn+m
= %(an + e_%l]wrme
1

— _(Pn—l—m - ]n—l—me_mﬁ%)

—QiW%)



Il suffit donc d’en calculer la moitié.

Etape 1: on calcule P, et e
]n—l—me_zm%)

Etape 2: on calcule Y,, =
Etape 3: on en déduit Yn+ M=
Shéma

Py P

Yo

Etape 1: 2(m —

Y

—2l7TN-

;(Pnirm o
Pm_1 ]() ]1 ]m—l
Ym—l Ym }/1—|—m Y'VZm—l

Etapes 2 et 3: 0 multiplications

Transformée de Fourier discrete de la suite g, 49, . .

et la transformée de Fourier dlscrete de la suite vy, ys, ..

Si N = 27 est une puissance de 2 on recommence jusqu’a n’avoir plus

o~

Y,

que deux données: y; et .

Yo

Y]

Exemple N =8

Yo

Y1

Y2

Y3

Y4

1

=Yoo + y1€

%(
5

m—1

e

Z

~(yo + yre~

D E
—ZLﬂkN

—2L7T2k— —p
n

regroupe pairs et impairs

12 +m+1~ %NQ multiplications

— 2T 1
’ 0) = 5(90 + y1)
‘l"Tl 1
2 ?) 5(‘% — 1)

prend un sur deux
Iy=u

Py =y

%(P()—I-Pl)

Yy =

H(Py —

s YN—2 = Yo, Y1, - -

s Yom—1 €st
I,,. On recommence (il faut que m = 2m, soit pair) et ainsi de suite.

Pl)

T

1-



Passage d'une suite de longueur m a une suite de longueur 2m.

1 Vi
Y, = i(Pn—I—e_Z“TW]n)

1 yion
Yiim = 5(Pn—e—z“fwn)

Récapitulation

h PPP Iy I I I3

Yo Vi Yo Y3 Yy Y5 Y Yy

Cout de 'algorithme : pour N = 2P, %(logQ N — 2) + 1 multiplications
N log, N additions.
Pour N = 1024: 4097 multiplications, 10240 additions. Rapport 250.



5 Transformée de Fourier des fonctions

Définition 6 Soit f une fonction de L'(R). La transformée de
Fourter de f est définie par

N

F(F)(E) = Fle) = / e £ (0)da

La transformée de Fourier inverse de [ est définie par

F(£)(€) :/Remg‘rf(x)daj
Exemple

b—a sié =0
f=Way f=4 sinm(b— a)fe_m(a+b)g
T

Propriété 10 Si f € L'(R), ]? est continue et bornée sur R.

SInon

I flloe < [|flli et lim =0
|€]—+o0

Proposition 1wkf($) c L'(R)
RO(€) = (~2ima ()

N

f = (2im )" F(€) ~
Si f est a support borné, f € C*(R)

Propriété 12 On a les propriétés suivantes:
F(f)=F(f)
fl=w) = f(—x) _
St f est paire, f est paire.
Si f est réelle paire (tmpaire), ]/“\ est réelle paire (impaire).
Tof (§) = 2T f(E)

A~ e ——

Tof (E)(§) = e*mee f(x)

10



: . 1 si
Exercice Soit H(z) = w0 .

0 smon
Calculer les transformées de Fourier de
zk zF
e ““H(z); e""H(—x); EG_MH( T) ; ye‘”H( )
ZE'k

yeaxH(—x) . e—all sign(m)e_a|x|

Exemple Cacul de f par une équation différentielle.
flz) = e’ f’(az) = —2qge~a’

~ PN ~ T 242
= 2intfle) = SF(©) = F(©) = ——£F©) = fle) = \ﬁf
Application a = 7, f f.

~

Théoréme 13 Si f et [ sont dans L'(R) on a F(f(t)) = f(¢)
partout ou [ est continue.

Proposition 14 Si f et f sont dans L'(R) on o F(f(z)) = f(—z)
Proposition 15 Soit [ telle que

Vp| 1|im 2P f(z)| =0 (f a décroissance rapide)
T|—oQ

alors ]/“\ est a décroissance rapide et
f=FF(f)

F est une bijection de ['espace des fonctions a décroissance rapide
dans lut--méme (S ).

= [ st =ttt = [ siesgte — oy

Définition 7 Si f et g € L'(R),
1S =gl < 1 fll gl

11

Convolution



Si f € LM(R) et g € L*(R), f * g ewiste et est dans L*(R),

Lf * gllo < [[£ll1llg]l2

Proposition 16 St g est continue et dérwable k fois, f x g est
continue et dérwable k fois, (f * g)(k) = fxg®. La convolution
réqularise.

5.1 Transformée de Fourier dans L>

Proposition 17 S est dense dans L°.

Définition 8 Soit f € L*, (f,). une suite qui converge vers f
dans L?, f, € S.

F(f) = lim F(f,)

n—oQ

St f € L' N L* les deux définitions coincident.
Proposition 18 Si f, ge L', f, g€ L*, ou f € L', g € I*

——— ~ ———

Fxg)=FO76) ;  Fg©)=Fl&) =g

12



6 Fourier glissant

6.1 Principe d’incertitude d’Heisenberg

Donne la relation entre la localisation d'un signal et celle de son
spectre.

Soit f: R — C telle que f,:cf,f]?E L*(R)

(7:]% = /R 2| f (x)|*dx dispersion d’énergie en temps
0;2? = / Ef(6)Pdé  dispersion d’énergie en fréquence
R

E; = / |f(z)|*dz énergie def
R

On appelle durée utile du signal f, At tel que
2

A =2
Ly
bande utile du signal A\ tel que
2
o
AN =L
Ly

On ne peut pas localiser finement le signal et sa fréquence, i.e. avoir
simultanément At et A\ petits.

Proposition 19 Soit f : R — C € CY(R), telle que f, zf, fj?é
L*R). On a
E; 1

afa > 1. €. AtAN > —
4 41

Démonstration

Proposition 20 Soit A\ une bande utile fizée. Le signal
f(t) = e (2TANE

minimase la durée utile.

Démonstration

13



6.2 Fourier glissant

Inconvénient de Fourier: pour des signaux périodiques, quelques coet-
ficients permettent de caractériser le signal, les ¢,, tendent rapidement
vers (. Mais si le signal devient irrégulier, on a beaucoup de coeffi-
cients significatifs, et il faut en garder beaucoup pour reconstruire le
signal. Tous les aspects temporels disparaissent, et pour connaitre le
contenu fréquentiel du signal il faut connaitre tout le signal du début
a la fin (principe d’incertitude). Si le comportement fréquentiel du si-
gnal change au cours du temps, on ne saura pas a quel moment le
changement est intervenu.

6.2.1 Les fenétres

lere idée : tronquer le signal en ne regardant que sur U'intervalle [-A A]
sin(2rA\)  ~ ~
e s Py = (s A

Le spectre devient g(\) = 7"/A\f()\) =
sinus cardinal

s’amortit tres lentement, présente des lobes importants a 1’origine.
Autres fenetres
triangulaire

Fenetre de Hamming et Hanning

t
w(t) =(a+(1—«) COS(QWZ))T(t)
Hamming: o = 0.54 , Hanning: o = 0.5
2
Fenétre de Gauss: w(t) = Aeo, wA)=A I
o

On fait glisser la fenetre devant le graphe du signal pour prendre en
compte toutes les valeurs. On obtient une famille de coefficients a deux
parametres réels A\ et b

+oo ,
Wi\, b) = FYm(t — b)e > ™M dt

A joue le role d'une fréquence localisée autour de I'abscisse b du signal

14



temporel. C’est la transformée de Fourier a fenetre glissante.

Théoreme 21 Soit w(t) = =12t oy wy(t) = w(t — b)e* ™,
f € L*R), on considére les coefficients

Wf()\, b) = " f(ﬁ)@)\b(ﬂdt

On a

+o0
// (Wi (X, b)PdAdb = / |f(t)|*dt conservation de l'énergie
R2 —

0. @]

flz) = / Wi (X, b)wyp(z)dAdb formule de reconstruction
R2

Comparaison entre Fourier et Gabor

fla) = [ Fieir=sias g = [ [ Wi buerinas

décomposition de f sur une famille de fonctions jouant un role analogue
a celui d'une base, les sommes étant remplacées par des intégrales.

Fourier : fonctions sinusoidales

Gabor : sinusoides fortement amorties

Dans 'espace des fréquences

Fourier : fonctions de base totalement concentrées en fréquence (im-
pulsion Dirac) et totalement réparties dans le temps (sinusoides de —oo
a +00). dans 'espace des fréquences on perd totalement 'information
en temps.

Gabor : compromis temps fréquence (limité par la relation d’incerti-
tude) sur la localisation.

Inconvénient de Gabor: la fenétre est de taille fixe, certains signaux
ont des variations d’ordre de grandeur tres variables.

son : attaque de la note tres breve siege de hautes fréquences. reste de
la note fréquences beaucoup plus basses. mécanique des fluides échelles

macroscopique et microscopiques.
Morlet (83): la fenétre varie par translation dilatation ou contrac-
tion, début des ondelettes.
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