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© Introduction
o Les champs aléatoires & longue mémoire
e Motivations
o Travaux préexistants : la longue mémoire isotrope
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Les champs aléatoires stationnaires sur le réseau Z¢

Champ aléatoire discret : processus prenant des valeurs
aléatoires sur le réseau Z¢
En dimension 2 : réseau=grille

La valeur en un point du réseau est modélisée par une couleur :
>

Rouge Vert Bleu
Champ aléatoire stationnaire : la loi générant les couleurs est
invariante par translation.
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Quantification de la dépendance du champ (X,,),cza

La dépendance d’un champ aléatoire stationnaire X entre deux
points distants de h € Z% est quantifiée par la fonction de
covariance

r(h) = cov(Xy, Xkin) = cov(Xo, Xp).

Autre outil d’étude de la dépendance : la densité spectrale f
définie sur [—m, 7] par

r(h) = /[ . "M F(N)dA.

Remarque
Les deux approches sont trés liées mais pas équivalentes J
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La longue mémoire

Définition
Un champ aléatoire X est a longue mémoire si sa fonction de
covariance est non sommable, i.e.

> Ir(h)| = 0.

heZd

Proposition

Si la densité spectrale f de X est non-bornée alors X est a
longue mémoire.

Exemples

En dimension d = 2,

fl@y) =2y 7, 0<a<1,0< 8 <1;
flz,y) = (@2 +y?)" %, 0<a<l;
flzyy)=lz—y| ™™ 0<a<l.
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Sa fonction de covariance.
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Exemple : champ a longue mémoire de type produit

Son périodogramme.
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Motivations

o Existe-t-il des modéles mathématiques “naturels”
conduisant a des champs & longue mémoire ?
e Etant donné une réalisation d’un champ a longue mémoire,
e peut-on tester la propriété de forte dépendance ?
o peut-on estimer la longue mémoire (direction, intensité,...) ?
e Peut-on utiliser les méthodes statistiques usuelles (en
régression, en prévision,...) ?
o Comment se comportent les outils théoriques de base de la
statistique asymptotique (sommes partielles, processus
empirique,...) 7
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Travaux préexistants

o En analyse d’images :
o Quelques modeles de textures d’images (Kashyap et Lapsa, 1984,

Bennett et Khotanzad, 1998 et Eom, 2001 )
e En statistique asymptotique, sous I’hypothése de longue
mémoire “isotrope” :
o Etude des sommes partielles (Dobrushin et Major, 1979 et Surgailis,
1982 ).
o Etude du processus empirique (Doukhan, Lang et Surgailis, 2002 ).
o Etude des formes quadratiques (Heyde et Gay, 1993 et Doukhan,
Leon et Soulier, 1996 ).
o Etude des temps locaux (Doukhan et Leon, 1996 ).

Test
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La longue mémoire “isotrope”

Définition
Un champ aléatoire stationnaire est a longue mémoire “isotrope”
st l'une des deux conditions suivantes est vérifiée

@ sa fonction de covariance vérifie

n

r(n) = |n||_”‘b< )L(HnH), 0<a<d.

[Inl|

@ sa densité spectrale est continue partout sauf en [’origine ot
elle vérifie :

1
\adb($>L<>, 0<a<d.
0 ||| |||

f@) ~ ||z

ot L est une fonction & variation lente a linfini et b est une
fonction continue sur la sphére unité de RY.
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© Modélisation
@ Modélisation par filtrage
o Modélisation par agrégation
@ Modélisation en mécanique statistique

Test
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Modélisation par filtrage : champs autorégressifs

Soit (€ )peze un bruit blanc, P(L1,...,Lg)Xn,....ng = €ns,....n, admet
une unique solution stationnaire ssi

/ 1
[_ﬂ-aﬂ]d

P(etr, ... etha)
Sid=1 VA Pe?) #0+= [T

2
d\ < .

2
d\ < oo

1
Pe™)

. . 2
Sldz 2 V)\, P(e”‘l,...,emd) #Oﬁf[—ﬂ',ﬂ']d m d\ < o0.

Exemple

1
Xn1 ..... ns g(X"I—lynz,---,T% ++Xn1

admet une solution stationnaire de densité spectrale

1
1 (et _|_...+€i>\5){2-

fx()\l,...,)\5> X
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Modélisation par filtrage : cas général

Soit (€n),eze un bruit blanc de représentation spectrale

€n = / e’ <" dAW (M),
[~

ou W est la mesure spectrale aléatoire de e.

Propriété

Le champ obtenu par filtrage de € a travers le filtre a, défini par

_ 1<n,A>
X, = e~ a(N)dW E Aji,....ja€ny—f1,eesna—jas

— d
[=m,m] d

ot a sont les coefficients de Fourier de a, admet la densité
spectrale

Fx(N) o< [a(A)].

X est a longue mémoire des que le filtre a est non-borné

Test
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Exemples de filtrage en dimension d = 2

Exemple (Longue mémoire anisotrope)

a()\1,>\2) = |)\1 = )\2|_a ol 0 < a< %

Exemple (Longue mémoire dépendant des directions)

Ly + Ly ™ 1
anynQ = (1_7) €ni,nas I<a< 5,

admet la densité spectrale

2 —Q
fO,29) = = (4Sm2%sm2§+sm2(A1+A2>) |

T 4n2 2

Test
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Modélisation par agrégation

On construit N copies indépendantes du champ autorégressif
P(L17 LZ)X’nl,nz = 6774,77,27

olt P est un polynoéme a coefficients aléatoires indépendant de e.
Le champ agrégé est obtenu par le TCL classique :

N

1
Zpom = lim — Y X%
’ N—oo /N kzz:l o

Le champ gaussien Z admet la densité spectrale :

FO) = B[P ()
= — (& 5 e .
(2m)?
Si la loi sur les coefficients de P est choisie convenablement,
Z est un champ gaussien a longue mémoire.
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Exemple (Modélisation d’une l.m. de type produit)

P(Ly, Lz) = (1 = B1L1)(1 — B2L2)
ou 31 et B9 suivent une loi de densité /1 — x.

On a alors

o f()\l,)\g)oc\/m en ()\1,)\2) = (0,0)

@ 7(h,l) non sommable.

Exemple (Modélisation d’une l.m dans une direction privilégiée)
P(Ly,Ly) =1—BL1Ls

ou (3 suit une loi de densité /1 — x.
On a alors

—1 =
o f(A1,A2) ox Vil en (A1, A2) = (0,0)
e r(h,l) =0si h #1etr(h,h) non sommable.
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Modélisation en mécanique statistique

Le modéle d’Ising : Les spins sont a valeurs dans {—1,1} et le
potentiel d’interactions est

R d co i
; (i, 75) :{ Brizj st Yy [ =i =1

0 sinon,

ou B > 0 représente I'inverse de la température.
Lorsque d > 2, il y a transition de phase si 8 > (. et

r(h) ~ BT en g = B,

h—o00

o p1 € [0,2] est un paramétre qui dépend de d.
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Modélisation en mécanique statistique

-Les systémes gaussiens homogénes : z; € R et

$J(0)z? sii=]j

R o i
O R i i P

ott (J(i));eza est une suite paire définie positive de ¢(Z?).

Théoréme (Dobrushin 1980, Kiinsch 1980 )
Si
/ JHN)dA < oo,
[_Wvﬂ]d

alors les phases pures sont gaussiennes de mesures spectrales J 1.

Test
00000

De plus, il y a transition de phase transition ssi J admet une racine.

4

Pour les systémes homogénes gaussiens,

Systéme en transition de phase <= Champ a longue mémoire.
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Exemple (Le potentiel harmonique en dimension d > 3)
-2 sijnj=1
1 sin=0

0 sinon.

J(n) =

On a
1< B
7oy —1 2
JA) T~ (5 ,;_1 )\k> , lorsque A — 0.

Exemple (En dimension d = 2, direction privilégiée)

[ocjar S sit=0k, [k >1

J(k, ) =¢ 1 sik=0=0

0 sinon,

ot « €]0,1/2[ et # € R. On montre que

. <)\1 +9)\2>
2 sin B —

—2a

j()\l,)\z)_l XX

Test
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Test recherché
o Hypotheése nulle : X est a courte mémoire

o Hypothese alternative : X est a longue mémoire

La statistique de test est basée sur la variance des sommes
partielles

Y3 ).
11=1 ig=1

Pourquoi ?
— Le comportement asymptotique des sommes partielles permet
de distinguer la faible dépendance de la forte dépendance.
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@ Etude asymptotique des sommes partielles
@ Sommes partielles en courte mémoire
o Reésultats préexistants en longue mémoire “isotrope”
@ Approche spectrale
@ Application aux sommes partielles
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Sommes partielles en courte mémoire

Théoréme (Wichura (1971), Dedecker (2001) )

Soit X un champ aléatoire stationnaire et du second ordre

veérifiant
> (@) < oo.
jEeZ4
Sous des hypotheéses de moments sur X et en posant

02 = ZjGZd T(j);

[nt1]  [ntd]

1 D([0,1]%)
O.nd/2 Z tet Z Xklv"'vkd — B(tlv ©oo 7td)7
ki=1 k=1

ot B est le drap brownien sur [0, l]d 1.e. le champ gaussien de
fonction de covariance y(s,t) = ngl si N t;.

Test
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Résultats préexistants en longue mémoire “isotrope”

Soit Xi =3 cz4 aj€k—j ot (§k)reza est un bruit blanc fort et o

— i (). 5 <p<a

avec L une fonction & variation lente a l'infini et b une fonction
continue sur la sphére unité de R?.
— Le champ X est a longue mémoire “isotrope”.

Théoréme (Dobrushin and Major (1979), Surgailis (1982), Avram et Taqqu (1987) )

[nt1] [nta)
fidi

nd— m(,B—— Z Z P ( Xk, ka) = Zm(),

n—oo
kl 1 ka=1

ot P, est le polynéme d’Appell de degré m et Z,, le processus de
Hermite d’ordre m.
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Approche spectrale pour des champs linéaires

Soit le champ linéaire

Xeroosha = Z Ujyejahi—giseka—ja _[ Ja ei<k7A>a()‘)dW(>‘)v

J1s--:Jd
ou a est la transformée de Fourier du filtre a et o £ est un bruit de
représentation spectrale :

& = /ei<“>dW()\).

Les sommes partielles de X,

[nt1]— [ntq]—
Si((th..., —’I’L_d/2 Z Z th ka
k1=0 kq=0

peuvent se réécrire

< d z)\ j[nt;]/n _ 1
Sn (t> - /[—nw n)d ( ) H el)\ /n— ) dWﬂ()\)’

ott W, (A) = nd2W(n=1A).
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Théoréme (Lang et Soulier (2000) pour d = 1, Lavancier pour d > 1 )

Soit Wy (A) = n¥?>W (n=*A) ot W est la mesure spectrale
aléatoire d’un bruit blanc fort.
Si

L2(R4)

n )

/ &, dw,, = / dAW,,

ou Wy est la mesure spectrale associée au bruit blanc gaussien.

alors

v

Remarque

Le résultat reste vrai lorsque W est associé & un bruit non i.i.d
pourvu que sa densité spectrale soit bornée et qu’il vérifie un
théoréme central limite fonctionnel.
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Application aux sommes partielles pour d < 2
Rappel : Xy, =3 a4;8—j = [i_, 0 € <" a(N)dW (M),
d’ott fx () o |al*(A).
PrOpOSitiOIl (Lavancier, CLT )
Si a est continue en 0 et a(0) # 0,

[ntq] [nta]

y
D O Xk P8 a(0)B(0)

k1=0 ka=0

ou B est le drap Brownien.

Remarque

Le résultat concerne
@ Des champs & courte mémoire (lorsque a est continue partout)

@ Des champs & longue mémoire dont la singularité spectrale est
hors de Dorigine (ex : a(A1, A2) = [AMA2 —1|*, 0 < o < 1/2)

Test
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Application aux sommes partielles pour d < 2

Proposition (ravancier, Non-CLT)
Si a(A) ~a(X) en 0 avec a(cA) = |e|~@a(N) 0 < a < 1),

[nt1] [ntq] it

%78 d zt
nd/12+oc Z Z Xk, ka nfi—lﬁ)o/ U dWO()\).

k1=0 kqa=0

Remarque

Ce résultat concerne des champs a longue mémoire

@ isotrope, ex : a(A,A2) = (M +A3) 7, 0<a<1.

@ non-isotrope, ex : a(A1, A2) = [A1 +0X 2|7, 0 < a<1/2, 0 € R.

Test
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Rappel :
X, = / e<mA> (N AW (N).
[—m,m]d

Remarque (Convergence vers le Drap Brownien Fractionnaire)
Si

d
)\) = H aj()\])7
7=1

ot, pour tout j, aj(A;) ~o |Aj|7%, 0 < oj < 1/2, alors

1 [ntﬂ ntd] Zt )\

fzdz
e X .
T A 2 K 2 /RdH,A 5 o)

k1=0  ky=0
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@ Procédure de test et simulations
@ Hypothéses et Statistique du test
o Consistance du test
@ Simulations en dimension d = 2

Test
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Hypotheéses du test

Hypothése nulle : courte mémoire

0 > jezalr(d)] < oo

o
n—d/2 [nt1] [ntaq]

LY X 2O iy

ki=1 kqa=1

ot 0% := 37, ;4 7(j) et ott B est le drap Brownien sur [0, 1]4.

@ Hypothéses de moments.

Hypothése alternative : longue mémoire

[nta]  [ntd]

TL'YZ ZXk [01] ()

k:—l kq=1

ou v > d/2, L est fonction & variation lente a l'infini et Y est un
processus mesurable.

Test
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Statistique du test

Soit g, un entier dans [1,7n], un estimateur de o := > jezar(d) est

9 . _ | 7 : fonction de covariance empirique
Sqn,n = § Wayn,iT(4), ol

- e lsel
je{—an,-qn}? wapj = [Ti=a (1= ;%L)

Définition (Extension de la statistique V/S au cas d > 1)
Soit A, = {1,...,n}%, la statistique V/S est définie par

JVar (S, je Ay)

M, =n = ,
5

soit en développant

M= m— | 2 S 28
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Consistance du test

Proposition (ravancier, Sous I'hypotheése nulle)

Sous I’hypothese nulle, en choisissant q, tel que lim,, .. g, = 00
et lim, 00 gn/n =0, on a

L d ’ ¢ ’
M, = o <B t) — (1;[ ) (1) > dt— Mmd (B(t) = (g::) B(1)> dt]

ot B est le drap brownien standard sur [0, 1]%.

Proposition (ravancier, Sous ’hypothése alternative)

Sous Uhypothése alternative, en choisissant g, tel que
limy, o0 g = 00 et pour tout § > 0, limy, o0 ¢n/n’ = 0,

P
M,, — oo.
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Simulation de la loi asymptotique sous I’hypothése nulle
lorsque d = 2

1200

Moyenne = 00,0897

Variance = 0,0018
Co0% = 0, 1448
Co5% = O, 1692
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Simulations sur des champs 50 x 50 avec ¢ = 8

f()\l,/\z)oc |)\1|7’Y|)\2|7’Y, 0<y<l1.
v10,75 10,5 0,25
p | 81% | 75,4% | 62,4%
FOLX) o AT+ A3)77, 0<y <L
v 10,9 | 0,7 0,4
p | 75% | 58,1% | 32,7%
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Simulations sur des champs 50 x 50 avec ¢ = 8

f()\l,/\z)oc |)\1|7’Y|)\2|7’Y, 0<y<l1.

v10,75 | 0,5 0,25
p | 81% | 75,4% | 62,4%

FOLA) x(AT4+A3)77, 0<y<1.

4 10,9 [0,7 0,4
b | 75% | 58,1% | 32,7%

FOL,A2) oc A1 — X277, O0<y< 1.

8 3 8 8

10,751 0,5 | 0,25
p|27% | 27% | 24,5%
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