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M1 Arithmétique

Corrigé de quelques exercices

Correction du TD V, exercice C

Une racine primitive p'€M€de I'unité ¢ étant fixée, on note

Xr—1 S
P = =) X' e 7Z[X
~ 1 € Z[X]

son polynéme minimal. Il est commode de remarquer que le pohydme minimal de¢ — 1 est

(X+1)p_1 . iy i—1
R D
=1

On note
K = Q[¢] = QX]/P = QX]/P .

le p'®M€ corps cyclotomique et®x son anneau d’entiers.

1) Le polyndmeP; est un polynéme d’Eisenstein er(cf. 11.3.2.6.) Il en résulte grace au théo-
reme 11.3.2.8, que I'extension

(K ®Qp)/Qp = (Q[X]/P/Qp = (Q[X]/F1)/Qp

est totalement ramifiée et que 'image fle- 1 dansk ®qg Q, est une uniformisante. Il résulte
ensuite du corollaire 11.3.2.9 que I'anneau des entier&dey Q, est

Zpl¢ = 1] = Z,[(] = Z[(] @22y

ce qui signifie exactement qué(] estp-clos (cf. 111.3.1.2.)
Pour tout nombre premiér p, le polynébmeR := X? — 1 vérifie

A
“R+ 5XR =1 € FX]

c’est-a-dire qu'il est séparable dafig.X|. Il en va donc de méme dB qui est un facteur d&
si bien quezZ[(] est/-clos en vertu du théoréme 111.3.1.8.
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On en déduit donc que, pour tout nombre prenigry compris,)

Ok @z Ly = Z[(] @z Zy

ce qui assure, en appliquant les résultats des paragrdpBedét I11.3.1, que

On pourrait alors facilement en déduire des résultats conoé la ramification dont nous
n'aurons pas besoin dans la suite de I'exercice : En effed, alors

00k /2

0% /0(ZIC])

dr/o(P)

0% /0(Z[¢ —1])

drc/o(P1)

Ng/r(P{(¢ = 1))
(( — 1)p¢P~1¢P

CQ
Ng/o(=p¢"™)
N /a(¢)?

s

p2

epP 2

)

ol e vaut+1 qu’on pourrait calculer avec plus de soin. On savait déjalgu@mbre premiep
était ramifié dan€®) -, mais il résulte du calcul ci-dessus et du théoreme I11.8.&3jue c’est le
seul. Néanmoins, dans ce cas particulier, il était encare @onomique de déduire ce dernier
résultat du fait que® est séparable dans

et du théoréeme 111.3.1.8.

F,VE#p

2 Racines de l'unite a) On remarque d'abord que, pour tdut< k < p — 1, ¢k et —¢* sont
bien des racinegp'®M€de I'unité appartenant &.

Réciproquement, s'il existg € K racine primitive;'®M€de I'unité aveg f ¢, alors il existe
(u,v) € Z* tel queup + vq = 1. Si 'on note(,, une racine primitiveg®Mede l'unité,

Il s’ensuit que

d'ou

Qlépgl € K

= (ot e K.

= Q[¢]

[Rat[Cpq) : Q] | [K : Q]
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c’est-a-dire¢(pq)|o(p) c'est-a-dired(q)o(p)|o(p) c'est-a-direp(q) = 1 ce qui entraine que
q = 2.
b) Soitz € Ok. Sion note

o+ K — (C,lgigp—u

lesp — 1 plongements deux a deux distincts edansC, le polynéme
p—1
P, = [[X —0oi(x) € Z[X],
=1

annulez. Sil'on suppose que, pour tout< i < p — 1, |o;(z)| = 1, les coefficients dé’, sont
bornés indépendamments cesi bien que les polyndmes, sont en nombre fini ainsi que leurs
racines.

Il est clair quelM est un sous-groupe d€*, si bien que tout € M est d’ordre fini ou encore
est une racine de l'unité c’est-a-dire que C p(K). L'inclusion réciproque est immédiate.

3 .a)Pour toute € O, ettoutl < i < p — 1, il est fastidieux, mais sans difficulté de montrer

queo;(¢) = o;(e€). Il en résulte que
€
-eM
€

c’est-a-dire d’apres la question précédente, que

ce qui prouve le résultat.
b) On sait, puisque I'extensiof@Q,[X]/P)/Q, est totalement ramifiée et grace au théoreme
l11.2.2.7, qu’il n’y a gu’un seul idéal maximaj de Ok au-dessus du nombre premjieet que

pOk = "',

De plus,Z[(] étantp-clos, on peut appliquer le résultat de I'exercice TD V, eie B pour
déterminer. PuisqueP = (X —1)? € F,[X],

g = ((—1)0k + pOk .

Or P (¢ — 1) = 0, ce qui permet d’écrire

ce qui entraine que
q=((—1)O0k.
Il résulte toujours du théoréeme I11.2.2.7, que

Ok/a:F)] = fop = floxyrye, = 1.
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Il sS’ensuit que
OK/CI = Fp.

Or la restriction ai’ de la conjugaison complexe étant un élément du groupe desGaldy o
elle induit un élemeny € Galp, /q/r, Caractériseé par le fait que, pour taut Ok,

y(z[q]) = Tla] .
Or Galp,./q/r, = {1} C'est-a-dire que; = Id ce qui entraine que, pour tout O,
e =¢€lq.

c) Il découle des deux points précédents, que

+¢" = 1[q]
c’est-a-dire que

+1 = 1[q]
ce qui entraine, puisque# 2, =1 = 1. Il s’ensuit que, pour tout € O, il existeb € Z, tel
que

e = (%.

Il en résulte que

e = (Ple?.
Or pour tous entiers et c tels queb = c[p|, ¢* = (¢ Puisquep est impair, on peut donc
supposeb = 2a pair. On a alors = (2% entraine

(e = (T = (%

si bien que
€1 ;= ("€ € Rete = (%;.
4 .a)S'il existed € N tel qued divise deux des trois entiers y, z 'équationz?” + y© = 2P
entraine qu'il divise le troisiéme. On a alors encéfer ¥ = =7 si bien qu’on peut se ramener
a I'étude des solutions ou les entietg,, = sont deux a deux premiers entre eux.
Siz = y[p], dansF, ona

PP = 2P
& (z+yP = 2
=1 r+y z
& 2r = =z

si bien quer # z [p| et qu’on peut permutey et -.
b) Ona

p—1

[T =¢) = Ngje(1=¢) =

Jj=1

(=1)P"'Ngsg(¢ —1) = Ngjpp(¢—1)



puisquep — 1 est pair. Or le polyndme minimal de— 1 estP; (qui est de degré pair) et dont le
terme constant vaut Il en résulte que

p—1
p = H 1= .
j=1
D’autre part notons

R:=X"—-1= (X-1)P € Z[X].

On a alors
p—1 p—1 T
[[z+¢y = o]+ -¢
j=0 j=0 Yy
e
= —y’R(—=
y)
I‘p
—  _ P _
= v " 1)
x4+ yP
ZP

c) Soienti # j [p]. Sip € Spm(O) divise ((x + y(?), (z + y¢?)),
plyC'=)etp | 27

Or¢"—¢? = ¢'(1—¢7%) | pdoup | py.OryAzl = letpAzl = 1doup | 1cequi
n’'est pas possible.

d) Lidentité
p—1
P = Ha: + ¢y
j=0

se décompose de maniére unique dans I'anneau de DedBkireh

~1
H ppvp (2) — h ( H pUP (erij)) .
peSpm(Ok) Jj=0 peSpm(Ok)

Pourtouti # j [p], ettoutp € Spm(Of),
vp(z + Cy)vp(z + Py) = 0

puisque(z+('y) et(z+¢7y) sont premiers entre eux. |l découle de I'unicité de la déamsitipn
que, pour toup € Spm(Ok), plvy(z + Cy). Posons alors

~ vp (+Cy)
vi= 1L e

peSpm(Ok )
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qui est bien un idéal d®y et vérifie
I = (x4 (y).

Or (z + Cy) est un idéal principal d® c’est-a-dire que sa classe dans le groupe de Picard
(cf. 111.1.1.14,) est triviale. Op ne divisant pas le cardinal du groupe de Picard? st trivial
dans le groupe de Picard c’est duest déja trivial c’est-a-dire principal. Il existe donc= Oy
tel queJ = aOk. Puisquel? = (z + (y) les générateurs de ces idéaux sont associes c’est-a-
dire gu'il existee € Oy; tel que
(x+Cy) = ea”.

p—2
e) Pour touty € O, il existea; ,1<i<,—» € Ztelsquex = Y a,(". Il en résulte que
=0
p—2
o = () al)
1=0

p—2
> al¢? (mod p)
1=0

Or (? = 1 et par conséquent
—2

3

o = a [p] .
=0
p—2
Remarquons qu’on peut méme prendre= Z a; puisque
=0

al = a; [p|V0<i<p-—2.

f) Il faut tout d’abord remarquer que ' = ( et que, par conséquent, commety sont dans
Z,x+y(t = 24+y(.Orz+yl = ea? dotz +y(~' = e®. Oril existek € Z tel que
€ = (*e. llenrésulte que

e+yC—(z+yCHF = ea? —a?).

Il est clair d’abord, que d’aprés la question précédetite; a? = 0 [p] et ensuite, que seule
la classe modulp de % étant bien définie, on peut choisit € N.

g) Pourtouta € Z (resp.z € Og,) notonsl ® a (resp.1 ® x) son image danB, = F, ®; Z
(resp.Ok /pOr = F, ®z Ok.) Puisquel’ ,o<i<, 2 €st uneZ-base dex, (1 ® (") ,0<i<p_o €St



uneF,-base d&), /pOx. Pour touta; ,o<;<,—2 € Z on a alors

p—2
Z%‘CZ = 0[p]
i=0
p—2
< (I®a)(1e¢) = 0
i=0
& (1®a) = 0V0<i<p-—2
& a; = 0pV0<i<p-—2.

Pourai ,0<i<p—1 € 7 Si
p—
(+) = Y a¢’ = 0[p]
=0

et il existe0 < i < p — 1 tel quep|a;, on peut, quitte & multiplier I'identité«) par une puis-
sance convenable de supposer que,_; = 0 [p]. On est alors ramené a appliquer le résultat
précédent.

h) On a montré gu'il existé € N tel que

r+Cy— (x4 ly)ch
& x4yl -yt —act

0 (mod pOk)
0 (mod pOk) .

On applique la question précédente :

{1.¢, ¢ ¢

a4 éléments ep > 5 ; comme les coefficients de I'équation obtenue sont non nutspnoes
éléments ne sont pas distincts. Il § possibilités ¢* = 1, ¢! = 1ou¢ = ¢* ! (car¢ #1,
donc auss{*~! # ¢*.) On rappelle qué¢p) = qP !, avecq = (1 (), etqueqNZ = pZ.
— (% =1 :soity(¢—¢') =0 (mod p) onendéduiy =0 (mod g?~?)car((—¢!) = q,
puisy € q (p > 2) etp | y. Absurde.
— (*1t = ¢ :soitz(1 —¢?) =0 (mod p) etp | z. Absurde.
— ¢t =1 :soit(x —y)(1 —¢) =0 (mod p) etp | z — y. Absurde.

Remarque'® Les mémes techniques (en plus ardu, il faut étudier les unigéen détail)
permettent d’écarter le casp | xyz, toujours sous I'hypothése quep estrégulier. Il existe un
critere élémentaire, mais dont la preuve est non élémentag; pour savoir sip est régulier :
on appelle nombres de Bernoulli les uniques rationnel§B;,) satisfaisant I'équation

t B th )
o1 = Z k;g, ‘t| < .
k

On les calcule par récurrence :By, = 1, By = —1/2, B, = 1/6, B3 = 0 et en fait

Byiy1 = Opourtouti >0,B, = —1/30,...,B1p = _26%10.

80n doit cette remarque a K. Belabas



Théoréme Kummerp est régulier si et seulement si pour tous les nombres de Beralti By,
2 <2k <p-3,0nauv,(By) = 0.

Par exemple691 est irrégulier et 691 divise le nombre de classes d@((49;) car
U691(Bl2) =1.

Il'y a une infinité de nombres premiers irréguliers (Adleman, Heath-Brown, puis Fouvry
1985). On ne sait toujours pas s'il existe une infinité de nonrks premiers réguliers.



