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M1 Arithmétique

Corrigé de quelques exercices

Correction du TD V, exercice C

Une racine primitive pièmede l’unité ζ étant fixée, on note

P :=
Xp − 1

X − 1
=

p−1
∑

i=0

X i ∈ Z[X]

son polynôme minimal. Il est commode de remarquer que le polynôme minimal deζ −1 est

P1 =
(X + 1)p − 1

X
=

p
∑

i=1

Ci
pX

i−1 .

On note
K := Q[ζ ] = Q[X]/P = Q[X]/P1 .

le pièmecorps cyclotomique etOK son anneau d’entiers.

1) Le polynômeP1 est un polynôme d’Eisenstein enp (cf. II.3.2.6.) Il en résulte grâce au théo-
rème II.3.2.8, que l’extension

(K ⊗Q Qp)/Qp = (Qp[X]/P/Qp = (Qp[X]/P1)/Qp

est totalement ramifiée et que l’image deζ − 1 dansK ⊗Q Qp est une uniformisante. Il résulte
ensuite du corollaire II.3.2.9 que l’anneau des entiers deK ⊗Q Qp est

Zp[ζ − 1] ∼= Zp[ζ ] ∼= Z[ζ ] ⊗Z Zp

ce qui signifie exactement queZ[ζ ] estp-clos (cf. III.3.1.2.)
Pour tout nombre premierℓ 6= p, le polynômeR := Xp − 1 vérifie

−R +
A

P
XR′ = 1 ∈ Fℓ[X]

c’est-à-dire qu’il est séparable dansFℓ[X]. Il en va donc de même deP qui est un facteur deR
si bien queZ[ζ ] estℓ-clos en vertu du théorème III.3.1.8.
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On en déduit donc que, pour tout nombre premierℓ (p y compris,)

OK ⊗Z Zℓ = Z[ζ ] ⊗Z Zℓ

ce qui assure, en appliquant les résultats des paragraphes III.3.0 et III.3.1, que

OK = Z[ζ ] .

On pourrait alors facilement en déduire des résultats concernant la ramification dont nous
n’aurons pas besoin dans la suite de l’exercice : En effet, ona alors

dOK/Z = dZ
K/Q(Z[ζ ])

= δK/Q(P )

= dZ
K/Q(Z[ζ − 1])

= δK/Q(P1)

= NK/K(P ′
1(ζ − 1))

= NK/Q(
(ζ − 1)pζp−1ζp

ζ2
)

=
NK/Q(−pζp−1)

NK/Q(ζ)2

= ǫ
pp

p2

= ǫpp−2

où ǫ vaut±1 qu’on pourrait calculer avec plus de soin. On savait déjà quele nombre premierp
était ramifié dansOK , mais il résulte du calcul ci-dessus et du théorème III.3.2.30.iv que c’est le
seul. Néanmoins, dans ce cas particulier, il était encore plus économique de déduire ce dernier
résultat du fait queP est séparable dans

Fℓ ∀ ℓ 6= p

et du théorème III.3.1.8.

2 Racines de l’unité a) On remarque d’abord que, pour tout0 ≤ k ≤ p − 1, ζk, et−ζk sont
bien des racines2pièmede l’unité appartenant àK.

Réciproquement, s’il existeζq ∈ K racine primitiveqièmede l’unité avecp ∤ q, alors il existe

(u, v) ∈ Z2 tel queup + vq = 1. Si l’on noteζpq une racine primitivepqièmede l’unité,

ζpq = ζup+vq
pq ∈ K .

Il s’ensuit que
Q[ζpq] ⊂ K = Q[ζ ]

d’où
[Rat[ζpq] : Q] | [K : Q]
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c’est-à-direφ(pq)|φ(p) c’est-à-direφ(q)φ(p)|φ(p) c’est-à-direφ(q) = 1 ce qui entraîne que
q = 2.
b) Soitx ∈ OK . Si on note

σi : K → C ,1≤i≤p−1 ,

lesp − 1 plongements deux à deux distincts deK dansC, le polynôme

Px :=

p−1
∏

i=1

X − σi(x) ∈ Z[X],

annulex. Si l’on suppose que, pour tout1 ≤ i ≤ p − 1, |σi(x)| = 1, les coefficients dePx sont
bornés indépendamments dex, si bien que les polynômesPx sont en nombre fini ainsi que leurs
racines.

Il est clair queM est un sous-groupe deK∗, si bien que toutx ∈ M est d’ordre fini ou encore
est une racine de l’unité c’est-à-dire queM ⊂ µ(K). L’inclusion réciproque est immédiate.

3 .a) Pour toutǫ ∈ O×
K , et tout1 ≤ i ≤ p − 1, il est fastidieux, mais sans difficulté de montrer

queσi(ǫ) = σi(ǫ). Il en résulte que
ǫ

ǫ
∈ M

c’est-à-dire d’après la question précédente, que

ǫ

ǫ
∈ µ(K)

ce qui prouve le résultat.
b) On sait, puisque l’extension(Qp[X]/P )/Qp est totalement ramifiée et grâce au théorème
III.2.2.7, qu’il n’y a qu’un seul idéal maximalq deOK au-dessus du nombre premierp et que

pOK = qp−1 .

De plus,Z[ζ ] étantp-clos, on peut appliquer le résultat de l’exercice TD V, exercice B pour
déterminerq. PuisqueP = (X − 1)p ∈ Fp[X],

q = (ζ − 1)OK + pOK .

Or P1(ζ − 1) = 0, ce qui permet d’écrire

p = −

p
∑

i=2

Ci
p(ζ − 1)i−1

ce qui entraîne que
q = (ζ − 1)OK .

Il résulte toujours du théorème III.2.2.7, que

[OK/q : Fp] = fq/p = f(Qp[X]/P )/Qp
= 1 .
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Il s’ensuit que
OK/q ∼= Fp .

Or la restriction àK de la conjugaison complexe étant un élément du groupe de Galois GalK/Q

elle induit un élémentγ ∈ GalOK/q/Fp
caractérisé par le fait que, pour toutx ∈ OK ,

γ(x[q]) ≡ x[q] .

Or GalOK/q/Fp
= {1} c’est-à-dire queγ = Id ce qui entraîne que, pour toutǫ ∈ O×

K ,

ǫ ≡ ǫ [q] .

c) Il découle des deux points précédents, que

±ζb ≡ 1 [q]

c’est-à-dire que
±1 ≡ 1 [q]

ce qui entraîne, puisquep 6= 2, ±1 = 1. Il s’ensuit que, pour toutǫ ∈ O×
K , il existeb ∈ Z, tel

que
ǫ = ζbǫ .

Il en résulte que
ǫ2 = ζb|ǫ|2 .

Or pour tous entiersb et c tels queb ≡ c [p], ζb = ζc. Puisquep est impair, on peut donc
supposerb = 2a pair. On a alorsǫ = ζ2aǫ entraîne

ζaǫ = ζ−aǫ = ζaǫ

si bien que
ǫ1 := ζaǫ ∈ R et ǫ = ζaǫ1 .

4 .a) S’il existed ∈ N tel qued divise deux des trois entiersx, y, z l’équationxP + yP = zp

entraîne qu’il divise le troisième. On a alors encorex
d

p + y
d

p = z
d

p si bien qu’on peut se ramener
à l’étude des solutions où les entiersx, y, z sont deux à deux premiers entre eux.

Si x ≡ y [p], dansFp on a
xp + yp = zp

⇔ (x + y)p = zp

⇔ x + y = z
⇔ 2x = z

si bien quex 6≡ z [p] et qu’on peut permutery etz.
b) On a

p−1
∏

j=1

(1 − ζj) = NK/Q(1 − ζ) = (−1)p−1NK/Q(ζ − 1) = NK/Q(ζ − 1)
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puisquep − 1 est pair. Or le polynôme minimal deζ − 1 estP1 (qui est de degré pair) et dont le
terme constant vautp. Il en résulte que

p =

p−1
∏

j=1

1 − ζj .

D’autre part notons

R := Xp − 1 = (X − 1)P ∈ Z[X] .

On a alors
p−1
∏

j=0

x + ζjy = (−y)p

p−1
∏

j=0

−
x

y
− ζj

= −ypR(−
x

y
)

= −yp(−
xp

yp
− 1)

= xp + yp

= zp .

c) Soienti 6≡ j [p]. Si p ∈ Spm(OK) divise((x + yζ i), (x + yζj)),

p | y(ζ i − ζj) et p | zp .

Or ζ i − ζj = ζ i(1 − ζj−i) | p d’où p | py. Or y ∧ zp = 1 et p ∧ zp = 1 d’où p | 1 ce qui
n’est pas possible.

d) L’identité

zp =

p−1
∏

j=0

x + ζjy

se décompose de manière unique dans l’anneau de DedekindOK en

∏

p∈Spm(OK)

ppvp(z) =

p−1
∏

j=0

(

∏

p∈Spm(OK)

pvp(x+ζjy)
)

.

Pour touti 6≡ j [p], et toutp ∈ Spm(OK),

vp(x + ζ iy)vp(x + ζjy) = 0

puisque(x+ζ iy) et(x+ζjy) sont premiers entre eux. Il découle de l’unicité de la décomposition
que, pour toutp ∈ Spm(OK), p|vp(x + ζy). Posons alors

I :=
∏

p∈Spm(OK)

p
vp (x+ζy)

p
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qui est bien un idéal deOK et vérifie

Ip = (x + ζy) .

Or (x + ζy) est un idéal principal deOK c’est-à-dire que sa classe dans le groupe de Picard
(cf. III.1.1.14,) est triviale. Orp ne divisant pas le cardinal du groupe de Picard, siIp est trivial
dans le groupe de Picard c’est queI est déjà trivial c’est-à-dire principal. Il existe doncα ∈ OK

tel queI = αOK . PuisqueIp = (x + ζy) les générateurs de ces idéaux sont associés c’est-à-
dire qu’il existeǫ ∈ O×

K tel que
(x + ζy) = ǫαp .

e) Pour toutα ∈ OK , il existeai ,1≤i≤p−2 ∈ Z tels queα =

p−2
∑

i=0

aiζ
i. Il en résulte que

αp = (

p−2
∑

i=0

aiζ
i)p

≡

p−2
∑

i=0

ap
i ζ

pi (mod p)

Or ζp = 1 et par conséquent

αp ≡

p−2
∑

i=0

ap
i [p] .

Remarquons qu’on peut même prendreβ =

p−2
∑

i=0

ai puisque

ap
i ≡ ai [p] ∀ 0 ≤ i ≤ p − 2 .

f) Il faut tout d’abord remarquer queζ−1 = ζ et que, par conséquent, commex et y sont dans
Z, x + yζ−1 = x + yζ. Or x + yζ = ǫαp d’où x + yζ−1 = ǫαp. Or il existek ∈ Z tel que
ǫ = ζkǫ. Il en résulte que

x + yζ − (x + yζ−1)ζ−k = ǫ(αp − αp) .

Il est clair d’abord, que d’après la question précédente,αp − αp ≡ 0 [p] et ensuite, que seule
la classe modulop dek étant bien définie, on peut choisir−k ∈ N.

g) Pour touta ∈ Z (resp.x ∈ OK ,) notons1 ⊗ a (resp.1 ⊗ x) son image dansFp = Fp ⊗Z Z
(resp.OK/pOK = Fp ⊗Z OK .) Puisqueζ i ,0≤i≤p−2 est uneZ-base deOK , (1⊗ ζ i) ,0≤i≤p−2 est
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uneFp-base deOK/pOK . Pour toutai ,0≤i≤p−2 ∈ Z on a alors

p−2
∑

i=0

aiζ
i ≡ 0[p]

⇔

p−2
∑

i=0

(1 ⊗ ai)(1 ⊗ ζ i) = 0

⇔ (1 ⊗ ai) = 0 ∀0 ≤ i ≤ p − 2
⇔ ai ≡ 0[p] ∀0 ≤ i ≤ p − 2 .

Pourai ,0≤i≤p−1 ∈ Z si

(∗) :

p−
∑

i=0

aiζ
i ≡ 0 [p]

et il existe0 ≤ i ≤ p − 1 tel quep|ai, on peut, quitte à multiplier l’identité(∗) par une puis-
sance convenable deζ, supposer queap−1 ≡ 0 [p]. On est alors ramené à appliquer le résultat
précédent.

h) On a montré qu’il existek ∈ N tel que

x + ζy − (x + ζ−1y)ζk ≡ 0 (mod pOK)
⇔ x + yζ − yζk−1 − xζk ≡ 0 (mod pOK) .

On applique la question précédente :

{1, ζ, ζk−1, ζk}

a 4 éléments etp ≥ 5 ; comme les coefficients de l’équation obtenue sont non nuls mod p, ces
éléments ne sont pas distincts. Il y a3 possibilités :ζk = 1, ζk−1 = 1 ouζ = ζk−1 (carζ 6= 1,
donc aussiζk−1 6= ζk.) On rappelle que(p) = qp−1, avecq = (1 − ζ), et queq ∩ Z = pZ.

– ζk = 1 : soity(ζ−ζ−1) ≡ 0 (mod p) on en déduity ≡ 0 (mod qp−2) car(ζ−ζ−1) = q,
puisy ∈ q (p > 2) etp | y. Absurde.

– ζk−1 = ζ : soitx(1 − ζ2) ≡ 0 (mod p) etp | x. Absurde.
– ζk−1 = 1 : soit (x − y)(1 − ζ) ≡ 0 (mod p) etp | x − y. Absurde.

Remarque16 Les mêmes techniques (en plus ardu, il faut étudier les unités en détail)
permettent d’écarter le casp | xyz, toujours sous l’hypothèse quep estrégulier. Il existe un
critère élémentaire, mais dont la preuve est non élémentaire, pour savoir sip est régulier :
on appelle nombres de Bernoulli les uniques rationnels(Bk) satisfaisant l’équation

t

et − 1
=

∑

k

Bk
tk

k!
, |t| < 1 .

On les calcule par récurrence :B0 = 1, B1 = −1/2, B2 = 1/6, B3 = 0 et en fait
B2i+1 = 0 pour tout i > 0, B4 = −1/30, . . .,B12 = − 691

2730
.

16On doit cette remarque à K. Belabas
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Théorème Kummerp est régulier si et seulement si pour tous les nombres de Bernoulli B2k,
2 ≤ 2k ≤ p − 3, on avp(B2k) = 0.

Par exemple691 est irrégulier et 691 divise le nombre de classes deQ(ζ691) car

v691(B12) = 1 .

Il y a une infinité de nombres premiers irréguliers (Adleman,Heath-Brown, puis Fouvry
1985). On ne sait toujours pas s’il existe une infinité de nombres premiers réguliers.


