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La qualité de la rédaction entrera pour une grande part dans & notation. Les calculatrices,
téléphones mobiles et documents ne sont pas autorisés.

Les trois problemes sont indépendants. Notes de cours aufsées. On choisit une fois

pour toutes une cloture algébriqueQ de Q et, pour tout nombre premier p, une cléture
algébrique Q, de Q,.

Exercice A

1) Un anneau de valuation est un anneau commutatif intégrei est tel que, si un élémehtle
son corps des fractions n’est pas danslors1/b € A. Montrer qu'un anneau de valuation est
un anneau local.

2) On munit le groupe Z? = Z x Z de l'ordre lexicographique (on a(m,n) < (m’,n’) si
ou bienm < m/ ou bienm = m’ etn < n'/. Soit K un corps. On supposeX” muni d’'une
valuation a valeurs dan€.?, c’est-a-dire d’'un homomorphisme du groupe multiplicatif K*
de K dansZ? vérifiant v(a + b) > min{v(a),v(b)} Sia,b eta + b sont non nuls. Montrer que
A={ae K*|v(a) >0=(0,0)} U{0} estun anneau de valuation de corps des fractions
(on I'appellel’ anneau de la valuation v).

Dans toute la suite,p est un nombre premier, v, est 'unique valuation de Q telle que
vy(p) = 1 etQ(X) est le corps des fractions rationnelles en une indéterminé& a coeffi-
cients dansQ.

3) Montrer qu'il existe une unique valuatiansur Q(X) a valeurs dan&? telle quev(X) =
(1,0) etw(a) = (0,v,(a)) pour tout nombre rationnel non nul [On pourra commencer par
vérifier que, si une telle valuation existe, pour téute Q[X]| tel queP(0) # 0, on doit avoir
v(P) = (0,v,(P(0))). Puis que toutr € Q(X) non nul peut s’écrire sous la forme” P/Q),
avecr € Z, P,Q € Q[X], P(0) # 0 etQ(0) = 1].



4) Montrer que I'anneaul de la valuationy est I'ensemble des € Q(X) qui peuvent s’écrire
sous la formeP/Q avecP, ) € Q[X], P(0) € Z, etQ(0) = 1. Déterminer I'idéal maximai
de A et le corpsA/m.

5) Montrer que l'idéall de A engendré paX est premier et quél/J estisomorphe & ).

Exercice B

Soient N un entier > 2 et Sy I'ensemble des nombres premiers qui diviseniv.

1) Soit ¢ un nombre premier. Soit o« € Q une racine de X" — ¢. Soient E = Q[a] et O
'anneau des entiers deF.
a) Montrer que le polyndm& ™ — ¢ est irréductible su®, et surQ.

b) Montrer gu’il existe un et un seul idéalde O au-dessus de I'idéal d& engendré pay.
Calculer l'indice de ramification(q/(q)) et le degré résiduél(q/(q)).

c) Montrer que I'ensemblé& des nombres premiegstels que I'image deX¥ — ¢ dansF,[X]
est un polynéme non séparable est un ensemble fini et démroghensemble.

d) Soitp un nombre premier qui n'appartient pas.aVontrer que, si3 est une racine d&?y —p
dansQ,, I'extensionQ,(5)/Q, est non ramifiée.

e) On suppose encore queest un nombre premier qui n'appartient pas.&oit p un idéal
premier de0g au-dessus de 'idéal déengendré pap. Montrer quee(p/(p)) = 1.

2) Déduire de la question precédente qu'il existe une infinigxténsions de degré/ de Q
contenues dan®.

Exercice C

Dans tout le probléme,p est un nombre premier fixé etd est un entier> 1 (on suppose
d = p a partir de la troisieme question). On notewv I'unique valuation de Q, telle que
v(p) = 1 et | I'unique valeur absolue sur@, telle que|p| = p~! (on a donc|a| = p~*»(@
pour tout a non nul dans@,).

1) Combien y-a-t'il d’extensions non ramifiées de dedeQ, contenues dang, ?

2) Soit P € Q,[X] un polynéme irréductible de degréd > 1 et soientA;, \s,..., \; les
racines deP dans@,. Soit iz € Q, tel que [ — A\ | < | — N\ pour i =2,3,...,d.

a) On poseK = Q,(u) et L = K()\;). Soite un K-plongement de. dansQ,. Montrer qu'il
existe: € {1,2,...,d} telqueo(u — A1) = u — A;. L'entier i peut-il étre différent dé ?

b) Montrer queL = K (\;). Montrer que le polyndme minimal gesurQ, est de degré- d et
que, s'il est de degré, alorsQ, (i) = Q,(A1).

3) On suppose désormais qué = p et que P est un polynéme d’Eisenstein. On posé& =
f;ol a; X"+ XP. Siv(a;) >2pouri=1,2,...,p—1,0nposer = p— 1. Sinon on noter le
plus petit entier > 0 tel que v(a, 1) = 1.



a) Calculerv()\,), montrer quev(P'(\;)) = 1 +r/p et que, pour tout € N, v(P()\,)) >
14+7r/p.
b) Utiliser la formule de Taylor pour calculer les coefficiedtspolyndme?) = [T5_,(X — (\; —

A1)).

c) On poses = p&t’“l). Montrer que, poui = 2,3,...,p,0nav(A\; — \;) = s.

4) Soit u € Q,. On poset = maz1<i<,v( — ;). Calculerv(P(u)) en fonction det [On
distinguera suivant que< s out > s. On pourra d’abord supposer que le maximum est atteint
pouri = 1].

5) Montrer que sit € Q, est tel quey(P(p)) > ps, alors il existei tel que); € Q,(u).

6) On suppose # p— 1. SoientR;, R, des polyndbmes a coefficients dafisverifiantdeg R; <
petdeg Ry < p—2—r(onadonck, = 0sir =p—2). SoitP, = P — p’Ry — pX"™2R,.
Montrer qu’il existe une racing de P, dansQ, telle queQ, (i) = Q,(\1).

7) On suppose = p—1. Donner une condition nécessaire et suffisante, analogygrédadente,
pour qu’'un polyndme?, € Q,[X], unitaire de degre, admette une racing dansQ, telle que
v(p— A1) > ov(p— A;) pouri =2,3,...,p.

8) Montrer qu'il n’y a qu’un nombre fini d’extensions de degrde Q, contenues dang,.



