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II . —Groupe orthogonal

Dans tout ce chapitre, si aucune autre précision n’est donnée, /' désignera un corps
quelconque, de caractéristique différente de 2.
Espace vectoriel signifiera toujours K -espace vectoriel de dimension finie.

II.1 . —Espace vectoriel dual

Définition I1.1.1 Etant donné un K -espace vectoriel V on rappel que
V* = Hom((V,,)K) = L(V, K)

est le K -espace vectoriel des applications K -linéaires de V' dans K appelées formes linéaires
sur'V.
Le K-espace vectoriel V* est appelé espace vectoriel dual de V.

Pour des K -espaces vectoriels V' et IV et tout morphisme0 (application linéaire) f : V' — W,
on définit :
oW s v IL.1.2
w — wo f.
L’application f* s’appelle I’adjoint de f.
Proposition I1.1.3 Etant donnés deux K -espaces vectoriels V et W de méme dimension,
pour tout morphisme0 f : V — W inversible, d’inverse f~! :
i L’adjoint f* de f est inversible; et si I’on note (f*)~! son inverse on a :

i

Preuve : Pour toutv € V*,

(f) (v = flow
= [fo((f7)(w) = foflow
= fo((f7)W) = v
= ()W) = v;

ce qui prouve que (f~1)* est un inverse a droite pour f*. On vérifierait, exactement de la
méme maniere, que (f~1)* est un inverse a gauche de f*.
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Proposition I1.1.1 Pour des K -espaces vectoriels V, W, Z et des morphismeQs
f:V—aWetg: W — Z,
ona:

(gof)" = frog"

Définition II.1.2 Soit V' un K -espace vectoriel de dimension finie d. Pour toute base

v1,...,v4de V' | on appelle base duale de vy, ..., v4
une base
vy, ...,v;de V" vérifiant :
vi(v) = 1 Vi<i<mn, .

Proposition I1.1.3 Si V' est une K -espace vectoriel de dimension finie d, pour toute base
v1,...,vq de 'V, il existe une base duale vy, ... v} de V*.

Corollaire I1.1.4 Si V' est un K-espace vectoriel de dimension finie d, V* est un K -espace
vectoriel de méme dimension d.

On définit une application
Vi o= (V)"
T = T

ou, pourtoutz € V, 7 : V* — K, est définie par :
z(f) = f(=@),

pour tout f € V*.

Proposition I1.1.5 L’application x — = de V dans V* définie ci-dessus, est un isomor-
phisme.

Soient V1, ..., V,, des K-espaces vectoriels de dimensions finies. On note
it Ve = Vix oo xX Vi i<ik<n
I’injection canonique dans le produit. Pour toute forme linéaire
fVix...xV,— K,
on pose fr := f o : Vi — K. On définit ainsi une application :
O:(Vix...xV,)" = V'x...xV'
fo= (A g

Proposition I1.1.6 L’application définie ci-dessus est un isomorphisme.
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I11.1.7 . —Exercices

Exercice II.1.7.1 Démontrer les propositions II.1.5 et II.1.3, en ayant soin de noter I’impor-
tance de I’hypothese V' de dimension finie.
On pourra chercher a donner un contre-exemple en dimension infinie.

Exercice I1.1.7.2 Donner une démonstration de la proposition II.1.6.
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II.2 . —Formes linéaires alternées et déterminants
Dans toute cette section, V' est un K -espace vectoriel de dimension d > 1.

Définition I1.2.1 On appelle forme d-linéaire alternée sur V une application

f: V¢S K,
telle que :
i Pour tout (vy,...,v4) € V% tout v};<;<4 et pour tout couple (A, 1) d” éléments de K,
flor, oo A+ pvl, oo vg) = Af(vn, 0 vg) F pf (n U vg)
ii Pour toute permutation o € S, et tout d-uplet (vy, ..., vy) € V4,

f(Uoys - Vo) = (1) f(v1,...,vq) ,
(ou (—1)7, vaut 1 si o est une permutation paire et —1 si o est une permutation
impaire.)
On notera A4(V) I’ensemble des formes d-linéaires alternées sur V.
Remarque I1.2.2 Si d = 1, on remarque immédiatement que A%(V) s’identifie 2 V*, on

renvoie donc au paragraphe II.1 pour les résultats concernant ce cas; et on supposera, dans
toute la suite de cette section, que d > 2.

Proposition I1.2.3 Soit f une forme d-linéaire sur V, et (vy, .. .,v,) un d-uplet d’ éléments
deV tel qu’il existe 1 <1 < j < d tels que : v; = v;. Alors

fvr,...,uq) = 0.
Preuve : Il suffit de remarquer qu’il existe toujours une transposition ¢;; € Sy telle que

t;j(1) = j et qu’une transposition est toujours une permutation impaire. Le résultat découle
ensuite immédiatement de I1.2.11i.

Proposition I1.2.1 i) L’ensemble A(V') est un K -espace vectoriel de dimension 1.

ii) Etant donnés deux K -espaces vectoriels V et W de méme dimension d, I’application
A? : Homg(V,W) — Homg (A4 W), A4V))
définie par u — A%(u) ot pour tout f € AY(W), et tout d-uplet (vy, . ..,vq) € V4,

(AL @) (N1, - - va) = Flu(vr),- .. u(va))

est un morphisme0 de K -espaces vectoriels vérifiant, pour V, W, Z des K -espaces vectoriels
de méme dimension d et
uw: VoW o W2

des morphisme0s :
Ad(wou) = Au) o Ad(v).
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Preuve :

i) On va démontrer ce points pour d = 3 ; car nous ne nous intéresserons, dans la suite,
que rarement a des dimensions supérieures a 3. Notons que la démonstration en dimension
quelconque est identique a celle que nous allons donner; mais serait d’une lecture assez
difficile. Soit donc (ey, €5, €3) une base de V, pour toute forme 3-linéaire alternée f et tout
triplet (vq, v9, v3) d’éléments de V/ il existe des éléments 1<, j<3, de K, tels que pour tout
1< <3,

v; = &ier + pea + Eizes

Il s’ensuit que :

fu,v2,v3) = f(§ier + &2ea + E1zes, §are1 + Exea + Eazes, Ezier + Ezea + Eae3)
= §uénlaaf(er, e e3) + 11éaséanf(e1, e3,e2) +
12821833 f (ea, €1, €3) + 12823831 f (€2, €3, €1) +
§13601832f (€3, €1, €2) + 13802831 f (€3, €2, €1) ;

en effet, les autres termes obtenus en développant 1’expression « comportent tous deux vec-
teurs de base identiques » et sont donc nuls d’apres la proposition I1.2.3. D’apres 11.2.1ii on
obtient finalement :

_ 11622833 + £12823831 + 13621832
fo1,02,5) = ( —&13822831 — £12821833 — §11823832 ) Jlerexes). :

Si I’on note de maniere tout a fait usuelle
3
dete, epes(r) + V? — K
I’application qui aux triplet de vecteurs (v, Vs, V3) associe

§11822833 + §12823831
+ 13821832 — §13622631
— &12821833 — §11823832

on montre facilement que detc, ., .,(-) est une forme 3-linéaire alternée, non nulle et que
toute forme alternée f s’écrit de maniere unique

/= f(617 €2, 63)det61,62763(') € Ag(v)'

Autrement dit, det,, ., ., (-) est une base de la droite vectorielle A*(V/).
On peut donner I’argument plus intrinseéque suivant : Sid = dimV = 1, d’apres la
remarque 11.2.2, et le corollaire I1.1.4, il est clair que

dim AYV) = dimV* = 1.
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Supposons que dim V' > 1. Soit D C V un sous-espace vectoriel de dimension 1. Soit
un supplémentaire de D dans V. On rappel que

dmH = dmV — 1 =d-1.

Etant donné un vecteur v non nul de D, i.e. une base de D, a tout f € A%(V) on associe
¢y(f) € A?Y(H) de la maniere suivante : Pour tout d — 1-uplet

hp 2<k<d € H on pose : [¢v(f)](h2, Ceey hd) = f(U, hz, Cey hd) .

On vérifie sans difficulté que ¢, est un morphisme0 d’espaces vectoriels de A4(V') dans
A?(H). Reste maintenant & montrer, ceci étant laissé en exercice, que ¢, est injectif. Si
on fait alors 1’hypothése de récurence, déja vérifiée pour d = 1, que pour tout K-espace
vectoriel 1V’ de dimension d’ < d, A% (V") est de dimension 1, dim A4"'(H) = 1 et par
injectivité de ¢,

dim AY(V) = dim A (H) = 1.

i1) Ce point est tout a fait formel et laissé en exercice.

Définition I1.2.3 Pour tout v € End(V), I1.2.1ii A%(u) est un endomorphisme de de A¢(V).
Or d’apres I1.2.1pro.alternees, A%(V') est une droite; A%(u) est, par conséquent une homo-
thétie.

i) On appellera déterminant de u et on notera det(u) le rapport de I’homothétie
Ad(u).

ii) Une base (ey,es,...,6e4) de V étant fixée, a tout d-uplet (vq,...,v,) de vecteurs de V,
on peut associer un unique endomorphisme u de V' défini par : u(e;) = v;1<;<q. On appellera
déterminant du systeme de vecteurs

(v1,...,vq) dans la base (eq, . . ., eq) et on notera det(yeq, ..., eq(v1, ..., vq) le déterminant
de u au sens de (i).

Remarque I1.2.4 Remarquons que, dans la définition précédente, le mot déterminant dé-
signe deux objets de nature suffisamment différente pour mériter de le souligner : Le nombre
det(u) défini au point (i) est une quantité parfaitement intrinseéque défini indépendam ment
du choix d’une quelconque; pour la raison que le rapport d’une homothétie est toujours
bien défini.

En revanche le déterminant d’un systeme de vecteur n’est ni plus ni moins que I’image de
ce systéme par une certaine forme d-linéaire alternée det(yes, . . ., eq définie au moyen d’une
base de V.
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Proposition 11.2.5 i Un morphismeOu : V. — W (0o* V et W sont de méme dimen-
sion d, ) est inversible si et seulement si A%(u) est inversible. Dans le cas ol u est
un endomorphisme de V, ceci équivaut a dire que u est inversible si et seulement si

det(u) # 0.
ii Le point (i) a pour conséquence immédiate que, une base (e, . . ., ey) de V étant fixée,
un systeme (vy, ..., vy) de vecteurs de V' est libre si et seulement si

o /BiDifahdet(yei, ..., eq(vi,...,vq) # 0.

Corollaire I1.2.6 Etant doné un K -espace vectoriel V, la proposition précédente et
11.2.1ii montrent que I’application

det(:)(GL(V),0) — (K7, %)
est un morphisme0 de groupes.

Proposition I1.2.7 Si u est un endomorphisme d’un K -espace vectoriel V' de dimension
finie d, et u* € End(V™*) désigne son adjoint (cf. I1.1.2) alors

det(u) = det(u”).

11.2.8 . —Exercices

Exercice I1.2.8.1 Démontrer les points de cette section laissés en exercice.
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I1.3 . —Formes bilinéaires

Définition I1.3.1 Etant donné un K -espace vectoriel V, une forme bilinéaire sur V est une
application linéaire (i.e. un K-morphisme0) ¢ : V' — V™ (cf. def.dual). Pour tout x € V,
¢(z) est une forme linéaire sur V, ¢’est-a-dire que 1’application :

(z,y) = o(x)(y)

est linéaire en y. Par ailleurs, elle est linéaire en = du faitque ¢ : V' — V™ est une applica-
tion linéaire. On 1I’écrit le plus souvent :

6 VxV = K
(z,y) = o(x,y) = o(x)(y) .

Définition I1.3.2 Si ¢ est une forme bilinéarie sur un K-espace vcl V, d’apres 11.1.2, ¢*
est une application linéaire (V*)* — V* c’est-a-dire, d’apres I1.1.5 une application linéaire
V=V~

On dira que ¢ est symétrique si

9" =¢.

On vérifiera sans difficulté que cela équivaut a dire que pour tout (z,y) € V x V,

oz, y) = Yy, x).
yes

Définition I1.3.3 On dira qu’une forme bilinéaire ¢ : V' — K est non dégénérée si c’est
un morphisme0 injectif. Notons que si V' est de dimension finie, cela équivaut a dire que ¢
est un isomorphisme0 (cf. cor.dimension.dual).

On vérifiera que cela signifie que pour z fixé ¢(x,y) = 0 pour tout y € V si et seulement
six = 0.

On dira encore que « le seul vecteur ¢-orthogonal a tout vecteur de V' est Oy »

Définition I1.3.4 Etant donnés un K-espace vectoriel V et ¢ : V' — V* une forme bili-
néaire symétrique sur V. pour toute partie S C V, on appelle orthogonal de S pour ¢ et 1’on
note

SH¢ = {xeV,|é(s,x) =0, Vs € S}.

On remarque que S+ le plus souvent noté S+, (si aucune confusion n’est a craindre,)
est un sous- K -espace vectoriel de V| quel que soit .S.

Définition I1.3.5 Etant donnée une forme bilinéaire ¢ : V' — V*, un vecteur isotrope pour
¢ estun élément x € V tel que ¢(z,z) = 0.
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Définition I1.3.6 Etant donnée une forme bilinéaire ¢ : V' — V™*, on appelle forme qua-
dratique associée a ¢ 1’application :

QR:V - K

r — oz, x).

On dira que ¢ est la forme polaire associée a (). On rappelle que pour tout A € K, et tout
xr eV,

QA\z) = NQ(z).

Dans toute la fin de cette section, le corps considéré est désormais R le corps des
nombres réels ; méme si les définitions qui suivent pourraient éventuellement étre don-
nées pour le corps Q des nombres rationnels.

Définition I1.3.7 On dira qu’une forme quadratique () sur un R-espace vectoriel V, de forme
pOmaire associée ¢ est définie positive si pour tout x € V'

Qz) 2 0

et Q(z) = 0 si et seulement si x = 0 ; c’est-a-dire si ¢ n’a pas de vecteur isotrope (cf.
I1.3.5.)
Dans ce cas on dira que ¢ est un produit scalaire sur V' et on adoptera la notation :

<z,y>:= ox,y).
On dira parfois simplement que la forme bilinéaire ¢ est définie positive.

Proposition 11.3.8 Si () est une forme quadratique définie positive sur un R-espace vectoriel
V, de forme polaire associée ¢, alors ¢ est non dégénérée.

Remarque I1.3.9 11 faut noter qu’une forme bilinéaire non dégénérée peut étre associée a
une forme quadratique qui n’est pas définie positive. L’exemple le plus simple est donné par
la forme hyperboligue sur R? :

¢(<x17x2)7(yluy2)> = T2 — Y1Y2.

Définition I1.3.10 Etant donnée une forme quadratique () définie positive sur un R-espace
vectoriel V, on appelle norme associée a () et on note |z|g ou simplement |z| la nrome d’un
élément de V' I’application :

|—|:V —- R

r = VQ(z).
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Proposition I1.3.11 Si () est une forme quadratique définie positive sur un R-espace vecto-
riel V, la nrome associée a () vérifie pour tout triplet (z,y, z) d’ éléments de V' :

i |z —y|=0sietseulementsiz =y ;
i |z —yX =y —al;

iii |z —z

<lr—yl+ly—z],
C’est-a-dire que I’application

VxV — Rf
(z,y) = [z =yl

est une distance ;

iv pour tout A € R,
[A| =[ A ]

Définition I1.3.12 Etant donnée une forme bilinéaire ¢ définie positive sur un R-espace vec-
toriel V' de dimension finie d, on appelle base ¢-orthogonale, (resp. base ¢-orthonormée) de
V, une base (v, .. ., vq) vérifiant

(*)gb(vi,vj) =0Vl S 7 <j S d
(resp. (*) et
Proposition I1.3.13 Etant donnés un R-espace vectoriel V' de dimension finie d, et ¢ une
forme bilinéaire définie positive ¢ sur V, pour tout sous-espace vectoriel W de V, W% et

W sont supplémentaires.

Corollaire I1.3.14 Un R-espace vectoriel V' de diemsnion finie muni d’une forme bilinéaire
définie positive ¢ possede toujours une base ¢-orthonormée.
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I1.4 . —Endomorphismes orthogonaux, auto-adjoints

Dans cette section on ne suppose pas nécessairement que le corps /i est R. On désignera
par V un K-espace vectoriel de dimension finie ¢ > 1, et par ¢ une forme bilinéaire
symétrique (cf. I1.3.1) non dégénérée (cf. I1.3.3) sur V.

Définition I1.4.1 Un endomorphisme u de 1’espace vectoriel V' (i.e. une application K-
linéaire de V' dans lui-méme) est ¢-orthogonal (ou simplement orthogonal s’il *ny a aucune
ambiguité) si
6 = uodou,
(ot I’on rapplle que uv* : V* — V* désigne I’adjoint de u (cf. I1.1.2).)
Cette définition équivaut a : pour tout z € V,

¢(r) = u'(o(u(r))),

qui est une égalité dans V¥, c’est a dire une égalité entre formes linéaires, i.e. entre applica-
tions ; donc équivalente a : pour tout y € V|

)
(cf.IL1.2) o(x)(y) = [op(u(z))oul(y)
= o(x)(y) = [p(u(x))](u(y))
= or,y) = o(u(x),uly))

Définition I1.4.2 On dit qu’un endomorphisme u de V' est ¢-auto-adjoint (ou simplement
auto-adjoint s’il n’y a aucune ambiguité) si

pou = uog.

On montre, par un procédé analotue a celui utilisé en I1.3.4, que cette identité équivaut a :
pour tout (z,y) € V x V,

¢z, u(y)) = olu(z),y).

Proposition 11.4.3 Un endomorphisme u de V' est ¢p-orthogonal si et seulement si I’image
par u d’une base ¢-orthogonal (ct. I1.3.12) est une base orthogonal.

Proposition I1.4.4 Un endomorphisme u de V' est ¢-auto-adjoint si et seulement si la matrice
M,, de u dans une base ¢-orthogonormée (ct. I1.3.12) est symétrique.

Corollaire I1.4.5 Soit v une forme bilinéaire symétrique sur V. Alors :
i I’endomorphisme u,, : ¢~' o) de V est ¢p-auto-adjoint;
ii pourtout (z,y) € V xV,

V(z,y) = o(x,uy(y)) ;
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iii la matrice de u,, (usuellement appelée la matrice de 1)) dans une base ¢-orthogonal
est symétrique.

I1.4.6 .—Exercices

Exercice 11.4.6.1 Donner une preuve des propositions non démontrée de la section 11.4.

47



L3, Géométrie, I1.5.1 Université Paris Sud, 2000-2001

IL.S . —Groupe orthogonal

Dans cette section V' est un /K -espace vectoriel de dimension finie d € N*. Soit ¢ une
forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur V' (cf. I1.3.3), (cf. I1.3.2).

Proposition IL.5.1 Le sous-ensemble de GL(V') des endomorphismes inversibles de V' ¢-

orthogonaux (cf. IL4.1), est un sous-groupe de GL (V') appelé groupe ¢-orthogonal et noté
Os(V).

Preuve : 1l est clair que Idy € Oy (V). Par ailleurs, pour tout couple (f,g) d’endomor-
phismes ¢-orthogonaux de V,

(fog)fogo(fog) (cf. IL1.1) g"of ogofog
= g-ogog
= O ;

c’est-a-dire que f o g est ¢-orthogonal.
Pour tout f € O4(V),

(f Y odof! (fILL3) (f) lopof
= (f)  o(ffogof)of!

= o
c’est-a-dire que f~! est ¢-orthogonal.
Proposition I1.5.1 Pour tout u € O4(V),
det(u)® = 1,
(cf. I1.2.6).
Preuve : Pour tout u € Oy (V),
o) = u*ogpou
o
Cf. IL2.1H)  Adp) = Adu*)oAd(d)o Ad(u)
—
(cf. 11231y  Adp) = det((u*).det(u)A(o)
—
(cf.112.7)  Algp) = det(u)”Ad(e)
— det(u)zs® = 1;

en effet, ¢ est un isomorphisme0 puisqu’elle est non dégénérée (cf. 11.3.3).
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Corollaire I1.5.1 La restriction de I’application det (cf. I1.2.6) au sous-groupe O4(V') de
GL(V) est un morphisme0 de groupes :

det(:)O4(V) = (27, %)

(o* (Z*,*) est le sous-groupe multiplicatif des éléments inversibles de 7 i.e. I’ensemble
{—1; 1} muni de la multiplication.)

Définition I1.5.2 On appellera groupe spécial orthogonal et on notera
SO4(V) = Ker (det(:)Oy(V) — (Z*, %))
le noyau de I’application déterminant sur O4(V).

Remarque II1.5.3 i) Notons que SO4(V) est un sous-groupe distingué de O, (V).

ii) Remarquons encore, que le quotient O, (V')/SO,4(V) s’identifie canoniquement a 1’ima-
ge de det autrement dit a Z*.
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I1.6 . —Un cas particulier
I’étude de O(R)

Dans cette section on considére le R-espace vectoriel V' := R? muni du produit scalaire
usuel :

<> R*xR*> - R
((z,9), (@, y)) = a2’ +yy

11.6.1. — on notera

(92(R) = O<><R2)

(resp.
SO, (R) := SO~ (R?))

le groupe orthogonale (cf. I1.5.1) (resp. le groupe spécial orthogonal (cf. I1.5.2))
de (R?, <>).

Remarque IL.6.2 Etant donné un élément v € O5(R) si A € R, est une valeur propre de 7,

alors
A2 o= 1.

En effet, si x est un vecteur propre non nul associé a A\, on a :

<za> = <y(z),7(z) >
= < A\r,\r >
N<rz>.
I1.6.3. — soit B I'ensemble des bases orthogonals de V' = (R?* <>) i.e. des bases

<>-orthogonals de R? (cf. 11.3.12). Si (b;, b) est un couple d’ éléments de B, il existe un
unique ¢ € O(R) tel que ¢(by) = bo, (cf. I1.4.3) (cette notation symbolique, que nous
serons amenés a utiliser par la suite, signifiant que ¢(e;) = e et ¢(e]) = €, ou by =

(e1,€)) et by 1= (eq,€5))
Ainsi, pour tout couple (by, by) d’ éléments de B,

detbl (bg) = detb2 (bl) eZ”. 11.6.3.1
On définit la relation binaire ~ sur 3 de la maniére suivante :

b1 ~ bg si detbl (bg) =1. 11.6.3.2
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Proposition 11.6.4 i La relation ~ est une relation d’équivalence.
ii Un élément by de B étant choisi I’application

det()bO:B - 7"
b o dety, (b)

induit une bijection encore noté
det()b(] : B/ ~— 1"

de I’ensemble B/ ~ des classes selon ~ dans 7.~ .

iii Si by et b}, sont des éléments de B, on a la relation suivantre entre les isomorphismes
det(ybo et det()b;, définis comme en (ii) :

det(yby = dety, (by)det()by.

Définition I1.6.5 On dira qu’on achoisi une orientation sur I’espace vectoriel euclidien V' =
(R?, <>) sil’on a choisi un isomorphisme0

B/ ~= 7%,

On peut choisir un tel isomorphisme0 en choisissant un élément b, de B (cf. 11.6.4), au
quel cas on dire que (R?, <>, by) est un espace vectoriel euclidien orienté.

Une orientation étant choisie sur V' (V' étant orienté) on appellera base orthogonal directe
(resp. rétrograde) un élément de BB correspondant a 1 € Z* (resp. —1 € Z*)

Un corrolaire direct de ce qui précede et de la proposition I1.4.3 est :

Proposition I1.6.6 Une orientation étant choisie sur V = (R? <>), un élément p € Oy(R)
appartient 3 SO4(R) si et seulement si I’image d’une base orthogonal directe par p est une
base orthogonal directe.

Remarque I1.6.7 Tous les résultats énoncés depuis 11.6.3 pour R?, restent valables pour
n’importe quel espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un produit scalaire.

[1.6.8. — D’apres la remarque I1.5.3ii, on sait que O5(R)/SO2(R) est un ensemble
de deux classes dont I'une est SO,(R) qui est la classe de 1’identité et ’autre sera notée

O, _(R).

Proposition I1.6.9 Etant donné un couple (u,v) d’ éléments de V tels que
<v,u>=<u,u>= 1,

il existe un unique élément p,, , de SO(R) (resp. O _(R)) tel que

Puv(u) = .
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Preuve : Un endormorphisme est completement déterminé des qu’on connait I’image d’une

base. Soit donc ' un vecteur de V' tel que (u,w’) forme un systemue libre. On peut, sans,
restriction de généralité, supposer que |u/| = 1 et < u,u’ >= 0.

Si I’image v" de ' par p existe, comme p € Oy(R) est un endomorphisme orthogonal,
nécessairement, < v, v >= 0 et [¢v/| = 1. L’espace vectoriel V' étant de dimension 2, v est
une droite vectorielle (cf. I1.3.13); il y a donc deux vecteurs v] et v, = —v| répondant aux
conditions |v)| = 1 et < v, v, >= 0 pouri = 1 ou 2.

Le couple (u, u’) étant une base de V' il existe un unique couple (a,,, @)

/ /

(resp. (a;,,a;,, pour i = 1 ou 2,) d” éléments de R tel que v = a,.u + a,u’ (resp. v; =

!/ / / ;o .
a; ,u+ a;,u' pouri=1lou2;)et

a? + a2, = 1
ap, +a?, = 1 I1.6.1
Ay, + aya, = 0,
pour ¢ = 1 ou 2.
Si v] = py(v), par définition (cf. I11.2.3),
det(()pun) = dety (v, 0]).
Or
d; = detyw(v,v]) = aua;u, — au/a;u :
d’ou, du fait que v{ = —v}, dy = —d,. Par ailleurs remarquons que le produit des deux
premieres lignes de 11.6.1 donnent :
azal, +ayal, +alal, +anar, =1; 11.6.2
tandis que la troisieme ligne de 11.6.1 implique :
aiafu + ai/afu/ + 2auau/a§’u ;,u/ =0. 11.6.3

Les identités 11.6.2 et 11.6.3 impliquent :

2,12 2 12 / / _
Aoy Ayt + Qo Qg — 2auau'ai,uaz’,u’ = 1
= (auaj , — ayaj,,)? = 1
_ N2 _
= det () (v, V) = 1.

Le déterminant de p étant fixé, une seul des deux vecteurs v; i = 1 ou 2, convient.

52



L3, Géométrie, 11.6.2 Université Paris Sud, 2000-2001

Remarque I1.6.4 On tire facilement du calcul qui précede, que
det () (u,v) = ay =<v,u >.
Etude de SO, (R)

Proposition I1.6.5 Une base orthogonal (ey, e;) de (R? <>), étant fixée, pour tout élément
p € SOs(R), il existe un unique couple (a, b) d’ éléments de R, tel que la matrice de p dans

la base (eq, e3) soit :
a —b
v, = (3 )

Preuve : L’ élément p € Oy(R) est, a priori, représenté par une matrice

(er,e2) ._ a b
M (C d)

dans la base (eq, e3). Le fait que p appartienne a SOy (R), équivaut a :

< pler),pler) > = <ep, e >
{ pler),plez) > = <egeq>
< pler),ples) > = <epeq>
det(()p) = 1
a4+ =
V4 d: =
ab+cd =
ad —bc =
a’?+c =
B +d> =
— { ab® + bed =
abd + cd?* =
ad —bc =
a® + c?
b? 4 d?
ab® +ad*> — d
cb® + b+ cd?

_ O ==

I1.6.1

—_ O O = =

= {

|
O O = =

On peut donc poser
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Proposition I1.6.2 Soit p € SO(R), pour toute base orthogonal (eq, e3) et tout couple de
vecteurs (u,u’) de V' tel que
ul = o] =1,
ona:
det(eh@)(u,p(u)) = det(eh@)(u',p(u’)).

Preuve : Soit ¢ I’'unique élément de SO, (R), tel que u = ¢(e;). Soit v := ¢(es). Alors :

dete; ez (u, p(u)) =
detbase(er, ez)u, vdet (y ) (u, p(u))

11.6.1
= det(()¢)detu,)(u, p(u))
= detg(u, p(u)),
(resp.
det(€1,€2)<u/7 p<u/>> = det(u,v) (u’, p(u/>>) 11.6.2

Soit ¢ I’'unique élément de SO2(R), tel que ¢(u) = u'. En posans v’ := ¢)(v), on a:

det(uo (v, p(u') = detp (v, v")det s o (w, p(u'))
= det(()y)det (W, p(u)) I1.6.3
= det vy (v, p(u')) .

D’apres la proposition I1.6.5, il existe un unique couple de réels a,, b,
(resp. (ay, by), ) tel que la matrice de p (resp. ¢) dans la base (u, v) soit :

a, —b
M, = P p) 11.6.4
L (bp a,.
(resp.
ap, —b
My = (3¢ ¢) 11.6.5
¢ (b¢ a¢. )

Il s’ensuit que :

det(e) o) (@ p(u)  (©LIL62)  det(y ,)(u’, p(u))
(©h1063)  det(,r ) (u', p(u)))
164 < p(u'),v >
= < p(d(u)), ¢(v) >
(cf. I:I,().S) < agp(u) +bgp(v), —bpu+agv >

—agby < p(u),u > +a¢2 < p(u),v > 7b¢2 < p(v),u > agby < p(v),v >

o
]
=
o
K]

7a¢b¢ap + a¢2bp + b¢2bp + a¢b¢ap
bp
< p(u),v >

(cf.TL64)  det(y, o) (u, p(u))

(LIL6D)  det(y, oy)(u, p(u)).
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Corollaire I1.6.6 Les identités I1.6.1 et I1.6.2 combinées au résultat de la proposition 11.6.7
montre en fait que pour un vecteur unitaire u, la quantité det ., .,)(u, p(v)) ne dépend pas de
la base (e1, e2) mais uniquement de 1’orientation; et qu’elle est changée en son opposée si
I’on change d’orientation.

On pourra avoir besoin, par la suite de la formule qui en découle, pour deux bases ortho-

normées (e1, e3) et (f1, fo)

det(el,ez)(ehp(el)) = det(el,@)(flaf2)det(f17f2)(flap(f1))' 11.6.6.1

Proposition I1.6.7 Une base orthogonal (e, e5) de V' étant fixée; avec les notations de la
proposition I1.6.9, si (u,v) et (u',v") sont deux couples de vecteurs de norme 1, de V' tels
que :

det (e, e0) (U, v) = det(eh@)(u’,v')

alors : si py., et py» sont dans SO, (R),

Tr(puw) = Tr(pU’,v’)v

Pupy = Pu -

Preuve : Simplifions les notations en posant p := p,,, (resp. p’ := py/.v.)

Posons w’ := p(u’). Soient z (resp. z') des vecteurs de norme 1 respectivement orthonaux
awetu ettels que det(,.)(u', 2') = 1. Notons que cela revient juste a considérer I’ élément
¢ € SO, (R) tel que ¢(u) = v’ donné par la proposition 11.6.9, et a poser 2z’ := ¢(z). On a
alors :

<w,z > (cf. IT.6.4) det(y (v, w')

= det(ur 21 (u', p(u'))

= det(()¢)det(u,.) (', p(u'))
dety,) (v, p(u))

=N

(cf. 11.6.2) det (2 (u, p(u)) 11.6.1
= det e, e0) (U, 2)det e, o0y (U, )
hypothése det (e ) (U, 2)det e, e0) (', V")

= det(e, ) (U, 2)det (e, ep) (W, 2")det .y (U, V")
det .y (v, v")
<v,z > .
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On rappelle le résultat bien connu d’algebre linéaire que la trace d’un endomorphisme est
un invariant par changement de base ; et peut donc se calculer dans n’importe quelle base :

2 <w > (cf.IL65)  Ti(p)
hypo_thése Tr(p) 11.6.2
(cf. 1.6.5) 2 <o/ u/ > .

Les égalités 11.6.1 et I11.6.2 prouvent que

ce qui acheve la preuve.

Proposition I1.6.3 Le groupe SO,(R) est un groupe abélien (commutatif.)

Preuve : Pour tout couple (p, ¢) d” éléments de SO, (R),
TI'p¢/ (:) Tr¢p/ (,) 11.6.1

cette propriété étant vraie en général sur I’anneau des endomorphismes End (V).
Soit u, v une base orthogonale de V.

dete; en) (1, (p(w))) (cf. 11.6.2) det()(er, e2)[p(u), d(p(d(u)))]

Il
(o
@
-+
s
~
(o
@
-+
=S
<
~—r :—/\-

S
4

~
S
£
=
=
S
S

I
A
<
)
=
£
Vv

(

(cf. IL6.4) < 6(v), d(p(d(u))) >
(o(u))
(

(cf. 11.6.4) dety,v)(u, p(p(u)).

Cette dernicre égalité et 11.6.1 permettent de conclure, grace a la proposition
(cf. 11.6.7), que

pop = poo.
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Théoréme I1.6.2 Une oritentation étant fixée sur V = (R* <>), pour tout élément p €
SO, (R) il existe un unique couple (a,b) de nombres réels tels que, la matrice de p soit

a —b
w= ()

dans toute base orthogonal directe et

a b
= (4 0)

dans toute base orthogonal rétrograde.

Preuve : Etant donné un élément p € SO, (R),1 a proposition I1.6.5 montre qu’il existe, a
priori, de un tel couple de réels, pour chaque base orthogonal de V. Supposons donc donnés
deux couples (a, b) et (a’, ') correspondant a des bases (e, e5) (€], €,) respectivement.

Le fait que la trace est un invariant de I’endomorphisme implique :

2a = Tr(p)
= 2d.
Par aillrus :
v 11.6.4 det(er 1y (€7, p(€}))
11.6.6.1 det(e, ) (€], €5).dete, ey (€1, p(e1))

I1.6.4 dete, ey (€}, €h).b .

Ceci acheve la preuve du théoreéme.

Définition I1.6.1 On appellera rotation un élément de SO (R).
Etude de O, (R)

I1.6.2. — Soit (e, e5) une base orthogonal de V' = (R?, <>). On définit :

oV — V
e — €1 11.6.2.1
€9 = —€.

Il est clair que 0 € Oy _(R), et qu’un résultat général sur les groupes quotients permet

de faire 1’identification :
O, _(R) =2 SO5(R)o. 11.6.2.2
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Proposition 11.6.3 i Pour tout p € SO2(R),
pooc = 0o p_l.

ii Pour touty € Oy _(R),
¥ =1Id

Corollaire I1.6.4 Les éléments de O, _(R) sont des symétries orthogonales.

I1.6.5 .—Exercices

Exercice I1.6.5.1 Donner une preuve des propositions non démontrées de la section II.6.

Exercice I1.6.5.2 Montrer que si une rotation I1.6.1 a des valeurs propres, alors c’est néces-

sairement
IdR2 ou —IdR2.

Exercice 11.6.5.3 Montrer que si v € Oy _(R), v posseéde nécessairementl et —1 comme

valeurs propres ; et est donc diagonalisable dans une base orthogonal.

Exercice 11.6.5.4 a) Etudier la composée de deux symétries orthogonales
i.e. de deux éléments de O, _(R).

b) En déduire, un élément o de O, (R) étant fixé, que pour tout v € O, _(R), il existe

un unique p € SOy (R) tel que
v = po.

c) Déterminer les éléments caractéristiques de y en fonction de ceux de o et de ceux de

p.
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I1.7 . —Angles dans le plan euclidien, interprétation complexe

Dans cette section, 1 est le plan euclidien, i.e. le R-espace vectoriel R? muni du produit
scalaire usuel <> (cf. I1.6).

I1.7.1. — Une base orthogonal (eq, e5) de V' étant choisie, on définit un isomorphismeQ
de R-espaces vectoriels
C:v —- C
e1 =1 11.7.1.1
€2 = 7.

Proposition I1.7.2 La base (e;,e3) étant fixée, pour p € SOy(R) (cf. 1L.6.1) (resp. v €
Oy (R) (cf. IL.6.8)),

i Il existe un unique nombre complexe
Uleren)p € 51 = {2€C | |z| =1}
(TeSp. Ue, ),y € S1,) tel que pour toutv € V,
p(v) = C M (Uey.e9),C(v)), 11.7.2.1

(resp.

() = C Mt(ey e2),C(v)) .) 11.7.2.2

ii Pour toute base orthogonal (€], €}) et pour tout p € SO, (R),

Ueren)p = Uleh e),p ST det(y (e, es)(e], e5) =1, 11.7.2.3

Uleyen),p = Uleren),p Sidet(y(er, ea)(e], €5) = —1. 11.7.2.4
Ce qui signifie encore, que I’application
P Uy = Ulegen),p

est bien définie dés qu’une orientation est choisie (cf. I1.6.5).

iii Une orientation étant choisie, I’application

FSOQ(R) — Sl
p = U,

11.7.2.5

est un isomorphisme( de groupes abéliens.
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Preuve : La donnée de la base (e, e5) fixe une oritnetation sur V' = (R? <>). Pour tout
p € SO, (R), il existe un unique couple (a, b) d’ éléments de R? tel que la matrice M, de p
dans toute base directe est
_(a —b
=6 ))

(cf. 11.6.2). Pour tout v = ze; + yey € (R >>),

Co) = i (1))

Y

= a(p D)6
- et
= az — by + i(bz + ay)

= (a+ib)(z +1y)
= (a+b)C(v).

Ceci prouve 11.7.2.1.
Le point (ii) est une conséquence directe du théoréme I1.6.2 ; ce qui permet de poser

u, = a-+1b. 11.7.3

Soit

c:V — V
e1 — e

€y > —e€a.
Il est clair que 0 € O _(R) (cf. I1.6.8), et que

CYC(v) = o(v). 11.7.4

Posons
p = voo € SO2(R),

qui équivaut encore a
v = poo. I1.7.5
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D’apres le début de la démonstration, il existe un unique u, ne dépendant que de 1’orien-
tation satisfaisant I11.7.2.1. Pour tout v := xe; + yes € V,

C(y(v)) (RILTS)  Clp(o(v)))
(cf.1L7.4) Clp(CHT)))]
(cf. 11.7.2.1) C[C"[u,.C(C~1(C®)))]]
= up.m;

ce qui prouve (cf. I1.7.2.2) ; et acheve la preuve des points (i) et (ii).

Attention : Le complexe u, dans le calcul précédent n’a pas I’air de dépendre de la base ;
mais seulement de I’orientation. C’est de fait bien le cas; mais p := <y o ¢ n’est pas indépen-
dant de la base choisie.

C’est pourqoi le point (ii) de cette proposition ne concerne que les éléments de SO (R).

I1.7.6. — On rappelle qu’on appelle vecteur unitaire un élément u € V tel que |u| =
/< u,u > = 1. SoitU I’ensemble des couples (u, v) de vecteurs unitaires de V' = (R? <>).
Notons ~ la relation binaire définie sur {/ par

(u,v) ~ (u',0v")

s’il existe un élément p € SO2(R) tel que

/

u = u
, p(u) 11.7.6.1

v'o= p(v).

Proposition I1.7.7 La relation définie en 11.7.6.1 est une relation d’équivalence.

Définition I1.7.8 On appellera angle de vecteurs ou parfois angle orienté de vecteurs une
classe d’équivalence pour la relation ~ définie en I1.7.6.1.

On notera (u, v) la classe du couple (u, v) appartenant a /.

Définition I1.7.9 Si u et v sont deux vecteurs non nuls mais non nécessairementunitaires de
V, on appellera angle de vecteurs et on notera encore (u, v) I’angle (ﬁ, ﬁ)
I1.7.10. — La proposition I1.6.9 permet de définir une application
w:U — SO5(R)

11.7.10.1
(u,v) = Pug,

(Ol py,,, est caractérisé par p, ,(u) = v.)
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Proposition I1.7.11 L’application w induit une bijection, encore notée

w:l/~ — SOR)

—

(u,v) = puw

(o* ~ est la relation définie en 11.7.6.1.)

Preuve : Soient (u,v) et (u/,v") dans U tels que
(w,0) ~ (u,0),

ie.

—

(u,v) = (u,0").

Il existe un unique p € SO5(R) tel que

plv) = v,

(cf. TL7.8).

Notons p,, , (resp. py ) 'unique élément de SO, (R) tel que p,, ,(u) = v,
(resp. pu v (u') = v') (cf. 11.6.9).

Il vient alors :

Pup (u/) : Pu,p (/)<u>>

(cf. 11.6.3)  p(puv(u)
= p(v)

v,

Ceci signifie, grace a la proposition 11.6.9 que

w((uvv)) = Pup
= Pu
= w((u,v);

c’est-a-dire que w « passe au quotient » autrement dit, définit bien une application

w:lU/ ~— SOyR).

—

Supposons maintenant donnés deux angles (u, v) et (u/,v’) tels que
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—_—

Pour tout représentant (z, y) (resp. (z’,vy’)) de (u,v), (resp. (v/,v')) dans U, on a:

Pzy = Pa'y

par définition méme de w (cf. I1.7.10.1). Par ailleurs, il existe un unique p, ,» € SO2(R), tel
que p, . (z) = 2’ (cf. 116.9). Or :

P () = Pat (Pay(T))

(cf. 1L6.3)  pry(poo(z))
= Pay()
= Paty (7)
= Yy
ce qui signifie exactement (cf. I1.7.6.1) que (x,y) et (z',y’) définissent la méme classe dans
U/ ~, ou encore que

c’est-a-dire, finalement, que
—_—
_ / /
(u,v) _ (u 7U>'
Nous venons donc de démontrer que w est une application injective.
—_—

De plus, pour tout p € SO5(R), (u, p(u)) pour v un vecteur unitaire de V, est un antécé-
dent pour p par w. Il en résulte donc que w est une application surjective; et finalement que
w est une bijection.

Corollaire I1.7.12 La bijection w permet de définir une loi d’addition sur les angles, induite
par la loi de composition o sur SO, (R). Plus précisément, on posera, pour deux angles (u, v)
et(u',v'),

(w,0) + (@, v) == w M w({w, v)) o w((w, v"))].

Avec cette définition, il est immédiat de vérifier que I’on a une relation de Chasles pour
les angles ; ¢’est-a-dire que pour tout triplet (u, v, w) de vecteurs unitaires :

(u,v) + (v,w) = (u,w). I1.7.12.1

1l s’ensuit de maniére totologique que w devient un isomorphisme0 de groupes abéliens
de (U] ~,+) sur (SO(R), 0).
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Remarque I1.7.13 Remarquons qu’avec la définition de 1’addition sur les angles déduites
du corrolaire 11.7.12, on a :

O/ = (u,u).

Notons que les constructons qui précedent, depuis I1.7.6 sont indépendantes de toute
orientaiton sur V.

II.7.14. — Indépendamment de toute orientation on dispose désormais d’un isomorphis-
me( de groupes abéliens
w:(Uf~+) = (SOR),0)

(cf. I1.7.12). Une orientation étant choisie, on dipose de plus d’un isomorphisme0 de groupes
abéliens
[':(SOy(R),0) — (51, ).

Enfin on a, également indépendamment de toute orientation sur V' un isomorphisme( de
groupes abéliens
arg: 51 — R/27Z.

Ceci conduit a la définition suivante :

Définition I1.7.15 Une orientation étant choisie, on appelle mesure principale de I’angle

—

orienté (u,v) le représentant dans [0, 27| de

arg[l“(w(m))]

—

que I’on notera (u, v).

Remarque I11.7.16 1 Lesidentités I1.7.2.3 et I1.7.2.4 montre que si 1’on change d’orien-
tation la mesure principale 6 de I’angle (u, v) est changée en —fmodulo27.

ii Une orientation étant choisie, on fera parfois 1’abus de notation qui consiste a écrire

— —

(u,v) au lieu de (u, v).

Proposition I1.7.17 Deux vecteurs u et v unitaires sont orthogonaux (resp. colinéaires) si et
seulement si .
mod (u, v)m—,
S

(resp.

—

mod (u, v)m0.)
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Preuve : En combinant I1.7.3 et I1.6.4, on observe que

—_—

sin((u,v)) = det(y(er, e2)(u, pup(u)) = det(y(er, e2)(u,v), I1.7.18

(ot (e1, e9) est une base orthogonal quelconque.)
Les vecteurs u et v unitaires sont orthogonaux
si et seulement si  (u, v) est une base orthogonal directe
relativement a 1’ orientation définie par (e, e2)
ou (u,v) est une base orthogonal rétrograde
relativement a I’ orientation définie par (eq, e3) ;

= det(iel\,eg)(u,v) = lgjiet()(el,@)(u,v) = —1;
= sin((zﬂ = lousin((u,v)) = —1;

= mod (u, v)my.

(resp. Les vecteurs u et v sont colinéaires
si et seulement si  det(y(ey, ez)(u,v) =0}

= sin((u,/@ =0;
= mod (u, v)m0.)

Remarque I1.7.19 Notons que si I’on utilise 1’orientation dans la preuve de la proposition
précédente, le résultat, quant a lui, ne dépend pas de I’ orientation.

I1.7.20. — A tout élément ¢ € O,(R) correspond une application

gzg U — u
11.7.20.1
(u,0) = (P(u), 9(v)) .
Proposition 11.7.21 i Pour tout élément ¢ € O,(R), Iapplication ¢ « passe au quo-

tient » i.e. induit une application encore notée
o U/~ — U/~
(wv) = (&(u).6v)).
ii L’application ¢ > é est en fait un morphisme( de groupes :
[-] de O5(R) dans le groupe Aut((U)/ ~,+) des automorphismes de (U] ~, +),

[-] qui se factorise a travers le groupe des automorphismes intérieurs de Os(R),

[-] et dont I’image est le sous-groupe a deux éléments (isomorphe a 7./27) de
Aut((U)/ ~,+) formé des éléments Id et —Id.
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Plus précisément, pour tout ¢ € SO,(R), (resp. ¢ € O _(R), )

~

¢ = ldyy~,

(resp. K
¢ = —ldy,~.)

Preuve :

—

i Soit ¢ € O2(R). Soient (z,y) et (z/,y') deux représentants d’un angle (u, v).

dow((z,y)) o (¢(x) (cf.IL7.10.1) ¢ o peyo b (6(z))

- gb o px,y(x)
= o(y).
Il s’ensuit, d’apres 11.6.9 que
w((9(x), 9(Y))) = Pow).ow = ¢ow((z,y))od . 11.7.22

En effet, ¢ o w((z,y)) o ¢! est bien un élément de SO,(R) car c’est le conjugué,
par un élément de Oy(R) d’un élément de SO2(R) qui est distingué dans Oy (R) (cf.
I1.5.31).

Par ailleurs

pow((z, ) (6(x) (. ILT11) gow((a,y)) oo (s(x'))
= pow((«,y)) (')
o(y'),

ce qui prouve d’apres I1.7.11 que

w((p(x),0(y))) = pow((z,y)) oo . 11.7.23

En combinant I1.7.22 et 11.7.23, on obtient :

w((¢(x),¢(y)) = w((o(x), 4(y)))
= y

ce qui prouve, d’apres I1.7.11 que
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ii On vient de montrer que

N

Wb, 0))] = pow((uv)od;

ce qui signifie exactement que que gz§ agit sur U/ ~ a travers I’ isomorphisme0 w par
conjugaison, autrement dit que ¢ détermine un automorphisme intérieur de SO, (R).

Si 6 € SO,(R),

—

dow((w,0)os™! (Cf.IL63) dodLow((u,v))
= w(fw)
pour tout angle m € U/ ~ ; ce qui signifie que
¢ = Tdym.
Sigp e Oy _(R)

¢ ow((u,0))0¢™ ! (cf. IL631) w((u, )" ;
c’est-a-dire que

¢ = —Idy/~.

Il faut essentiellement retenir de la proposition précédente sa formulation usuelle, a savoir
que toute isométrie direct conserve les angles, et que toute isométrie indirecte transforme un
angle en son opposé€.

11.7.24 . —Exercices

Exercice 11.7.24.1 Faire les démonstrations des propositions non démontrées de la section
I1.7.

Exercice 11.7.24.2 Dans la démonstration de la proposition I1.7.2, interpréter géométrique-
ment p = 7y o o, et déterminer ses éléments caractéristiques en fonction de ceux de 7.

Exercice I1.7.24.3 Montrer que pour tout (u,v) € U, (cf. 11.7.6),

G - @
i (—u,—v) = (u,0)



