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II . —Groupe orthogonal, cas de la dimension 2, angles

I1.0 . —Rappels sur les formes linéaires alternées et les déterminants

Dans toute cette section, £’ est un K-espace vectoriel de dimension finie d € N*, ou K
est un corps de caractéristique différente de 2. On note S, le groupe des permutations
sur ’ensemble [1;d] C N.

Définition I1.0.1 (Forme d-linéaire alternée) On appelle forme d-linéaire alternée sur E

une application
f:E!=FEx...xE - K,

telle que pour tout d-uplet (vy, ..., vy) d’éléments de F, toutentier | < ¢ < d, tout élément
v} o pettout couple (A, \) € K x K,

fog, oo Ao+ XNl vg) = Af(vn, e, 0400 0q) + XN (v, 0 vg) 5 1RO
et pour toute permutation s € Sy,
Fwsay, -5 vs@)) = o(s)f(vr,...,vq), 11.0.1.2

(ot o(s) désigne la signature de la permutation s.)
On notera A? E 1’ensemble des formes d-linéaires alternées sur F.

Remarque I1.0.2 Sid = 1, on remarque immédiatement que
A'E = E*.
On supposera, dans toute la suite de ce paragraphe (I1.0), que d > 2.

Lemme I1.0.3 Soit f € AYE, et (v, ...,vq) un d-uplet d’éléments de E tel qu’il existe
1<i<j<dtelsquev;, = v;. Alors

f(v1,...,0q) = 0.

Proposition I1.0.4 L’ensemble A? E est un K-espace vectoriel et

dimg A’F = 1. 11.0.4.1
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Preuve: Onavuquesid=1,

dimyg A E 171.0.2 dimg E* 1.0.3 dimg £ = 1.
Supposons d > 1 et que pour tout d’ < d et tout K-espace vectoriel F' de dimension d',
dimg A F = 1.

Pour tout K-espace vectoriel E de dimension d, considérons un sous-K-espace vectoriel H
de E de dimension d — 1 et un supplémentaire D de H. Des lors, dimg D = 1. Notons v
une base de D. On définit une application

6 A'E —» ATTH

de la maniére suivante : pour tout f € A®E et toutd — 1-uplet (wy, ..., wq_ 1) de vecteurs
de H,

[D()(wr,...,w—1) = fv,wr,..., w4_1) . 11.0.4.1
Il est clair que ¢ est un morphisme de KK-espaces vectoriels. Supposons, pour f € A? E, que
&(f) = 0g4-1 . Pourtoutd—1-uplet (hy, ..., hqy_1)devecteursde H, f(v, hy,... hq_1) =
0 en particulier si (hy,...,hq_1) est une base de H. Dans ce cas, (v, hy,...,hg 1) est une
base de E. Il s’ensuit, par linéarité (ct. 11.0.1.2), que

v('Ul,...,'Ud) EEd7 f(vl7"'7vd> = OK7

i.e. f = 04ap c’est-a-dire que ¢ est injectif.
Comme A E est de dimension strictement positive (il suffit de vérifier qu’il existe des
formes d-linéaires alternées non nulles sur ) et dimgx A4~ H = 1 par hypothése de récur-

rence,
dimg A°F = 1.

Proposition I1.0.5 Etant donnés deux K-espaces vectoriels E et F' de méme dimension d,

on note
A? . Homg(E, F) — Homg(AF, A*E)

I’application définie par u — A? (u) ot
V€ AF, V(v ... va) € B [(AY () (F))(vr, .. va) = flu(vr),... u(va))
I1.0.5.1
ii) Cette application vérifie pour E/, F, G des KK-espaces vectoriels de méme dimension d et

u:FE — F,v: F — G des morphismes :

At(wou) = A%(u) o A% (v).
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iii) Avec les notations précédentes, siv est I'inverse de u, alors A? (u) est inversible et
Al (v) = A% (u) 7.

iv) Pour tout morphisme u : E — F, A% (u) est un morphisme (application linéaire) de
AL F dans AYE.

Remarque I1.0.6 On pourrait simplement noter A% (u) = f o u si cette notation n’était
abusive pour d # 1, et si cela ne pouvait conduire a des confusions. Cette notation peut
cependant aider & comprendre le comportement de A? (u) vis-a-vis de la composition et de
I’inverse notamment, trés analogue a celui de v* (cf. 1.0.1.)

En revanche, il faut bien prendre garde au fait que en général A¢ (u +v) # A% (u) +
A (v) !

Définition I1.0.7 (Déterminant d’un endomorphisme) Pour tout
u : F — FavecdimF = dim F = d,
on appelle déterminant de u 1’application
Al(u) + AF — ATE .

Proposition I1.0.8 i) Siu : £ — E est un endomorphisme alors A? (u) est un endomor-
phisme de A? E qui est de dimension 1. L’application A% (u) est donc une homothétie uni-
quement caractérisée par son rapport k € K. Le scalaire k est aussi appelé déterminant de
u et noté det(u).

ii) Siwu et v sont des endomorphismes de E la proposition I1.0.5.ii) a pour conséquence que
det(vowu) = det(u)det(v) = det(uowv).

De méme, la proposition I1.0.5.1ii) a pour conséquence que, si u est un automorphisme de F
(i.e. un endomorphisme inversible,)

det(u™') = (det(u))™'.

I1 s’ensuit que la restriction de I’application det(-) au groupe linéaire GL(E') définit un mor-
phisme a valeurs dans le groupe (K* | ).
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Remarque I1.0.9 Attention : Il faut bien noter que le déterminant d’un endomorphisme u
de E est indépendant du choix de toute base sur F£.

Définition I1.0.10 (Déterminant d’un systeme de vecteurs) Une base

(e1,...,6q) de E étant fixée,
a tout d-uplet (vy, ..., vy) de vecteurs de F, on peut associer un unique endomorphisme u de
E défini par :
u(e;) == vi,1<i<d-
On appellera déterminant du systéme de vecteurs (vy, . ..,vq) dans la base (e, . .., eq) et on
notera

detel,...,ed(vl, ce ,Ud) = det(u)

le déterminant de v au sens de la définition I1.0.7.
Remarque I1.0.11 i) Il s’ensuit immédiatement que pour tout endomorphisme u de £/,
det(u) = dete,, . e, (uler),. .. uleq)) .
1) L’identité 11.0.5.11) a pour conséquence que, si
(€1,...,eq) et (e],...,€,) sont deux bases de F,
et (v1,...,vq) un systtme de vecteurs quelconque,
dete,, e (U1, .., 0g) = dete,, en(€l, ... ey) - det (e, (V1,5 va) -

Remarque I1.0.12 Attention : Le déterminant d’un systeme de vecteurs, en revanche, n’a
de sens que par rapport a une base donnée.

Lemme 11.0.13 Pour tout d-uplet
x = (x1,...,2q)

d’éléments de E et tout d-uplet
y = (Y1, va)
d’éléments de E*, on pose

Sz,y) = Y o(s) [ (@ ) 11.0.13.1

s €Sy i € [1;d]

avec la notation de 1.0.5.1.
Alors pour tout (x,y) comme ci-dessus, § vérifie les propriétés suivantes :
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i)
Sy) = Y o(s) [T (i vs) -

s e Sy i€ [l;d]

Preuve : C’est le changement de variable s — s~ ' sur le paramétre d’intégration s € S
puisque o(s) = o(s™ ).

iii) Poury fixé, 6(-,y) est une forme d-linéaire alternée sur E.

Preuve : La vérification de la d-linéarité risque d’étre un peu fastidieuse a écrire, quoiqu’elle
soit, en réalité, tres simple a vérifier.

Fixonsy := (y1,...,Ya) €t pour tout x := (x1,...,x4) Vérifions, par exemple, la
linéarité par rapport a la premiére variable. Pour n’importe laquelle d’entre les autres la vé-
rification se ramene en fait a celle-ci par un changement d’indice. Soit donc x| € E et
(a,a") € KxK.

Slazy +d'zy, ... x4, y) it) Z o(s){axy + a'zy, ysa)) H (i, Ys(i))

s €Sy 1 € [2;d]
10.5:40) > o(s)lafer, ysaw) + '@ vs)] ] (@6 vae)
s €Sy i€ [2;d]

— ad(xy, ..., xq,y) +ad'd(x), ... xa,y),

ce qui prouve I1.0.1.1 pour 6(+, y).
Soit maintenant donnée une permutationp € S,y étant toujours fixé comme précédem-
ment et x variable. On a alors :

5(%(1)7"-7%((1)73/) = Z o(s) H <x5[p(i)]7yi>

s € Sy i € [1:d]

= > a@Pals) I] (wapar )

s €8y i € [1;d]

= o(p) Z o(sop) H (Tsop(i), Vi)

s € 8g i € [1;d]

= o(p) Z o(s) H (@s(i), Yi)

s €8y i € [1;d]

= a(p)d(z,. ... xa,y)

la derniére étape étant obtenue en faisant le changement de variable s — sop sur le paramétre
d’intégration s € S.
Ceci prouve finalement que §(-,y) vérifie I1.0.1.2.
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iv) Pour z fixé, 6(x,-) est une forme d-linéaire alternée sur E*.

Preuve : Se démontre comme iii) grage a ii).

v) Pour tout endomorphisme u de E,

d(u(x),y) = det(u)d(z,y) (ot u(x) = (u(zy),...,u(zq)) ")

Preuve : Découle de iii).

vi) Pour tout endomorphisme v de E*,

o(z,v(y)) = det(v)d(z,y) (cuv(y) = (v(y1),...,v(ya)) -)

Preuve : Découle de iv).

vii) Pour tout endomorphisme u de E (resp. v de E*,)

d(u(x),y) = o(x,u"(y)) resp. 6(x,v(y)) = 6(v*(x),y) )

Preuve : Pour tout endomorphisme u de E/, on a :

s € Sy i € [1:d]

10500 S ols) [ (o (9s0)

s € Sd i€ [1;d}

i) Z o(s) H (Tsay, w*(¥i))
s € 8y i € [1;d]

= 0z ui(y).

La deuxieme identité est exactement duale de celle-ci en utilisant la bidualité (ct. 1.0.3.)
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viii) Six est une base de E ety sa base duale (cf. 1.0.1,) (z,y) = 1.

Preuve : Pour démontrer ce point, il suffit de remarquer que, pour

S 7é Id[l;d] s H <xlays(z)> = 0’

1 € [1;d]

et que pour I’identité, ce produit vaut 1.

ix) Six (resp.y) est un systeme lié,

o(x,y) = 0.

Preuve : Supposons que y est lié. Le raisonnement se ferait de maniere exactement identique
1
avecw .

d
Si donc y est lié, on peut supposer que y; = Z a;y; - On a alors :
=2
2
oz, y) = 5($,Zdaz‘yz‘,y2,---,yd)
= Z xs(l Z alyl H xs(j)a y])
s €8y J € [2d]
_ d
1.0.5.7i1) Z U(S)[Z ai(Zs1y, ¥i) H (@s() Y5)
s €Sy =2 J € [2d]
= Z a; Z N1y, Yi) H {50y, vi)
— s €Sy 1 € [2;d]
d
= ZaiCS(l’,yi,yQa---ayd)
i=2
1103 0.

1. mais on prend cette fois des formes linéaires et non des vecteurs pour ne pas laisser penser au lecteur
qu’on lui cache quelque chose lorsqu’on affirme que les raisonnements sur x et ¢ sont duaux I’un de I’autre et
qu’il suffit de faire I’'un d’entre eux.
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x) Siz = (x1,...,x4) est un d-uplet de vecteurs de E etb := (by,...,by) une base de
E,
dety(z) = (z,b%),

(ou b* est la base duale (cf. 1.0.1,) de b.)
Preuve : Posons u I’endomorphisme de E défini par :
ulb)) = x;,1 <1 < d.
On a alors :
dety () 11.0.10 det(
viii)  det(u)3(b, b°)
(

=
S O
N
S
S

Corollaire I1.0.14 Etant donnée une base b de E et I’application qui 4 tout systéme d-uplet
d’éléments de E, v associe det,(v) est une forme d-linéaire alternée sur E.

Preuve : C’est une conséquence de I11.0.13.x) et de 11.0.13.iii).

Corollaire I1.0.15 Etant donné un endomorphisme u de E,
det(u) = det(u”), 11.0.15.1

(ot u* désigne le dual de u (cf. 1.0.1;)) pour toute base B de F, si

M = (mij)1 <i<d

1<j<d
est la matrice de u dans la base B :
det(M) := det(u) = Y a(s) [ Misw = det(* M) 11.0.15.2
s€8g i € [1;d]

Preuve : Pour tout (x,y) comme dans le lemme I1.0.13, et tout endomorphisme u de E, on
a:

det(u)d(z, y) fofiglg S(ulz),y)
11.0.13.ii) 6(z,u*(y))
II.O.T?).UZ') det(u*)d(z,y) .
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L’identité 11.0.15.1 en résulte immédiatement en prenant, par exemple, x une base de E et y
sa base duale (cf. 1.0.1,) puisqu’alors on a 6(x,y) = 1 (cf. IL0.13.viii).)

Prenons encore x une base de I ety sa base duale. On a alors, pour tout endomorphisme
udeF

det(u) II.O.lzi%.viii) det(u)d(z,y)

)
[1.013.0)  8(u(x),y)

= E: o(s) II (u(sei)), vi)

s €84 i € [1;d]

1051 > ols) [T wilulzsa))
s €84 i € [1;d]

ro2i) Y ols) [ Me(w)is -
s € Sy 7 E [1;d}

Le fait que le déterminant de M soit aussi celui de sa transposée peut résulter d’un rai-
sonnement combinatoire sur la formule précédente; mais en fait ce raisonnement a déja été
fait et on peut tirer ce résultat de 11.0.13.vii)et de 1.0.4.

Ceci acheve de prouver les identités I11.0.15.1.

Corollaire I1.0.16 i) Un endomorphisme u de E est inversible si et seulement si det(u) #
0.

Preuve : Si u est un automorphisme de E, d’aprés I1.0.5.iii) son déterminant det(u) est
inversible (i.e. non nul.)

Réciproquement, si u n’est pas inversible, pour une base donnée (e, . . ., e,) le systeme
(u(vy),...,u(vy)) estlié. Il résulte alors de I1.0.13.ix) et I1.0.11.i) que det(u) = 0 .

ii) Etant donnée une base (e1, ..., eq) de E, un systéme (vy, .. .,vq) de vecteurs de E est
une base si et seulement si

det(el7___7ed)(1)1, e ,Ud) # 0.

Preuve : Est une conséquence immédiate de 1).
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Proposition 11.0.17 Supposons donnée sur E' une forme bilinéaire (cf. 1.1.1,) non dégénérée
(ctf. 1.1.1,) ¢. Alors tout endomorphisme u de E ¢-orthogonal (cf. 1.1.3,) vérifie

det(u)® = 1.

Preuve : Rappelons que u est ¢-orthogonal si et seulement si

u*opou = ¢
= Al (uodou) = A'(9)
11.05.41) A% (u)o A% (¢) o Ad(u*) = A(¢)
N det(u)A? (¢)det(u*) A ()
= det(u)det(u*)A% (¢) = A% (9)
11.0.5.4i7) det(u)det(u*) = 1
11.015.1 det(u)® = 1.

11.0.18 . —Exercices

Exercice 11.0.18.1 [Déterminants par blocs]
Pour tout n € N* onnote /,, € M, (R)la matrice identité. Dans la suite p et ¢ sont
dans N*.

1) Soient
A e M,(R)et B € M,(R).

a) Calculer en fonction de det(A) et det(B)

det(<g‘ [Oq)) ot det(<[5’ g)) |

b) En déduire det( (A ) ) en fonction de det(A) et det(B).

0 B
Indication : Utiliser la multiplicativité du déterminant.

2) Soient
Ae M,R), B e M(R)etC € M,,R).

a) Calculer det( <1§ ?)) en fonction de det(A).
q
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b) Pour
A C
M = (0 B) & My y(R),

calculer det(M) en fonction de det(A) et det(B).

30



L3, Géométrie, I1.1.1 Université Paris Sud, 2003-2004

II.1 . —Groupe orthogonal et orientation

Définition II.1.1 Une matrice carrée d * d a coefficients réels est dite orthogonale si les
vecteurs associés a ses colonnes dans R? euclidien (cf. 1.2.2) forment une base orthonormée.

Dans toute cette section, (£, ¢) est un R-espace vectoriel euclidien (cf. 1.2.3) de dimen-
sion finie d.

On notera (e, o) I’accouplement sur £ (cf. 1.0.5.1) || e || la norme euclidienne sur £
(cf. 1.2.6.)

Proposition I1.1.2 Etant donné un endomorphisme u de E. les propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) L’endomorphisme u est ¢p-orthogonal (ct. 1.1.3.)

b) Pourtoutxr € FE,

lu(@)[| = ] -
¢) L’image par u d’une base ¢-orthonormée (cf. 1.2.8) est une base ¢-orthonormée.

d) Le @ (cf. 1.0.1) est un endomorphisme ¢~"-orthogonal de I’espace dual E (cf. 1.0.1) de
E.

e) Dans toute base ¢-orthonormée B la matrice Mp(u) ainsi que sa transposée " Mp(u) sont
orthogonales.

vi) Le ¢-adjoint u* (cf. I.1.9) de u est I’inverse de u.

Preuve : A ce stade, cette proposition est une synthése d’un certain nombre de résultats pré-
cédents et n’apporte pas grand-chose de nouveau. Nous nous bornerons donc a indiquer a
quels résultats antérieurs il faut faire appel (ou méme lesquels simplement appliquer directe-
ment) pour la démonstration.

(a) & (b) est une conséquence immédiate de I'une (au choix) des identités de polarisation

[2.5.1 oul.2.5.2.

(a) < (c) est un exercice facile qui n’utilise que I’écriture d’un vecteur dans une base et la

bilinéarité du produit scalaire.

(a) & (d) a déja été démontré pour une forme bilinéaire non dégénérée en 1.1.3.iii) au moins

dans le sens direct. Il faut remarquer (cf. 1.2.2) que ¢ est non dégénérée et donc que
le résultat s’applique bien ici et utiliser la bidualité (cf. 1.0.3.ii)) pour obtenir le sens
réciproque.

- Enfin, la conjonction de (c) et (d) équivalent évidemment a (e), comme (c) est déja
équivalent a (d), ces deux assertions sont équivalentes a (e).

(a) = (f) adéjaété montré en I1.1.3.1). La réciproque est un un exercice tres formel.

31



L3, Géométrie, I1.1.6 Université Paris Sud, 2003-2004

Définition II.1.1 La caractérisation I1.1.2.b) des endomorphismes orthogonaux de £ conduit
a également appeler ces derniers isométries vectorielles.

Définition I1.1.2 i) Si (F, ¢) est un espace euclidien, la forme ¢ est non dégénérée (cf.
1.2.2) et par conséquent tout endomorphisme ¢-orthogonal (isométrie vectorielle) est un au-
tomorphisme (cf. 1.1.3.1)) et I’ensemble des endomorphismes ¢-orthogonaux est un sous-
groupe de GL(E) appelé groupe orthogonal et noté O4(E) .

ii) L application déterminant (cf. 11.0.8.i),) donne un morphisme de groupes de GL(FE) a
valeurs dans (R, *) (cf. I1.0.8.ii),) dont la restriction a O4( E) est a valeurs dans ({—1; 1}, )

(cf. 1L0.17.) On note SO,4(E) C O4(E) le noyau de la restriction de det(-) a O, (E).
On appelle groupe spécial orthogonal ce sous-groupe qui est distingué dans O4(E).

Remarque II.1.3 L’application det(:)Oy4(E) — (Z*, ) est en fait surjective. En effet il est
immédiat de vérifier, par exemple grace a la formule I1.0.15.2 que I’endomorphisme o défini
par

oler)=—e1,0(e) =e€,2 < i <d

vérifie det(o) = —1. Par conséquent, le morphisme de groupes det(-) induit, par passage au
quotient, un isomorphisme

Os(E)/SO4(E) = (Z7,%) .

Onnotera Oy _(E) := det()~!- (—1) la classe des isométries vectorielles u de F telles que
det(u) = —1.

Définition II.1.4 On appellera isométrie vectorielle directe (ou positive) (resp. indirecte (ou
négative)) un élément du groupe SO, (E) (resp. de ’ensemble Oy _(E).)

Remarque I1.1.5 Etant donné un élément v € O4(E) , si A € R est une valeur propre de
v, alors
A= 1.

En effet, si x est un vecteur propre associé a A\, on a :

[[A]]
(£ 12.7.0)) | A ]|z]| .

2| (ef. IL1.2b))  [Jy(@)]]

II.1.6. — soit B I’ensemble des bases ¢-orthonormées de F (cf. 1.2.8.) Si
(b1 = b1,i,1§z‘§d, by = bZ,z‘algigd)
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est un couple d’éléments de B , il existe un unique 7 € O4(E) tel que y(by) = bo, (cf.
I1.1.2.c).) (Cette notation symbolique, que nous serons amenés a utiliser par la suite, signifie
que y(by;) = ba; pourtout 1 < i < d.)

Ainsi, pour tout couple (by, by) d’éléments de B,

dety, (b) (cf. TL0.10,)  det(7)

(cf. 11.0.8.ii),) det(y71) IL.1.6.1
- detb2 (bl) .

On définit la relation binaire ~ sur B de la maniére suivante :

bl ~ b2 si detbl (bQ) =1. 11.1.6.2

Proposition I1.1.7 i) La relation ~ définie en II.1.6.2 est une relation d’équivalence.

i) Un élément by de B étant choisi, I’application

det(ybo: B — Z~X
b — dety,(b)

induit une bijection encore notée
det(yby : B/ ~ — Z~

de I’ensemble B/ ~ des classes selon ~ dans 7.*.

iii) Siby et b, sont des éléments de B, on a la relation suivante entre les bijections det ()b, et
det(yb;, définies comme en (ii) :

det(yby = dety, (by)det()by -

Définition I1.1.8 i) On dira qu’on a choisi une orientation sur 1’espace euclidien (E, ¢) si
I’on a choisi une bijection
B/ ~— Z*.

ii) Choisir un tel isomorphisme est équivalent a choisir un élément b, de B appartenant a
’une des deux classes pour la relation ~ (cf. II.1.7.ii),) auquel cas on dira que (F, ¢, by) est
un espace vectoriel euclidien orienté.
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iii) Une orientation étant choisie sur £ (£ étant orienté,) on appellera base directe (resp.
rétrograde) un élément de B correspondanta 1 € Z* | (resp. —1 € Z* .)

Remarque I1.1.9 On peut compléter la remarque 1.2.2 puisque dans R?, une base (cano-
nique) orthonormée pour la structure euclidienne canonique est toujours donnée. Autrement
dit, R? est muni d’une orientation canonique.

Proposition I1.1.10 Une orientation by € B étant choisie sur F |

i) un élément v € Ou4(E) appartient 2 SO,(E) , (resp. a Oy _(E) ,) si et seulement si
I’image de toute base orthonormée directe par y est une base orthonormée directe (resp. une
base orthonormée rétrograde) si et seulement si I’'image de toute base orthonormée rétrograde
par vy est une base orthonormée rétrograde (resp. directe ;)

ii) [D’orientation induit une bijection naturelle de SO, (E) , (resp. O, _(E) , ) sur I’ensemble
des bases orthonormées directes (resp. des bases orthonormées rétrogrades ;)

iii) pour tout systtmev := (vy,...,vy) de vecteurs de E et toute base b € B directe (resp.
rétrograde,)
det(yb(v) = dety,(v) (resp. det(yb(v) = —dety,(v) .)

Preuve : Les points (i) et (ii) résultent de ce qui précede; quant au point (iii) il est une
conséquence immédiate de I1.0.11.ii).
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IL2 .—Etude du groupe spécial orthogonal en dimension 2.

Dans cette section, on s’intéresse a I’étude du groupe spécial orthogonal SO, (E) (cf.
I1.1.2.ii)) (groupe des isométrie positives (cf. I1.1.4)) pour un R-espace vectoriel eucli-

dien (cf. 1.2.3.ii)) (F, ¢) de dimension 2.

Le but de cette section est d’établir les théoremes I11.2.7, 11.2.1, I11.2.1 et 11.2.4, ce

dernier conduisant a la définition I1.2.1.

Proposition I1.2.1 Soit (E, ¢) un R-espace vectoriel euclidien (cf. 1.2.3) de dimension 2 .

Soit B := (ey, e5) une base ¢-orthonormée (cf. 1.2.8) de E.
On définit I’endomorphisme pg de E par

ppler) = e
pple2) = —ey;

c¢’est-a-dire que la matrice de pp dans la base B est
0 —1

iif) L’endomorphisme pp appartient 3 SO, (E) (cf. 11.1.2.ii).)

iv) L’endomorphisme pp vérifie :

pp = —ldp
pp = —pB
pp = Id..

v) L’endomorphisme pp a la propriété :

s (£ L1.9.1) ¢ Loppod (cf. L1.34).) pi' = —pp .

11.2.1.1

11.2.1.2

vi) Pour tout élément p € SO4(FE) , il existe un unique couple (a,b) € R x R tel que

p = aldg +bpg,

de plus, a®> +b> = 1.
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Preuve :
i) En effet
pslo(pr(er))] = pplo(es)]
= pp(e;)
= e; [e] pB .

On a par ailleurs :

e;0ppler) = e;(e)

= ej(er)

= ¢(er)(er);

et

es0pplea) = e5(—ep)

= ej(e2)

= ¢ler)(e2) ;
c’est-a-dire finalement que
ppo¢opp(er) = dler) .
On démontre de maniere analogue que
ppo¢opp(ez) = dlez),
i.e. finalement que
PO Yops = ¢

donc que pp est ¢-orthogonal.
Par ailleurs

det(pg) (cf. 1L0.11.i),) det()Blpg(e1), pp(e2)]
(cf. 1L0.10,)  &(es, —er, €5, €3)

(cf. 1L0.13.1,) (el | ea)(el | —e1) — (€3 | ex) (el | —eq)
= 1.

i1) Estun exercice.
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iii) A déja été démontré en 1.1.3.1).

iv) Pour tout p € SO,4(F) , il existe un unique quadruplet (a,b,c,d) € R?* tel que la
matrice de p dans la base B = (e, e3) soit

Mg(p) = (CCL Z)

Le fait que p appartienne a SO4(E) équivaut a :

V+d: =
= ab® + bed =
abd + cd?
ad —bc =
a’+c? = 1
b? + d? = 1
ab’ +ad*—d = 0
(b +b+cd®> = 0

- el

Il s’ensuit que la matrice Mp(p) dans la base B est

\
;

c’est-a-dire que
p = aldg + bpp .
Par ailleurs det(p) = 1 équivauta a® +0*> = 1.
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Remarque I1.2.5 On pourrait bien évidemment donner une preuve de I1.2.1.iii)
en utilisant 1’écriture matricielle dans la base orthonormée B (cf. I1.2.1.2) et la caractéri-
sation II.1.2.e) des endomorphismes ¢-orthogonaux en termes de matrices.

Corollaire I1.2.6 i) Pourtoutp € SO4(E),
pg o pops =p.

ii) Pourtoutp € SO4(E),
ptoppop=pp.

iii) Pour tout couple (p, p') d’éléments de SO, (E),
ptopop=yp.
iv) Pour tout élémentc € O, _(E) (cf. I.1.3)
o toppoa = —pp = pg' = ¢ loppod = pp.
v) Pourtoutp € SOy4(E)ettouto € O, _(F),
o lopoo = ¢ lopog = pl =pp.

vi) Pour toute base orthonormée directe B™ (cf. II.1.8.iii)) (resp. rétrograde B~ ,)

pp+ = pp (resp. pp- = ¢~ oppog = p5' = pp.

Preuve :

i) Pourtoutp € SO,(E), il existe ununique couple (a,b) € RxRtelque p = aldg+bpp
(cf. I1.2.1.vi1).) Il s’ensuit que

pglopopB = pglo(aIdE+pr)OpB
= aldg + bpy'p%
= aldg + bpp

ii) est une conséquence immédiate de (i).
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iii) Pour tout couple (p, p’) d’éléments de SO,(E), il existe un unique couple (a’,V') €
R x Rtel que p) = a'ldg + b'pp . 1l s’ensuit que

ptopop = plo(dldg +Vpg)op
d'ldg +V(p~' o ppop)
a'IdE + b,pB

/

o

=0

iv) Pouro € O, _(E), posons

=
|

2

AN

La base (u, v) est rétrograde dans I’orientation donnée par B (cf. II.1.10.1).) i.e.

det(,B(u,v) (cf. 110.10,) det(s) = —1 .
Il en résulte que
det(,B(u, —v) (cf. L0.1.1,) —det(,B(u,v) = 1.
Posons alors v 'unique élément de SO,4(E) tel que

v(e) = u
v(e2) = —v.

Il s’ensuit que

[0 o pp][o(en)]

Il
q’

et

07" 0 p]lo(e2)]

Il
|
R

L
o
S
=,
=)
—
&
no
=

i

| E:
[
Q 9Q

Il

Q
L
=
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Ceci prouve que
JflopBoa = —pB .

Le reste des égalités résulte de 11.2.1.v).

v) Pour tous
p = aldg +bpg € SOHE)eto € O, _(F),

o 'o(aldg +bpg)oc
aldg +bo ' o pBOC
aldg +bop ' o ppod
¢ Naldg + bps) o

(cf. 1.0.2.iv),) ¢ topog

(f. L1340)) p L.

ailopoa

=

vi) Est une conséquence facile de ce qui précede.

Théoréme I1.2.7 Etant donné un R-espace vectoriel euclidien (E, ¢) de dimension 2, le
groupe spécial orthogonal SO (E) est abélien (commutatif.)

Preuve : C’est le point 11.2.6.ii1).

Théoréme I1.2.1 Etant donné un R-espace vectoriel euclidien (E, ¢) de dimension 2, pour
tout élément p € SO4(E), et tout élémento € Oy _(E),

O'_lopOO':p_lzp*.

Preuve : Ce résultat, dégagé du reste par I'importance qu’il a dans toute la suite, n’est, en
fait, que le point I11.2.6.v).
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Proposition I1.2.1 Etant donné un R-espace vectoriel euclidien orienté (E, ¢, B) de dimen-
sion 2, (cf. I1.1.8.ii),) pour tout élément p € SO4(E), il existe un unique couple (a,b) €
R x R tel que la matrice Mg~ (p) (resp. Mp-(¢) ,) dans toute base directe B™ (resp. rétro-
grade B~ ) est de la forme

a

Marlo) = (3 ) Gesp atact) = (4 2))

Preuve : On dispose sur £/ d’une base ¢-orthonormée B a laquelle on associe un élément
pp € SO4(E) (cf. 11.2.1.1.) D apres la proposition I1.2.1.vi), il existe un unique couple

(a,b) € RxRtelque p = aldg + bpp .

Pour toute base B (resp. B™) directe (resp. rétrograde,) il existe une unique isométrie posi-
tive «y (resp. négative o , ) telle que

On a alors B
p (cf.112.7) v lpy
& Mg(p) = Mp(y~'p7)
& Msg(p) = Mp(y)~"Mp(p)Mp(v)
= M;z(p) = Mg+ (p) ,
(resp.
p* (cf.11.2.1) o lpo
A Mg (p") = Mp(o~!po)
(cf. L1.12.1,) [Mg(p)] = Mg(0)~*Mg(p)Mg(c)
< ‘[Mp(p)] = Mg-(p) -)

Or il est clair que, dans la base B, la matrice Mp(p) est

a —b
Mg <p> = (b a )
ce qui acheve la preuve.

Théoréme I1.2.1 Etant donné un R-espace vectoriel euclidien orienté (E, ¢, B) de dimen-
sion 2, (cf. II.1.8.ii),) pour toute isométrie positive p € SOy4(E), il existe un unique couple
(a,b) € RxR, tel que a®>+b* = 1 et que la matrice de p dans toute base orthonormée directe

est
a —b
M= (b a).

Preuve : C’est une conséquence de la proposition I1.2.1.
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Proposition I1.2.1 Notons U I’ensemble des nombres complexes de module 1 .
Etant donné un R-espace euclidien (E, ),

i) D'application cg : SO,(E) — U associée a toute base ¢p-orthonormée B par
cg(aldg +bpp) = a+1ib

(ot i est un nombre complexe tel que i> = —1 , a et b sont définis grace a la proposition
I1.2.1.vi),) est un isomorphisme de groupes.

i) On a défini ci-dessus une application de I’ensemble B dans I’ensemble des isomor-
phismes de groupes SO4(E) — U qui a toute base orthonormée B associe cg. Cette ap-
plication est constante sur les classes d’équivalence sous la relation ~ (ct. I1.1.6.2,) et prend
deux valeurs qui satisfont a la relation, pour tout couple (B, B") d’éléments de B,

cg = cgsiB ~ B’ cp = ¢y sinon.

iii) Pour toute base ¢-orthonormée B, la composée de I'isomorphisme cp avec 1’isomor-
phisme de groupes arg : U — R /277 donne un isomorphisme

031 SO¢(E) = R/27TZ
p = arglcp(p)] .

L’application ainsi définie de B dans les isomorphismes de groupes SO,(E) = R/27Z, est
constante sur les classes modulo ~ et satisfait la relation, pour tout couple (B, B') d’éléments
deB :

HB = 03/ siB ~ B, s 03 = —03/ sinon .

Par ailleurs, pour tout p := aldg + bpp,
a = cosfg(p)
b = sinfp(p) .

Preuve :

i) La condition a® + b* = 1 dans la proposition I1.2.1.vi) assure bien que cp est a valeurs
dans U .
Par ailleurs, pour tout

p = aIdE+pr s pl = a'IdE+b’pB,
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(ol pp est déterminé a partir de 1’orientation (cf. 11.2.1.1,))

CB(p ©) p/) = CBKCLIdE -+ pr) O (CLIIdE —+ b/pB)]
cp(ad'ldg + bd' pg + ab/ pp + bV p%)
[
/

(cf. I.2.1.iv),) c¢g[(aa’ — bb)Idg + (ab’ + ba)pg]
= aa’ —bb' + i(ab + ba')

(a+ib) * (a' + ib")

= cp(p) x cs(p')

c’est-a-dire que cp est un morphisme de groupes.
Enfin, pour touta +ib € U ,

(aldg + bpg) o ¢ o (aldg + bpg)

(cf. 10.2.iv),) a6+ b (g5 0 b0 pi) + ab(pp 0 b + ¢ © pg)
(cf.114)  (a®+b>)d+ abd o (p% + pp)
(cf. L2.1.v),) ¢,

c’est-a-dire que
aldg + bpp € O¢(E) .

Par ailleurs,

det(aldg + bpp) = det((Z _b))

_ a2+b2

c’est-a-dire que
aldg +bpp € SOL(E),

c’est-a-dire que cp est surjective.
L’injectivité de cp étant, pour ainsi dire, évidente, 1’application cp est donc bijective.
Comme cp est un morphisme de groupes, c’est un isomorphisme.

ii) Supposons que (B, B’) est un couple d’éléments de B.

x) Si B ~ B, d’apres le corollaire I11.2.6.vi) pp = pp . D’apres 'unicité de la dé-
composition dans la proposition I1.2.1.vi), cg = cp .
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) Si B et B’ n’appartiennent pas a la méme classe modulo ~, toujours d’apres le corollaire
I1.2.6.vi), pg = —pp et par conséquent, si un élément p s’écrit aldg + bpp, il s’écrira,
toujours par unicité de la décomposition, aldg — bpp et par conséquent

cg(p) = a+ib = a—ib = cp/(p) .

iii) Est une conséquence immédiate de (ii) et du fait bien connu que pour un nombre com-
plexe z # 0, arg(z) = —argz.

Théoréme I1.2.4 Etant donné un R-espace vectoriel euclidien orienté (E, ¢, B) de dimen-
sion 2, pour toute isométrie positive p € SO,(FE), il existe un unique nombre réel § €
| — m, 7| tel que la matrice de p dans toute base orthonormée directe soit

M) = <cos9 —sin@).

sinf  cos#
Preuve : C’est une conséquence de la proposition I1.2.1.

Définition I1.2.1 Etant donné une R-espace vectoriel euclidien orienté (E, ¢, B) de dimen-
sion 2, on appellera rotation d’angle 6 €] — m, ], toute isométrie positive p € SO,(E) ou
0 est défini comme dans le théoreme 11.2.4.
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IL3 . —Etude des isométrie négatives en dimension 2

Dans cette section, on établit quelques propriétés fondamentales des isométries néga-
tives
(cf. I1.1.4) pour un R-espace vectoriel euclidien (cf. 1.2.3.ii)) (£, ¢) de dimension 2.

On a en vue d’établir qu’en dimension 2, les seules isométries négatives sont les
symétries orthogonales (voir le théoreme 11.3.8 .)

Proposition I1.3.1 Soit (E, ¢) un R-espace vectoriel euclidien (cf. 1.2.3) de dimension 2 .
Soit B := (ey, e3) une base orthonormée (cf. 1.2.8) de E.
On définit I’endomorphisme o de E par

op(er) = e .3.1.1
opley) = —eg;
c¢’est-a-dire que la matrice de o g dans la base B est

iii) L’endomorphisme o appartienta O, _(E) .

iv) Pourtoutoc € O, _(F), il existe un unique p € SO4(E) tel que
o = poog.

v) Pourtoutc € O, _(FE), il existe ununique p € SO4(E) tel que
O = ogop.

vi) Tout endomorphisme ¢ € Oy _(FE) est ¢p-auto-adjoint (cf. I.1.1) i.e. pour toute base
¢-orthonormée (3,
Mg(o) = "Mg(o).

vii) Tout endomorphisme o € O _(FE) vérifie
o? = 1d, .
viii) Tout endomorphisme

o € Oy _(FE) admet une base ¢-orthonormée de vecteurs propres

associés respectivement aux valeurs propres 1 et —1 .
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Preuve :

i) Est clair.

ii) Pourtouto € O, _(E),
det(cooz') = (-1)* = 1;

Le.
p = cooy € SOHE).

iii) La démonstration de (iii) est identique a celle de (ii).
iv) Il n’est pas difficile de voir que op est ¢p-auto-adjoint i.e.
ploogop = op.

Pourtout o € Oy _(F) , il existe un unique p € SO4(E) telque o = poop (cf. (ii).) I
s’ensuit que

o losod (cf.10.2i0),) ¢ loopopod
¢ploogogogTiopod
ogo¢ topog

(cf. 112.1) opooglopoop

pPoOOoOR

o .

v) On remarque immédiatement que
op = ldg .

Pourtouto € O, _(E), il existe un unique p € SO4(E) telque o0 = poop . Des lors

o’ = poopopoop

= poog opoap
(cf.1L2.1) pog topog
(cf. L1.3.0),) Idj.
vi) Vérifier que le polyndme minimal d’un endomorphisme o € O, _(E) est X* — 1 et

appliquer les résultats connus d’algebre linéaire. On peut aussi appliquer les résultats connus
sur la diagonalisation des endomorphismes auto-adjoints.
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Définition I1.3.7 Etant donné un R-espace vectoriel euclidien de dimension 2 (E,9), le
point

(cf. I1.3.1.viii)) conduit a appeler symétrie orthogonale ou réflexion orthogonale un élément
o < O¢,_(E )

Théoréme I1.3.8 Etant donné un R-espace vectoriel euclidien (E, ¢) de dimension 2, une
isométrie négative de de E (un élément de O, _(FE), ) est une symétrie orthogonale par
rapport a une droite vectorielle c’est-a-dire un endomorphisme diagonalisable dans une base
orthonormée possédant 1 et —1 comme valeurs propres.

Preuve : Ce théoreme découle de la proposition (cf. I1.3.1) qui établit le sens directe du
théoreme.
Le sens réciproque est clair et résulte, apr exemple du critere I1.1.2.c).

Théoréme I1.3.1 (Classification des isométries vectorielles) Etant donné un R-espace
vectoriel euclidien (E, ¢) de dimension 2, pour tout élément v € O,(E), seules les situa-
tions suivantes sont possibles :

i) Soity € SO4(FE)i.e.det(y) = 1 ou, de maniere équivalente, une orientation étant fixée
(cf. 11.1.8.ii),) I’'image de toute base ¢-orthonormée directe par -y est une base ¢-orthonormée
directe.

Dans ce cas, vy est une rotation dont I’angle 6 (ct. I1.2.1) est uniquement déterminé par
I’orientation et la matrice de vy dans toute base orthonormée directe est

M(y) = <cos0 —sin0>'

sinf)  cosf

ii) Soit v € Oy _(E) i.e. det(y) = —1 ou, de maniére équivalente, une orientation
étant fixée, I’image de toute base ¢-orthonormée directe par v est une base ¢-orthonormée
rétrograde.

Dans ce cas 7y est une symétrie orthogonale (cf. 11.3.7) et il existe une base ¢-orthonormée

dans laquelle la matrice de -y est
1 0
e = (5 )

Pour toute base ¢-orthonormée B, il existe un couple (a,b) € R x R dépendant de B, véri-
fiant a® + b* = 1 et tel que la matrice de y dans B est

Ma) = (3 1),

ou encore, il existe un unique 6 €] — m, 7| tel que

My(y) = <cos0 sin @ )

sinf@ —cosf
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Preuve : L’étude du groupe SO, (E) a été menée dans la section IL.2 et celle des isométries
négatives dans la section I1.3.

i estune conséquence de I1.2.1.iii) et de 11.2.1.

ii est une conséquence de la proposition I1.3.1. L’écriture matricielle résulte plus parti-
culierement de (i) et de 11.3.1.1v).

Remarque I1.3.1 Etant donnés un R-espace euclidien (E,$) de dimension 2 et B :=
(e1, e2) une base de E, on note I'z 1’'unique application linéaire définie par :

I'p: EF — C
e; — 1
ey H— 1

ou C est vu comme R-espace vectoriel de dimension 2 a travers la base (1,7) .

1) Pour des raisons évidentes de dimension, ' est un isomorphisme.

ii) La base B définissant une orientation sur F (cf. I1.1.8,) on peut définir un isomorphisme
de groupes cp : SO,(E) = U (cf. 11.2.1.)
Alors, pour tout p € SO4(E) ettoutz € E,

Dolp(x) = en(p) #e Ta(a) 1
En effet, pour tout p € SO, (E), il existe un unique couple (a,b) € RxRtel que Mp(p) =

@ —b (cf. I11.2.1.v1).) Pour tout x € FE, il existe un unique couple (x1,x) € R x R tel
b a q P

que xr = x1e1 + xaes . Il s’ensuit que

) = ral(y )(2))

= Cgl(az; — bxg)ey + (bxry + axg)es]
= axry — bxry + i(bxry + axs)

= (a+1ib) x (x1 + ixo)
(cf. 112.1.0),) ep(p) * Tp(z) .

Remarquons que tout élément c(p) € U s’écrit ¢ pour un unique § €] — 7, 7] ou 0 est
I’unique représentant dans | — 7, | de arg[cp(p)] et que par conséquent

Lplp(x)] = €?(z) +izq) . 2
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iii) Si I’on note op la symétrie orthogonale définie comme en I1.3.1.1, il est immédiat de
constater que pour toutz € F,

FB[O'B<SL’)] = FB(Jf) . 1

Il en résulte, grace a I1.3.1.iv), que pour tout 0 € O, _(E), il existe un unique

0 = arg[cg(coop)| €] —m, 7]
tel que pour tout z := x1e; + 1060 € E|
Iglo(z)] = €®(xy —izy) . 2
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I1.4 . —Quelques propriétés du groupe orthogonal en dimension 2

Dans cette section, (¥, ¢) est un espace vectoriel euclidien de dimension 2, (cf. 1.2.3.)
On notera (e, ) I’accouplement de dualité (cf. 1.0.5.1,) ou produit scalaire (cf.
1.2.3.iii),) et || o || la norme euclidienne (cf. 1.2.6.)

Définition I1.4.1 On appelle vecteur unitaire un élément u € E tel que ||u|| = \/(u,u) =
1. Soit A I’ensemble des couples (u, v) de vecteurs unitaires de E .

Lemme I1.4.2 Un élément p € SO, (FE) possede un vecteur propre si et seulement si p =
IdE oup = —IdE .

Preuve : Soit B une base ¢-orthonormée de £ et pp la rotation d’angle 7 (cf. IL.2.1,)
construite comme en I1.2.1.1, alors, pour tout p € SO,(E), il existe un unique couple
(a,b) € R x R, tel que p = aldg + bpp (cf. I1.2.1.vi).)

Supposons que x € FE soit un vecteur propre de p associé a une valeur propre A. On a
alors

(aldg + bpp)(x) = Az
& bpg(z) = (A—a)x
= b=0eta=A\ ou pp(z) = 23
= ou
>+ =1 a=1loua=—1 (cfILL5) 232 =1ou?*=-1
=
a>+0’=1 a=1loua=—1 ou ab=10
= a=1loua=—-1 ou a=0oub=0.

a = 1 ou —1 équivaut a b = 0 (puisque a® + b* = 1) et, dans ce cas, le lemme est
démontré. Reste le cas a = 0 équivalent a b = 1 ou —1 c’est-a-dire que A est une valeur
propre pour pp. On aurait alors \?> + 1 = 0 ce qui est impossible pour \ réel.

Théoréme I1.4.1 Etant donné un couple (u,v) de vecteurs unitaires, il existe un unique élé-
mentp € SO4(E), (resp.o € O, _(E),) tel quev = p(u) , (resp.v = o(u) .)

Preuve : Comme (F, ¢) est euclidien, u' est un supplémentaire de U et par conséquent de
dimension 1. Il existe donc au moins un vecteur unitaire v/ € u"

- Siy € O4(F) vérifie y(u) = v, nécessairement y(u') € v et ||y(v)|| = 1.Or
pour la méme raison que précédemment, v est une droite vectorielle et contient donc
seulement deux vecteurs unitaires v; et v, = —uv). Par conséquent, nécessairement,

Yu) = vfour(w) = v}
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- On construit donc deux endomorphismes 7; et v» de F définis par

m: E — F
u = v
u o= v
vo: E —
u = v
u o vl

En effet, un endomorphisme est bien défini des que I’image d’une base est fixée et
(u,u') est une base de F', qui plus est une base ¢-orthonormée (cf. 1.2.8.)

Par ailleurs (v,v]) (resp. (v,v5) ) étant également une base orthonormée, y; (resp.
Y2, ) est un élément de O, (F) (cf. I1.1.2.¢).)

Enfin
det(71) (cf. 1L0.10,) dety (v, v})
(cf. TLO.14))  —dety ) (v, v))
= —det(7s) .

Par conséquent, si y; € SO,(E), 72 € Oy —(F) et réciproquement.

On a, par conséquent, prouvé I’existence d’au moins un élément p € SO, (E) (resp.
o € O,_(F))tel que

p(u) = v (resp.o(u) = v.) 4.1
- Supposons qu’il existe deux éléments
p et p dans SO, (E) (resp. o et o’ dans O, _(E) ,)
satisfaisant la condition I1.4.1. Alors
p P (w)] = u(resp. o7 o (u)] = u.

Par conséquent, u est un vecteur propre associé a la valeur propre 1 pour p~!p’ (resp.
o~ 'o’) qui appartient & SO, (FE) . Par conséquent, d’apres le lemme [1.4.2 p = pf
(resp. 0 = o) ce qui permet de conclure a 1’unicité.
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Proposition I1.4.2 Soit u un vecteur unitaire de E' et p € SO4(FE) . Pour toutv' € E tel
que (u, u') est une base orthonormée de E (cf. 1.2.8,)

detuu) (u, p(u)) = (p(u), ') .
Lemme I1.4.3 Soitp € SO4(E) , p* = Idp si et seulement si
p = Idgou —Idg .
Preuve : Soit v un vecteur unitaire (||u|| = 1)de Eetp € SO4(E) esttel que p* = Idp .

- Si (u, p(u)) est lié, alors nécessairement

p(u) = woup(u) = —u

car ||p(u)|| = ||u|| ; ce qui permet de conclure grice a la proposition I1L.4.1.
- Si (u, p(u)) est un systeme libre, c’est une base car dim £ = 2. On a alors
1 = det(p)

(cf. ILO.11.4),)  det(y puy (p(u), p*(u))

- det(u,p(u)) (p(’U)’ U)
- -1

ce qui est absurde. Par conséquent, nécessairement u et p(u) sont colinéaires.

Proposition I1.4.1 Pour tout élément p € SO,(E)\ {-1dg},
i) il existe un unique p' € SO,4(E) tel que :
pl2 =pet <u>pl(u)> >0,

pour tout u non nul de I ;

ii) les éléments p’ et
/

po-ldg = —Idgop = —p

sont les seules solutions de I’équation d’inconnue vy € SO,(E) :

v =7
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Preuve :

i) Fixonsunélémentp € SO,(E)\{—Idg}. Soitu € E unvecteur unitaire, i.e. ||u|| =1
etv := p(u) .l existe un unique o € O, _(FE) (c’est-a-dire une symétrie orthogonale par
rapport a une droite vectorielle D (cf. figure ci-dessous)) tel que o(u) = v (cf. I1.4.1.)

Posons w un vecteur propre unitaire de o associé a la valeur propre 1 . Posons p’ I’'unique
élément de SO, (E) tel que p'(u) = w . On a alors :

P (u) (w)

Ll
SRS
—~

Q
—~

g
SN—
SN—

(cf. 11.2.1,) o(p H(w))
(

Il
S

c’est-a-dire que p”? = p (cf. I1.4.1.)
i) Soit (u,w) > 0, et p’ est1’élément de SO, (E) cherché;
ii) soit (u, w) < 0et p’ o —Idg répond a la question.

iii) Remarquons que (u,w) = 0 impliquerait p = —Id g ce qui est exclu par hypothese.
v

ii) Supposons que p” € SO4(F) soit tel que p”> = p . On a alors
p = P
- PR = T
(cf. 122.7,) (P12 = 1dg

(cf. 1L4.3,)  (pp™) = Id.ou —Idg,

ce qui permet de conclure.
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Proposition I1.4.3 i) FEtant donnée une rotation p € SO4(E), (cf. I1.2.1,) il existe deux
symétries orthogonales o et o, (ct. 11.3.7,) telles que p = 05 0 07 .

ii) Etant donnés une rotation p € SO4(E), a1, 09 des éléments de O, _(E) comme en (i),
pour tout vecteur unitaire fixe (associé a la valeur propre 1) uy de oy (resp. uy de o, )

2 _
pu17u2 - p

ol py, 4, est I'unique rotation (cf. I1.4.1) telle que py, ., (u1) = us.

Preuve :

i Fixons p € SO4(E). Soit w € E un vecteur unitaire et v := p(u). Posons oy la
symétrie orthogonale par rapporta D; := 7 . Posons o I’unique isométrie négative
telle que o9(u) = v . Notons Dy I’espace propre de o5 associé a la valeur propre 1
(cf. figure ci-dessous.) On remarque que

det(og 0 01) = det(oy) xdet(oy) = 1

et par conséquent que o 0 01 € SO, (E). Par ailleurs, comme u est un vecteur fixe
pour o1,

o2 0 01](u) = o2(u) = v = p(u),

ce qui prouve, d’apres la proposition I1.4.1, que

09 O 01 = p.

D,

Dy

ii Supposons donnés p, o1, o5 comme précédemment et notons u; (resp. uz) un vecteur
fixe de oy (resp. o, .) Posons finalement p,,, ,,, 1’unique rotation telle que p,,, ., (u1) =
Us .
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On a alors

p’il,ug ('LLl) = pul,UQ (’U,Q)

Uy est fixe sous oy Py uy [02(Us)]

(Cf. T2.1)  oalpy) s, ()]

= Uz(ul)

uy est fixe sous oy 03[0y (uy)]

= p(uy)

ce qui acheve la preuve, encore une fois grace a la proposition I1.4.1.

Dy
—Uy < > UD

Dy
U1
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II.S . —Angles dans le plan euclidien

Dans cette section, (£, ¢) est un espace vectoriel euclidien de dimension 2, (cf. 1.2.3)
qu’on appellera également plan vectoriel euclidien.

On notera (e, o) ’accouplement de dualité (cf. 1.0.5.1,) ou produit scalaire (cf.
1.2.3.iii),) et || o || la norme euclidienne (cf. 1.2.6.)

Remarque I1.5.1 Pour deux éléments (u,v)et (u/,v") de A, on a intuitivement I’idée qu’ils
définissent le méme “angle” si I’on passe de u a v (resp. de v’ a v’) par une méme rotation,
mais aussi si les deux couples de vecteurs sont superposables, c’est-a-dire qu'une méme
rotation fait passer de v a v’ (resp. de v a v’.) Pour pouvoir donner une définition cohérente et
conforme a I’intuition, (cf. I1.5.1,) nous allons préalablement montrer que les deux propriétés

ci-dessus coincident. /

, 4
v

Proposition I1.5.2 Etant donnés deux éléments (u,v) et (v/,v') de A, les deux assertions
suivantes sont équivalentes :

a) Il existe une rotation p (cf. IL2.1) i.e. un élément p € SO,(E), telle que

plu) = v

plu) = v
b) 1l existe une rotation p telle que

plu) = o

p(v) = .

Preuve :
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(a) = (b) Supposons donnée p vérifiant I’assertion (a). Il existe par ailleurs une unique rotation
v € SO4(F) telle que y(u) = u' d’apres la proposition I1.4.1. On a alors
v(v) = [p(u)]
(cf. 112.7.) ply(u)]
(u)
/

)

)

S

ce qui implique (b).

(b) = (a) Supposons donnée une rotation p satisfaisant (b). Il existe, par ailleurs, une unique
rotation y € SO,(FE) telle que y(u) = v . On a alors

)

—~
<

=

(W) = A
= 7l

2

—~
=

-

= pv)
o /
ce qui implique (a).

Remarque IL1.5.1 On utilise fortement, dans la démonstration précédente, le fait que
SO, (E) est un groupe abélien.
Proposition I1.5.2 On définit sur A Ia relation ~ par
(u,0) ~ (u',0)

s’ils vérifient I’une des assertions équivalentes de la proposition I1.5.2.
La relation ~ définie ci-dessus est une relation d’équivalence.

Preuve : Cette preuve est un exercice.

Définition I1.5.1 i) Pour tout couple (u,v) € A on appellera angle orienté des vecteurs
unitaires u et v la classe d’équivalence du couple (u, v) selon la relation ~ définie en 11.5.2
que I’on notera Zuv . On notera A I’ensemble des angles de vecteurs unitaires i.e. I’ensemble
A/ ~ des classes d’équivalence selon la relation ~ .

ii) Pour deux vecteurs quelconques non nuls x et y de F on appellera encore angle orienté
des vecteurs x et y et on notera encore Zxy 1’angle lnTlnanluy .
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Remarque IL.5.2 Il est immédiat de remarquer que pour deux représentants (z,y) et (2, y')
d’un méme angle Zuv € A,

(z,y) = (2',y),

ce qui découle du fait qu’une isométrie conserve le produit scalaire.

Proposition I1.5.3 FEtant donnés deux éléments (u,v) et (u',v') de A, les angles Zuv et
Zu/v" sont égaux si et seulement si les angles Zuu’ et Zvv' sont égaux.

Preuve : Ceci est une conséquence directe de la définition et de la proposition I1.5.2.

Proposition I1.5.1 i) L’application qui a tout couple (u,v) € A associe I'unique rotation
puv telle que p,, ,(u) = v (cf. I1.4.1,) définit une application w : A — SO, (FE) par passage
au quotient.

ii) L’application w définie ci-dessus est bijective.

Preuve :

1 Ce point est tautologique si I’on considere que la relation ~ est définie griace a
I1.5.2.a).

ii L’injectivité de w est également tautologique. Finalement, pour tout p € SO,(E), il
est clair qu’étant donné un vecteur unitaire u € F, (u, p(u)) est antécédent pour p
par w.

Proposition I1.5.1 i) La loi de composition interne + définie sur A par
Zuv + Zuv' = w T w(Luw) o w(Lu'v')] 1
munit A d’une structure de groupe abélien.

ii) L’application w est alors un isomorphisme de groupes de (A, +) sur (SO4(E), o).

Preuve :

i) Résulte simplement du fait que SO, (E) est un groupe abélien (cf. I1.2.7.)

i1) Est tautologique.
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Théoréme I1.5.3 (Relation de Chasles sur les angles) Etant donnés trois vecteurs non nuls
x,y,zde |
Ly + Lyz = Lxz.

Z7Z

Preuve : On montrera facilement qu’on peut se ramener au cas ou les vecteurs z, y, z sont
unitaires (cf. I1.4.1.) Notons alors

Pry = w(Zxy (resp.p, . = w(Llyz))
I’unique rotation (cf. I1.4.1) telle que

Pry(x) = y (resp.py.(y) = 2.)

1l vient alors

N Pyzlpey(®)] = =
(cf. 11.4.1,) Pyz0 Poy = Pus
(cf. H.?.l.ii),) wlpy.0pey) = wpes)
= wtw(Zyz) ow(Lxy)] = Zxz
(cf. II.;l.i).l,) Lyz+ Lxy = Lxz.

Définition IL5.1 i) Pour tout vecteur unitaire v € F, Zuu = w'(Idg) est appelé angle
nul et est, de maniere évidente, I’élément neutre du groupe (A, +).

ii) Pour tout vecteur unitaire v € FE, Pangle Zu—u = w!(—Idg) est appelé angle plat
et sera noté 7.

iii) On dira qu’un angle Zuw est droit si (u,v) = 0 .La cohérence de cette définition est
assurée par la remarque 11.5.2.
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iv) On dira que I’angle Zuv est aigu (resp. obtus) si (u,v) > 0 (resp. (u,v) < 0.) Comme
précédemment, la cohérence de cette définition est assurée par la remarque I1.5.2.

Remarque I1.5.2 i) Pour tout couple (u,v) € A de vecteurs unitaires de £, il est clair que

Jou = —Zuv

~

est I’opposé de I’angle Zuwv dans le groupe (A, +) .

~

ii) Une conséquence immédiate de la proposition I1.4.1.ii) est que pour tout élémenta € A,
I’équation d’inconnue & € A
2T = a

admet deux solutions et deux seulement 2’ et 2 vérifiant
PR
Proposition I1.5.3 i) Il n’y a que deux angles droits dans A, opposés 1I’un de I’autre.

ii) IIs correspondent respectivement aux classes de bases

¢ — orthonormées dans B (cf. 11.1.6.2 .)

iii) Si Zuv est droit alors
2/uv = T .

Preuve :

i) Etant donné un vecteur unitaire v € E, u’ est une droite vectorielle et contient donc
deux vecteurs unitaires v, et v_ = —v,.

Si donc (u,v) € A représente un angle droit, nécessairement v = v, ouv = v_ .

Soit p 1’unique rotation (cf. I1.4.1) telle que p(vy) = u. Alors

{u, p(w)) = {p(u), p(vy)) p € O4(E) (u,vy) = 0
c’est-a-dire que p(u) € ut. On ne peut avoir p(u) = v, car alors on aurait

x) p*(vy) = vy C’est-a-dire, d’apres le lemme 11.4.2 p?> = Idp c’est-a-dire, d’apres le
lemme 11.4.3, p = Idg ou p = —Idg ; ce qui impliquerait que u et v, sont colinéaires.
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On a donc p(u) = v_ c’est-a-dire
Zuv_ = Zuiu
(cf. 1L5.2.i),) —Zuv, .

Si Zu'v’ est un angle droit, il existe une unique rotation p’ telle que p/(u') = w et

(u, p(v)) = (p(u'), p(v")) p € Oy(E) (u', ") = 0
c’est-a-dire que p(v') € ut . Il s’ensuit que p(v') = v, ou p(v') = v_ c’est-a-dire que
Zu = Zuvy ou Luv' = Luv_ .

ii) Le raisonnement précédent montre également que les couples (x,y) € B forment tous
des angles droits qui sont soit dans la classe de Zuwv, soit dans la classe de Zuv_ .

iii) Supposons que Zuwv soit un angle droit et notons p = w(Zuw) . Il s’ensuit, d’apres la
proposition I1.5.1.ii) que w(2Zuv) = p? . Or

(p*(u), v) - (p*(u), p(u)
p € O(E) (p(u),u)

c’est-a-dire que p*(u) € v+ ce qui implique que p?(u) = u ou p?(u) = —u . Pour des raisons
analogues a celles données en i).x), on a nécessairement p*(u) = —u i.e.
w(2Zuww) = —ldg
& Juv = wi(-Idg) = 7.

Théoreme I1.5.4 Deux vecteurs non nuls x et y sont colinéaires, (resp. orthogonaux) si et
seulement si I’angle Zxy est plat ou nul (resp. droit .)

Preuve : Iln’y arien a démontrer concernant les angles droits puisqu’il s’agit de la définition
méme et que ce résultat n’a été mentionné ici que pour fournir synthétiquement un critere de
colinéarité et d’orthogonalité.

Les vecteurs x et y sont colinéaires si et seulement si les vecteurs unitaires

= —y
IEdl [yl
le sont. Or u et v unitaires sont colinéaires si et seulement si « = v ou u = —v iLe.
Zuv = Luu = 0,

ou
uv = Lu—u = 7.
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I1.6 . —Angles et isométries

Dans cette section, (¥, ¢) est un espace vectoriel euclidien de dimension 2, (cf. 1.2.3.)
On notera (e, ) I’accouplement de dualité (cf. 1.0.5.1,) ou produit scalaire (cf.
1.2.3.iii),) et || o || la norme euclidienne (cf. 1.2.6.)

Lemme I1.6.1 Pour tout couple (u,v) € A de vecteurs unitaires de E (cf. IL.4.1,) et toute
isométriey € Oy(E),

Ly(u)y(v) = wlyow(Luv) oy,

(ot w est I’isomorphisme défini en I1.5.1 .)

Preuve : Notons p 1’unique rotation telle que p(u) = v (cf. IL.4.1) c’est-a-dire que p =

w(Zuv) ; notons p’ I'unique rotation telle que p'[y(u)] = ~(v) c’est-a-dire que p/ =

w[Zy(u)y(v)] . 1l vient alors :

oporlv(w)] = ~(v)
(cf. 1?4.1,) yopoyt = p
(cf. T1.5.1.ii),) v yoporl] = wl(y
= wlyow(Luv)ony™t] = Zy(u)y(v).

Corollaire 11.6.1 i) On définit une application y — % de O,(E) dans I’ensemble des ap-
plications de A sur Iui-méme par

A(Luv) = Ly(u)y(v) = w™yow(Luv) oyt

ii) L’application v + 7 est en fait a valeurs dans le groupe Aut (A) des automorphismes du
groupe (A, +) .

iii) L’application
S
est un morphisme de groupes dont I’image est { —1d;,Id; } et Ie noyau SO,(E) .
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Preuve :
i est une conséquence immédiate du lemme I1.6.1.
ii Pourtouty € O4(E), et tout couple (Luv, Zu'v') € A x A,

Y(Luv + Zu'v') w iy o w(ZLuv + Lu'v') oy

Wl

(cf. IL5.1.ii),)

[
1[7 ow(Zuv) o w(lu'v’) o 'y_l]
'

-
w” “lonyow(Luv)ony

(
v o w(Zuv) oy
(cf. IL5.1.ii),) w™ [y ow(Luv) oy ] + w [y o w(Lu/v)y™]

/

(Luv) +4( L)

ce qui prouve que 4 est un endomorphisme de (A, +) . Il est trés facile de vérifier
que ! est I’endomorphisme inverse de 4. Celui-ci étant, par conséquent un auto-
morphisme.
iii - Pour tout couple (v,8) € Oy(E) x O4(E), et tout élément Luv € A,
vod(Luww) = wlyodow(Lluv)od oy
= w ' [yoww  (dow(Luv)od )] oy
w [y o w[d(Luv)] oy
= Al(Luv)],
ce qui prouve que 7y — 7 est un morphisme.
- Pour toute rotation (cf. I1.2.1) p € SO,(E), et tout angle Zuv € A,
p(ZLuv) = w1 pow(Luv) o p]
(cf. 112.7) w ' pop ' ow(Luv)]

Zuv ,

c’est-a-dire que p = Idj.
Pour toute symétrie orthogonale (cf. I1.3.7) 0 € O, _(E), et tout angle Zuv €

A,
o(Zuv) = w o ow(Zuv) oo
(cf. IiZ.l,) w ™ [w(Zuv)] ™
(cf. IL5.1i),)  w ™ w(—Zuv)]
= —Zuv ,
c’est-a-dire que 0 = —Id;.

Ceci acheve la preuve de (iii).
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Théoréme I1.6.1 Dans un R-espace vectoriel euclidien (E, ¢) de dimension 2, une isométrie
positive (ct. 11.1.4) laisse un angle invariant; une isométrie négative change un angle en son
OppOsé.
On peut exprimer ce résultat par la formule : pour tout élémenty € O,(E), et tout angle
Zuv € A,
F(Luv) = det(y)ZLuw .

Preuve : Ce théoréme est une reformulation de I1.6.1.iii).
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II.7 . —Mesures d’angles

Dans toute cette section, (£, ¢, B) est un R-espace vectoriel euclidien orienté (cf.
I1.1.8.ii)) de dimension 2. Pour tout vecteur x € F ||z|| désignera la norme euclidienne
de x (cf. 1.2.6.)

Onnotera cp : SO,(E) — U I’isomorphisme de groupes défini en I1.2.1 (ou U est
le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1. )
Enfin on noteraw : A — SO,(E), 'isomorphisme défini en IL5.1.

Définition I1.7.1 Etant donné un élément Luv € A, on appelle mesure de ’angle Zuv et

—

I’on note (u, v) la classe de nombres réels modulo 27 arg[cp(w(Zuv))] .
On appelle mesure principale de I’angle Zuv le représentant de arg[cp(w(Zuv))| dans
Iintervalle | — 7, 7] .

Remarque I1.7.2 Dans un R-espace vectoriel euclidien oriel}té (E, ¢, B) de dimension 2, on
a donc un isomorphisme de groupes du groupe des angles (A, +) sur le groupe des mesures
(R/27Z, +) qui fait qu’on confondra souvent la notation et qu’on notera Zuwv en lieu et place

de (u,v) .

Théoreme I1.7.3 (Propriétés des mesures d’angles) i) La mesure de I’angle nul

0 est 0[27] (cf. IL5.1.i),)

ii) La mesure de I’angle plat (cf. I1.5.1.ii)) 7 est 7[27] .

iii) La mesure d’un angle droit (cf. I1.5.1.iii)) est T [n] .

iv) Sif = m est la mesure principale d’un angle Zuv, la mesure d’un angle Zz1l
vérifiant 2/2t = Zuv est §[7] .

v) Deux vecteurs non nuls x et y sont colinéaires (resp. orthogonaux) si et seulement si la

—

mesure (x,y) de I’angle Zxy est 0[] (resp. 5 [n] .)
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Preuve :

i

il

il

Y

Est une conséquence immédiate du fait que la mesure d’un angle est un morphisme
de groupes.

La mesure de 7 est
argleg(—Idg)] = arg(—1) = 7.

D’apres la proposition I1.5.3.ii), Zuv est un angle droit si et seulement si (u, v) est
une base orthonormée directe ou (u, v) est une base orthonormée rétrograde, c’est-a-
dire d’apres le corollaire I1.2.6.vi) w(Zuw) est pp (cf. 11.2.1.1) ou p;' ce qui implique
que

cplw(Zuv)] = iou —i.

Est une conséquence immédiate de la proposition I1.4.1 et des points précédents.

11 suffit de traduire en termes de mesures le critere donné dans le théoreme 11.5.4.
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II.8 . —Angles de droites et bissectrices

Dans toute cette section (£, ¢) est un plan euclidien c’est-a-dire un R-espace vectoriel
euclidien (cf. 1.2.3.ii)) de dimension 2. On rappelle que (A, +) est le groupe des angles de
vecteurs unitaires de F (cf. IL.5.1) et qu’il est canoniquement muni d’un isomorphisme
de groupes w : A = SO,(E) (cf. IL5.1.)

On adoptera parfois dans cette section une notation condensée. Pour deux vecteurs
unitaires u et v de E, w(Zuv) est une rotation i.e. un élément de SO,(E) que I’on peut,
par conséquent, appliquer a n’importe quel vecteur x € F. On notera alors simple-

ment
Zuv(z) = [w(ZLuw)](x) . I1.8.1

Proposition I1.8.2 Etant données deux droites Dy et Do (c’est-a-dire deux sous-espaces vec-
toriels de dimension 1 de E, ) pour tout couple (uy, v1) (resp. (us, v2) , ) de vecteurs directeurs
unitaires de Dy (resp. Do, )

Zujug — Zvgvy = Ooum.
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U2
Dy

U1

Dy

Uy

V2

Preuve : Plusieurs démonstrations de ce fait peuvent étre proposées, I’'une d’entre elles uti-
lisant les propriétés de la décomposition d’une rotation (cf. I1.2.1) en un produit de deux
symétries orthogonales (cf. I1.3.7) dans la proposition 11.4.3.

En effet, si oy (resp. oy) est la symétrie orthogonale par rapport a Dy (resp. Do, ) i.e.
I’unique élément de O, _(E) tel que u; (resp. uy) est fixe par oy (resp. o, ) et si I’on note
p = 09 00y, il vient, d’apres la proposition 11.4.3.i1),

p=w(luug)® = w(Lvivy)?
=
(cf. IL5.1.i0),) w(2Zujug — 2Zv1v) = Idg
=
(Cf. 1127,) W[2(4U1U2 — 42}102)] = IdE
=
(cf. IL5.1.i1),)  w(ZLujus — Zvywe)? = Idg
=
(cf. 11.4.3,) w(Zujug — Zvjvg) = Idgou —Idg
= .
(cf. 11.5.1,) Zujug — Zvivg = Oour.
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Remarque I1.8.1 On aurait envie d’appeler “angle entre les droites D, et Dy I’'un des deux
angles orientés de vecteurs unitaires (cf. I1.5.1) Zujus ou Zvjve ou plutot la classe définie
par I'un de ces deux angles dans une relation d’équivalence “bien choisie.” Pour donner a
cette définition un minimum de cohérence il est raisonnable de penser que deux couples de
droites “superposables” (cf. I1.5.1) définissent le méme “angle de droites”. C’est I’objet de la
proposition suivante :

Proposition I1.8.2 FEtant donnés deux couples (D, D,) et (D', D)) de droites vectorielles
de E, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout quadruplet
(ul,u2,u'1,u'2) € Dy x Dy X Dll X Dé ,

de vecteurs unitaires,

~

Zugug — Zujuy = Ooud
b) Il existe une rotation p € SO4(FE) (cf. I1.2.1) telle que
p(D1) = Dietp(Ds) = Dj.
c) Il existe une rotation p € SO,(E) telle que

p(D1) = Dyet p(Dy) = Dy.

Preuve :

) Remarquons tout d’abord que pour tout v € O4(E), et tout couple (D, D’) de droites
vectorielles de £, il suffit, pour montrer que (D) = D’ de montrer que pour u un vecteur
non nul de D, v(u) € D', puisque 7 est un isomorphisme.

i) Fixons un quadruplet (u, us, u}, u),) comme dans I1.8.2.a) et notons p 1’unique rotation
telle que p(u;) = u) . D’apres ), il est clair que p(D;) = D) . Par ailleurs

p(us) = plLuruz(ur)]
(cf. 1 .27 7,)  Zujus[p(uy)]
= Zuyus(uf)
@  Zujuh(uh) ou — Lujub(u))
— uhy ou — ub
€ D,

ce qui prouve, grice a x) que p(Dy) = Dj .
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ii) Supposons donnée une rotation p satisfaisant (b). Soit u; (resp. us, ) un vecteur unitaire
de D (resp. Dy .) L’image v} := p(u;) de u; par p est, d’apres (b), un vecteur unitaire de
Dj. Par ailleurs,

Zugus(uy) ZLuyuz|p(uy)]

(f. 102.7,) p[Lurus(ur)]

= p(uz)
< !/
(b) D2 )
ce qui prouve que Zujus(D}) = D} . Par conséquent, Zujus est une rotation satisfaisant

().
ii1) Supposons donnée p vérifiant (c). Pour tout quadruplet de vecteurs unitaires
(uy,ug, uy, uy) € Dy x Dy x Dy X Dy,

p(u1) = ugou —ug et p(u)) = uyou —ul,

ce qui prouve (a).

Corollaire I1.8.4 Notons D I’ensemble des couples de droites de E.
i) On définit une relation ¢ sur D par (D1, Ds) ¢ (D}, D)) s’il existe une rotation

p € SO4(E) telleque p(Dy) = Djetp(Dy) = D 1
ou s’il existe une rotation

v € SO4(E) telle que v(Dy) = Dyet (D)) = Ds. 2

La relation § est une relation d’équivalence ; on note D le quotient D/§ et pour tout couple
(D1, Dy) € D £Dy D sa classe modulo 6.

ii) Sur le groupe des angles A (cf. I1.5.1,) on définit une relation T par
Zuv T Zu' si Luv — Zu'v' = Ooutr. 1

La relation t est une relation d’équivalence compatible a la loi + sur A puisque c’est en fait
la relation d’équivalence définie par le sous-groupe

{0,7} =2 Z/2 C A .
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iii) L’application qui a tout couple (D;, Dy) € D associe la classe de Zu us modulo T pour
uy € D1 (resp. us € Ds) un vecteur unitaire, définit une bijection

a D =D/~ A/t = A/H{0,7)}.
La bijection o munit D d’une structure de groupe par le procédé :
£D\Dy +p ZD\Dy = o a(£D\Dy) +;, (4D D5)] 1
qui fait de o un isomorphisme de groupes.

iv) L’isomorphisme w (cf. 1I.5.1) définit un isomorphisme de groupes encore noté w :

(h,+) = (SO4(E),o)
1 ) 1 1
(A/t,+) = (SO4(E)/{-1dp,1dg},0);

La composée a o w donne donc un isomorphisme de groupes

(D, +) = (SOL(E)/{~Idp,1dg}, o). 2

Preuve :

i) Le fait que les deux définitions, a priori différentes, de ¢ coincident résulte de 1’équiva-
lence entre 11.8.2.b) et I1.8.2.c) ce qui fait que 0 est bien définie. Le fait que ¢ est une relation
d’équivalence est juste une conséquence du fait que SO4(E) est un groupe. Le fait qu’il
soit abélien n’est plus utilisé ici et n’a servi qu’a établir I’équivalence mentionnée ci-dessus,
comme dans la proposition IL.5.2.

ii) La vérification est sans réelle difficulté car il suffit de vérifier que ¢ satisfait les axiomes
des relations d’équivalence (réflexivité, symétrie et transitivité) et que, pour deux couples
d’angles

(z,9) et (', 1) tels que

=>

5 a
5y,

<>

i+ goa +y.
Tous ces faits résultent, ce dont on s’apercevra en menant tranquillement les calculs, de ce
que

2% (cf. IL5.1),) 2w ' (—Idp)

(cf. IL5.1ii),) w '[(~Idg)?]
wil (IdE)

(cf. 11.5.1.0),) 0.
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iii) Le fait que « soit bien définie résulte de la proposition 11.8.2 qui permet de voir que
pour deux choix différents de vecteurs unitaires on peut éventuellement trouver deux angles
différant de 7 qui définissent, par conséquent, la méme classe dans A/ 1 . Pour montrer
qu’ensuite cette construction ne dépend pas de la classe modulo 9, il faut utiliser ’'une des
équivalences 11.8.2.a) < 11.8.2.b) ou 11.8.2.a) < 11.8.2.c).

Toute classe ¢ dans A /1 a un représentant Luv € A lequel a un représentant (u,v) € A
(cf. I1.4.1.) Il s’ensuit que /U estun antécédent de ¢ par « ¢’est-a-dire que « est surjective.

La preuve de I’injectivité de « est un jeu sur les notations et la manipulation des défini-
tions qui est laissé en exercice.

Le fait qu’« définisse un isomorphisme est tautologique puisque la structure de groupe
sur D est précisément induite par o.

iv) est une affaire d’écriture.

Définition I1.8.5 Pour tout couple de droites (Dy, D2) € D, on appellera angle des droites
Dy et Dy laclasse ZD;1D; de (D, Dy) dans D.

Proposition I1.8.6 Etant données Dy, Dy, D/, D!, des droites de E,

Preuve : Cette proposition résulte immédiatement des deux définitions possibles de la re-

lation d’équivalence ¢ (cf. 11.8.4.1).2) et (cf. I1.8.4.1).1) et est a rapprocher de la proposition
IL5.3.

Remarque I1.8.1 On remarquera que, contrairement aux angles de vecteurs unitaires, si
deux couples de droites définissent le méme angle de droites, ils sont certes superposables,
mais non de maniere unique. Il existe deux rotations permettant de les superposer, différant
de —Idp . Cette remarque peut étre complétée par la proposition suivante :

Proposition I1.8.2 Etant donné un couple de droites (D1, D;) € I, on note
is(D1, D2) = {7 € O4(E) | 1(D1) = Do} C Oy(E),

(resp. isT(Dy, Dy) = is(Dy, Do) N SO,(E) ,) (resp. is (D1, Dy) = is(Dy, Dq) N
0y(E) )

Pour une droite D C F, on notera également o3, la symétrie orthogonale par rapport a D
c’est-a-dire I’'unique isométrie négative telle que I’espace propre associé a la valeur propre 1
soit D.

i) Etant donnée une droite D C F,
is(D,D) = {ldg, —1dg,0p, —0op}
est un groupe isomorphe A7,/2 x 7,/2 .
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ii) Etant donné maintenant un couple (D1, Ds) € D, et uy (resp. ug) un vecteur unitaire de

D (resp. Do, ) on note o I’'unique isométrie négative telle que o(u;) = uy (cf. I1.4.1.)
Alors

jS(Dl,DQ) = {O’ o, vyE jS(Dl,Dl)} .
On en déduit que is™(Dy, Dy) est formé des deux rotations
w(Zujug) et — w(Lujus) = w(Lujug) o —ldg ; 1

I’ensemble
is (D1, Dy) = {o,—0}; 2

pour tout vecteur v fixe par o i.e. associé a la valeur propre 1,

2/u1v = Zujusg . 3
iii) Etant donnés deux couples de droites (D, D;) € D et (D}, D)) € D,

/D1Dy = /DD
si et seulement si

ist(Dy, D) = is*(D}, D)) .

Preuve :

i) Etant donnée une droite D C E, et u un vecteur unitaire de D, une isométrie 7 € Ou(E),
vérifie (D) = D si et seulement si y(u) € D (cf. x).) De plus, y(u) est unitaire.
Or D ne contient que deux vecteurs unitaires u et —u. On a donc nécessairement

Y(u) = wouy(u) = —u.

Or, d’apres le théoreme 11.4.1

a) siy est une isométrie positive i.e. 7 € SO4(E), v(u) = u (resp. y(u) = —u ) si et
seulement si v = Idg (resp. v = —Idg .)

b) Si v est une isométrie négative, i.e. 7 € O, _(E), v(u) = wu (resp. y(u) = —u si et
seulement si u est un vecteur propre associé a la valeur propre 1 (resp. —1 .) En combinant

le théoréme 11.4.1 et la proposition I1.3.1 on montre que 7 est o3; (resp. —op .)

Il est élémentaire de montrer qu’alors is(D, D) est un groupe isomorphe a Z/2 x Z/2 .
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ii) Etant donné un couple (D1, Ds) € D, et 0 comme dans I’énoncé de la proposition, il est
clair que pour touty € is(1D, D;), 0 oy € is(Dy, D3) .
On définit ainsi une appliction

iS(Dl,Dl) — iS(Dl,DQ)
Y = ogor.

11 suffit de remarquer que 1’application

iS(Dl,Dz) — iS(Dl,Dl)
n — oon

est la réciproque de la précédente.

iii) est laissé en exercice.

Définition I1.8.4 Les axes des deux isométries négatives constituant I’ensemble is™ (D;, D>)
pour deux droites D; et D, sont appelées bissectrices de 1’angle de droites £D1 D5 .

Remarque I1.8.5 La définition II1.8.5 trouve son intérét dans la réalisation géométrique sui-
vante :

Théoréme I1.8.6 (Relation de Chasles) Etant données trois droites Dy, Dy et D5 de E,

ZDlDQ —|—D ZD2D3 - ZDng .
Preuve : La preuve est un exercice.

Définition I1.8.1 Si I’on choisit une orientation (cf. I1.1.8) B sur E, on dispose d’un iso-
morphisme cg : SO4(E) = U (cf. IL2.1); lequel définit, par passage au quotient, un
isomorphisme encore noté cg : SO4(E)/{—1dg,ldg} = U/{—1,1} . On obtient, en
composant ce dernier avec w o o (cf. 11.8.4.iv).2,) un isomorphisme D = U/{—1,1}.

En composant encore cet isomorphisme avec arg on obtient un isomorphisme

D =~ R/7Z . 1.8.1.1

On appellera mesure de I’angle de droites /DD, et I’on notera (D/l,Bg) ou simplement
ZD1Dys’iln’y a pas d’ambiguité concernant I’ orientation, la classe de nombres réels modulo
7 correspondant a 1I’angle de droites /D D5 par I’isomorphisme I1.8.1.1.
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Remarque I1.8.2 On peut résumer les diverses constructions de quotients données dans cette
section par le diagramme suivant :

(0,7} —— {Idg, —1dg} £ {1,-1} = {o0,7}
XS } 3 }
A = SOL(E) L, U &, R/27Z
} I 3 }

D 2 SOLE)/{ldp,—1dg} -2 U/{1,-1} =5 R/7Z
Théoréme I1.8.3 Etant données deux droites D; et Dode E

i) Les droites D, et D, sont égales si et seulement si /DDy = Op ; si et seulement si

mod (ﬁQ)WO ; si et seulement si pour tout vecteur unitaire uy € Dy (resp. us € Dsy,)
I’angle Zuyuy est plat (cf. I1.5.1.i1)) ou nul (ct. I1.5.1.1).)

On dira, dans ce cas, que I’angle /D, D, est nul mais on pourrait aussi bien dire qu’il est
plat.

ii) Les droites D; et D, sont orthogonales si et seulement si (D/l,Bg) = Zn] ;siet
seulement si pour tout vecteur unitaire u; € Dy (resp. us € Dy, ) I’angle Zuyuy est droit (cf.
11.5.1.1ii).)

On dira, dans ce cas, que ’angle /D, D est droit.

Preuve : Sans difficulté est laissé en exercice.

Proposition I1.8.1 i) Etant donné un angle de droites /DD, € D, pour toute isométrie
v € Ou(E), I'angle de droites Zy(A1)y(As) est indépendant du représentant (A, Ay) € D
de ZDlDQ .

ii) Toute isométriey € O,4(E), définit donc une application

~

4:D > D

qui est en fait un automorphisme du groupe (D, +).
On a les formules :

A(£D1Ds) = det(7)£DiDy = w™'[yow(£DiDy) oy '] I
iif) L’application v — # est un morphisme de groupes de O,(E) dans dans le groupe des

automorphismes de (D, +) dont I’image est le sous-groupe {Id, —Id; isomorphe a7/2, et Ie
noyau le groupe spécial orthogonal SO4(E).
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Preuve : La démonstration de cette proposition est tres analogue a celle du corollaire I1.6.1.

Théoreme I1.8.1 Une isométrie positive conserve les angles de droites tandis qu’une isomé-
trie négative transforme un angle de droites en son opposé.

Preuve : Ce théoreme n’est qu'une reformulation de la proposition II.8.1.
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