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III . —Espaces affines

II1.0 . —Introduction
I11.0.1 . —Equations différentielles linéaires

Dans I’ensemble des fonctions C,, de la variable réelle a valeurs réelles considérons,
pour A\ € R* et f une fonction fixés, le probleme d’inconnue y :

E Y-y =f.
Si o est une solution de £ , ’ensemble S des solutions de £ est non vide. L’ensemble
? ={n—1;nme s, pes}
est un R-espace vectoriel de dimension 1 engendré par la fonction ey = z > e .

S={pt+ker;k € R} = ot S . 11.0.1.1

II1.0.2 . —Suites récurrentes

Un probleme tres similaire a celui envisagé en II1.0.1 est la recherche des solutions, dans
I’ensemble des suites a valeurs réelles, de I’équation

E D Upy1 — Ay, = ay

(ou A € R*eta, ,, c n sont fixés.) S’il existe une solution (ug) := Ugn ,n e n & I’équation £
I’ensemble S de ses solutions est non vide et

S = () = (w) 5 () €S, (w) €5}
est un R-espace vectoriel de dimension 1 engendré par n — A" .

S = {(ug) +k(\"); k € R} = (ug) + S . 11.0.2.1

I11.0.3 . —Fibre d’une projection orthogonale

Etant donné un espace vectoriel euclidien 1.2.3.ii) (£, ¢) , F C E un sous-espace vecto-
riel et w € F', on cherche a déterminer

pr-({u}) = {v € E | pr(v) =u},
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(ou pp : E — F est la projection orthogonale sur F'.) On constate :

pr1({u}) = u+ Ft = {utv;v € F}. 111.0.3.1
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I11.0.4 . —Alignement dans un espace euclidien

Considérons I’ensemble R? muni de I’application

5:R¥xR® — RT
(A,B) — (A, B)

ol pour tout A := (74,94, 24) €t B := (xp,yp, 25) des éléments de R? |

0(A,B) == \/(wp —xa)? + (yp — ya)? + (25 — 2a)? .
Sil’on note O := (0,0,0) et

SL’A—O T A

—

OA = ya—0] = | ya GI@,
ZA—O ZA

pour tout point A € R® , on remarque que pour tout (A, B) € R® x R? |
s
5(A,B) = d(OA,0B)

ou d est la distance euclidienne sur 1’espace vectoriel ]Rﬁ muni du produit scalaire usuel (cf.
1.2.6.i1).)

On tire immédiatement de ’inégalité triangulaire pour la distance euclidienne d (cf.
1.2.7.vi)) que pour tout triplet (A, B, C') d’éléments de R? |

) d(A,B)+46(B,C)

5(A,0) <
5(B,A) < 8(B,C)+6(C,A) 111.0.4.1
5(C,B) < &(C,A)+68(A, DB).

Etudions le cas d’égalité dans ’une des inégalités précédentes :

5(A,C) = &(A,B)+4(B,C)
d(OA,0C) = d(OA,0B) +d(0OB,0C)
|AC|| = ||AB||+||BC]]
JAC|? = ||AB|? + ||BC? +2||AB]|.||BC|
(AB+ BC,AB +BC) = |/AB|]* +|[BCI[* +2||AB]|.|BC|
& (AB,BC) = ||AB||.|[BC]|.

<

<
111.0.4.2

<

<

On constate qu’on est alors dans un cas d’égalité pour I’'inégalité de Cauchy-Schwarz (cf.
1.2.7.i1).) Supposons que R #* 0z - Il existe alors A € R tel que

AB — MAC
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En réécrivant la derniere égalité de I11.0.4.2 il vient alors

ﬁ@ £.127.0)) | A1 =) | ||AC|?
= ) _ A(1=N) | 111.0.4.3
N 0 <A< 1.

Supposons A et C' fixés distincts et cherchons a déterminer 1’ensemble des B tels que I'une
des trois inégalités de I11.0.4.1 soit une égalité. Ceci équivaut a

AB = (AC
¢ € [0;1], ou@ = E%
ouCA = (C
[11.0.4.4
3¢ e (01, AB = (AC
< ou I € [1;400], AB = (AC
ou I € |- o0;0], AB = (AC

(c’est-a-dire que B est entre A et C' ou C' est entre A et B ou A estentre Bet C .)
Supposons, A et C' étant fixés distincts, que B et B’ soient deux solutions du probleme ;
il est clair que

—  —
BB — AB — AB ¢ R®

est colinéaire a 1@ .11 est également clair que tout point B € R? tel qu’il existe A € R tel

que
AD — MAC
OB = OA+ \AC 111.0.4.5

ie.

est solution du probleme.
On écrira parfois 1’égalité 111.0.4.5

= A+A_B>

ce qui, moyennant de donner un sens précis a cette écriture, la rapproche des écritures
11.0.1.1, 111.0.2.1, et I11.0.3.1.

Cependant le probleme est “plus riche” ici, eu égard a la distinction sur les intervalles
contenant \ .
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II1.1 . —Généralités

Dans cette section, X désigne un corps que I’on pourra supposer étre R ou C sauf
mention exceptionnelle du contraire.

Définition II1.1.1 Un K -espace affine est un triplet (&, ?, e$) simplement noté & si aucune
confusion ne peut en résulter, ou :

i) & est un ensemble non vide dont les éléments sont appelés points.

i1) ? est un K -espace vectoriel appelé espace vectoriel sous-jacent ou direction vectorielle.
Les éléments ¥ de ? sont usuellement appelés vecteurs.

1ii) 8 ExE— ? est une application vérifiant :
pour tout triplet (A, B, C') d’éléments de & ,

(relation de Chasles;)

H
T) pour tout point O € €& I’application Oe : £ — ? est bijective.

iv) On appelle dimension de [’espace affine £ la dimension de 1’espace vectoriel sous-jacent.

Exemple III.1.2 a) Le groupe abélien P := (R xR, +), (resp. £ := (RxR xR, +),)
muni de 1’application

% PxP — Vect{R*} := (R*, +, )
(@) (1) ( - )

Y -y
(resp.
% EXE — Vect{R*} := (R*,+, )
r —x
((x,y,z),(x',y’,z')) = y/_y )
7z —z

est un R-espace affine d’espace vectoriel sous-jacent (R?, +, ) , (resp. (R3, +,-) ) et de
dimension 2 , (resp. 3 , ) appelé plan affine, (resp espace affine de dimension 3 .)

81



L3, Géométrie, I11.1.2 Université Paris Sud, 2003-2004

b) Il faut bien évidemment reconsidérer les ensembles définis en 111.0.1.1, I11.0.2.1, I11.0.3.1
et I11.0.4.5 a la lumiere de la définition I11.1.1.

¢) Soitn € N* etc € S, uncycle de longueur p avec p premier. Si on note .S le support
du cycle ¢, on définit I’application

3:S><S—>Fp

de la maniére suivante : Pour tout couple (a,b) d’éléments de S , il existe A € Z tel que
b = c¢*(a) . On posera
ab = %

(ot X est la classe de A modulo p .) Le triplet (S, o6, IF,) est alors un [F,-espace affine de
dimension 1 .

Proposition II1.1.3 Dans la définition II1.1.1 le point I11.1.1.iii).}) est équivalent a
x) Il existe un point O € &, tel que I’application

O—z:c‘f—)?
A»—>O_1)4

est bijective.

Plus précisément les deux assertions I11.1.1.iii). 1 et I11.1. 1.iii).}) de la définition III.1. 1.iii)
sont équivalentes aux assertions II1.1.1.ii1). 1 et ).

Preuve : Le sens direct est clair.
Réciproquement, supposons que O € & soit un point tel que

O—z € — ?
est bijective. Soit O" € £ . L’application
O_’: €= ?
est bijective si et seulement si pour tout U € ? , ’équation d’inconnue A

OA - @ I.1.1

possede une unique solution. Or III.1.1 équivaut, d’apres II1.1.1.iii).1, a :

00+04 = @
o OA = 7 -00:

cette derniere équation ayant une unique solution grace a I’hypothese II1.1.3.x).
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Proposition ITI.1.2 (Vectorialisation d’un espace affine) Etant donné un espace affine
(5,?,3) etun pointO € & |
il existe une unique application

+:? — E

I.1.2.1
T o= 047
ol O + U est 'unique point A de € tel que
OA = .

De plus, + satisfait les propriétés suivantes :
V(U, V) € ?x?,0+(7+?7) = O+ W)+ ; I.1.2.2
VO €EetVT € € .00+ 1) = 00427 ; 1.1.2.3
VA € £,04+0A = A. 11.1.2.4

Preuve : La démonstration de cette proposition est un exercice sur la définition d’un espace
affine (cf. III.1.1.)

Définition ITI.1.1 Etant donné un K -espace affine (€, ?, 3) , lorsqu’on fixe un point O qui
détermine une application + : & — £ , on dit qu’on a choisi une origine dans & .

Remarque ITL1.2 i) Etant donnés un K -espace affine (£, ?, 07) et le choix d’une origine
O,ona:
5:{0+7;7e?}:0+?, |

_>
d’apres II1.1.1.iii).7) ; puisque O + o est I’unique antécédent de o par I’application Qe :

E— ? .
Voir les exemples I11.1.2.b).

ii) Pour tout point O € & ., on définit une opération + : ? — E, (cf. 1I1.1.2,) ce qui
permet de définir une loi encore notée

+: EX? - €&
(A7) » A+7.
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Proposition I11.1.3 (Propriétés des espaces affines) Soit (£, ?, 3) un K -espace affine.
Etant donnés quatre points A, B, C, D de £ , on a les propriétés suivantes :

AA = Vect{0} = 0z ; II1.1.3.1

AB = —BA: M1.1.3.2

AL — CD sietseulementsi AC' — BD . 11.1.3.3

Preuve : Ces identités découlent directement de la relation de Chasles (cf. III.1.1.iii).1.)

Définition II1.1.1 Pour quatre points A, B, C', D d’un K -espace affine £ , si I’une des égali-

tés de I11.1.3.3 est satisfaite et AB et AC' (par exemple) sont indépendants, on dit que ABDC'
est un parallélogramme.

Proposition IT1.1.2 Etant donné un K -espace affine £ , la relation binaire ~ définie sur € x €
par:
(A,B)~ (A',B) & AB=A'B
est une relation d’équivalence sur £ x & appelée relation d’équipollence entre bipoints.
L’application e¢ induit une bijection

(ExE)) ~ E .

Définition II1.1.3 i) On dit qu'un K-espace affine £ est euclidien si K est le corps R des

réels et si la direction vectorielle ? de & (cf. III.1.1.ii)) est un R-espace vectoriel euclidien
(cf. 1.2.3.i1).) On note usuellement (£, (e, ®)) un espace affine euclidien ou (e, e) est ’ac-
couplement canonique (cf. I.1.2.1) associé a une forme bilinéaire (cf. I.1.1) symétrique (cf.

[.1.4) définie positive (cf. .2.1) donnant la structure euclidienne sur &€ .

ii) On définit une application

d: ExE — Rt
(A, B) — ||AB]

(ot || /|| est la norme euclidienne (cf. 1.2.6) d’un vecteur /) appelée distance euclidienne
sur & .
Rappelons que la distance euclidienne J vérifie :

V(A,B) € ExE,8(A, B) = §(B,A) |
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(cf. 1.2.7.1)) et (cf. 111.1.3.2);

I
sy

)(A,B) =0« A
(cf. 1.2.7.1i1)) et (cf. I11.1.3.1);

V(A,B,C) € ExExE,5(AC) < §(A B)+6(B,C)

(cf. 1.2.7.v)) (inégalité triangulaire.)
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III.2 . —Sous-espaces affines

Dans cette section & = (&, ?, e¢) est un K -espace affine (cf. IIL.1.1.)

Proposition ITL.2.1 Etant donnée une partiec ¥ C £ non vide de £ , les assertions suivantes
sont équivalentes :

a) 1l existe un sous-espace vectoriel 7 de ? tel que
{E;Aef,Bef} e

et
il existe un point O € F tel que la restriction de I’application

Oe : € — & (cf LI LiiD.1))

de F dans 7 est une bijection.
Autrement dit, le triplet formé de F, 7 et la restriction de e% est un espace affine.

b) Il existe un sous-espace vectoriel 7 C ? tel que pour tout A € F ,
{1@ ;B e F} = V.
¢) Pourtout A € F , il existe un sous-espace vectoriel Vect{VA} C ? tel que
{1@ ; B € F} = Vect{Va}.
d) Il existe un point O € F et un sous-espace vectoriel I?/ C ? tel que

{0—121;146.7:}:17/.

Preuve :

- Il est d’abord tout a fait immédiat de constater que (b) implique (c) implique (d) .

(a) = (c) Supposons que (a) est vérifiée. Fixons A € F . Pour tout couple (B,C) € F x F,

AB et AC appartiennent a
7:: {MN;MEF,NEF}.
Il s’ensuit que pour tout (A, 1) € K x K |

/\EJr?,um € 7
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(d) = (a)

(d) = (b)

Comme & est un espace affine (cf. III.1.1.ii1).}),) il existe un unique point D € & tel

que
B = )\ﬁ +2 /m@.

—
Considérant I’“origine” O de F , OA € 7 par hypothese. Comme ﬁ € 7 d’apres

ce qui précede, R
O—IS = 0OA +‘—;E € 7

par stabilité des espaces vectoriels. D’apres (a) il s’ensuit que D € F ; donc que

)\E‘I—IJM@ — AD € Vect{V4} = {m, M € ]:};

c’est-a-dire que Vect{VA} est une partie de 7 stable par combinaison linéaire. Elle
est par ailleurs non vide puisqu’elle contient

1?420?

(cf. I1.1.3.1.) 11 en résulte que Vect{ V4 } est un sous-K -espace vectoriel de V donc
un sous- K -espace vectoriel de ? . Nous avons donc montré que (a) implique (c) .

Soient A et W/ tels que F, A, W/ vérifient (d) . I1 est clair que
WeV ={MN;MeF NeF}.
Par ailleurs, pour tout (B,C) € F x F,
BC = AC — AL
(cf. III.1.1.ii1).1,) appartient a IT/ ; ¢’est-a-dire que
V=W,

ce qui prouve le premier point de (a).
Le deuxieme point de (a) est une conséquence immédiate de (d) en prenant A comme
origine. Ceci prouve que (d) implique (a) .

Supposons donnés
— —
Aet W telsque F, A, W vérifient (d).

Pour tout (A’, B") € F x F,

\
7,

AB = AB —AA ¢ W
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(cf. TIL.1.1.iii).1,) i.e.
H %
= {A’B’;A’ e F,B € J-“} c wW.
£ . < P ? e S .
Réciproquement un point A’ de F étant fixé, pour tout AB € W | il existe un unique
point B’ € & tel que
AB = AB
(cf. TIL.1.1.iii).}).) Or

— - —
AB (cf.NL11iii)1) AB+ BB

= —
(cf.TL133) AB+ AA
%
c W

D’apres (d) , il existe donc B” € F tel que
— —
AB" = AB .
Comme & est un espace affine (cf. IIL.1.1.iii).T),) B” = B’ i.e. B’ € F . 1l s’ensuit

que N
W C 7;

ce qui prouve finalement que
_>
W = 7 ;

c’est-a-dire que (d) implique (b) .

Corollaire II1.2.1 II résulte de la proposition I1I.2.1 qu’une partie F de £ vérifiant I’'une des
quatre conditions équivalentes (a), (b), (c) ou (d) est un espace affine de direction vectorielle

?:: {W;MEF,NEF}

(cf. 111.1.1) ot I'application
" FxFF

est donnée par la restriction de I’application

3:€x5—>?.

Définition II1.2.2 i) On appelle sous-espace affine de £ une partie non-vide F de £ véri-
fiant I’une des quatre conditions équivalentes de la proposition (cf. I11.2.1.)
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ii) On appelle dimension d’un sous-espace affine F de £ sa dimension en tant qu’espace
affine (cf. III.1.1.iv)); i.e. la dimension de sa direction vectorielle ? )

Lemme II1.2.3 Etant donné un point A de £ et un sous-espace vectoriel ? C ? , 1l existe
un unique sous-espace affine F de £ tel que A € F et F a pour direction vectorielle (cf.

ML1.1i),) F .

Preuve : Il est clair que
Fo (cETL12) A+ F = {A+7T: T € F)

est un sous-espace affine de £ contenant A et de direction ? )

Si F est un sous-espace affine de £ de direction ? contenant A , pour tout v e ? ,
A+ U € Fcar Festun espace affine (cf. I1I.1.1.iii).t).) Il s’ensuit que Fy C F .

Réciproquement, pour tout B € F , AB € F , par hypothese. Il s’ensuit que

B (cf.ULI2A4) A+ AD € Fy.
c’est-a-dire que F C JFy ; d’ou, finalement, /' = Fy .

Définition II1.2.1 Pour 7 C & un sous-espace affine de £ , et A € F , on dira, érﬁce au

lemme I11.2.3, que F est le sous-espace affine de £ passant par A et de direction
note

;onle

Fo A4 P o= {AGCRLNLI2) T, T € P} 211

Corollaire II1.2.2 Deux sous-espaces affines F et G de £ ayant méme dimension sont égaux
si et seulement si F C G.

Exemple I11.2.3 Les sous-espaces affines de dimension 0 s’identifient canoniquement aux
points de & (cf. III.1.1.1).)

Théoreme II1.2.4 (Un théoreme de structure pour les sous-espaces affines)

Etant donnés un espace affine (&, ?, ﬁ) , deux points A et A’ de €

et deux sous-espaces vectoriels

FetF de €,

les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Les sous-ensembles (parties) A + ? et A + ?/ (cf. II1.2.1.1) sont égaux.
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b) Les sous-espaces affines (A + ?, ?, oé) et (A + ?/, ?l, eé) sont égaux.

/
¢) Les sous espaces ? et ? sont égaux et A’ € A + ? .

Preuve :
(b) = (c) est une conséquence immédiate de la définition d’espace affine.
(c) = (a) est une conséquence facile de la relation de Chasles (cf. III.1.1.1i1).1.)
(a) = (b) est une conséquence du corollaire II1.2.1.

Définition II1.2.1 On appellera droite affine, (resp. plan affine,) de £ un sous-espace affine
de & de dimension 1, (resp. 2 .)

Définition II1.2.2 On dit que deux sous-espaces affines F et G de & sont paralléles si ? C
ou C

Proposition IT11.2.3 Etant donnés un sous-espace affine F C £ de £ et A € £ un point de
& , il existe un unique sous-espace affine G parallele a F , contenant A et tel que dim G =
dim F (cf. II1.1.1.iv)); c’est le sous-espace affine de £ contenant A et de direction F .

Preuve : Cette proposition est une conséquence immédiate du lemme I11.2.3.

Proposition II1.2.1 L’intersection de deux sous-espaces affines de £ est soit vide soit un
sous-espace affine.

90



L3, Géométrie, I11.3.0 Université Paris Sud, 2003-2004

II1.3 . —Barycentres

Dans cette section, £ est un K -espace affine (cf. IT1.1.1.)

Définition I11.3.1 i) On appelle point pondéré de £ un couple (A, \) € £ x K . Le scalaire
A est appelé le poids ou la masse.

i1) Pour une famille
S o= {(AsN)1<i<r}

de points pondérés de £ , on appelle masse totale du systeme S le scalaire
S| = 1A A = )N
i=1
Remarque II1.3.2 Dans le cas ou le corps K est le corps des réels R la masse totale d’un
systeme de points pondérés peut parfaitement étre négative.
Définition I11.3.3 Etant donné un systeme

S = {(Ai,N)1<i<r}

de points pondérés de £ , on appelle fonction vectorielle de Leibniz associée au systeme S
I’application

fg R A ?
i=1

Lemme II1.3.4 Soit fs la fonction vectorielle de Leibniz associée a un systeme
S= (A N <i<r)

de points pondérés. Si la masse totale (cf. I11.3.1.ii),) est nulle, fs est constante; sinon fg est
bijective.

Preuve : Supposons que la masse totale
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est nulle. Pour deux points M et N de & ,

fs(M) — fs(N) = STAMA, - STANA,

Supposons maintenant que la masse totale n’est pas nulle. Soit O un point de £ fixé. Pour
tout @ € ? , ’équation d’inconnue M f¢(M) = U équivaut 2

i NMA = T
=1

(cf. TIL1.1.iii).1,) ZAZ-(WJFO_AZ) =
i=1

=1 =1
(cf. TIL1.2,) M = 0+ -1 [S\OA — 7]
Z)‘i i=1
=1

Définition IT1.3.1 Etant donné un systéme S de points pondérés de masse totale non nulle,
on appelle barycentre du systéme S I'unique antécédent G := bar(S) de Vect{0} = O par
la fonction vectorielle de Leibniz fg associée au systeme .S .

Remarque II1.3.2 i) Le barycentre ne dépend pas de I’ordre des points.

ii) Si
S = {(Ai7 )\i)l <i< 7"}
est un systéme de points pondérés tel que A, = 0 , le barycentre de S est aussi le barycentre
de
s = (A M)y 1<i<ra)
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Proposition II1.3.3 (Propriétés du barycentre) Soit
S = {(Ap M) <i<r}
un systeme de points pondérés, de masse totale non nulle.

i) Gg = bar(9S) est le barycentre du systeme S si et seulement si pour tout point M de & |
L — L
O MMGs = Y NMA;.
i=1 i=1

ii) Pour tout élément k € K™ | le barycentre de
kS = {(AikXNi)i<i<r}

est le barycentre de S .

iii) Si S =S;USyavecS; NSy =0; sile barycentre Gy de Sy , (resp. G5 de S, ,) existe
i.e. si la masse totale | S| de Sy , (resp. |Ss| de Sy , ) est non nulle; alors le barycentre G de
S est le barycentre de { (G, |51]) ; (Ga,|52])} :

bar(S) = bar({(bar(5),|S1|) ; (bar(S2),|Ss])}) -
Preuve : La preuve est un exercice.

Proposition ITL.3.1 Supposons que & est un R-espace affine. Etant donnés deux points A et
B de & , pour un point M € & il'y a équivalence entre :

a) Ilexistet € [0, 1] tel que M est le barycentre du systéme {(A,t); (B,(1—1t))} :
M = bar({(A,T); (B,(1=1))});
b) Il existe
(a,8) € R* xR*, (a,8) # (0,0) tel que
M est le barycentre de {(A,a) ; (B, ()} :

M = bar({(A,a); (B,B)}) ;
Supposons que £ est muni d’une structure euclidienne (e, o) pour laquelle on note ) la
distance euclidienne (cf. II1.1.3.ii).)

c) M vérifie
(A, M)+ d(M,B) = 0(A,B) .
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Preuve : L’équivalence entre (a) et (a) résulte de II1.3.3.ii).
L’équivalence entre (c) et I’'une des assertions (a) ou (b) se déduit de I11.0.4.

Définition II1.3.1 Si £ est un R-espace affine, étant donnés deux points A et B de £ , on
appelle segment d’extrémités A et B et on note [A, B] I’ensemble des points M € & vérifiant
I’une des deux propriétés équivalentes II1.3.1.a) ou I11.3.1.b).

Remarque IT11.3.2 i) Si (&, (e, @)) est euclidien (cf. I11.1.3) le segment [A, B] est aussi I’en-
semble des points M de £ vérifiant I11.3.1.c), cependant la notion de segment a un sens dans
un R-espace affine, non nécessairement muni d’une structure euclidienne.

ii) Pour A et B deux points d’un espace affine £ , le segment [A, B] est convexe. C’est le
plus petit (au sens de I’inclusion) convexe contenant A et B encore appelé enveloppe convexe
des points A et B .

Définition II1.3.3 i) Si
S = {(Ai7 >‘i)1 <i< r}

est un systeme de points pondérés, tel que les \; sont égaux entre eux et non nuls, on dit que
le barycentre du systeme .S est I’isobarycentre des points Ay, ..., A, .

ii) L’isobarycentre de deux points A et B est appelé milieu des points A et B , ou milieu du
segment [A, B| dans le cas d’un R-espace affine.

iii) L’isobarycentre de trois points ABC' est appelé centre de gravité du triangle A, B, C' .

Remarque II1.3.4 1) On remarque qu’on peut toujours parler de I’isobarycentre de deux
points A et B qu’on appelle milieu;;

i) Dans un R-espace affine, la notion de segment ayant un sens, on parlera du milieu du
segment [A, B] ;

iii) dans le cas ou (&, (e, ®)) est un espace euclidien, le milieu / du segment [A, B] est
I’unique point du segment [A, B] tel que

S(A,I) = 8(B,1)

(ou 0 désigne la distance euclidienne sur £ .)
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Proposition I11.3.5 Etant donné un ensemble fini S de points de £ , les deux propriétés
suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout point O € S I’ensemble

(OA, A e S\{foN c &
est un systeme libre de vecteurs de ? .
b) Il existe un pointO € S | tel que I’ensemble

(OA, A e s\{o} c &

est un systeme libre de vecteurs de ? .

Preuve : L’implication (a) = (b) étant immédiate, la réciproqufﬁ:)ule demande une preuve.
Soit donc donné un point O € S | tel que I’ensemble des OA (A # O ; A € 95) soit

un systeme libre de vecteurs de ? . Pour tout ) € S | supposons qu’il existe des scalaires
Ay Ace s\{Q} € K | tels que

A e S\{Q}
<~
(cf. IIL1.1.iii).1,) > Ma(Q0 + O4) = Vect{0}
A e S\{Q}
& ( Z )\A)@+ Z )\AO_1>4 = Vect{0}
A e S\{Q} A e S\{Q;0}
& Z )\AO_}l—( Z )\A)O_fi = Vect{O}
A € S\{Q;0} A€ S\{Q}

Ceci implique, en utilisant I’hypothese, que :

VA#£Oet A # Q Ag=0et » Mg =0,

A€ S, A£Q

On tire de ces égalités que A\p = 0 . Il s’ensuit que pourtout A € S, A # Q. Ay =0,
c’est-a-dire que ’ensemble des QA pour A € S\ {2} forme un systeme libre de £ .
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Définition IT1.3.1 Etant donné un ensemble fini S de points de £ , on dit que les points de
S sont affinement indépendants (ou que le systeme S est affinement indépendant,) si I'une
des deux propriétés I11.3.5.a) ou II1.3.5.b) est satisfaite ; sinon, on dit que les points de S sont
affinement liés (ou que S est affinement lié.)

Proposition ITL.3.2 Soit (A, ..., A,) unr + l-uplet de points de £ . A tout r + 1-uplet
(Xos -, Ar) € K™ tel que

Moy - A o= D N # 0,
=0

on associe le barycentre

G(Xoy- .-y Ar) i= bar({(Ao, Xo) 5 .- 5 (A, M)}
du systéme de points pondérés
{(Ai Ai) jo<i<r) -
On définit alors une application

G: K"\ H = €&,

ol H est le sous-ensemble (hyperplan) de K"+ défini par Z A = 0.

=0
i) L’image de I’application GG définie ci-dessus est un sous-espace affine de £ (ct. 111.2.2)
noté aff( Ay, ..., A,) .

ii) Le sous-espace aff(Ay, ..., A,) est le plus petit sous-espace affine de £ contenant les
points Ay, ..., A, , c’est-a-dire que tout sous-espace affine F C & contenant les poins
Ai y0<i<r contient aff(Ao, e 7Ar) .

iii) Siles points A; , o < ; < » sont affinement indépendants
(cf. I1.3.1,) le sous-espace affine aff( Ay, . .., A,) est de dimension .

iv) Pour tout sous-espace affine F C &£, de dimension r, et tout r + 1-uplet Ay, ..., A, de
points de F, atfinements indépendants (ct. 111.3.1,)

F = aff( Ao, ..., A,).

v) Etant donné un r + 1-uplet de points affinement indépendants (A, ..., A,), pour tout
point M € aff( Ay, ..., A,), la fibre G'(M) de G au-dessus de M est une droite (vecto-
rielle) de K"*! non contenue dans H. Si I’on note H, le sous-ensemble (hyperplan affine) de

Kt déﬁniparz N = 1,G7Y(M) N H, estun singleton (Ag(M), ..., \.(M)) .

1=0
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Preuve :

i) Pour tout M € aff(Ag,...,A,) := ImG, il existe un r + 1-uplet (N, ..., \,) tel que

Z )\Z 7é 0, et
1=0

=0 "
A — —
(cf. ILLLiii).1) (D A)AM = > NAgA; |
i=0 i=1
<~ r —_
(cf. 111.1.2,) M = Aj+ 1> NAoA;,
>
i=0
ce qui prouve que aff( Ay, ..., A,) est un sous-espace affine de £ d’apres le critere I11.2.1.d).
i1) Est immédiat a vérifier.
iii) Les points (Ao, ..., A,) sont affinement indépendants si et seulement si AgA;, o< i<

est un systeme libre. La formule i).1 permet de conclure.

iv) Etant donné un sous-espace affine F C &, de dimension r, pour tout 7 + l-uplet
(Ao, ..., A,) de points de F affinement indépendants, aff( Ay, ..., A,) est un sous-espace
affine de dimension r d’apres (iii) inclus dans F d’apres (ii). On conclut finalement grace au
corollaire I11.2.2.

v) Etant donné un r+1 uplet (Ao, ..., A,) de points affinement indépendants de £, pour tout
point M € aff(Ag,..., A,),notons L := (Ag,...,\) un antécédent de M par G. D apres
la proposition I11.3.3.ii), pour tout k € K, kL. € G~'(M) . Ceci permet de conclure que
G~!(M) est un cone dans K", ¢’est-a-dire une réunion de droites. Le fait que ce cone soit
réduit a une seule droite résulte du lemme II1.3.6 qu’il est intéressant de dégager.

Lemme I11.3.6 Etant donné un r + 1-uplet (Ao, ..., A,) de points affinement indépendants
(ct. II1.3.1,) de &, s’il existe deux r + 1-uplets

Aoy, Ar) et (g, ..., AL, tels que

G = bar({(Ao, M) ; -5 (A, A)}) = bar({(Ao, Xg) 5 - 5 (Ar, X))

alors il existe un élément k € K* tel que pour tout0) < i < r, X, = k)\;.
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Preuve : Sous les hypotheses de 1’énoncé, on a :

R o bl vy R < vy
Z \; i=1 Z )\g i=1
=0 ]

Or les points Ay, ..., A, étant supposés affinement indépendants, le systeéme ApA4; ,1 < < »
est libre. Par conséquent la décomposition de Aoﬁ dans ce systeme est unique. Il s’ensuit

que pourtout 1 < ¢ < 7,
>
o= 2L, 11.3.1

S
i=0

Pour établir la méme relation sur \{ et )\, il suffit de prendre un autre point que Ay comme
origine.

Définition IT1.3.2 i) Etant donné un r+ 1-uplet (A, . .., A,) de points de £, le sous-espace
affine aff( Ay, ..., A,) (cf. IL.3.2.1)) est appelé sous-espace affine de £ engendré par les
POinfSAz',ogz‘gr .

ii) Etant donné un r + 1-uplet (Ao, ..., A,) de points affinement indépendants (cf. I11.3.1,)
de &, pour tout point M € aff(Ao, ..., A,), lunique r + L-uplet (\g(M),..., \.(M)) tel
que

M soit le barycentre du systeme
(Ao, Mo(M)): -, (A, A(M)} (cf. TIL32.v) )

est appelé systéme de coordonnées barycentriques de M dans le repére affine (Ao, ..., A,) .
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II1.4 . —Droites du plan

Dans cette section £ est un /K -espace affine de dimension supérieure ou égale a 1 (cf.
II1.1.1.iv).)

Définition II1.4.1 On dit que trois points A, B, C de & sont alignés si le systtme S =
{A4; B; C'} est affinement 1ié (cf. I11.3.1.)

Proposition I11.4.2 Etant donné un sous-ensemble D C € de £ , les propriétés suivantes
sont équivalentes :

a) D est une droite affine de £ (cf. 111.2.1.)

b) D est non vide et pour tout couple (A, B) € D x D, A # B, D est I’ensemble des
points M de & tels que A, B, M soient alignés.

c) Il existe un couple de points (A, B) € £ x E, A # B tel que D soit ’ensemble des points
M de € tels que A, B, M sont alignés.

d) D estun sous-espace atfine de £ de dimension supérieure ou égale a 1 (cf. I1I.2.2) et pour
tout triplet (A, B,C') € D x D x D, les points A, B, C' sont alignés.

e) L’ensemble D est non vide et pour tout couple (A,B) € D x D , A # B, D est
I’ensemble des barycentres de systémes de points pondérés {(A, «) ; (B, §)} pour («, 5) €
KxK,a+8+#0 (cf IL3.1.)

f) 1l existe deux points distincts A et B de £ tels que D est I’ensemble des barycentres
des systemes de points pondérés {(A,«) ; (B, )} (cf. IL3.1,) pour (o, ) € K x K et

a+pB#0.
Si £ est euclidien (cf. I11.1.3.)

g) D est un sous-espace affine de dimension supérieure ou égale a 1 de £ et pour tout triplet
(A,B,C) e DxDxD,

)(B,C) = (A, C) ou

+6(B,C
5(B,C) +46(C,A) = &(B,A)
+8(A,B) = 6(C,B)

h) Il existe deux points distincts A et B dans £ tels que D soit I’ensemble des points C' de
& vérifiant g).1.
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Preuve :

(a) = (b)

(b) = (©)
(c) = (d)

(d) = (a)

Si D est une droite de £ , pour tout point A de D , D est la (cf. II1.2.1,) droite affine
passant par A et de direction D . Pour tout B € D B # A, AB # Vect{0} ,
ie. B est uneﬂ)se de B%uisque D est une droite. Pour tout M dans D , il existe
A€ Ktelque AM = \A
Réciproquement si A, B, M sont alignés, comme 1@ #* Vect{O} ,ilexiste A € K
tel que m = )\@ ; Le.

.i.e. A, B, M sont alignés.

AM € D (cf.M2.1.d)) {AP; P € D};

douM € D.
Est évident.

Soient A et B dans D tels que la condition (c) soit vérifiée. Il est facile de voir que,
comme AB # Vect{0} ,

(AM: M € DY = KAB,

i.e. d’apres I11.2.1.d), D est un sous-espace affine de dimension 1 de £ . Par ailleurs,
il n’est pas difficile de vérifier que tout triplet (P, @, R) de points de D est constitué
de points alignés.

Il ne reste qu’a vérifier que D est de dimension 1 . En prenant deux points distincts A
et B de D —ce qui est possible puisque D est un sous-espace affine de dimension non
nulle de £ ,— tout point M de D est tel que A, B, M sont alignés. Il s’ensuit que

D (cf.1M2.1.d),) {AM : M € D} — KAB.

L’équivalence entre (e) , (resp. (f) ,) et I'une des trois assertions (a) , (b) ou (d) est
laissée en exercice : ¢’est un cas particulier de la proposition II1.3.2.

Pour montrer que (g) et (h) sont équivalentes a (a) , (b) ou (d) dans le cas ou & est
euclidien, se reporter a 111.0.4.

Corollaire II1.4.1 Etant donnés deux points A et B de £ distincts, il existe une unique droite
D de £ contenant Aet B .

Preuve : Ce n’est qu’'une reformulation de 111.4.2.a) < 111.4.2.b).

100



L3, Géométrie, I11.4.7 Université Paris Sud, 2003-2004

Définition IT1.4.1 Etant donnée une droite D , pour tout couple (A, B) de points distincts
de D , D étant I’'unique droite de £ contenant A et B (cf. II1.4.1,) on dit que D est la droite
passant par les points A et B et on note

(AB) := D. 11.4.1.1

Définition I11.4.2 Pour une droite D donnée, tout élément 7 non nul de B i.e. toute base
de D est appelé vecteur directeur de D .

Remarque I11.4.3 i) Pour une droite D donnée, et pour tout couple (A, B) € D x D,
A#B, 1@ est un vecteur directeur de D (cf. I11.2.1.a).)

ii) Pour deux points distincts Aet Bde £ ,siD = (AB), 1@ est un vecteur directeur de
D.

iii) Deux droites D et D’ sont paralleles (cf. I11.2.2,) si et seulement si un vecteur directeur
de D est un vecteur directeur de D’ , si et seulement si tout vecteur directeur de D est un
vecteur directeur de D’ .

Remarque I11.4.4 i) Etant donnés deux points distincts A et B d’un R-espace affine £ , on
remarque que le segment [A, B] (cf. IIL.3.1,) est un sous-ensemble de la droite (AB) .
Attention : Ce n’est pas un sous-espace affine de (AB) non plus que de £ .

ii) Si (€, (e, e)) est un espace affine euclidien (cf. III.1.3,) on peut donner plusieurs défini-
tions équivalentes du milieu / d’un segment [A, B] (cf. I11.3.3.i1)) :
[a] I est I’'unique point de la droite (AB) tel que

A, I) = §(B,1),

(ol ¢ désigne la distance euclidienne sur £ (cf. II1.1.3.i1)) ;)
[B] I est I’'unique point tel que A, I, B soient alignés et

S(A, 1) = §(B,I).

Définition II1.4.5 Deux droites D et D’ sont sécantes si elles possédent un unique point
commun.

Remarque II1.4.6 On peut donner, dans un espace affine de dimension supérieure ou égale
a 3, des exemples de droites non paralleles (cf. II1.2.2) mais non sécantes. Le cas de la dimen-
sion 2 est particulier (cf. I11.4.3.) On pourra chercher a généraliser ces résultats en étudiant
la position relative de deux sous-espaces affines F et F' de £ en comparant notamment
dim F + dim F' et dim £ . Néanmoins la proposition suivante reste vraie quelle que soit la
dimensiond > 1de & .

Proposition ITL.4.7 i) Etant donnés une droite D C £ et £ et A € £ un point de £ , il
existe une unique droite passant par A et paralléle aD .
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ii) Etant données deux droites paralléles D et D’ | toute droite paralléle i D est paralléle 4
Dl
Ceci revient a dire que la relation de parallélisme est une relation d’équivalence.

Preuve : Cette proposition n’est qu’un cas particulier de la proposition I11.2.3.

Dans la suite, P est un plan affine (cf. II1.2.1) ; i.e. un K -espace affine de dimension 2 .

Définition II1.4.1 i) Sila direction B de P (cf. III.1.1.i1),) est munie d’une structure eucli-
dienne (cf. 1.2.3,) on dit que P est un plan affine euclidien.

ii) Si de plus, la direction ? de P est munie d’une orientation (cf. II.1.8,) on dit que P est
un plan affine euclidien orienté.

Exemple I11.4.2 L ensemble R? des couples de nombres réels, est un espace affine d’espace
vectoriel sous-jacent Vect {R?} := (R?,+,) qui est de dimension 2 . Or (R?, +, -) possede

. . . 1 -
une base dite canonique formée des vecteurs ( 0) et ( ) . Cette base définit une structure

1
euclidienne canonique (cf. 1.2.2,) qui est I'unique structure euclidienne sur (R?, +, ) telle

o) (:
orientation a (R, +, ) (cf. I.1.9.)

Lorsqu’on parlera de R? euclidien, il sera implicitement muni des structures rappelées
ci-dessus. On dira souvent méme le plan affine euclidien.

que la base ((l 0)) soit orthonormée (cf. 1.2.2.) De plus la base canonique donne une

Proposition I11.4.3 Deux droites D et D' d’un plan affine P sont :
- soit paralleles et disjointes ;
- soit confondues (ce qui est un cas particulier de parallélisme);
- soit sécantes.

Preuve : Supposons donné O , (resp. O’ ,) un point de D , (resp. D' ,) et U , (resp.
Vect{u'} ,) un vecteur directeur de D , (resp. D' .)

Il existe un point M appartenant a D N D’ si et seulement si il existe un couple (k, k') d’
éléments de K tel que :

) M = O+ku
(&, &) | {]\4_:> O + k:’Vect{u’}}
& 3kK) | {O—M> =k
O'M = k’Vect{u’}
OM - K

00" = kﬁ—k’\/’ect{u’}
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Or, si les droites D et D’ ne sont pas paralleles, (7, Vect{u'}) est un systéme libre de B Bl
se trouve qu’il est aussi générateur puisque dim P = 2 . Par conséquent il existe un unique
couple (k, k') € K x K , tel que

—
00" = ku — k'Vect{u'} .
L’intersection D N D’ est donc le singleton

{O+ kWY = {0+ k'Vect{u'}} .

Définition I11.4.1 Si (P, (e, e)) est un plan affine euclidien, on dit que deux droites D et D’
sont perpendiculaires si

D - Vect{D’}l.

Remarque II1.4.2 i) La proposition II1.4.3 a pour conséquence que deux droites perpendi-
culaires sont sécantes.

ii) Dans un plan affine euclidien (P, (e, ®)) il existe une unique perpendiculaire a une droite
D donnée passant par un point A € P (cf. II1.2.1); on parlera de la perpendiculaire a D
passant par A .

Définition I11.4.3 Dans un plan affine euclidien (P, (e, ®)) on appellera médiatrice de deux
points distincts A et B ou médiatrice du segment [A, B] (cf. 111.3.1,) I’ensemble des points
M de P tels que

S(A, M) = o(B,M),

(ol 0 désigne la distance euclidienne sur P (cf. III.1.3.ii).))

Proposition I11.4.4 Dans un plan affine euclidien (P, (e, ®)) , la médiatrice de deux points
distincts A et B est la perpendiculaire a (AB) passant par le milieu I de [A, B] .

Preuve : Pourtout M € P,

6(A,M)* —6(B,M)*> = (AM,AM)— (BM,BM)
— (AM — BM,AM + BM)

— (AB,2M1)

ce qui prouve I’équivalence.
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Théoreme II1.4.1 (Théoreme de Thales) Soient trois points distincts alignés O, A, B (cf.
I11.4.1,) et deux points A’, B’ tels que O, A’, B soient alignés et A, O, A’ ne soient pas ali-
gnés.

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

a) Ilexistek € K tel que

oL KOA
— —
OB — KOA'S . I
BE — kAA

b) Les droites (AA’) et (BB') sont paralléles (cf. I11.2.2.)

Preuve : Le fait que (a) implique (b) résulte de la troisieme égalité de 111.4.1.a).1 (qui est
une conséquence des deux premieres.)
Réciproquement si (AA’) et (BB') sont paralleles (cf. I11.2.2) ces deux droites ont méme

espace vectoriel sous-jacent (méme direction.) Ce dernier étant une droite, AA’ et BB’ sont
liés. Puisque A, O, A’ ne sont pas alignés AA" # 0. 1l s’ensuit qu’il existe & € K tel que
Py WY
BB = KAA".

Par ailleurs, O, A, B, (resp. O, A’, B’ | ) étant alignés, il existe | € K | (resp.l’ € K ,)tel
que :

oL — 104
— —
OB = IOA

— —
(on a en effet également OA # Vect{0} et OA" # Vect{0} .)
Il en résulte que

—> —
KOA — kOA = KAA
—
— B_)B/
-~ OB - 0B
—
— IOA' 104
—
% O, A’ n’étant pas alignés, ((7)4, OA") est une base de ? . La décomposition du vecteur

)
BB’ dans cette base étant unique, il en résulte que

Sy

Il =Fk=1.
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Remarque II1.4.1 On pourrait chercher a donner une preuve de la réciproque du théoréeme
de Thales en utilisant les propositions I11.4.7 et I111.4.3.
On confrontera ces arguments a la preuve des propositions I11.4.2 et [V.2.4.

Proposition I11.4.2 Etant donnés quatre points A, B, C, D, les propriétés suivantes sont é-
quivalentes :

a) A, B,D,C forment un parallélogramme (ct. II1.1.1.)

b) Trois des quatre points A, B,C, D sont non alignés (cf. II1.4.1) et les droites (AB) et
(CD), (resp. (AC) et (BD) ,) sont paralléles (cf. I11.2.2.)

¢) Trois des quatre points A, B, C, D sont non alignés et les segments (cf. IIL.3.1) [A, D] et
[B, C] ont méme milieu (cf. I11.3.3.ii).)

Preuve :
(a) = (b) est immédiat.
(a) < (c) est une application facile de la relation de Chasles (cf. I1I.1.1.ii1).1.)

(b) = (a) Posons D’ I’'unique point de P tel que 1@ = C’—D>’ (cf. III.1.1.ii1).7).) Par conséquent,
(AB) et (CD’) sont paralleles (cf. I11.2.2) ; Par ailleurs, d’aprées IIL.1.1, AC = BD' il
s’ensuit donc que (AC') et (BD’) sont paralleles. Il résulte de la proposition I11.4.7.1)
que (BD’) = (BD) . Or, par hypothese, les points A, B, C' ne sont pas alignés, c¢’est-
a-dire que les droites (AB) et (AC) ne sont pas paralleles. Il s’ensuit, d’apres la
proposition I11.4.7.ii), que les droites (BD) = (BD') et (C'D) ne sont pas paralleles,
et donc qu’elles sont sécantes d’apres la proposition I11.4.3. Or

D' € (BD')n(CD) = (BD)N(CD)

etD € (BD)N(CD) = (BD')N(CD)douD = D'

Remarque II1.4.1 On remarque qu’on aurait pu donner une preuve du point (b) = (a) de
la démonstration de la proposition I11.4.2 analogue a celle de la réciproque du théoréme de
Thales (cf. I11.4.1.) sans utiliser la proposition I1I.4.3.

Il faut remarquer que I’argument principal de la preuve de la proposition I11.4.3 et de la ré-
ciproque du théoreme de Thales, telle qu’elle est donnée ici est I'unicité de la décomposition
d’un vecteur dans une base.
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Proposition II1.4.2 Supposons que P est un plan euclidien (cf. II.4.2.) Etant donnés deux
points distincts A et B de P ,

(AB) = {M € P | ZMAMB = # ou0},

(resp. .
(A,B] = {M € P | ZMAME = #)

(cf. I1.5.1.11).)
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