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> Dans cette partie, nous étudions les applications affines qui sont les
applications qui respectent la structure affine. La présence de I'espace
FElgR @Al vectoriel sous-jacent permet d’associer a une telle application une appli-
cation linéaire. Une question essentielle est alors I'existence de points
Retour fixes pour une application affine. En effet, en présence de points lixes,
I'application affine est déterminée par sa partie linéaire. Dans le cas
. contraire, on dispose d’'un succédané, le théoréme de décompcsition
Plein écran . . 2 R
(7.5) qui, s'il n'est pas au programme du CAPES dans sa forme géné-
rale, intervient de facon essentielle dans I'étude des symétries glissées
RETEr et des isométries affines.
Nous montrons au paragraphe 4 des conséquences géométriques des
Quitter applications affines (précisément des homothéties-translations), e par-

ticulier le théoréme de Thalées.
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1.1. Théoreme et définition.
SoientF et ' deux espaces affines gtune application d&v dansF'.
On dit quef est uneapplication affine s'’il existe un pointa de E et une

application linéairef de E dansF tels gue, pour tout point de F, on ait la
formule :

(1) f(z) = f(a) + f(aR).
Alors, pour tout poinb de F/, on a aussi :
f(@) = £(b) + fbx).

On dit quefest I'application linéaire associéefq elle vérifie les deux for-
mules :

(2) Vo€ E, Wy € E, f(@y) = f(x)f ().
(3) Va€ E, Vi€ E, fla+0) = f(a)+ f(7).

Démonstration.

On a, pour tout: € E laformule(1) : f(z) = f(a)+ f(az). Montrons qu’on a la méme
formule en remplagant par un pointh € E quelconque. Par Chasles oma = ab + ba.
Commefest linéaire on en déduit :
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d’ou la conclusion puisque pét), on af(b) = f(a) + f(a_f)).
Les formuleg2) et (3) sont des conséquences immédiateéldel]

A Attention, sif est une application de' dansF” eta un point dek on
peut toujours définir une fonction vectorielfg par la formule déduite

— _—> . . .
de (3) : fo(¥) = f(a)f(a + ¥), mais cette fonction n'a aucune raison
d'étre linéaire et elle dépend a priori du pointPar exemple lorsque
E =R*F = Retf(z,y) = 22 + ¢, calculezf ) et f1,_1) et
vérifiez gu’elles sont différentes et non linéaires.

On reprend I'espac& de I'exemplel.1.2 et on définit une applicatiofi de £ dansR?
parf(z,y,z) = 2z +y—2,z+y,2+ 2z —y — 2x). Vérifiez quef envoieFE dansE et que
f estune application affine dé dansF.

La proposition suivante est essentielle. Elle montre qu’une application
affine est définie par la donnée d’une application linéaire et de I'inage
d’'un point. Elle sera utilisée pour exhiber de nombreux exemples.

Soient f une application linéaire d& dansF, a un point deE etb un
point deF'. Il existe uneunique application affinef de E dansF’, vérifiant
f(a) = betdapplication linéaire associé?aCette application est définie par
la formule .

Ve € E, f(z)=b+ flaz).
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Démonstration.

Unicité : par définition d’une application affine, on a, pour towte £, f(x) = f(a) +
f(c?r). Donc sif; et fo sont deux applications affines dedansF telles quef;(a) = b =
fa(a) et fi = fo, onafy(z) = fo(z) pour touts € E.

Existence : la preuve de l'unicité conduit a définir une fonctjode E dansF par

-

f(z) = b+ f(az). Onaalorsf(a) = b+ f(0) = b. Ainsi le pointa vérifie :
¥z € E, f(x) = f(a) + f(aZ)

c’est la définition d’'une application affine d’application linéaire assofié@

Les exemples d'applications affines qui suivent (translation, homcthé-
tie, projection, symétrie) vous sont déja familiers et vous en avez vu
des définitions géométriques dans I'enseignement secondaire. Ncus en
proposons ici une approche qui s’appuie sur la proposition précédente.
Nous espérons vous convaincre que I'algebre linéaire est un outil Juis-
sant qui vous permettra, lorsque vous serez professeur, de comprendre
les situations plus vite que vos éleves.

Soit F un espace affine. Les translationsidesont des applications affines. En effet, si
t est la translation de vecteuy on a, pour tout point de £ : t(z) = x + 9. Choisissons
un pointa € E. On a aussi(a) = a + ¥, donct(z) = a + az + v = t(a) + az, de sorte
quet est bien affine d’application linéaire associée lidentitéfler = Idz. En particulier,
l'identité est une application affine.
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2.1.1. & Que suffit-t-il de connaitre pour connaitre une translation ?

2.1.2. & Montrez que sjf est une application affine d’application linéaire associée l'iden
tité de E, alorsf est une translation.

Ainsi, une application affingf : £ — FE est une translation si et
seulement sf est I'identité deF.

Définition : Soient £ un espace affing; un point deE et A un réel non
nul. L'homothétie (affine) de centrec et de rapport A\ est définie comme
I'application affineh(c, A) qui fixe le pointc et dont I'application linéaire
associée est I'hnomothétie vectorielig donnée pah, (v) = \.v.

SiA =1, h(c, \) estl'identité (et ceci quel que soit le poinde £).

Si le rapport est-1, h(c, A) est appelésymétrie de centrec et notéer,.

En vertu del.3, ces données définissent bien une application affine. On peut tradu
géométriquement cette définition de la fagon suivante qui revient a la définition donnée d
I'enseignement secondaire :

—
2.2.1. & Sim’ estlimage den parh(c, \), on a I'égalité :em’ = X.cmi. Montrez-le.
2.2.2. & Par la donnée de combien de points et de leurs images une homothétie est

déterminée ?

Proposition et définition : SoientE un espace affine gtde £ dansE une
application affine. Les assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) f estune homothétie ou une translation,

(i) f est une homothétie vectorielle (de rapport non nul). On hOTE F)
I'ensemble des homothéties et des translations de

Démonstration(i) = (i7) : par construction pour les homothéties et on I'a déja vérifié pou
les translations ci-dessus.
(i) = (2) Soit f une application affine d& dansE dont I'application linéaire associée
est une homothétie vectorielle de rappbrion nul.
. . - - N~ s -
Si A = 1, cela signifie quef = Idz. Donc pour tout(a,b) € E?, f(a)f(b) = ab et
R . —p 0 . . 0 . L,
d’aprés la relation de Chaslég(b) = af(a). Ainsi le vecteurz f(z) est indépendant de
x € E. Sion le note, on a pour tout: de E f(x) = = + ¥, c’est a diref = ¢.
Supposons maintenant# 1 et montrons quegf admet un point fixe unique (cf. aussi
7.9). Fixons une origines dansE. Alors pour toutc € £, onaf(c) = f(w) + Aw¢. Donce
est point fixe def si et seulement sf(w)c = Awé, soit(1 — \) f(w)e = Awf(w). Puisque
A # 1, 'équation précédente admet une unigue solution, le poiatf (w) + T Y (w).
L'application affine f fixe un pointc et a pour application linéaire associée I'homothétie
vectorielle de rappork donc f est 'lhomothétigi(c, \) d’aprésl.3. O

Comme souvent, on est passé au vectoriel pour caractériser une pro-
priété affine.

1Certains auteurs appellent dilatations les transformatiod$ HEE).
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Définition : .
SoientV un sous-espace affine d’'un espace affihec € V et W un
supplémentaire d& dansFE. La projection (affine) sur V' parallélement a

—> . - . - . - - - -
W est définie comme I'application affing, ;; qui fixe c et dont I'application
lineaire associée est la projection vectoriglle;, surV parallélement av

2.4.1. & Vérifiez quep,, ; fixe V point par point.
2.4.2. & Montrez que la définition précédente ne dépend pas du choix dugeiit.

2.4.3. & Montrez quep,, 3 associe a un point de £ I'unique pointm’ tel que

Vnim+ W) = {m'}. Cela signifie encore que’ est I'unique point dé” tel quemm’ soit
—

dansiV.

Nous gardons les notations du paragraphe précédent.
Définition : La symétrie (affine ou oblique) par rapport a V' paralléle-
ment & IV est définie comme I'application affing, > qui fixe ¢ et dont
I'application linéaire associée est la symétrie vectorié‘l}g,—v» par rapport a

— N —
V parallélement &/.

2.5.1. & Montrez que la définition précédente ne dépend pas du choix dueift.
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2.5.2. & Soitm un point deE'; on poseavw(m) = m’. Montrez quen’ est caractérisé
par 'une des deux propriétés équivalentes suivantes :

i) mm’ € W et le milieu defmm/] appartient &/,

ii) le milieu de[mm/] est le projetéaw—v»(m) dem.

2.5.3. & Vérifiez queo,, - fixe V point par point.

2.5.4. & Une symétrie centrale d€ de centre: est une symétrie affine avét= ... et
=
W=..7?

Comme pour les sous-espaces, le linéaire est un cas particulier de I'affine :

2.6.1. & SoientE et F deux espaces vectoriels munis de leurs structures affines car
niques. Montrez qu’une application linéaifede E dansE est affine, qu’une application
constante est affine et que, réciproquement, toute application affifeddasE est somme
d’une application linéaire et d’'une application constante.

2.6.2. O Utilisation de la fonction vectorielle de Leibniz pour définir le barycentre.
Soit E un espace affine de direction vectorieﬁeet{(ao, Xo), -, (ag, Ag) } une famille
de points pondérés de masse= X \;. On définit une fonction d& de dansE par
a) Montrer quel est une application affine dé dansk, d’application linéaire associée
I'homothétie de rapport-A (ici E est muni de sa structure canonique d’espace affine).
b) En déduire qué& est constante $i = 0 et bijective sinon.
c) LorsqueA n’est pas nul, montrer qu'il existe un uniqyelansk tel que£(g) = 0 et
vérifier queg a toutes les propriétés du théoremé.3.
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2.6.3. & Quelles sont les applications linéairesRl@ansR ? et les applications affines ?
(On les écrira analytiquement.) Montrez que toute application affine d'une droite dans e
méme est soit une application constante, soit une translation, soit une homothétie.

2.6.4. & Montrez que les applications affinesEé dansR? sont les fonctions du type :
(@,9,2) — (az + By + 72+ 8,a'z + By + 7'z + &)

oua, 3,v,6,a, ', ~, 6" sont des réels.

2.6.5. & Donnez la forme générale des applications affineRdeansR? et montrez
gu’elles sont continues. Cas particuliere= 1 (on parle alors de forme affine ; d’ailleurs,
I'application linéaire associée estune ... ...... ).

On a vu enl.3 qu’'une application affine est donnée par I'image d’'un point et par I'ap
plication linéaire associée. En fait, pour définir une application affine il suffit de se donr
I'image d’un repére comme le montre la proposition suivante :

Proposition : SoientE et F' deux espaces affine§g, aq,--- ,a,) unre-
pere de E et by, by, - -- , b, despoints quelconquesde F. Alors, il existe
une unique application affing de £ dansF' qui vérifie pour tout; dans
{0,1,--- ,n}, f(a;) =b;.

DémonstrationCommeag, ay, - - - , a,, est un repére d&, {agas, - - - ,apa, + €st une base
deE. Soitfl’application linéaire deE dansF définie sur cette base par

= N
f(agai) = bob; Vvie{l,...n}.

Alors, il est clair que I'application affine définie par I'égaliféay) = b, et par cette appli-
cation linéairef est I'unique application affine qui envoie les pointsay,- - ,a, surles
pointsbg, by, - , by,.
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2.7.1. & Que dire d’une application affine qui fixe les sommets d’un triangR2

2.7.2. &. Prolongement des identitésSoientf et g deux applications affines dé dans
F' et A une partie (finie ou non) d&. On suppose qu'on #(a) = g(a) pour touta € A.
Montrez qu’on af (b) = g(b) pour touthb € Aff A.

Application : Soit une application affing : R? — R? qui conserve 'ensemble de trois
points non aligné$a, b, c} et échange deux points parmi ces trois, quelle est la natuf@de

2.7.3. &. Nouvelle méthode pour I'exercicié. 3.3.6

On considére une partie finié = {ag, - - - ,ax} non vide dans I'espace affiné = R2.
On veut montrer que I'enveloppe conveXede A est compacte.
On noteE), le sous-espace affine @&+! formé des pointgxzo, - - - , z1) tels querg +

-+ +x, = 1 et on appelle:; le point(0,---,0,1,0,--- ,0) de Ej, (le 1 estala + 1-éme
place).

a) Montrer gu'il existe une application affine et une sefilde £, dansFE telle que
f(€7) = a;.

b) Montrer que I'ensemblg;, = {(xq, - ,z) € Ex,Vi =0...k,2; > 0} estcompact
et que c’est I'enveloppe convexe des poisgs - - , e (on appelle;, le simplexe standard
de dimensiork). Ainsi, le résultat est vrai pour le simplexe standard.

c¢) Montrer quef (Xx) = C.

d) Conclure (utiliseR.6.5.
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Le ressort de la démonstration @e/, c’est le fait qu'une applicatior!
linéaire est déterminée par I'image des vecteurs d’une base ou encore
gu’une application linéaire est déterminée par sa matrice (dans des bases
fixées). De cette facon, 'ensemble des applications linéair$ dans

RP est en bijection naturelle avec I'espace des matrices@lonnes et

p lignes.

Il y a une représentation analogue pour les applications affinés*dz
dansR? qui correspond a la décomposition des applications aff nes
comme somme d’applications linéaires et d’applications constantes (cf.
2.6).

Soit A,, , 'ensemble des couplgsi, B), ol A est une matrice a colonnes ep lignes
et B est une matrice colonnegalignes. Si(A, B) est dansA,, ,,, considérons I'application
fa,p qui & un pointr = (z1,--- ,x,) deR™ associe le poiny = (y1,--- ,y,) défini par
Y = AX + B (ou X etY sont les vecteurs colonnes correspondantéy).

2.8.1. & Montrez que I'applicatiory 4,z est affine ; donnez son application linéaire asso:
ciée. A quoi correspond le poihtdont le vecteur colonne est?

2.8.2. & Montrez que l'application(4, B) — fa p est une bijection ded,, ,, sur I'en-
semble des applications affinese dansR?. Analogie avec\,, ,,(R) ?

Autrement dit, se donner une application affineRle dansR?, c'est
se donner une matricesa colonnes ep lignes ainsi qu'une matrice
colonne & lignes.
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3.1.1. Proposition :

Soit f une application affine d& dansF'. Alors I'image parf d’un sous-
espace affine d& est un sous-espace affine HePrécisément, on a la for-
mule :

— —

fla+V) = fla)+ f(V).

Démonstration.ll suffit de montrer la formule ci-dessus qui résulte aussitét de I'égalité

—

fla+7) = f(a) + f(7).

3.1.2. Préservation de l'alignement

Corollaire : Soit f une application affine d& dansF'. Si trois (resp. quatre)
points sont alignés (resp. coplanaires) dahalors leurs images paft sont
alignées (resp. coplanaires) dans

DémonstrationLes points considérés dafssont dans un sous-espace affinele dimen-
sion 1 ou 2, donc, d’apré&1.1leurs images sont dans le sous-espace aff{®, de méme

- =

dimension quef(V'), donc inférieure ou égale a celle Ye Ceci conclut[]

En particulier, une application affine conserve I'alignement.

3.1.3. & Si f estune application affine d& dansF’ et D une droite deF, le sous-espace
f(D) est-il nécessairement une droite ? Discutez.
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3.1.4. Corollaire

Les homothéties de rapport non nul et les translations transforment
droite affine en une droite paralléle.
DémonstrationSi f est une homothétie ou une translatiorDetine droite de, alorsf (D)
est un sous-espace affine Bele directionfi(ﬁ), ol est 'homothétie vectorielle (de rap-
port non nul) associée & Or pour une telle homothétie or’ﬁéﬁ) = D, donc par définition
f(D) est une droite parallele. O

3.1.5. & Quelles sont les droites affines globalement invariantes par une homothétie, |
translation ?

3.2.1. Proposition
Soit{(z1, A1), (x2, A2), ... (z,, A\)} une famille de points pondérés de
demasse totale non nulleet de barycentre et f une application affine d&
dansF'. Alors f(x) est le barycentre des pointéz;) affectés des massas
On dit qu’une application affintconserve les barycentres’ En particu-
lier, elle conserve les milieux.
DémonstrationOn part de la relatiof ;_, \;zz; = 0 qui exprime quer est barycentre des

x; eton lui appliquef. On obtient, en utilisant la linéarité et la relation eryfretf:
T . T - . .
Z Aif (xz;) = Z Aif (@) f(zi) =0
1=0 =0

et cette derniére relation exprime gpier) est barycentre def(z;) affectés des massas.

2et pourtanta priori elle ne conserve pas les distances, méme s'il y a une notion de distance, ce qui n'est pe
cas dans un espace affine général
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O

3.2.2. & A l'aide de cette proposition, redémontrez que I'image d'un sous-espace affi
est un sous-espace affine.

3.2.3. & Montrez que I'image directe d’un convexe par une application affine est un conv

3.2.4. & Montrez que l'image réciproque d’'un sous-espace affine (si elle n’est pas vic
(resp. d'un convexe) par une application affine est encore un sous-espace affine (resj
convexe).

3.2.5. & Soit une application affing de F danskFE.

a) Montrez que sion & o f = f, alorsf admet un point fixe.

b) Montrez que sif est involutive (c'est-a-dire vérifi¢ o f = Idg), alorsf admet un
point fixe que I'on cherchera comme barycentre. (A suivré &rj

3.2.6. &. Fonction “barycentre d’'une famille de points donnéeSoit E un espace affine

quelconque. On reprend les notatidfs e; du2.7.3 On suppose qufug, - - - , ax } estune
famille dek + 1 points deE et on considere I'applicatiolde E;, dansE qui a(zg, - - - , xx)
associe le barycentre du systefiteg, zo), - - - , (ak, k) }.

a) Montrer queb est I'unique application affine d&} dansFE telle queb(e;) = a;.
Expliciter l'image et le noyau d&.

b) Montrer queb(Ey) = Aff{ao, - ,ar} et queb est injective si et seulement si les
pointsa; sont affinement indépendants.
c) On suppose maintenant que, - - - , ax) est un repére affine.

Déduire de ce qui précede que tout pointde E est barycentre des; affectés de co-
efficientsz; de somme 1, et ce d’'une unique fagon (on retrouve I'existence et I'unicité d
coordonnées barycentriques).

Montrer que la fonction qui & un point associe sa-eme coordonnée barycentrique
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x;(m) dans le repéréay, - - - ,ax) est une forme affine sut. Sim est le milieu dep etgq,

% relierx;(m) ax;(p) eta;(q).

UNIVERSITE 3.2.7. © Montrez la réciproque de la propositi6r2. 1
PARIS-SUD (Indication : si une applicatiolf de E dansF préserve la barycentration, choisir un repére
quelconqugag, - - - , ay) de E, considérer I'unique application affinede £ dansF telle
Accueil queg(a;) = f(a;) et montrer quef = g).
Page de Titre
Sommaire
Soients un vecteur non nul d& et un vecteur colinéaire & Il existe donc un réek
<4 13 tel que I'on ait :@ = A\¥7; dans ce texte, on notepa= Z
v
< >

A Attention cette notation sous-entend toujours guest un vecteut

non nul et quei est colinéaire &. Cette notation qui évite le choix d’'un

Page 18 de 40 repére pour définir la mesure algebrique et allége donc les notations est
fortement déconseillée a I'écrit du concours.

Retour
On peut alors énoncer la version générale du célébre théoréme de Thalés :

Plein écran

SoientE un espace affine, H', H” trois hyperplans dé’, paralleles et
distincts etD une droite non faiblement paralléleFh Posons :

Fermer

Quiter DNH={a}, DNH ={d}, DNH"={d"}.
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/"

Alors, le réel\ = O_> ne dépend que des hyperplaisH’, H” et non de la

) aa
droite D.

DémonstrationSoit A une autre droite qui coupe les hyperplans respectivementen’ .
On considére la la projection affinede E' sur A parallélement & . Par définition de, on
—

ales égalitésp(a) = b, p(a’) = b etp(a”) = V. On appliquey' a la relationE; = \.aa’
L. i — B — —
et, commey est linéaire, on obtient (aa”’) = X.p(aa’), ou encorebd” = \.bb'.

O

4.2.1. & Donnez une démonstration directe du théoréme de Thalés, sans utiliser les af

cations affines«
Comparer les deux démonstrations (longueur, niveau des outils utilisés ...).

4.2.2. & Les éléves de quatrieme connaissent les propriétés de la droite des milieux @
un triangle. En utilisant ces propriétés montrer que si trois droites paralléles découpent
segments de méme longueur sur une sécante, il en est de méme sur toute sécante. En d
le théoreme de Thalés pour les rapports rationnels.

La méthode utilisée ci-dessus pour montrer Thalés repose sur l'utilisa-
tion d’'une projection. Dans la pratique, avant de chercher a utiliser le

théoreme de Thales, il est souvent plus astucieux de chercher Iz pro-
jection (ou d’autres applications affines, homothéties, translations, ...

comme on le verra dans le paragraphe suivant) : cela peut simplifier
considérablement la rédaction de la démonstation.
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Le résultat suivant est important. D’abord il redonne la forme de Thalés
vue dans I'enseignement secondaire, mais aussi d'autres résultats; : De-
sargues, Pappus,... [l montre pourquoi il peut étre intéressant de consi-
dérer des applications affines (ici, des homothéties ou des translations)
pour démontrer une propriété géométrique (ici le parallélisme). Il est
indispensable de faire deux figures (une pour chaque cas) et de les mé-
moriser.

Proposition : Soienta, o/, b etd’ quatre points distincts dans le plan affine.
Les droiteqab) et (a'd’) sont paralléles si et seulement s'il existe une homc

thétie ou une translatiom qui transforme: ena’ etb end’.
L'application« est unique : si les droitgga’) et (bb') se coupent en, u
—

/
est I'hnomothétie de centreet de rappor@, Si(aa’) et (bb') sont paralleles,
ca

; e
u est la translation de vecteuu’'.

Démonstration.
On sait déja que s'il existe une homothétie ou une translation qui transtoeme’ etb
end’, alors les droitegab) et (a’d’) sont paralléles.

Réciproquement, si les droitésb) et (a’d’) sont paralléles, on a deux cas.
—
/

Premier cas : Siles droitéaa’) et(bb’) se rencontrent er) on pose\ = % et on considere
'homothétieh = h(c,\). On ah(a) = o. Posond” = h(b). Il s’agit de voir qu'on a
b’ = V'. Mais, la droite(a’d”) est paralléle & la droitéub), donc on a(a’d”) = (a'd’).
Comme les points, b, b” etd’ sont alignésh” est a I'intersection décb’) et(a’t’) ; on a bien
b=
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Deuxieme cas : Si les droitéaa’) et (bd’) sont paralleles, comme les droites) et (a’b’)

= > it
i sont aussi paralleles aloas’b’b est un parallélogramme. Posofis= aa’ = bb'. Alors la
= translationt; envoiea sura’ etb surd’. O

ARSI
i 4.3.1. & Vérifiez que la transformation convenable est unique.
Accueil 4.3.2. & Etablir 'analogue du résultat précédent dans un espace affine de dimensiol
guelconque.
Page de Titre
Sommaire Proposition :
SoientD et D' deux droites distinctes du plan affine issues d’'un paint
< > Soientb et ¢ (resp.b’ et ) des points deD (resp.D’) distincts dea. On a
I'équivalence :
H
> 2 a¢  ac
B) | () & ===
ab  ab
Page 21 de 40 . ) , i Lo,
Sil'une des assertions équivalentes est vérifiée, on a :
Retour — —7 —7
ac  ac cc
=== ==
Plein écran a (Lb/ bb/
|REET 4.4.1. & Montrez la proposition. (Si les droitgsd’) et (cc’) sont paralléles, on pourra

appliquer4.2 ou employer.3. Pour la réciproque, on utilisera3.)

Quitter
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E—%—_ ) Les résultats suivants sont de grands classiques. lls apparaissent parfois
UNIVERSITE (sous une forme plus ou moins cachée) dans une épreuve de CAPES ou
PARIS-SUD . . .

il est demandé de les redémontrer.
Pour prouver les théorémes de Desargues et Pappus vous pouvez tiliser
la proposition4.3 ou le théoréme de Thalés. Comparez I'efficacité Jes

deux méthodes. Est-il besoin de redire qu’il faut faire des figures ?

Accueil

Page de Titre

4.5.1. &. Théoreme de DesargueSoient deux trianglegbc eta’b’'c’ sans sommet com-
Sommaire mun. On suppose queb) (respectivementhc), (ac)) est parallele &a'b’) (respectivement
('), (a’c)). Montrer que les droiteia’), (bb') et(cc’) sont concourantes ou paralléles.
« » 4.5.2. &. Théoreme de PappusSoientD et D’ deux droites distinctes du plan affing,b
etc trois points deD eta’, b’ et trois points deD’. Montrer que si les droitegwb’) et (a'b)
sont paralléles ainsi que les droife$’) et(c'b), alors les droitegac’) et(a’c) le sont aussi.
Un autre théoréme de Pappus est proposé en exercice a la fin de cette partie.
Page 22 de 40

Comme vous I'avez constaté ci-dessus, pour montrer des résultats nou-

RS veaux il a fallu réinvestir les résultats anciens. Le méme principe vaut
a I'écrit du CAPES : il faut toujours penser a réutiliser les questions
Plein écran précédentes.

Quand les hypotheses sont symétriques, les conclusions doivent I'étre
aussi : cela permet de ne faire qu’un seul calcul, ou un seul raisonnement

Fermer et d’obtenir immédiatement d’autres résultats “par symétrie”.

Quitter
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4.5.3. &. Constructions géométriques de la somme et du profingpiré du CAPES in-

% terne de 1988)
. SoientD et D’ deux droites sécantes en un poa»ntSurD on suppose qu'il y a trois
UNIVERSITE
PARIS-SUD pointsa, b etm (m # o). On notex ety les rapportsﬁ et
R
ocC
o Donnez une construction a la régle et au compas des poe’lt% telsque— =z +y
om
o
od . , - N
et — = zy. (On construira des parallélogrammes et on utilisera Thalés.)
Page de Titre om
P La surprenante morale de cette histoire, c'est que, si les notions clas-
siques de géomeétrie (droites, parallélisme) peuvent étre facilement dé-
finies a l'aide d’algébre (linéaire), réciproquement, les notions clas-
«  » siques d’algébre (addition, multiplication) peuvent étre retrouvées par
des constructions purement géométriques! Si ces questions vous; inté-
< 3 ressent vous pouvez consulter le livre d’Emil Artin, Algebre géormé-

trique, Gauthier-Villars, 1962.

Page 23 de 40
Retour
Plein écran
Fermer

Quitter
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La composée de deux applications affines est une application affine et I’
plication linéaire associée a la composée est la composée des applicat
linéaires associees.

Démonstration.Soient f une application affine dé&’ dansF et g une application affine
de F' dansG@. Fixons un pointa de E et calculons I'image d’'un point quelconquede

Epargo f.Onaf(z) = f(a) + f((ﬁ), on appliqueg & cette égalité et on obtient :
(go f)(z) = (g0 f)(a) + G(f(a)). Lapplicationg o f est donc affine et on a la formule :

_ —

gof=golf.

51.1. © Sif:R" — RP est affine, représentée par le coufle B) de A, ,, , et si
f': R? — R™ est affine, représentée par le couple, B’) de 4,, ,, , la composég’ o f
est représentée par ... ?

5.1.2. & Soitabc un triangle etn, un point du segmenjtb]. La paralléle bc) issue de
mq coupe(ac) enmy, la paralléle ab) issue den; coupe(bc) enms, la paralléle ac)
issue dens coupe(ab) enms etc. ..

Montrer quemg etmg sont confondus.

Dans quel casy etmg sont-ils confondus 2«

5.1.3. & Suite de3.2.5
c) Déterminer les applications affinggui vérifientp o p = p.
d) Déterminer les involutions affines:
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i Proposition : Une application affingf de £ dansF’ est injective (resp. sur-
= jective, bijective) si et seulement si I'application vectorielle assogi@sst

PARTS, SSJEE, injective (resp. surjective, bijective). $iest bijective, I'applicationf—! est
% = 0 3 - - -
alors affine eton &~! = f~'. On dit quef est unisomorphisme affine
Accuell DémonstrationCe résultat est valable méme en dimension infinie.
Injectivité : Fixons un pointa de E. Soit 7 un vecteur deKer f. Si f est injective, les
Page de Titre égalitésf(a + 7) = f(a ) + f(¥) = f(a 1) nous permettent d'affirmer que les points- 7 et
a coincident don@ = 0 , de sorte qug” est injective.
- =
Sommaire Réciproquement, si deux pointset y ont méme image, le vecteyifx) f(y) est nul, or
- = =
f(x)f(y) vaut f(z7). Commef est injective, le vecteury est nul et les points ety sont
< > confondus ;f est donc injective.
Surjectivité : Fixons un pointz de E. Soitw un vecteur de. Si f est surjective, il existe
p > un pointz de E tel quef(x) = f(a) + «. Mais on a aussi I'égalité f(z) = f(a) + f(a2)

doncw = f(az) et f est surjective.
Réciproquement Soitun point deF. Poson® = f(a). Ona donc I'égalité) = b+ by

Commef est surjective, il existe un vectedrde E tel quef( ) = by Alors y est I'image
du pointz = a + U et f est surjective.

Page 25 de 40

RS Bijectivité : On déduit des équivalences précédentes/gest bijective si et seulement §i
I'est.
Plein écran Soit g I'application affine deF’ dansE qui envoieb = f(a) sura et dont I'application

linéaire associée efrl, on vérifie facilement que o f est I'identité deF, doncg estf~!
— ce qui achéve de prouver la propositian.
- 5.2.1. © Montrer que siE et F' sont de méme dimension finie, une application affiné’de
Quitter dansF est bijective si et seulement si elle est injective si et seulement si elle est surjectiv
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5.3.1. Proposition

Si E et F' ont méme dimension, une application affirele £ dansF’ est
un isomorphisme d’espaces d’affines si et seulement si elle envoie un (re
tout) repere d&v sur un repéere dé’

DémonstrationSoit (ag, - - - , a,) Un repére dev etb; = f(a;). Alors bob; = f(aoa;). La
— — —_—

suite(aga;) est une base dB. Donc f est un isomorphisme si et seulemenfigb;) est une

base de', i.e. si(bg, - - - ,b,) €st un repére d€'. On conclut avec la propositidh2 O

5.3.2. Proposition

SoientE et F' deux espaces affines (de méme dimension), munis respe
vement de deux repérés, - - - , a,) et(by, - -- ,b,). Alors il existe un unique
isomorphisme affine d&' sur F' envoyanta; surb;.

Démonstrationll existe une unique application affinfede E sur F', envoyanta; surb; (cf.
1.3) et c’est un isomorphisme en vertu 8.1 O]

5.3.3. & Que dire du transformé d’'une droite, d’'un plan par une bijection affine ?

5.3.4. & Soient(a, b, c) un repere d'un plan affin et f I'application affine deF’ dansk
définie par les égalitésfi(a) = b, f(b) = ¢, f(c) = a. Montrez quef est un isomorphisme
et que son inverse est une puissancg.de

5.3.5. & SoientD et A deux droites d’'un plan affine sécantessegt soitb un point deA
distinct dea. On désigne par, eto, les symétries de centteetd, parop la symétries ,, 5
etoa la symétrieaA,ﬁ.

a) Déterminez toutes les applications compogéesop, op o g, €top o oa. (A Suivre
en6.2.])
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Corollaire : Tout espace affine de dimensiorest isomorphe &".

Par exemple, tous les plans affines sont isomorphR$, &onc iso-
morphes entre eux. C’est pourquoi on s’autorise parfois a piulplan
affine ; méme remarque poliespace affine.

On suppose dans ce paragraphe fust F' coincident.

Une application affine bijectivgg : £ — FE s’appelle unautomor-
phisme affinede E. Les automorphismes affines forment un groupe pot
la composition des applications qu’on appellgteupe affinede £ et qu'on
noteGA(E).

DémonstrationCela résulte du paragraphe précédent.

—

L'application © de GA(F) dansGL(E) qui a une application affing
associe I'application linéaire associﬁést un homomorphisme de groupes

deGA(F) dansGL(E). Cet homomorphisme est surjectif et son noyau est|
group€eT’(E) des translations dg.

DémonstrationL'application® est un homomorphisme de groupes car I'application linéair
associée a la composée est la composée des applications linéaires associées :

O(go f) = 6(g) 0 O().
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La surjectivité résulte dé.3: soientp un automorphisme linéaire etun point deF,
I'application f qui fixe c et dont I'application linéaire associée estérifie :

O(f) = ¢.

IIreste donc a calculer le noyau @e c’est- -a-dire I'image réciproque de I'élément neutre
deGL(E ) qui est I'identité def. On cherche donc les applications affines dont I'applicatior
linéaire associée est I'identité. Le groupe des translafiiii$) est contenu dans le noyau de
©. Réciproquement, on va montrer que tout élément du noyau est une translafi@stsin
automorphisme affine tel qtﬁsoit l'identité, on a, pour tout point de F :

f(@) = f(a) +aZ = f(a) + af(a) + f(a)z = = + af(a)

—_—
de sorte qug n’est autre que la translation de vecteyfa). O

6.2.1. & Suite deb.3.5
b) Calculers, o o3. (a suivre erv.6.1)

6.2.2.  © On noteGA, I'ensemble des couplesi, B) ou A est une matrice carrée de
taille n inversible etB est une quelconque matrice colonne de haute®n munitG.A,, de

la loi de composition interneéA’, B').(A, B) = (A".A, A’.B + B’). Vérifiez que(GA,,.)
est un groupe naturellement isomorph@(R™), o). Explicitez(G.A; ).

T(FE) est un sous-groupe distingué @el(E).
DémonstrationC’est le noyau d’'un homomorphisme de groupés.

Ce corollaire signifie simplement que, tsest une translation et un automorphisme
affine,g o t o g—! est une translation. On peut méme préciser laquellé est la translation


http://www.math.u-psud.fr

T

UNIVERSIT
S-SsubD

9
p ]
=

Accueil

Page de Titre

Sommaire

<44 44

Page 29 de 40

Retour

Plein écran

Fermer

Quitter

de vecteurs, sa conjuguég o t o g~ ! est la translation de vecteg(w). En effet, on a, pour
toutx de E :

gotog l(z) =gotlg™ (2) = glg™ (x) +7) =z + J(7) =ty (2).

Cette propriété sera généralisée .

Le théoréme suivant résulte @es.

Théoréme :L'ensembleH T (E) des homothéties de rapport non nul et de:
translations de est un sous-groupe distingué dei(E£). Il est formé des

f € GA(E) tels quefest une homothétie vectorielle de rapport non nul, o
encore tels que pour toute droitede E, f(D) est parallele &.

DémonstrationSoit H I'ensemble des homothéties vectorielles de rapport non nul. On a
en2.3queHT(E) estformé des élémenfsde GA(E) tels queO( f) soit dansH, autrement
dit HT'(E) = ©~'(H). Mais H est un sous-groupe distingué 6 (E) (c'est son centre)
et © est un morphisme de groupes d'apres la proposiién donc HT(E) est bien un
sous-groupe distingué deA(E).

Nous avons déja vu ehl.4que les homothéties et les translations envoient une droi
sur une paralléle. Supposons réciproquement qu’un éléfret:; A(E), envoie toute droite
sur une droite paralléle. D’apres la propositidi.1cela veut dire que pour toute droife
de E, la droite vectorleIIeD est invariante paf Il en résulte que tout vecteur non nul de
E est un vecteur propre obé Or c’est un résultat classique d’algebre linéaire que les seu
endomorphismes d& dont tous les vecteurs non nuls sont propres sont les homothéti
vectorielles. Finalemeryfappartient &, doncf est une homothétie ou une translatibh.

6.4.1. & Soit E un espace affine de dimension 3fain élément d&’A(E) telle que pour
tout planP, f(P) soit parallele &. Montrer quef est une homothétie ou une translation.
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Définition : Soientf une application affine d& dansFE, et g un automor-
phisme affine dé. La conjuguée d¢ parg est I'application affingo fog1.

6.5.1. © Montrez que l'applicationp, : GA(E) — GA(E) définie parp,(f) =go fo

g~ ! est un automorphisme de groupes. (Cela signifie en particulier qu'on a
go(fiof2)og t=(gofiog ")o(gofrog™"))

L'application qui ag associep(g) = ¢, est un homomorphisme de groupésLesquels ?

En particulier, on dpy) "t = ¢, 1.

Le principe de conjugaison est une remarque trés simple, mais essen-
tielle dans de nombreuses questions. Il s’énonce comme suit ;

Principe de conjugaison : Soientf et g des applications affines de dans
E, g étant un isomorphisme. Alors :
1. le conjuguéy o f o g~ ! est une application affine de méme nature géc
métrique quef,
2. les éléments caractéristiquesge f o g~ ! s’obtiennent a partir de ceux
de f en les “transportant paf’.

Cette formulation est évidemment un peu vague (c’'est pourquoi 1ous
parlons d’'un principe et non d’'un théoréme) mais elle permet, dans
toutes les situations particuliéres de trouver un énoncé précis qu'il reste
alors adémontrer dans chaque cas. Ce principe est d’ailleurs valeible
dans beaucoup d’autres contextes (par exemple dans le cas des groupes
de permutations). En voici quelques illustrations :
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6.5.2. & Sile pointc est fixe parf, trouvez un point fixe dg o f o g~ *.
6.5.3. & Sif estun automorphisme, alogs f o g~! en est un aussi.

6.5.4. Onavuerb.3que sif est une translation (de vecteily; alorsg o f o g~! est une
translation (de vecteuf(«)).

6.5.5. & De méme pour le conjugué d’'une homothétie fRist ’lhomothétie de centre
et de rapport\, montrez quey o f o g~ ! est ’homothétie de rappoi (méme nature) et de
centreg(c) (transporté pay).

L'exercice suivant vous permettra de tester si vous avez bien saisi le
principe. Vous pouvez aussi essayer d’appliquer le principe dans |2 cas
des isométries, des permutations, ...

6.5.6. & Soientf etg des éléments d6A(E). Calculezgo fog™! dans les cas suivants ;
a) f estla symetrle par rapport au sous-espace affinde dlrect|onW avec, comme
toujours, Vo W = E. Etudiez en particulier le cas de la symetrle centrale.
b) f est la projection sur le sous-espace affihparallélement av.
Déduire de ce qui précéde le centre du groGpg E) (c’est-a-dire I'ensemble des éléments
g € GA(F) qui commutent avec tous lgse GA(E)).
L'exercice suivant est un des ingrédients d’une preuve du principe de conjugaison.

6.5.7. & SiV estun sous-espace affine invariant (resp. fixe point par pointj,paontrez
queg(V) est un sous-espace affine invariant (resp. fixe point par poing) pgro g—!. Plus
généralement, si on a la relatioffi(V') || V, alors on a la relationg o f o g~ (V') || V' ou
on a notél”’ le sous-espacg(V').
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Dans tout ce paragraphe on considere des applications affifesldies lui-méme.

Définition et proposition : Soitc un point deE et posons :
GA(E) ={f € GA(E) | f(e) =c}.

G A.(F) est un sous-groupe deA(E). La restriction d& aGA.(E) induit
un isomorphisme de ce groupe sur le groupe Iiné@iﬁQE).

DémonstrationEn effet, comme la seule translation qui fixest I'identité, la restriction de
O est injective. Elle est aussi surjective cagtant donnée, I'application affinedont est
I'application linéaire associée et qui fixevérifie ©(f) = . O

Cette proposition est importante : elle dit qu’une application affine qui
possede un point fixe est essentiellement une application linéaire. C’est
pourquoi on cherche toujours d’abord si une application affine posséde
un point fixe et dans ce cas on la comprend comme une application li-
néaire et on peut lui appliquer les technigues bien connues d’étud:2 (ré-
duction a la forme diagonale et autres). C'est d’ailleurs essentiellemnt
ce qu’on a fait dans le cas des homothéties, des symétries, etc.
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LorsqueE = F, les seules applications nouvelles par rapport au vecto-
riel sont donc les applications affines sans point fixe, et notamment les
translations (mais pas seulement, voir/efiles symétries glissées par
exemple).

En fait, on peut reconstruire toute application affine a partir des trans-
lations et des applications affines fixant un point donné (donc “linai-
res”) :

7.1.1. & Soit f une application affine d& dansE et soita un point deE. Montrez quef
s'écrit sous la formg = ¢ o g oUt est une translation et griadmet le point: comme point
fixe. De plus cette écriture est unique.

7.1.2. Remarque<Cette écriture présente plusieurs inconvénients :

a) Quand on passe du poiné un pointa’, I'écriture change (en général).

b) ¢t et ¢ ne commutent pas en général (ce qui rend délicat le calcul d’'une compo:s
fof)

Ces problemes seront surmontés grace au théoréme de décomposition

7.1.3. & Onavu erb.5.2que sic est un point fixe def et sig appartient &G A(E), g(c)
est un point fixe dgo fog=t. Onadong o GA.(E)og~t = GAy)(E), de sorte que les
sous-groupe& A.(F) ne sont pas distingués (en dimensioix 1).

7.1.4. & SoitG un sous-groupe 06 A(E).

1. On suppose qué préserve un ensemble fiAi de points deF
(i.e.Vg € G,Vz € F,g(x) € F).
(a) Montrer que tous les éléments @efixent I'isobarycentre dé".
(b) Montrer que siAff(F) = E, alorsG est fini de cardinal divisant! , oun est
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le cardinal deF’ (on pourra considérer le morphisme @edans le groupe des
permutations dé’ obtenu par restriction & des éléments d@).

2. SoitG un sous-groupe fini d& A(E). Montrer qu'il existe un point fixé par tous les
éléments dé& (on pourra essayer de construire une partie finiavariante paiG).

Proposition : Soit f une application affine d& dansE. L'ensemble des
points fixes def est vide ou bien est le sous-espace affine passant par

point fixe et de directiofer(f — Idz).

Remarquons d’abord qLIéer(f— Id;;) est le sous-espace vectoriel des vecteurs fixes p:
f. C’est donc le sous-espace proprefaassocié a la valeur propiesi 1 est valeur propre
de f et il est réduit au vecteur nul sinon.

DémonstrationS'il existe un point de E fixe par f, montrons que I'ensembl& des points
fixes def est égal & = c + Ker(f — Id).

Soita un point deA, alors on a I'égalitéf (a) = ¢ + f(ai), or, puisque les pointseta
sont dans4, le vecteurca appartient a la direction de, soitKer(f— Id;), donc le vecteur
ca est fixe parf et f(a) vauta, c’est-a-dire que le point appartient ax.

_

- —>

Soitb un point deX, on a I'égalitéf(cb) = f(c)f(b) = ¢b donc le vecteurb est dans

—

Ker(f —1dj) etle pointb = ¢ + b appartient &4. O
7.2.1. & Quels sont les points fixes d’'une symétrie affine, d'une projection affine ?

(trés important)Soit / une application affine d& dansE (de

dimension finie toujours) et so_j‘fl’application linéaire associée & Alors,
I'application f admet un unique point fixe si et seulement siest pas valeur

propre def.
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Démonstration.
Si f admet un unique point fixe, d'aprés?, I'ensemble de ses points fixes est un sous:
espace affine de directidi} = Ker(f — Id;), doncl n'est pas valeur propre de
Réciproquement, si n'est pas valeur propre d& nous avons a démontrer un résultat
d’existence et d'unicité.
Existence Fixons un point de E' et cherchons a déterminer un point fixées équivalences
suivantes vont guider notre recherche mais ne présument en aucun cas de I'existence d

—

flo=c & fl@+f@)=a+a o flaa=(F-1dz (@)

Maintenant reprenons la démonstration. Confinest de dimension finie et QLfé— Id; est

injective,f— Id; est surjective, le vecteLfr(T)c; adoncun antécédeﬁlparf— Id;;. Posons

¢ = a + U. Il vous reste a vérifier que ce pointéfini a partir du point: est un point fixe.
L'existence résulte donc de la surjectivité de I’applicatff}n Idz. L'unicité du point fixe

résultera de son injectivité.

Unicité : Puisquef admet un point fixe, 'ensemble de ses points fixes est un sous-espz

affine de directiorKer(f— Idg) = {0} (injectivité), donc est réduit & un poiriil

Soientg une application affine dé& dansE et v un vecteur des. Les
applications; ett; commutent si et seulementsappartient &er(g—Idz).

DémonstrationLes applicationg ett; commutent si et seulement sion a :
Vm e E (gotz)(m) = (tsog)(m).

Ceci est équivalent a ;
VmeE g(m)+ §(v) =g(m) +v.

Autrement dit la condition nécessaire et suffisante de commutation est : le v&obstr
propre pour la valeur proprede g ou bien c’est le vecteur null
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7.4.1. & Sigaun unique point fixe, quelles sont les translations qui commutgft a

7.4.2. & Etudier la composition des éléments HE'(F). Remarquez que le produit de
deux homothéties n’est pas toujours une homothétie. Quel est le cerfiféde) ?

7.4.3. © Précisez le rapport de 'homothétiéc, \) otz (avech # 1) et utilisez le théoréme

de Thalés pour donner une construction géométrique du centre de cette homothétie. M
question pout; o h(c, A).

Si une application affing de £ dansFE vérifie :

(%) E = Ker(f — Idz) @ Im (f — 1d2).
alors f s’écrit de maniére uniqug; o g ou i) le vecteur appartient a
Ker(f — 1dz), ii) g est une application affine admettant un point fixe

i) g ettz commutent.
DémonstrationElle est proposée en8sous forme de probléme.

7.5.1. & Si f vérifie () et a un point fixe,f = f o t; est donc son unique décomposition
satisfaisant &) et iii).

7.5.2. Remarquel’hypothése de décomposition en somme directe peut paraitre arbitrai
On peut déja noter que les dimensions des sous-espaces sont convenables pour avoir un
écriture et on vérifie qu’elle est satisfaite en particulier par les isométries affines.

De plus :

7.5.3. O Montrez que sifest diagonalisable, alors I'hypothése est satisfaite.
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valeurs propres dé& sont1 et —1 et elle est diagonalisable avec des sous-espaces propi

% Soit f € GA(F) et supposons quﬁ' soit une symétrie vectoriellg. Les éventuelles
UNI'VE ITE gue nous noterons respectivemént(éventuellement réduit &0}) et G. Lapplication &

PARIS-SUD vérifie donc les hypothéses du théoréme de décomposition. Il y a trois cas possiblgs po
selon le nombre de points fixes de
Accuell 1. Si F estréduit 0}, f a un unique point fixe, c'est la symétrie affine de centre
- 2. Si F n'est pas réduit au vecteur nul et ggieait des points fixes, alorg admet un
Pl e s sous-espace affine de points fixésle direction’ et f est la symétrie affine (oblique)
d’axe F et de directiorG.
Sommaire 3. Si F n'est pas réduit au vecteur nul et gfien’ait pas de point fixef se décompose

commeg o t; ol g admet un point fixe. L'applicationg est donc une symetrie,,

<4 » avecF = c + F etty est une translation de vecteirvecteur non nul dé'. On dit
guef estune symétrie glissée

7.6.1. & Suite de5.2.1 c) Déterminer les applicationsy o oy, etoy, o op.

Page 37 de 40

Retour 7.7.1. & Soienta,b,c € E eth,, hy, h. trois homothéties non triviales de centie$, c.
On supposé,, o hy, o h, = Idg. Montrer que les points, b etc sont alignés.
Plein écran
7.7.2. &. Théoreme de Ménélal®n suppose qué& est un plan affine. Soiemt b, ¢ trois
points non alignés dé&’' et soienta’, t’, ¢’ trois points, distincts de, b, ¢, situés respecti-
Fermer vement sur les droiteke, ca, ab. A I'aide de 7.7.1, montrer qued’, b’, ¢’ sont alignés si et
seulementsil'ona:

q / v /
Quitter a’b b'e ca
S X=X==1
ac ba b
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Applications du théoréme de Ménélaus

7.7.3. &. Théoreme de Pappuans le plan affine on considére deux droifeset D’
concourantes emet surD (resp.D’) trois pointsa, b, c (resp.a’, v, ¢’) distincts et distincts
deo. Soitu (resp.v, resp.w) le point d'intersection des droitééc’) et ('c) (resp.(ac’) et
(a’c), resp.(ab’) et(a'b)).

Montrer queu, v, w sont alignés. (On considérera les points d'intersectipfi, v des
droites(abd’), (a’c); (bc'), (b'a); (ca’), (c'b) et on appliquera cing fois dans un sens et une
fois dans l'autre (!) le théoréme de Ménélais au triainglé, ).

7.7.4. & Soient(a, b, c) unrepére du plan affin€ eta’, v, ¢’ des points, distincts de b, c,

et situés respectivement sibr), (ca), (ab). Soienta”, b, ¢’ les symétriques de, v, ¢’ par
rapport aux milieux débc], [cal, [ab]. Montrer quea”,b”, ¢ sont alignés si et seulement si
a', b, c le sont.

Les deux premiéres parties inspirées d’'une épreuve de concours des Ecoles Cent
proposent une approche de la décomposition canonique d’une application affine et prése
un exemple ou elle n'est pas possible. La derniére partie fournit les étapes de la démonstr
du théoremé'.5.

Notation : Soit une application affing de E' dansE. On notep I'endomorphismef — Id de
E.

7.8.1. Origine adaptée.
1. On suppose qu'il existe un pointde F, un vecteury deE etune application affing
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ayantc comme point fixe tels que

f=tgog=gots
. ’ . ,%
Montrer quer appartient au noyau deet qu'on a I'égalitéf(c) = v.
—_
2. Réciproquement, on suppose qu'il existe un poitel quecf(c) appartienne au noyau
—_

dey eton pose& = ¢f(c). Montrer qu'il existe une application affigeayantc comme
point fixe tels que
f=tgog=gots

Dans ce cas on dit que le poiaest une origine adaptée A

7.8.2. Casyp’ = 0. On suppose dans cette question gdesst nulle.

1. Montrer que ou bierf n’a pas d’origine adapté ou bien tous les pointsdsont des
origines adaptées A

2. Exemple : On suppose queestR?. Soient\ et i deux réels ef I'application affine
de E dansE définie par :

f(z,y) = (A+z+2y,u+y).

Montrer quey? est nulle. Préciser les valeurs deet 1 pour lesquelles admet des
—_
origines adaptées. Vérifier que dans ce cas le veefguj dépend du point choisi.

7.8.3. Avec les hypotheses du théoren@n dira quef a la propriété£) si
E =Ker(f — Idg) ® Im (f — Idg).

1. Montrer quef a la propriété £) en particulier sifn’a pas la valeur propré ou sif
est diagonalisable. Montrer queysi est nulle,f n’a pas la propriétéx.
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On suppose désormais qyie la propriété £) et on posd/ = Ker %) etW = Im ©.

—_ _
2. Soitz € E, on notet,, la composante du vecteuyf (x) surV dans la décomposition
E =V & W. Montrer quer,, ne dépend pas de On note ce vecteur dé’.

3. Soita un point de E. Montrer qu’il existe un pointtel que

af(a) = 7 — p(at).

En déduire qug’ admet au moins une origine adaptée. Conclure quant au théoréme
décomposition des applications affines ).
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