1.3, Lafonctions deR™"*"! dansR qui a(zo, 1, - ,x,) associery + x1 + - - - + x,, €st une forme linéaire. Donc
son noyauﬁn est un sous-espace vectorielRet!, et en tant que tel uR-espace vectoriel.

Vérifions que la fonctionb de E,, x E,, dansR™*! qui au couple de point§eo, z1,- - , ) et (zf, ¥}, -+, x))
associgxj — xg, ] — 21, -+ , %, — T) MUNit E,, d'une structure d’espace affine d’espace vectoriel sous-jd?;gnt

D’'abord®(E,, x E,,) est contenu dans,,, car

s(xy — o, @) — w1, 10, — 1) = s(xh, 2,0, 2h) — S(@0, X1, ,Tp) =1—1=0.

Reste a vérifier les axiomes 1) et 2) de la définitioh.

Soientp = (po,p1,- - ,Pn);q = (o, q1, " »qn), 7 = (ro,71, -+ ,7y) trois points dek,,. Commer; — p; =
(¢; — pi) + (r: — ¢;) on a bien la relation de Chaslgs = pg + ¢r.

Fixonsa = (ag,as,--- ,a,) danskE, et montrons pour conclure la bijectivité ge— ap de E,, sur E,, : soit
@ = (ug,u,--- ,u,) UN vecteur quelconque de,, nous devons déterminer le nombre de solutions de I'équatic
ap = i (inconnue étant le poing = (po, p1,- - - ,pn) de E,). Nous devons résoudre lest 1 équation®; — a; = u;

aux inconnuesp;). Il est clair qu'il y a toujours une et une seule solution (donnéeppaf u; + a;). Ceci achéve la
vérification de I'axiome 2).
RETOUR



1.4.1. Bien que ces propriétés semblent naturelles, comme elles ne sont pas dans les axiomes de définitior
doivent en étre déduites.
Ecrivons la relation de Chasles paue y = z, on obtient :

Ve e E Ia 4zt =2t

donc pour tout: de E, le vecteurzz est le vecteur nul.
Ecrivons la relation de Chasles pour les poinatsy, ) de E3 :

V(z,y) e B> Tj+yt=z¢=0

—

donc pour tous: ety de E, le vecteuryz est le vecteurzy.
RETOUR



1.5.1 Larelation de Chasles est vérifiée, en effet, pour trois vecteurs quelcomquesw deE,ona:
W+ =w—u)+(w—v)=w—u=uw

Pour toutu de E, I'application ®,, définie deE (vu comme espace affine) daﬁ’s(vu comme espace vectoriel
sous-jacent) pab, (v) = v — u est une bijection dé& danskE. La bijection réciproque es_,,. L'application® est
l'identité.

RETOUR



15.2 ¢((2’_1a0)7( ,1,—1)) = (_1727_1)'
RETOUR




2.1.1 Ecrivonsa — ¥ = a + (—7), alors le poinh = a — ¥ vérifie ab = —& cest-a-direb + 7 = a. On a bien
I'équivalence :

b=a—-USb+v=a

RETOUR




2.1.3 En utilisant la définition de la somme deet ¥ et la relation de Chasles , on peut écrire :

b—a+7 © ab=0 oVeeE @+ab=cb+7 o VecEch=ca+7a

RETOUR



2.1.4 Relire2.1.2
RETOUR




2.1.4 Le pointa + ¥ est le point(a; + vy, ag + v2)
RETOUR




2.3.1 Lélément neutre d§’(F) estT(0), c'est-a-dire la translation de vecteur nul, soit I'identité. Linverse de
ty = T(7) estT(—7), soit la translation de vecteurv.
RETOUR



3.5.1 Les sous-espaces affines de dimension 0 sont les points.
RETOUR




3.5.2 Voir 3.4.1
RETOUR




3.5.5 Soita un point deV/, par hypothéese, le poinatest aussi dand’. Le sous-espace vectorigl = {at,z € V}
est contenu dang’ = {az,x € W} puisqueV est contenu dand/. Mais alors les sous-espaces vectoriélst W
coincident si et seulement si leurs dimensions sont égales et il en est de méme pour les sous—espab’esazfﬁ}n?’s
etW =a+ V_[}

On en déduit que les sous-espaces affines d’une droite sont les points (dint@retiandroite elle-méme (dimen-

sion1). Les sous-espaces affines d’un plan affine sont les points, les droites et le plan lui-méme.
RETOUR



3.6.2 SoitV un sous-espace vectoriel de D’aprésl.5, on peut écrire :
Oo(V)={v,veV}=V

L'ensembled, (V') est un sous-espace vectoriel, donc, coniragpartient &, on a montré qué&” est un sous-espace
affine passant pdrde directionV/.
RETOUR



3.10.1Indication Dans cette question interviennent six lois de composition différefesst le corps des scalaires
des espaces vectoriels considérés (2 lois) mais c’'est aussi un espace vectoriel sur lui-méme ; dans cette structure ¢
vectoriel interviennent 2 lois, essentiellement les mémes que précédemment mais vues comme lois d’espace Ve
ce sont elles qui permettent de construire lesdoist e surS(R).

Pour bien préciser quelle propriété est utile a chaque étape, on va considérer I'enSeRbties suites a valeurs
dans un espace vectoriglk, W, ) (ainsi on fait la différence entr® corps des scalaires & espace de valeurs des
suites). Les lois sont alors définies par :

(uBv)y = un Yy, (ue S(R), veSM))
(Aov), =Axu, (A eR, ve SMR))

RETOUR SOLUTION DE LA QUESTION



3.10.1Solution (voir I'indicatior) La structure de groupe additif d&5(E), @) résulte de celle d¢F, w), par
exemple on démontre I'associativité ainsi : payp etw dansS(E), on a:

(udv) Dw)y, =(udv), Jw, = (up, Yu,) Ww, (définition ded)
= Up W (v, Wwy,) (associativité de)
=up, W (v P w), =(ud(vdw)), (définitionded)

On vérifie de méme la commutativité. L'élément neutreSd&) est la suite nulle notée définie ainsi : pour tout entier
n, on a w, = 0g. Le symétrique de la suite est la suite.” définie ainsi : pour tout entier, on a :u/, = —u,, OU —u,,
est le symétrique de,, dans le groupéE, v).

Il reste a vérifier quatre propriétés ou interviennent en plus les lois du corps des scalaires. PoettodeS(E)
et ety deR:

(1) de(udv)=eudAev
@ (+meu=ieudpeu
(3) MNe(neu)=(Au)eu

4) leu=u
Pour la propriété (1), on écrit :

Ao (udv))y =A% (uD V), (définition dee)
=Xk (up Woy) (définition ded)
= Aku, W\ *uv, (propriété dex dans leR-espace vectoriel)
=Aeu), (Aev), (définition dee)
=ANeudAev), (définition ded)

Les autres propriétés se démontrent de méme. Apres avoir pris conscience de la diversité des Icismoté&tsles
différentes propriétés qui interviennent, on peut accepter sans risque (?) cet abus de notation.
RETOUR PAGE SUIVANTE



3.10.2 LensembleG(a) n'est pas vide car la suite nulle est une suite géométrique. &iv sont deux suites
géomeétriques de raisanalors on peut écrire :

(U Vg1 = Unt1 + Vnt1 = @Up + a0, = a(uy +v,) = a.(uD V),

la suiteu & v est donc une suite géométrique de raiso®n démontre de méme quelsest un réel) e u est élément
deG(a). G(a) est donc un sous-espace vectorielJd®).

On aurait pu répondre directement aux deux questions en remarquant que tout élé&métft) est de la forme
up ® o Ol « est la suite d&j(a) définie para,, = a™ pour tout entiem. On en déduit qué§ (a) est la droite deS(R)
engendrée par la suite non nulle

RETOUR PAGE PRECEDENTE PAGE SUIVANTE



3.10.3 Pour tout entien, on a :u,, = ug + nb. On note: la suite constante égaleléaet 5 la suite arithmétique de
raisonb et de premier terme, I'égalité précédente s'écrit alorsi:= ug e ¢« & 5. On en déduit quéi(b) est la droite
affine passant pat et de directiori/ect(¢).

RETOUR PAGE PRECEDENTE PAGE SUIVANTE



3.10.4 Siwu etv sont dan<’(a,b), leur différence est une suite géométrique de raisoRéciproquement si on
ajoute & une suite d&j(a), on obtient une suite d&(a, b). DoncC(a, b) est une droite affine de directigi{a).
RETOUR PAGE PRECEDENTE PAGE SUIVANTE



3.10.5 Alarecherche d’'une suite constante dé(s, b), on est amené a résoudre= ax + b, la suitec définie par
¢n = b/(1 — a) pour tout entiem est une suite constante déu, b). Siu appartient &(a, ), alorsu © ¢ appartient a
G(a) donc vérifie(u © ¢), = a™.(up — b/(1 — a)). On obtient donc la méme formule.

RETOUR PAGE PRECEDENTE PAGE SUIVANTE



3.10.6 Soitu un élément d€(a, b), on définit la suitex par : (@), = u,+1 pour tout entier. Il est évident quex
appartient encore@(a, b) et d’apres la question précédente- @ © u appartient & (a). On a donc :

n—1
v, =a".(up —ug) et wu, —wug= g Vg
k=0

On obtient donc :
1—a"

Up = UY.Qly, + b ————
1—a
1—a"

7 1 — a ~ OH pe . ’ . . ye 7 7 7
Remarque : Cette méthode peut étre utilisée en d’autres occasions. Pour étudier une suite, on a préféré ét
série associée, c'est-a-dire la série dont les sommes partielles sont les termes de la suite donnée.
RETOUR PAGE PRECEDENTE PAGE SUIVANTE

La suitey définie pary,, = b appartient & (a, b) puisqu’elle vaut: © ug @ «.



3.10.7 Lasuite(\,)nen Vérifie I'équation

Anti — A =ba"" (neN)

n

1=
On adonc )\, Zp L ba~ +>\o_b a” "+ up.
Comme a la question précédente, on obtlent donc :

1_
n = ug.a" —|—b a”

Remarque : Cette méthode est la méthode de variation de la constante dans le cas discret. Les suites v
I"équation homogénel, 1 = au, sont de la formé&Xa™),cny OU A st une constante qu’on fait varier pour trouver
les solutions de I'équation "avec second membre nonwl'y = au,, + b.

RETOUR PAGE PRECEDENTE



4.1.2 AetB sont dits en somme directe 4in B est réduite .
RETOUR




4.1.2 Silintersection des sous-espaces affidest B n'est pas vide et est réduite a un point, sa direction B
doit étre0, les sous-espaces vectoriglet B sont donc en somme directe.
RETOUR



4.1.2 Fin La condition n’est pas suffisante car elle est vérifiée par une droite affine et un point qui n’appartient
a cette droite mais l'intersection des deux est vide, cf. augsh
RETOUR



4.1.3 Comme les deux plang; et P» ne sont pas disjoints, leur intersection est un sous-espace Hffoe
dimension au plus car ils sont distincts3.5.9, c’est donc un point ou une droite. Si c’était un point, par.2, P et
P, seraient en somme directe, le sous- espﬁc@ P, serait alors de dimension 4, ce qui est absurde, ddest une
droite.

RETOUR



4.1.41. Indication L'intersectionF’ des trois plans est 'ensemble des solutions du systéeme

z + 2y 4+ Bz = a
ar + (a+1)y = ¢
équivalent, par la méthode de Gauss, au systeme
2z + 4y = b
) _ b
S’ (1-a)y = c— %b
Bz = a-—3

RETOUR



4.1.41. Solution

e Cas(a — 1)3 # 0 : F est réduit au point22=ab=2¢

2¢c—b

2a—b

(o3

) 3(1—a)’

23

).

Le systemeS’ est un systéme d'équations cartésiennes du point.

eCasa=1etf#0:
- Sib # 2¢, F estvide.

- Sib = 2¢, F est la droite d’équation
Des équations paramétriques Hesont :
avec\ parameétre réel.

eCasa#1letf=0:
- Sib # 2a, F' estvide.

- Sib = 2a, F est la droite d’équation% 2z

Des équations paramétriques Aesont :

avec) paramétre réel.

La droite F’ est la droite passant par le poiiat—

eCasa=1letf=0:
- Sib # 2a 0ub # 2¢, F estvide.

2(c—aa) c—aa

1—

[e3%

- Sib = 2a = 2¢, F estle plan d’équatior + 2y = a.

Des équations paramétriques du plan s

RETOURREVOIR L' INDICATION

T

ty

z

a

)

1—

—2u
W
A

= b
= a-—c
— 4
A

22 + 4y
Bz
r = b
y =
z = B Ha-c)
i 4y
(1-a)y
_ 2(c—aa)
& = a -«
y = =
z

“2,0) et dirigée par le vecteun, 0, 1).



4.1.42. LintersectionF des trois plans est 'ensemble des solutions du systéme

2 + Ty + z = 3
S z + 2y + 3z = b
-3z + 9y - (a+3) = 2

Le déterminant du systeme va(ix — 31). Le déterminant extrait des deux premiéres lignes et deux premiéres colon
n'est pas nul. Donc si est différent de1, F' est réduit & un point. Sia vaut31, F' est vide ou est une droite affine.
RETOUR



4.1.42. e Casa # 31 : F estle pointn = (z,y, z) avec

3 7 1 2 3 1 2 7 3
b 2 3 1 b 3 1 2 b
2 9 —(a+3) |3 2 —(a+3) -3 9 2
v 3(c — 31) YT T 3 —31) T 3(@-31)
2 73
e Casa = 31 : F n'est pas vide si et seulement si le déterminant borgdant 2 b| est nul, c’est-a-diré égalel.
-3 9 2
Donc sib # 1, F' est vide, sinorf’ est la droite d’équations :
2¢. + Ty + 2z = 3
r + 2y + 3z = b

Des équations paramétriques Hesont :

33—\ T
b—3\ 2
T = —
2 3—-A
1 b—3X\
Yy —3
z A

RETOURREVOIR L' INDICATION



4.2.2 i) CommeA n’est pas réduit a un point, la dimensionAl A est au moing, or la droiteD = a+Vect{a))}
contientA donc c’estAff A, le plus petit sous-espace affine contenampiuisque sa dimension est minimale.
RETOUR



4.2.2. i) Comme A n’est pas réduit a un point, la dimension A A est au moind.. La droite D qui contient les
trois points (alignés) est donc le sous-espace affine engendré par ces trois points.
RETOUR



4.2.2 i) Comme les trois points ne sont pas alignds$i A est au moins de dimensi@; le sous-espace affine

P=a+ Vect{a—é, ac} contient les trois points et est au plus de dimengicriest donc le plan engendré parb etc.
RETOUR



4.2.3 Les pointsi, j etk sont-ils alignés ?
RETOUR




N
432 Aff({a,b}) = a + Vect{am,m € {a,b}} = a + Vect{ab}.
RETOUR




5.3.1 (i) Soit D la direction de la droite donné®, la droite passant paret parallele & est la droiten + D.Le
résultat est vrai en toute dimension.
RETOUR



5.3.1 (ii) Si D, et D, sont paralleles &, on a, par définition :
51:& et 52:& :>l_jl:[j2

donc D, et D, sont paralléles.
RETOUR



5.3.1 (iii) Si Dy et D, ont en commun un point, leur intersection est le sous-espace afting (D1 N Dg) =
a+ Dy = a+ D, puisqu’elles ont méme direction. Elles sont donc confondues.
RETOUR



5.3.1 (iv) Si deux droites d’un plan n’ont pas méme direction, leurs directions sont en somme directe et cor
les droites sont coplanaires, les directions sont supplémentaires. Alors, dlapfeseur intersection est exactement
un point.

L'énoncé a démontrer est la contraposée de ce résultat qui n’est pas vrai pour des droites non coplan&ife$) (voir

RETOUR



5.3.3 Démontrez que la direction d’'une droite affine est la droite vectorielle engendrée par I'un de ses vec
directeurs. Concluez.
RETOUR



6.8 Sous-espace affine engendré par la réunion de deux sous-espaces affines.
a) Par définition, on a :

T = Vect({az,z € VUW}) = Vect({b—x>7:r eVuw}

doncT contientV etil. Commeu etb sont dang’, le vecteumb appartient & .DoncT contienﬂ_/)+V7+Vect(a_>b).
DoncT contient le sous-espace affife= a + V+w+ Vect(a_é).

Réciproquementf’ est un sous-espace affine conteridnt a + VetW =a + ab + W doncV U W doncT.

Conclusion Af(VUW) =a+ V+W+ Vect(;b)

b) Si VmW est non vide, on considére un poirdeV NW et on remarque quﬁ) est la somme de¢ qui appartient
aV etdech qui appart|ent av.

Réciproquement, sib se décompose comme somme d’un vectede V et d'un vecteurd deW on a I'égalité :

b—twW=a+7

alors le pointc = a + ¥ = b — & appartient & N W (voir 415)
—
c) SiV N W estvide, le vecteuazb n appart|ent pas ¢ ¥+ W donc la d|menS|on dé’ + W+ Vect(ab) qui est
celle deT" par définition, vauthm(V + W) + 1 Slnon,ab appartient & + W doncV + W + Vect(ab) est réduit a

— — ) . — —
V + W et la dimension d&” est celle delV + .
RETOUR



