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Ce document, destiné a nos collegues enseignants, réunit
des exercices d’algebre linéaire utilisés en M1MIAS décalé
par les auteurs de 1992 a 1995. Les exercices mélangeant
polyndmes et algebre linéaire sont dans le document Paul.
Les sources latex sont disponibles.


http://www.math.u-psud.fr
mailto: Marie-Claude.David@math.u-psud.fr

Table des matieres

i 1 Espaces vectoriels 3
PARIS SUD 1.1 Structure d’espace vectoriel . . . .. ... ... .. ... 3
1.2 Indépendance linéaire,base . . . . . .. ... ... ... 3
Accueil 1.3 Sous-espacesvectoriels . ... .. ... ......... 5
1.4 Hyperplan. . . . . ... .. ... o 9

Page de Titre
2 Applications linéaires 11
2.1 Notiondelinéarité . . . ... ... ... .. ........ 11

2.2 Applications linéaires, prolongement par linéarité, isomor-

“ > phismes. . . .. .. ... ... .. ... 14
2.3 Projecteurs. . . . . .. e 16
< » 24 Notionderang. . . . .. . .. . ... 17
2.5 Exercices plus difficiles . . . . .. ... ... ....... 17

Page 2 de 41
3 Matrices 18
R 3.1 Matrice d’'une application linéaire. . . . . ... ... ... 18
3.2 Calculmatriciel. . . . ... ... ... ........... 23
Plein écran 3.3 Changementdebase. ... ... ............. 26
Fermer 4 Deéterminants 29
4.1 Calcul de déterminants de petite taille. . . . . . . .. .. 29

Quitter 4.2 Calcul de déterminants endimensian. . . . . . . . . .. 30


http://www.math.u-psud.fr

4.3 Applications des déterminants.. . . . .. ... .. .... 30

5 Systémes linéaires 31
5.1 Surle théoreme de caractérisation des solutions d’un systeme
lindaire . . . .. .. ... ... 31
Accueil 5.2 Matrices échelonnées et role des coefficientsnuls. . . . 33
5.3 Discussion et résolution de systemes linéaires. . . . . . 33
Page de Titre 5.4 Applications de la méthodede Gauss. . . ... ... .. 34
Sommaire 6 Réduction des endomorphismes 38
6.1 Matrices. . . . . . . .. 38
< » 6.2 Endomorphismes . . . ... ... ... .. ... .... 39
6.3 Applications. . . . ... ... ... .. 41
< »
Les macros utilisées dans le fichier Latex de ces exercices sont disponil
Page 3 de 41 audeébut du fichier source
Retour
Plein écran

Fermer

Quitter


http://www.math.u-psud.fr
Aline.html#0

UNIVERSITE
PARIS-SUD o
1.1.1.  SoURCEON définit surk’ = R?
Accueil - |’addItI0n @ par
Page de Titre (SL’, Z) S (.I/, Z,) = (ZE + :L‘/, z+ Z,)
o — la multiplication externe>, ayantR comme corps des scalaires, par
ommaire
AO (z,2) = (22,0).
«“ >
E muni de ces deux lois est-il un espace vectoriel®s@r
< »
1.1.2.  SouRcEPourz ety alorsR* et réel, on pose
Page 4 de 41

rt®y=zy et Aoz =z

Retour

Montrer que(R* , &, ®) est un espace vectoriel SRr

Plein écran

Fermer
1.2.1. Indépendance linéaireSOURCE

Quitter Soit{z,y, z,t} une famille libre d’éléments d’'un espace vectorielLes
éléments suivants sont-ils linéairement indépendants ?
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a. r,2yetz
b. x etz
UNIVERSITE C. r,2z +tett
d. 3z+zzety+z
e

Accueil

L 2x 4y, x — 3y, t ety —x.

o
Page de Tire 1.2.2. Base deC. SOURCE

Sommaiie Soit £ I'ensemble des nombres complexes considéré comme un esp

I g
vectoriel surR.
«“ > a. Quelle est la dimension dg ?
b. Soitz = a+ib € E. A quelle conditior: et z forment-t-ils une base de
4 ’ E ? Dans ce cag, ety étant des réels donnés, calculer les composant
A etu dex + iy dans la baséz, z).

Page 5 de 41

1.2.3. SOURCE
Soienta, b, ¢ trois réels positifs distincts. On nofg la fonction définie
SurR? par:

Retour

Plein écran

fa(x) = In(ax)
Montrer que{ f,, f», f.} estune partie lice d&(R* ,R).

Fermer

Quitter
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1.3.1. SOURCESOItFE le R-espace vectorid®. Quels sont les sous-espace:
vectoriels dety ?

1.3.2. LeC-espace vectoriel. SOURCE
a. Montrer queC est un espace vectoriel sret surR.
b. R est-il un sous-espace ditespace vectoriel ?
c. Méme question poufA(a + bi) | A € R} olla + bi € C est fixé.

1.3.3. LeR-espace vectoriel. SOURCE
Soit £’ le R-espace vectoriel.

a. Montrer queF est engendré
— par les vecteurs et
— par les vecteurs et ;.

b. Déterminer des systémes générateurg’tiet £3.
c. Que peut-on dire si I'on considefécomme espace vectoriel sUr?

1.3.4. SOURCE Soit £ un R-espace vectoriel. Soierit et G deux sous-
espaces vectoriels de.

a. Démontrer :FF UG estuns.ev. deFf < F Cc GouG C F.
b. En déduire que sk" # E etG # E, alorsF UG # E.
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1.3.5. Sourck Dans I'espace vectoriék?, les sous-ensembles suivants
sont-ils des sous-espaces vectoriels ?

a A={(r,y,2) eR¥ |z +y—42=0}

b. B={(x,y,2) eR® |z —2y+2=1}

©) C={(z,y,2) eR’ | zy — 2 = 0}

c. D={(z,y,2) ER} |z —2y=0 et z—z=0}

d. E={(o,(,30) |aeR et geR}

e. F.={(a+c¢c,—a,a+p)|acR et [ecR}avece e R fixé.

Déterminer (s’il y a lieu) des systémes générateurs, décider si le so
espace est une droite ou un planRfe donner les équations paramétriques €
cartésiennes.

1.3.6. Sourck DansR?, montrer que le sous-espace engendréupar
(2,0,—1) etv = (3,2, —4) coincide avec le sous-espace engendré.par
(1,2,-3) ett = (0,4, —5).

1.3.7. SOURCESoit« un parametre réel, soiehtet G, les sous-espaces
vectoriels deR3 définis par les équations :

F:x—y+2=0

Ga:{3x—22—0
y — az = 0
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= Déterminer des systémes générateurd'dé, F NG et F' + G et des
% équations paramétriques et cartésiennes de ces sous-espaces. Interpréte

= métriquement les résultats.
UNIVERSITE

PARIS-SUD
1.3.8.  SOURCEPour\ parametre réel, on appell® le sous-espace vec-
Seauel toriel deR* engendré par les vecteurs= (2,5, 1, 3) etv, = (4,10, ), 6).
a. Donner une condition nécessaire et suffisante\quour queP,, soit un
Page de Titre plan.
Sommai b. Déterminer, pour touk, les équations cartésiennes et paramétriques
ommaire P
pX
« | » Soit D,, la droite deR* engendrée par le vecteuy, = (u, 15, 11, 9).
c. Donner les equations cartésiennedye
< > d. A quelles conditions sux et ., D,, est contenue dan, ?
Page 8 de 41 1.3.9. SOURCE

Soit G le sous-espace d&* engendré par les vecteurs :
w=(1,-1,2,-2) v=(4,0,1,-5) w=(3,1,—-1,-3)
Plein écran SoitH = {(z,y,2,t) e Rz +y =0 etz —y+ 2+ 2t = 0}.
a. Déterminer la dimension dg.
b. Montrer queH est un sous-espace &é et déterminer sa dimension.
c. Déterminer les dimensions des sous-espétesH etG + H.
d. Trouver un sous-espadedeR* tel que(G + H) @ F = R* .
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Quitter
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1.3.10. SOURCE
a. Soit I/ le sous-espace d&* engendré par les vecteurs :

uw=(1,2,—1,-1) et v=1(2,3,0,—1)

Calculer la dimension dé&'.

b. Soit I’ le sous-ensemble d&! formé des vecteurgr,, x5, 23, 74) tels
que3r; —x3 = 0 etx; +x3—x4 = 0. Montrer quel’ est un sous-espace
vectoriel deR*.

c. Calculer les dimensions denF et du sous-espace vectorielRg £+
F, engendré pak) U F.

1.3.11. SOURCE
Soient les vecteurs suivants Bé :

u=(-1,0,3,-9) v=(3,-4,3,7) w=(7,—12,15,3)

a=(1,-1,0,4) b=(1,0,3,-1).

a. Montrer quev (resp.w) appartient au sous-espace vectorieRdeen-
gendré pafa,u} (resp.{u,v}).

b. NotonsF (resp.G) le sous-espace vectoriel Bé engendré pafu, v, w}
(resp.{a,b}). Déterminer la dimension et une base des sous-espa
F,G,F NG etF + G (cette question ne nécessite pas de calculs, si (
utilise des arguments de dimension).
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c. Montrer que la droitéd deR* engendré par le vectetie= (1, —1,1, 1)
est un supplémentaire dé+ GG. En déduire un supplémentaire de cha:
cun des sous-espaces) G, F etG.

d. Donner une interprétation géométrique des résultats trouves.

1.3.12. SOURCE
Soit E un espace vectoriel de dimension fimiesur K, on considerey;
et F, deux sous-espaces vectorielsidéee dimensions respectivas etn..

a. Donner un encadrement dan(E; N E,) et dedim (£ + E»).
b. Montrer I'égalité :

dim(E; + Ey) + dim(Ey N Ey) = dim(E) + dim(Es)

(Suggestion : considérer une bdsgde F;, N E,, la compléter en une base
B, de E'; en une bas8, de F, ; extraire dei3; U B, une base d&/; + E).

1.4.1. SOURCE

On appellehyperplan (vectoriel) de E tout sous-espace vectoriel de
de dimensiom — 1. On considére deux hyperplans distinctsile F' et G.
Déterminer la dimension deé N G par les deux méthodes suivantes :

a. Utiliser I'exercicel.3.12


http://www.math.u-psud.fr
Aline.html#1312
Aline.html#141

UNIVERSITE
PARIS-SUD
Accueil
Page de Titre

Sommaire

44 42

A
v

Page 11 de 41

Retour

Plein écran

Fermer

Quitter

b. Montrer qu’il existe deux vecteursetb de E tels que :

aceF, a¢G, beG e bgF

Montrer que le sous-espace vectoriel deengendré pat et b est un
supplémentaire dé&' N G.

1.4.2. SOURCE
Soit E un espace vectoriel réel de dimensian

a. Montrer que sif est une forme linéaire non nulle sdr, alorsker f
est un hyperplan d&, c’est-a-dire un sous-espace vectoriel dele
dimension — 1. Montrer qu'il existe des réels;, . . . o, hon tous nuls
tels que :

u=(x1,...2,) Eker f <= ajx1 + ... + a,x, =0

b. Soit H = {(z,y,2,t) € R, x — 2y + 2z — t = 0}. Montrer queH est
un hyperplan déR*. Existe-t-il une forme linéair¢ surR* telle que
H =ker f?

c. Soit H un hyperplan d&7. Montrer gu’il existe une forme linéaire sur
E telle queker f = H. (On pourra compléter une base Heet définir
f sur cette base). est-elle unique ?

d. Vérifier gu'un hyperpland de E peut étre défini par une des trois
conditions équivalentes suivantes :
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(i) H estun sous espace vectorielBale dimensiom — 1.
(i) H estle noyau d’'une forme linéaire non nulle gur
(i) H estl'ensemble des solutions d’une équation linéaire de la forn
a1xy + ... + oz, = 000 (ag,...a,) € R, et(ag,...q,) #
(0,...0). (On dit que cette équation est uégquation cartésienne
de I'hyperplant).
e. Quelle est I'équation cartésienne d’'un hyperplafiRdée

f. Montrer I'équivalence des définitions suivantes :
() D estune droite d&2, c’est-a-dire un sous-espace de dimension :
(i) D estl'ensemble des solutions d’un systeme linéaire

(%) ar + by + cz = 0
dr + by + dz = 0
ou (a,b,c) et(a’, ', ) ne sont pas colinéaires.
((*) est un systeme d’équations cartésiennes)ijle

2.1.1.  SourckOn noteC([0,1]) (resp.C*(]0,1])) le R-espace vectoriel
des fonctions définies et continues (resp. ayant une dérivée continjie) de
dansR et £, est le sous-espace @&X] des polyndmes de degré au ptus
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= Parmi les applications suivantes lesquelles sont linéaires. Déterminer, f
i chacune de celles-ci, son noyau et son image et, dans le cas d’espaces ¢
= mension finie, sa matrice. Dire si I'application est injective, surjective, bije

PANSSUD tive.
Accueil fl R R, fl (x) - 2:62
fo iR >R, folz) = 4z — 3
Page de Titre f3 ; RQ - RQa f3($, y) (07 $)
| fi 1 R* = R?, fy(z,y) = (y,2)
Sommaire f5 : R LR f5(l’ y) \/w

Q
(@)
h
2\2
N\
~
Il
w
N
|
-~
N\

« | » fe :
fr 1 C? —>C,f7(Z>Z)ZZZ

A
v

fs 1C([0,1]) = R, f3(g) = g(1)
Page 13 de 41 Jfo :C([O, 1]) — R, f9(9) |9|
fio :€1([0,1])) — €([0,1]), fo : (9) = g9’
et S C([0,1])) = R, fu(g) = max{g(t),t € [0,1]}
Plein écran fiz 1 En — Ey, f12(P) = P

fis 2 C(10,1]) = R, fis(g) = ¢'(3) + Jy g(t)dt
Fermer fia 1 E, — E,, fuu(P)=XP
fis 1 En — Ey, fis(P) = P(2)
fi6 T En — By, fie(P) = XP +1

Quitter
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2.1.2. SOURCE

a. Tracer le graphe d’'une applicatighde R dansR injective et non sur-
jective.

b. Tracer le graphe d’'une applicatignde R dansR surjective et non
injective.

c. Tracer le graphe d’'une application linéairale R dansR injective et
non surjective (resp. surjective et non injective).

d. Montrer que les applications linéaireslRelansk sont les applications
de la forme xx — ax ou« est un réel fixe.

2.1.3. SOURCE Soient £ un espace vectoriel de dimensi8nsur R et
(e1,e2,e3) une base d&v. On considere deux endomorphismeet v de
E définis par :

u(er) = u(ex) = u(eg) = e; + e+ e3
v(er) = e, wv(ezx) =e3, wv(es) =e
a. Montrer que 'onauwov =vou = u.

b. Pourp etq des entiers naturels non nuls, calculérv? puisu? etv? en
fonction deu, v, v? .

2.1.4. SOURCE Soit f un endomorphisme d’'un espace vectofietle di-
mension tel quef™ = 0 et f*~! = 0. Soit un vecteur tel quef™~(x) # 0.
Montrer que(z, f(z),..., f*~!(z)) est une base dE.
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2.2.1. SOURCESoIt E; 'espace vectoriel des polynémes de degré au plt
1.

a. Quelles sont les bases canoniques des espaces veckrigl C ?

b. Montrer que le choix de ces bases permet d’'identifier ces trois espac
on dit qu’il sont isomorphes.

c. SoitT 'endomorphisme dév; défini par?'(P) = P’. Quel endomor-
phisme deR? (resp. deC) I'endomorphismel” induit-il par I'isomor-
phisme défini en (b) ?

2.2.2.  SouRcE Dans chacun des cas suivants, vérifier s’il existe une a
plication linéaireT; deR? dansR? vérifiant les conditions données :

a. Ti((1,-1)) = (2,3) Ti((2,-2)) = (3,2)
b. T5((1,-1)) = (2,3) T((1,1)) = (3,2)
C. T3((17 _1)) = (273) T3((37 _3)) = (67 9)

2.2.3.  SOURCESoientE un espace vectoriel réel de dimensife, s, e3)
une base d& et \ un réel. Montrer que les relations :

paer) =e1+e2, a(e2) =e1 —e2, pa(es) =e1+ Aes
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définissent une application linéaigg de £ danskE.

= Comment choisiiA pour quey, soit injective ? surjective ?
UNI'VERSITE . 7 . .
PARIS-SUD 2.2.4.  SoURCE Dans chacun des cas suivants, déterminer si les espa

vectorielsE et F' sont isomorphes ; si oui, exhiber un ismorphismed#ans
Accueil F

a. B ={(z,y,2) e R}z —y+2z=0}

Pegedeie Fy est le sous-espace @& engendré par les vecteufs = (1,2, 3) et
E— f2=(1,0,1).
b. Es ={\(1,i,—1),\ € C}.
“ > Fy = {(21,22,23,24) € CY 21 — 20 = 0, 23 — 224 = 0}.
) R C. B3 ={DX"+uX™ (\p) € C?*}.
F5 = Fs.

Page 16 de 41 . . . . P
2.2.5. SOURCESOoIt E' I'espace vectoriel suR des fonctions indéfiniment

dérivables d&R dansR. On définit une application sur par :

Retour

Plein écran u(f)(:c) :fl(x) _f(:l:) (f € va ER)
a. Montrer queu est un endomorphisme de

b. Déterminer le noyau et I'image de(indication : on pourra utiliser le
fait quee (' — f) estla dérivée de*f.)

c. Que peut-on en déduire ?

Fermer

Quitter
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2.2.6.  SOURCETrouver un isomorphisme entre I&- espaces vectoriels
E=R,+,.)etF =R:, 0, 0).

2.3.1. SOURCESOoIt E' un espace vectoriel éi’endomorphisme identique
de E. On appelle projecteur dé tout endomorphisme de E tel quep? = p.

a. Démontrer I'équivalence des propositions suivantes @8t un endo-
morphisme dev :
(i) p estun projecteur,
(i) I — p estun projecteur,
(i) p(I —p) = —p)p=0.
b. Montrer que sp est un projecteuty = Im p & ker p. Bien choisir une
base deF et écrire la matrice dg dans cette base.

c. Soit & = R?. L'endomorphismef de £ est défini par :

f((@,y) = (z —y,y — ) ((z,y) €R?)

Déterminer I'image et le noyau dé f est-il un projecteur ?
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2.4.1. SOURCESoientu etv deux endomorphismes d’Uki-espace vecto-
riel £ de dimension n.

On pose:
F ={u(z2) +v(2),z € E}
G ={u(x) +v(y),x € E,y € E}
dimker(v) = p

dimker(uov) = ¢
a. ComparerF’ etG et en déduire querg(u + v) < rg(u) + rg(v).
b. Montrer queker(v) N ker(u o v).
c. Montrer gu'il existe une basg, . .., a,) de E telle que :
(i) (ai,...,a,) soitune base deer v,

(i) (a1,...,ap,...,a,) soitune base deer(uov),

(i) (v(apt1),-..,v(a,)) soitune famille libre déer u.
d. En déduire I'inégalité rg(u o v) > rgu +rgv — n.

2.5.1. SOURCESoientE un espace vectoriel de dimensiorsurR, f un

endomorphisme dé’/, construire dans les trois cas suivants deux automc
phismes: etv de E tels quef = u — v.
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a. f est bijective,
b. ker f +Im f = E,
c. f estquelconque.

2.5.2.  SOURCESoientE un espace vectoriel de dimensiosurR et f un
endomorphisme dé&'.
On pose :

% =Idg, etpourk>1, f¥= f*"1o fetN, = ker f*, I, = Im f*.

Démontrer que :
a. pour tout entiek, N, est contenu dan¥ ., et [, contient/; ;.
b. il existe un entiep tel que :
Vk < p, Ny, # Nyy1 €tVk > p, N, = Niiq .
C. Vk < p, Iy # Iy etVk > p, I, = Iy
d E=1,&N,
e. la restriction def a I, induit un automorphisme dg,.

3.1.1. SOURCE Soiti un entier compris entré et 6 et f; I'application
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linéaire deR™ dansR™ dont la matrice par rapport aux bases canoniques

% R™ etR™, est :

UNIVERSITE 3

PARIS-SUD ~1 3
A1:(2 1) Ay = | -1 A3=(2 5 -1
Accueil 0
Page de Titre 1 3 1 1
1 -1 A
3 -2 -1 2 5 2 1
Sommaire A4_(—1 5 —4) As = g g _21 =19 1 0 1
-1 3 -1 A
« dd a. Dans chaque cas, préciser les valeurs éém.
< N b. Pouri = 1,2, 3, calculerf;(u) sous forme matricielle pour
u=(xy,...x,) deR"™.
Page 20 de 41 c. Déterminerker f; etIm f; pourl <i < 6

(discuter selon la valeur du rés).

Retour

3.1.2.  SoURCESoith I'application linéaire déR? dansR? dont la matrice
par rapport aux bas€s,, as, a3) deRRs et (b1, by) deRR, est :

Plein écran

Fermer

2 -1 1
Quitter A = (3 2 _3> (A = M(h‘y (alu ag, (Ig), (b17 bQ)))


http://www.math.u-psud.fr
Aline.html#312

a. On prend dan®? la nouvelle baséd) , a,, a;) OU

% a;:ag—l—ag, a;:ag—i-al a;:a1+a2.
PARISSUS Quelle est la nouvelle matricé, deh ?
(Al = M(ha (a,b al27 ai’i)v (blv b2)))
Accueil b. En conservant la base, a,, a;) de R, on choisit pour base d&?
(by, by) avec
Page de Titre 1 /

, 1
by=5(by+b2) by= (b1 —ba).

Quelle est la nouvelle matricé, deh ?
(A2 = M(h, (ay, az, az), (b1, b))

Sommaire

«“ >
p R 3.1.3. SOURCE SoientE et F' deux espaces vectoriels de dimension res
pectivesn etm. Soitg une application linéaire d& danst’ de rangr.
Fooaailaaa a. Préciser comment obtenir une bdse, ...a,) de £
etune baséb,, ...b,,) de F telles que :
Retour gla;))=b;sil<i<r et g(a)=0sir<i<n.
T Quelle est la matrice dgdans un tel couple de bases ?

b. Soit f 'endomorphisme d&? défini par :
f@y,2)=Qr+y+z,-y+zz+y) ((z,y,2) €R).

Quitter Ecrire la matrice d¢ dans la base canonique. Déterminer un couple ¢
bases pouf comme a la question (a).

Fermer
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Retour

Plein écran

Fermer

Quitter

3.1.4. Variante du précédentSOURCE
Soit f I'endomorphisme d&3 défini par :

f(@,y,2)=Q2s+y+z-y+2zz+y) ((z,y,2) €R?)

a. Ecrire la matrice dg dans la base canonique.

b. Déterminer un couple de basés, as, a3) et (b, bs, bs) telle que la
matrice def par rapport a ces bases soit :

1 00
010
000
3.1.5. SouURcESoit f I'endomorphisme d&? dont la matrice dans la base
canonique est :

2 -1 -1

-1 2 -1

-1 -1 2
Déterminer son image et son noyau.

3.1.6. SoURCESoit f 'endomorphisme d&? qui admet dans la base ca-
nonique la matrice :
1 -1 -2
A=1-3 -3 -3
2 2 2
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Retour

Plein écran

Fermer

Quitter

a. Déterminer le noyau et I'image dé

b. Trouver une base ou la matrice desoit :
010

B=10 01

000

3.1.7. SoURCE Soitu I'endomorphisme d&®? qui a pour matriced dans
la base canonique :

-1 1 0
A= 0 -1 1
1 -3 2

a. Quel est le rang dé ? Trouver un vecteur non nul du noyau de ?
b. CalculerA? et en déduire, sans calcul} , un antécéderitdea paru.

c. Trouver une basg deR? telle que la matrice de dansB soit :
010
A=[0 01
0 0 O
d. Soit v 'endomorphisme déR* qui admet dans la base canonique I
matrice :

1
0

_— o O
W = O
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Retour

Plein écran

Fermer

Quitter

Trouver une base de?® dans laquelle la matrice desoit :
110
011
000

3.1.8.  SOURCE Soit f un endomorphisme non nul @& tel que f? = 0.
Montrer quef est de rand et qu'il existe une base di® dans laquelle la
matrice def est :

O O O
O O O
OO =

3.2.1. SouRrceCalculerA.B, B.A, (A + B)? A? + B® + 2A.B avec :

1 -1 1 0 3 1
A=12 0 1 et B=|1 0 1
3 2 0 2 -1 1

1 10
3.2.2. SOURCESOitA= |0 1 1| etB=A-1.
0 01
CalculerB™, puis A™ pourn > 2.
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Retour

Plein écran

Fermer

Quitter

3.2.3.  SOURCE Calculer les inverses des matrices suivantes, quand ell
sont inversibles :

1 3 -1
a=(p 3 a=(5) am(z

3 2 0
12 010
06 0 00 v 2

CalculerA?, A3, A%, En déduirgI, — A)™.
Calculer(I, — A)~tet(I,— A)™™.

3.2.5. SOURCE Soit Ej; la matrice de)M,,(C) dont tous les coefficients
valent0 sauf le coefficient de |&-éme ligne ef-eme colonne qui vaut
a. Montrer que{Ey;, 1 < k,l < n} est une base d&/,,(C), c’est la base
canonique.
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Retour

Plein écran

Fermer

Quitter

b. Etablir les régles de calcul de produit entre les matrices de la base
nonique.

c. Calculer les produitsd.Ey,; et Ey;.A pour A € M,(C). Détermi-
ner les matricesA de M, (C) qui commutent a toute matric& de
M,(C)(X.A=AX).

3.2.6. SOURCESoIitJ =

O = O
_ o O
O O =

a. Calculer.J? et J3.
b. Montrer que I'ensemblg des matrices :

b

ol a, b, c sont des réels, est un sous espace vectoriel de dimehden
M;(R). Que peut-on dire du produit de deux matrices de I'ensemb

M?
011
c. Calculer l'inverse de lamatriceA = |1 0 1
1 10
1 11
d SoitB=(1 1 1
1 11


http://www.math.u-psud.fr
Aline.html#326

UNIVERSITE
PARIS-SUD

Accueil
Page de Titre
Sommaire

44 42

A
v

Page 27 de 41

Retour

Plein écran

Fermer

Quitter

CalculerB?, puisB" .

e. SoitC = I3 + B. CalculerC™ .

2 11
f.SoitD = |1 2 1].MontrerqueD" = o,,D + (5,13, 0U 13 est la
1 1 2
matrice identité3 x 3 eta,, et 3, sont des réels que I'on calculera (on
pourra aussi utiliser I'exercice 3.3

3.3.1. SOURCE Soient E I'espace vectoriel des polyndmes de degré a
plus3 eté 'endomorphisme dé’ qui & un polyndme associe son polynéme

dérivé.
a. Ecrire la matrice”’ de dans la base canoniqUale E.
b. Ecrire la matriceB ded dans labas# = (1,1 + X, 1+ X%, 1+ X?3).

c. Ecrire la matrice de passage de la bdsela bases et vérifier la for-
mule du cours.

3.3.2.  SOURCESoient(ey, e, e3) une base d&3. On pose :
a1 =e +e —e3, az=e€e —eyt+es ez3= —e + e+ es.

Montrer queA = (a4, as, a3) est une base di3.
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Retour

Plein écran

Fermer

Quitter

Soit f I'endomorphisme dé&?* dont la matrice, dans la base canonique

est:
a—b a+c c—b

M==-|b—a c—a b+c
a+b a—c b—c

Calculer la matrice d¢ dans la basel.

3.3.3.  SoURCE Soitu I'endomorphisme d&®? de matricel/ dans la base

canonique :
5 1
7= (% o)

a. Ecrire la matricd/’ dew dans la base ( (_14) ; (_11>>

b. Quelle est la matric#” du changement de base ? Calcufter'.

c. En déduire la matricé/" et les composantes, et 3, dans la base
canonique du vecteur transformé (de0) paru” .

3.3.4. SoURCE Soit T 'endomorphisme dél/;(C) qui & une matriced
associe sa matrice transposéde
a. Ecrire la matrice d€” dans la base canonique di&(C).
Soit S le sous-espace de,(C) des matrices symétriqu¢s = *A).
Soit.A le sous-espace de,(C) des matrices antisymétriques
(tA = —tA).
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Retour

Plein écran

Fermer

Quitter

d.

3.3.5.
trace de A la somme des termes de la diagonale principald de

Donner une base de chacun des sous-espa@isA et montrer que
M) C)=Sa A
Ecrire la matrice d€’ dans la base dé/,(C) construite & partir des
bases d& et A.

DansMj3(C), quelle base choisirez-vous pour écrire la matric& ce

SOURCESO0it A = (a; ;)o<i j<n UN €lément dé\/,, (K'). On appelle

Tr(A):a11+a22+...+ann.

Montrer que I'applicatioilr : M, (K) — K est une forme linéaire.
Montrer quelr (AB) = Tr (BA). Est-ce quéT (AB) = Tr (A)Tr (B) ?

. En déduire qu’on ne peut pas trouver de matride=t B dansM,,(K)

telles que
AB — BA=1,.

En déduire que I'on peut définir la trace d’'un endomorphisme ou bie
gue deux matrices semblables ont la méme trace.

. Montrer queM est une matrice de trace nulle si et seulement sst

somme de commutateurs. (un commutateur est une matrice qui p
s'écrireAB — BAou (A, B) € M, (K)*)
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Retour

Plein écran

Fermer

Quitter

Polycopié[J.- M.] : Chapitre 5 - Exercice$2y 5, 9, 14, 17, 22.

41.1. SoURCECalculer:

1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20
1 5 15 35

4.1.2.  SoURCECalculer, pouw, b, c réels :

a—b—c 2a 2a
2b b—c—a 2b
2c 2c c—a—>

4.1.3. Extrait du test 2 (1992 - 1993)SOURCE
Factoriser suR le polynéme suivant :
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Retour

Plein écran

Fermer

Quitter

Xt 2 2-1 2
2 Xt —1 4
P(Xx) = 1 2 X* 2
2 -1 X* 5

Polycopié [J. - M.] : Chapitre 5 - Exercice$818, 15, 21, 18, 25.

4.2.1. SOURCE Soienta, b etc trois réels. Calculer le déterminamtx n
D = |d; ;| défini par :

dii=b dij=asii<j d;j=csij<i.
Indication : Etudier le polyndm&(X) = |p; ;| défini par :

pz,z:b+X dw:a—i—X S|Z<j dZJ:C—FX S|]<Z

Polycopié [J. - M.] : chapitre 5 exercice$26, 28, 31, 34, 35.
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4.3.1. SoURCEInverser les matrices suivantes :

_ 3 2 -1 2 2 -1
PARISSUD M=|-21 4 P=[-21 4
3 0 0 3 0 0
Accueil
4.3.2.  SoURCETrouver I'équation de I'hyperplan d&® (resp.R*) engen-

Page de Titre dré par les vecteurs :

S u=(0,—1,1) etv = (-2,3,2)

(resp.u; = (1,3,4,5), us = (1,2,3,4) etus = (3, 1,4, 2)).
< »
< >

Page 32 de 41

Retour

5.1.1. SouRck Vérifier queu; = (—3,0,—1) etus = (0,—1,0) sont

Plein écran solutions du systeme linéaire :
_ o Ay = B = =2
ermer
(§):4 2z — y + 5z = 1
Quiter 3r + 5y — 4z = -5

Sans aucun calcul, déterminer 'ensemble des solutions de
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Retour

Plein écran

Fermer

Quitter

5.1.2.  SoURCESoitu I'endomorphisme d&? dont la matrice par rapport
a la base canonique @& est :

——_ O
Q O+

1
U=11
0

Pour quelles valeurs de, u est-il bijectif ? Pour les autres valeurs de
déterminer I'image et le noyau de
En déduire les solutions des systemes :

T 4+ 2z = 1 r + z=1
(S1)):¢z + y = 1 (S2): sz + y= 2
y + az = -1 y + az= 1

5.1.3. SOURCE
a. Déterminer 'ensemblé/ des solutions de I'équation :

T, — 2x9 — 323 — 5y = 0.

b. Ecrire, sans autres calculs, 'ensemble des solutions de I'équation :
T1 — 2x9 — 3x3 — Dy = 1.

c. Y a-t-il une équation dont 'ensemble des solutions s’écrive

(1,—1,0,1) + H?


http://www.math.u-psud.fr
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5.2.1. SouURCE Résoudre les systémes linéaires dont les matrices co

pléetes sont :
1 2 | =5
Accueil . 12|1 . 120| 1 o
a=(o 1) 4=(o1o]h) a- Po | ¢
Page de Titre ‘
, 13 -2 4|1
Sommaire
Ar=100 0 0] 0
«ln 00 0 010
4 »

Page 34 de 41 5.3.1. SOURCE

r + y + z =0
Retour (Sl) . —2r 4+ by + 2z = 0
—7r + Ty + 2z = 0

Plein écran

y — 2z = 3
Fermer (Ss) : r + 2y — 3z = -1
2z — y + az = —15

Quitter


http://www.math.u-psud.fr
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= Ty + 3332 -+ 2]73 + Ty = —2
i (S) 2%1 + 7]72 + 3563 = -5
= . 3 3r1 + 8x9 4+ Txs + 1llxy = 13
PARISSUD —22; — 8z, — 2135 + Gay = 18
; —ry — 21132 + + Ty = 2
Aceuel rT + 4]72 -+ 81’3 —+ 31’5 = 4
bace de Ti (S4) 2.’131 + 5562 + 3LU3 — 3LU4 — 5%5 = -5
age de Tive —21’2 + 101’3 i 81’4 al 161’5 = 18
) 5?[71 + 91’2 - T3 + 101’4 + 121’5 = =2
Sommaire
T + Yy - z =1
<« » (Ss) : oxr + 6y — Tz =T
') =Tz — 5y + (A+3)z = a—b—3
< » 3z + 2y + (u—1)z = a+b
Ay + ¢t = 1
Page 35 de 41 r + /\y + ¢t = 0
(Se) x + z —t = 0
Retour T . P . t — _4
Plein écran T+ y — = = -2
Fermer
5.4.1. SoURCESO0ItV le sous espace d&' engendré par les vecteurs :
Quitter

V1 = (1, —2,3, 1) Vg = (3, —5,8, —2> Vs = (1, —4,5, —3) Vy = (0, 1, —1, 1)
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Retour

Plein écran

Fermer

Quitter

. Déterminer la dimension et une baselde
. Déterminer un systéme d’équations cartésiennes et un systeme d’'éc

tions paramétriques dé.

. Trouver toutes les relations linéaires liantv,, v3 etv,.
d. Déterminer I'intersection d& avec I'hyperplan/ d’équation :

5z — 3y — 4242t = 0.

Que peut-on en déduire sur+ H ?

. Peut-on compléter, avec des vecteurs de I'hyperplanne base d&

en une base dg* ?
SouRCEON considrére le plati deC* engendré par les vecteurs :

w = (1,2,2,—i) et uy=(2,4,2,—2i).

a. Déterminer toutes les fagons de compléter, u,} en une base dg*

en choisissant des vecteurs parmi ceux de la base candniqug e, e,4)
deC*.

. Déterminer un supplémentairéde U qui ne contienne pas le vecteur

es ; trouver dans ce cas un vecteude U et un vecteur deV tels que
€y = U+ 0.
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Retour

Plein écran

Fermer

Quitter

5.4.3. SOURCE
a. Résoudre le systentq et le systeme homogéne assagie

T + 3r3 + n = 1

(S1) 2r1 — To + Txs — y1 — 9y = 2
3513'1 + 2.%'2 + 733'3 — 9y2 = &

—2x9 + 23 + 2y7 + ay = 1

b. Soient, dan®*, les vecteurs :
u = (1,2,3,0), up = (0,—1,2,-2), us = (3,7,7,2)

v = (1,-1,0,2), vo = (0,—9,—9, ).

On noteU (resp.V) le sous-espace de! engendré pat;, u, et us
(resp.v; etws).
Déduire de (a) sans autre calcul :

(i) Les dimensions d& etV

(i) Les valeurs dex pour lesquelles la somme deetV est directe,
(i) Une base du sous-espdcée V,

(iv) Un supplémentaire d& + V.


http://www.math.u-psud.fr
Aline.html#543

5.4.4. SoURCESoient, dan®*, les vecteurs :

% uw=(1,-1,0,2), v=(0,-9,-9,6)

UNIVERSITE
PARIS-SUD r=(1,2,3,0),y=(0,-1,2,-2),2 = (3,7,7,2)
Accuel a. Montrer quez appartient au sous-espace engendrérpetry et quev
appartient au sous-espace engendren.
Page de Titre b. SoientF’ le sous-espace engendré gary, z}, G le sous-espace en-
gendré pafu, v}.
Sommaire Trouver la dimension des sous-espage&, F' + G, F N G (on déter-
minera une base de chacun de ces sous-espaces).
«“ > .
c. Montrer que le sous-espaétengendré par le vecteur = (1,2, 3,1)
< , est supplémentaire dé + GG. En déduire un supplémentaire fen G.

5.4.5. SOURCE
a. Quel est le type (ensemble vide, point, droite affine, plan affine...) ¢

Page 38 de 41

Retour 'ensemble des solutions du systeme linéaire suivant ?
Plein écran
EST Tz + 2zx3  + T4 + 5 = Y1
-1+ (A=1D=zp  + (A=2)zz  + (A—1D=zg  + (A—Dzs = y2
A=1z1 + @Erx—1z2 + BAX—=2)zz3 + Brx—1zg + AX+1lzs = y3
Fermer Azo + Azs + Az gy +  (2Xx—1)zs =  y4

b. Soient les vecteurs de* :
Quitter

u = (1,—-1,2,\=1),up = (1, A—1,2A—1, A), uz = (2, A—2,3A—2, \),
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Retour

Plein écran

Fermer

Quitter

v=(1A=1,3A=1}), wm=(1A=12\+12\—1).

On appellel (resp.V) le sous-espace vectoriel engendréparu, et
uz (resp.v; etwvy). Quelle est la dimension des sous-espdce$” et
U + V ? Déterminel/ NV et un supplémentaire dé+ V.

6.1.1. SOURCELes matrices suivantes sont-elles diagonalisables ? (Réf
chir pour éviter de calculer).

110 10 0 01 1 110
Q=010 |R=120]|S=(000]|T=([110
00 2 10 2 00 0 00 2

6.1.2. SoURCE Chercher les valeurs propres et la dimension des soL
espaces propres des matrices suivantes :

2 0 4 -1 1 0 320
A=\ 3 -4 12 B = 0 -1 1 C=1|1-100
1 -2 5 1 0 -1 0 01
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Plein écran

Fermer

Quitter

3 -4 0 2 0100
4 0 -1
4 -5 —2 4 3020
D_g_f_g E‘oo 3 -2 F‘ozos
0 0 2 —1 0010
m 1 1 a? 1 0
G= 1 m 1 |(meR) H= 0 2a 0 | (e eR)
1 1 m 0 0 a+2
-4 0 -2 8 —1 -5
J = 01 0 K= -2 3 1
51 3 4 -1 -1
1 a1 0 a p
L=101 8 |(87)eR M=|a 0 3 |(xp)cR?
0 0 ~ a (B 0

6.1.3. SOURCEDire pour chacune des matrices de I'exercice précédent
elle est diagonalisable et donner une matrice semblable la plus simple
sible.

CalculerA™ pour tout entier et(C' — 21d)(C — Id).

6.2.1. SOURCESoIt E le R-espace vectoriel des fonctionsRalansR de
classeC'>. Soientu etv les endomorphismes de définis, pourf € E, par :
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Plein écran

Fermer

Quitter

u(f) = f et o(f)x) = /Oxf(t)dt (z€R)

a. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propuest de
b. Déterminer les valeurs propres de v etv o .

c. Posongy,(z) = cosnz pourz € R. Montrer que les fonctiong, sont
linéairement indépendantes datis

6.2.2.  SOURCESoitu I'endomorphisme d€[X ] défini par :

u(P) = 2X + D)P(X) — (X2 - 1)P'(X) (P € C[X])

a. Montrer qu’il existe un unique entiex, tel queC,,,[ X | soit stable pat
ouC,,[X] est le sous-espace @&X] des polyndmes de degré au plus
o .

b. Soitv 'endomorphisme d€,,,[X] obtenu par restriction deaC,,,[X].
Ecrire la matrice de dans la base canonique @g, [X|.

c. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de
d. Méme question pou.

6.2.3. SOURCE Soient /' un R-espace vectoriel de dimensionet f et
g deux endomorphismes de. On suppose qu¢ admetn valeurs propres
distinctes.
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a. Montrer quef et g commutent si et seulement si les vecteurs propre

% de f sont vecteurs propres ge
UNIVERSITE b. Un vecteur propre dg est-il propre pourf ?
PARIS-SUD

c. Les endomorphismes qui commutent aont-ils diagonalisables ?

Accueil

Page de Titre
6.3.1. SOURCE
. 3 1
Sommaire . . . 2 —2
' a. Diagonaliser danR? la matrice4d = ( i 02 ) et calculerA™.
w» b. On considére les suites réell@s, )., et (v,)ne, définis par les don-
) R nées dey, etv, et par les relations :
3 1
Page 42 de 41 Un+1 = §un+1 - 5 et Unt1 = Un VneN
Retour Calculeru,, etwv,, en fonction der, u etv,. Les suites sont-elles conver-
gentes ?
Plein écran c. Que peut-on dire des suites récurrerttes),,,, vérifiant
Fermer 2un+2 - 3un+1 + Up = 0°7?

Quitter
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