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Ce document, destiné à nos collègues enseignants, réunit
des exercices d’algèbre linéaire utilisés en M1MIAS décalé
par les auteurs de 1992 à 1995. Les exercices mélangeant
polynômes et algèbre linéaire sont dans le document Paul.
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1. Espaces vectoriels

1.1. Structure d’espace vectoriel

1.1.1. SOURCEOn définit surE = R2

– l’addition⊕ par

(x, z)⊕ (x′, z′) = (x + x′, z + z′)

– la multiplication externe�, ayantR comme corps des scalaires, par

λ� (x, z) = (2x, 0).

E muni de ces deux lois est-il un espace vectoriel surR ?

1.1.2. SOURCEPourx ety alorsR∗
+ etλ réel, on pose

x⊕ y = xy et λ� x = xλ.

Montrer que(R∗
+,⊕,�) est un espace vectoriel surR.

1.2. Indépendance linéaire, base

1.2.1. Indépendance linéaire.SOURCE

Soit{x, y, z, t} une famille libre d’éléments d’un espace vectorielE. Les
éléments suivants sont-ils linéairement indépendants ?

http://www.math.u-psud.fr
Aline.html#111
Aline.html#112
Aline.html#121
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a. x, 2y et z

b. x et z

c. x, 2x + t et t

d. 3x + z, z ety + z

e. 2x + y, x− 3y, t ety − x.

1.2.2. Base deC. SOURCE

Soit E l’ensemble des nombres complexes considéré comme un espace
vectoriel surR.

a. Quelle est la dimension deE ?

b. Soitz = a+ ib ∈ E. A quelle conditionz et z̄ forment-t-ils une base de
E ? Dans ce cas,x ety étant des réels donnés, calculer les composantes
λ etµ dex + iy dans la base(z, z̄).

1.2.3. SOURCE

Soienta, b, c trois réels positifs distincts. On notefa la fonction définie
surR∗

+ par :

fa(x) = ln(ax)

Montrer que{fa, fb, fc} est une partie liée deF(R∗
+, R).

http://www.math.u-psud.fr
Aline.html#122
Aline.html#123
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1.3. Sous-espaces vectoriels

1.3.1. SOURCESoitE leR-espace vectorielR. Quels sont les sous-espaces
vectoriels deE ?

1.3.2. LeC-espace vectorielC. SOURCE

a. Montrer queC est un espace vectoriel surC et surR.

b. R est-il un sous-espace duC-espace vectorielC ?

c. Même question pour{λ(a + bi) | λ ∈ R} oùa + bi ∈ C est fixé.

1.3.3. LeR-espace vectorielC. SOURCE

SoitE le R-espace vectorielC.

a. Montrer queE est engendré
– par les vecteurs1 et i
– par les vecteurs1 et j.

b. Déterminer des systèmes générateurs deE2 etE3.

c. Que peut-on dire si l’on considèreC comme espace vectoriel surC ?

1.3.4. SOURCE Soit E un R-espace vectoriel. SoientF et G deux sous-
espaces vectoriels deE.

a. Démontrer :F ∪G est uns.e.v. deE ⇔ F ⊂ G ouG ⊂ F .

b. En déduire que siF 6= E etG 6= E, alorsF ∪G 6= E.

http://www.math.u-psud.fr
Aline.html#131
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1.3.5. SOURCE Dans l’espace vectorielR3, les sous-ensembles suivants
sont-ils des sous-espaces vectoriels ?

a. A = {(x, y, z) ∈ R3 | x + y − 4z = 0}
b. B = {(x, y, z) ∈ R3 | x− 2y + z = 1}

(c) C = {(x, y, z) ∈ R3 | xy − z = 0}
c. D = {(x, y, z) ∈ R3 | x− 2y = 0 et z − x = 0}
d. E = {(α, β, 3α) | α ∈ R et β ∈ R}
e. Fc = {(α + c,−α, α + β) | α ∈ R et β ∈ R} avecc ∈ R fixé.

Déterminer (s’il y a lieu) des systèmes générateurs, décider si le sous-
espace est une droite ou un plan deR3, donner les équations paramétriques et
cartésiennes.

1.3.6. SOURCE DansR3, montrer que le sous-espace engendré paru =
(2, 0,−1) et v = (3, 2,−4) coïncide avec le sous-espace engendré parw =
(1, 2,−3) et t = (0, 4,−5).

1.3.7. SOURCESoit α un paramètre réel, soientF et Gα les sous-espaces
vectoriels deR3 définis par les équations :

F : x− y + z = 0

Gα :

{
3x − 2z = 0
y − αz = 0

http://www.math.u-psud.fr
Aline.html#135
Aline.html#136
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Déterminer des systèmes générateurs deF , G, F ∩ G et F + G et des
équations paramétriques et cartésiennes de ces sous-espaces. Interpréter géo-
métriquement les résultats.

1.3.8. SOURCE Pourλ paramètre réel, on appellePλ le sous-espace vec-
toriel deR4 engendré par les vecteursu = (2, 5, 1, 3) etv2 = (4, 10, λ, 6).

a. Donner une condition nécessaire et suffisante surλ pour quePλ soit un
plan.

b. Déterminer, pour toutλ, les équations cartésiennes et paramétriques de
Pλ.
SoitDµ la droite deR4 engendrée par le vecteurwµ = (µ, 15, µ, 9).

c. Donner les équations cartésiennes deDµ

d. A quelles conditions surλ etµ, Dµ est contenue dansPλ ?

1.3.9. SOURCE

SoitG le sous-espace deR4 engendré par les vecteurs :

u = (1,−1, 2,−2) v = (4, 0, 1,−5) w = (3, 1,−1,−3)

SoitH = {(x, y, z, t) ∈ R4, x + y = 0 et x− y + z + 2t = 0}.
a. Déterminer la dimension deG.
b. Montrer queH est un sous-espace deR4 et déterminer sa dimension.
c. Déterminer les dimensions des sous-espacesG ∩H etG + H.
d. Trouver un sous-espaceF deR4 tel que(G + H)⊕ F = R4 .

http://www.math.u-psud.fr
Aline.html#138
Aline.html#139
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1.3.10. SOURCE

a. SoitE le sous-espace deR4 engendré par les vecteurs :

u = (1, 2,−1,−1) et v = (2, 3, 0,−1)

Calculer la dimension deE.

b. Soit F le sous-ensemble deR4 formé des vecteurs(x1, x2, x3, x4) tels
que3x1−x3 = 0 etx1+x3−x4 = 0. Montrer queF est un sous-espace
vectoriel deR4.

c. Calculer les dimensions deE∩F et du sous-espace vectoriel deR4, E+
F , engendré parE ∪ F .

1.3.11. SOURCE

Soient les vecteurs suivants deR4 :

u = (−1, 0, 3,−9) v = (3,−4, 3, 7) w = (7,−12, 15, 3)

a = (1,−1, 0, 4) b = (1, 0, 3,−1).

a. Montrer quev (resp.w) appartient au sous-espace vectoriel deR4 en-
gendré par{a, u} (resp.{u, v}).

b. NotonsF (resp.G) le sous-espace vectoriel deR4 engendré par{u, v, w}
(resp.{a, b}). Déterminer la dimension et une base des sous-espaces
F, G, F ∩G etF + G (cette question ne nécessite pas de calculs, si on
utilise des arguments de dimension).

http://www.math.u-psud.fr
Aline.html#1310
Aline.html#1311
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c. Montrer que la droiteH deR4 engendré par le vecteurt = (1,−1, 1, 1)
est un supplémentaire deF +G. En déduire un supplémentaire de cha-
cun des sous-espacesF ∩G, F etG.

d. Donner une interprétation géométrique des résultats trouvés.

1.3.12. SOURCE

Soit E un espace vectoriel de dimension finien surK, on considèreE1

etE2 deux sous-espaces vectoriels deE de dimensions respectivesn1 etn2.

a. Donner un encadrement dedim(E1 ∩ E2) et dedim(E1 + E2).

b. Montrer l’égalité :

dim(E1 + E2) + dim(E1 ∩ E2) = dim(E1) + dim(E2)

(Suggestion : considérer une baseB0 deE1 ∩ E2, la compléter en une base
B1 deE1 en une baseB2 deE2 ; extraire deB1 ∪ B2 une base deE1 + E2).

1.4. Hyperplan

1.4.1. SOURCE

On appellehyperplan (vectoriel) deE tout sous-espace vectoriel deE
de dimensionn − 1. On considére deux hyperplans distincts deE : F et G.
Déterminer la dimension deF ∩G par les deux méthodes suivantes :

a. Utiliser l’exercice1.3.12.

http://www.math.u-psud.fr
Aline.html#1312
Aline.html#141
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b. Montrer qu’il existe deux vecteursa et b deE tels que :

a ∈ F, a 6∈ G, b ∈ G et b 6∈ F

Montrer que le sous-espace vectoriel deE engendré para et b est un
supplémentaire deF ∩G.

1.4.2. SOURCE

SoitE un espace vectoriel réel de dimensionn.

a. Montrer que sif est une forme linéaire non nulle surE, alorsker f
est un hyperplan deE, c’est-à-dire un sous-espace vectoriel deE de
dimensionn−1. Montrer qu’il existe des réelsα1, . . . αn non tous nuls
tels que :

u = (x1, . . . xn) ∈ ker f ⇐⇒ α1x1 + . . . + αnxn = 0

b. Soit H = {(x, y, z, t) ∈ R4, x − 2y + z − t = 0}. Montrer queH est
un hyperplan deR4. Existe-t-il une forme linéairef sur R4 telle que
H = ker f ?

c. Soit H un hyperplan deE. Montrer qu’il existe une forme linéaire sur
E telle queker f = H. (On pourra compléter une base deH et définir
f sur cette base).f est-elle unique ?

d. Vérifier qu’un hyperplanH de E peut être défini par une des trois
conditions équivalentes suivantes :

http://www.math.u-psud.fr
Aline.html#142
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(i) H est un sous espace vectoriel deE de dimensionn− 1.
(ii) H est le noyau d’une forme linéaire non nulle surE.
(iii) H est l’ensemble des solutions d’une équation linéaire de la forme

α1x1 + . . . + αnxn = 0 où (α1, . . . αn) ∈ Rn et (α1, . . . αn) 6=
(0, . . . 0). (On dit que cette équation est uneéquation cartésienne
de l’hyperplanH).

e. Quelle est l’équation cartésienne d’un hyperplan deR3 ?

f. Montrer l’équivalence des définitions suivantes :
(j) D est une droite deR3, c’est-à-dire un sous-espace de dimension 1.
(jj) D est l’ensemble des solutions d’un système linéaire

(∗)
{

ax + by + cz = 0
a′x + b′y + c′z = 0

où (a, b, c) et (a′, b′, c′) ne sont pas colinéaires.

((*) est un système d’équations cartésiennes deD).

2. Applications linéaires

2.1. Notion de linéarité

2.1.1. SOURCE On noteC([0, 1]) (resp.C1([0, 1])) le R-espace vectoriel
des fonctions définies et continues (resp. ayant une dérivée continue) de[0, 1]
dansR etEn est le sous-espace deC[X] des polynômes de degré au plusn.

http://www.math.u-psud.fr
Aline.html#211
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Parmi les applications suivantes lesquelles sont linéaires. Déterminer, pour
chacune de celles-ci, son noyau et son image et, dans le cas d’espaces de di-
mension finie, sa matrice. Dire si l’application est injective, surjective, bijec-
tive.

f1 : R → R, f1(x) = 2x2

f2 : R → R, f2(x) = 4x− 3

f3 : R2 → R2, f3(x, y) = (0, x)

f4 : R2 → R2, f4(x, y) = (y, x)

f5 : R2 → R,f5(x, y) =
√

3x2 + y2

f6 : C2 → C, f6(z, z
′) = 3z − iz′

f7 : C2 → C, f7(z, z
′) = zz′

f8 : C([0, 1]) → R, f8(g) = g(1)

f9 : C([0, 1]) → R, f9(g) = |g|
f10 : C1([0, 1])) → C([0, 1]), f10 : (g) = gg′

f11 : C([0, 1])) → R, f11(g) = max{g(t), t ∈ [0, 1]}
f12 : En → En, f12(P ) = P ′

f13 : C([0, 1]) → R, f13(g) = g′(1
2
) +

∫ 1

0
g(t)dt

f14 : En → En, f14(P ) = XP

f15 : En → En, f15(P ) = P (2)

f16 : En → En, f16(P ) = XP + 1

http://www.math.u-psud.fr
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2.1.2. SOURCE

a. Tracer le graphe d’une applicationf deR dansR injective et non sur-
jective.

b. Tracer le graphe d’une applicationg de R dansR surjective et non
injective.

c. Tracer le graphe d’une application linéaireh deR dansR injective et
non surjective (resp. surjective et non injective).

d. Montrer que les applications linéaires deR dansR sont les applications
de la forme :x → αx oùα est un réel fixé.

2.1.3. SOURCE SoientE un espace vectoriel de dimension3 sur R et
(e1, e2, e3) une base deE. On considère deux endomorphismesu et v de
E définis par :

u(e1) = u(e2) = u(e3) = e1 + e2 + e3

v(e1) = e2, v(e2) = e3, v(e3) = e1

a. Montrer que l’on au ◦ v = v ◦ u = u.

b. Pourp etq des entiers naturels non nuls, calculeru2, v3 puisup etvq en
fonction deu, v, v2 .

2.1.4. SOURCE Soit f un endomorphisme d’un espace vectorielE de di-
mensionn tel quefn = 0 etfn−1 6= 0. Soit un vecteurx tel quefn−1(x) 6= 0.
Montrer que(x, f(x), . . . , fn−1(x)) est une base deE.

http://www.math.u-psud.fr
Aline.html#212
Aline.html#213
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2.2. Applications linéaires, prolongement par linéarité, iso-
morphismes

2.2.1. SOURCESoitE1 l’espace vectoriel des polynômes de degré au plus
1.

a. Quelles sont les bases canoniques des espaces vectorielsE1, R2, C ?

b. Montrer que le choix de ces bases permet d’identifier ces trois espaces,
on dit qu’il sont isomorphes.

c. Soit T l’endomorphisme deE1 défini parT (P ) = P ′. Quel endomor-
phisme deR2 (resp. deC) l’endomorphismeT induit-il par l’isomor-
phisme défini en (b) ?

2.2.2. SOURCE Dans chacun des cas suivants, vérifier s’il existe une ap-
plication linéaireTi deR2 dansR2 vérifiant les conditions données :

a. T1((1,−1)) = (2, 3) T1((2,−2)) = (3, 2)

b. T2((1,−1)) = (2, 3) T2((1, 1)) = (3, 2)

c. T3((1,−1)) = (2, 3) T3((3,−3)) = (6, 9)

2.2.3. SOURCESoientE un espace vectoriel réel de dimension3, (e1, e2, e3)
une base deE etλ un réel. Montrer que les relations :

ϕλ(e1) = e1 + e2, ϕλ(e2) = e1 − e2, ϕλ(e3) = e1 + λe3

http://www.math.u-psud.fr
Aline.html#221
Aline.html#222
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définissent une application linéaireϕλ deE dansE.
Comment choisirλ pour queϕλ soit injective ? surjective ?

2.2.4. SOURCE Dans chacun des cas suivants, déterminer si les espaces
vectorielsE etF sont isomorphes ; si oui, exhiber un ismorphisme deE dans
F .

a. E1 = {(x, y, z) ∈ R3, x− y + z = 0}.
F1 est le sous-espace deR3 engendré par les vecteursf1 = (1, 2, 3) et
f2 = (1, 0, 1).

b. E2 = {λ(1, i,−1), λ ∈ C}.
F2 = {(z1, z2, z3, z4) ∈ C4, z1 − z2 = 0, z3 − 2z4 = 0}.

c. E3 = {λXn + µXm, (λ, µ) ∈ C2}.
F3 = F2.

2.2.5. SOURCESoitE l’espace vectoriel surR des fonctions indéfiniment
dérivables deR dansR. On définit une application surE par :

u(f)(x) = f ′(x)− f(x) (f ∈ E, x ∈ R)

a. Montrer queu est un endomorphisme deE.

b. Déterminer le noyau et l’image deu (indication : on pourra utiliser le
fait quee−x(f ′ − f) est la dérivée dee−xf .)

c. Que peut-on en déduire ?

http://www.math.u-psud.fr
Aline.html#224
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2.2.6. SOURCETrouver un isomorphisme entre lesR - espaces vectoriels
E = (R, +, .) etF = (R∗

+,⊕,�).

2.3. Projecteurs

2.3.1. SOURCESoitE un espace vectoriel etI l’endomorphisme identique
deE. On appelle projecteur deE tout endomorphismep deE tel quep2 = p.

a. Démontrer l’équivalence des propositions suivantes oùp est un endo-
morphisme deE :

(i) p est un projecteur,

(ii) I − p est un projecteur,

(iii) p(I − p) = (I − p)p = 0.

b. Montrer que sip est un projecteur,E = Im p⊕ ker p. Bien choisir une
base deE et écrire la matrice dep dans cette base.

c. SoitE = R2. L’endomorphismef deE est défini par :

f((x, y)) = (x− y, y − x) ((x, y) ∈ R2)

Déterminer l’image et le noyau def . f est-il un projecteur ?

http://www.math.u-psud.fr
Aline.html#226
Aline.html#231
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2.4. Notion de rang

2.4.1. SOURCESoientu etv deux endomorphismes d’unK-espace vecto-
riel E de dimension n.

On pose :

F = {u(z) + v(z), z ∈ E}
G = {u(x) + v(y), x ∈ E, y ∈ E}

dim ker(v) = p

dim ker(u ◦ v) = q

a. ComparerF etG et en déduire que :rg(u + v) ≤ rg(u) + rg(v).

b. Montrer queker(v) ∩ ker(u ◦ v).

c. Montrer qu’il existe une base(a1, . . . , an) deE telle que :

(i) (a1, . . . , ap) soit une base deker v,

(ii) (a1, . . . , ap, . . . , aq) soit une base deker(uov),

(iii) (v(ap+1), . . . , v(aq)) soit une famille libre deker u.

d. En déduire l’inégalité :rg(u ◦ v) ≥ rg u + rg v − n.

2.5. Exercices plus difficiles

2.5.1. SOURCE SoientE un espace vectoriel de dimensionn surR, f un
endomorphisme deE, construire dans les trois cas suivants deux automor-
phismesu etv deE tels quef = u− v.

http://www.math.u-psud.fr
Aline.html#241
Aline.html#251


Accueil

Page de Titre

Sommaire

JJ II

J I

Page 19 de 41

Retour

Plein écran

Fermer

Quitter

a. f est bijective,

b. ker f + Im f = E,

c. f est quelconque.

2.5.2. SOURCESoientE un espace vectoriel de dimensionn surR etf un
endomorphisme deE.

On pose :

f 0 = IdE, et pourk ≥ 1, fk = fk−1 ◦ f etNk = ker fk, Ik = Im fk.

Démontrer que :

a. pour tout entierk, Nk est contenu dansNk+1 et Ik contientIk+1.

b. il existe un entierp tel que :
∀k < p, Nk 6= Nk+1 et∀k ≥ p, Nk = Nk+1 .

c. ∀k < p, Ik 6= Ik+1 et∀k ≥ p, Ik = Ik+1.

d. E = Ip ⊕Np

e. la restriction def à Ip induit un automorphisme deIp.

3. Matrices

3.1. Matrice d’une application linéaire

3.1.1. SOURCE Soit i un entier compris entre1 et 6 et fi l’application

http://www.math.u-psud.fr
Aline.html#252
Aline.html#311


Accueil

Page de Titre

Sommaire

JJ II

J I

Page 20 de 41

Retour

Plein écran

Fermer

Quitter

linéaire deRn dansRm dont la matrice par rapport aux bases canoniques de
Rn etRm, est :

A1 =

(
−1 3
2 1

)
A2 =

 3
−1
0

 A3 =
(
2 5 −1

)

A4 =

(
3 −2 −1
−1 5 −4

)
A5 =

1 −1 λ
0 3 −1
2 0 2

 A6 =


1 3 1 1
2 5 2 1
0 1 0 1
−1 3 −1 λ


a. Dans chaque cas, préciser les valeurs den etm.

b. Pouri = 1, 2, 3, calculerfi(u) sous forme matricielle pour
u = (x1, . . . xn) deRn.

c. Déterminerker fi et Im fi pour1 ≤ i ≤ 6

(discuter selon la valeur du réelλ).

3.1.2. SOURCESoith l’application linéaire deR3 dansR2 dont la matrice
par rapport aux bases(a1, a2, a3) deR3 et (b1, b2) deR2 est :

A =

(
2 −1 1
3 2 −3

)
(A = M(h, (a1, a2, a3), (b1, b2))).
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a. On prend dansR3 la nouvelle base(a
′
1, a

′
2, a

′
3) où

a
′

1 = a2 + a3, a
′

2 = a3 + a1 a
′

3 = a1 + a2.

Quelle est la nouvelle matriceA1 deh ?
(A1 = M(h, (a

′
1, a

′
2, a

′
3), (b1, b2)))

b. En conservant la base(a
′
1, a

′
2, a

′
3) de R3, on choisit pour base deR2

(b
′
1, b

′
2) avec

b
′

1 =
1

2
(b1 + b2) b

′

2 =
1

2
(b1 − b2).

Quelle est la nouvelle matriceA2 deh ?
(A2 = M(h, (a

′
1, a

′
2, a

′
3), (b

′
1, b

′
2)))

3.1.3. SOURCE SoientE et F deux espaces vectoriels de dimension res-
pectivesn etm. Soitg une application linéaire deE dansF de rangr.

a. Préciser comment obtenir une base(a1, . . . an) deE

et une base(b1, . . . bm) deF telles que :

g(ai) = bi si 1 ≤ i ≤ r et g(ai) = 0 si r < i ≤ n.

Quelle est la matrice deg dans un tel couple de bases ?

b. Soitf l’endomorphisme deR3 défini par :

f(x, y, z) = (2x + y + z,−y + z, x + y) ((x, y, z) ∈ R3).

Ecrire la matrice def dans la base canonique. Déterminer un couple de
bases pourf comme à la question (a).
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3.1.4. Variante du précédent.SOURCE

Soitf l’endomorphisme deR3 défini par :

f((x, y, z)) = (2x + y + z,−y + z, x + y) ((x, y, z) ∈ R3)

a. Ecrire la matrice def dans la base canonique.

b. Déterminer un couple de bases(a1, a2, a3) et (b1, b2, b3) telle que la
matrice def par rapport à ces bases soit :1 0 0

0 1 0
0 0 0


3.1.5. SOURCESoitf l’endomorphisme deR3 dont la matrice dans la base
canonique est :  2 −1 −1

−1 2 −1
−1 −1 2


Déterminer son image et son noyau.

3.1.6. SOURCESoitf l’endomorphisme deR3 qui admet dans la base ca-
nonique la matrice :

A =

 1 −1 −2
−3 −3 −3
2 2 2


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a. Déterminer le noyau et l’image def .

b. Trouver une base où la matrice def soit :

B =

0 1 0
0 0 1
0 0 0


3.1.7. SOURCESoit u l’endomorphisme deR3 qui a pour matriceA dans
la base canonique :

A =

−1 1 0
0 −1 1
1 −3 2


a. Quel est le rang deA ? Trouver un vecteura non nul du noyau deu ?

b. CalculerA2 et en déduire, sans calcul,A3 , un antécédentb dea paru.

c. Trouver une baseB deR3 telle que la matrice deu dansB soit :

A′ =

0 1 0
0 0 1
0 0 0


d. Soit v l’endomorphisme deR3 qui admet dans la base canonique la

matrice : 0 1 0
0 0 1
1 −3 3


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Trouver une base deR3 dans laquelle la matrice dev soit :1 1 0
0 1 1
0 0 0


3.1.8. SOURCE Soit f un endomorphisme non nul deR3 tel quef 2 = 0.
Montrer quef est de rang1 et qu’il existe une base deR3 dans laquelle la
matrice def est : 0 0 1

0 0 0
0 0 0


3.2. Calcul matriciel

3.2.1. SOURCECalculerA.B, B.A, (A + B)2, A2 + B2 + 2A.B avec :

A =

1 −1 1
2 0 1
3 2 0

 et B =

0 3 1
1 0 1
2 −1 1

 .

3.2.2. SOURCESoitA =

1 1 0
0 1 1
0 0 1

 etB = A− I.

CalculerBn, puisAn pourn ≥ 2.
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3.2.3. SOURCE Calculer les inverses des matrices suivantes, quand elles
sont inversibles :

A1 =

(
1 −3
2 −5

)
, A2 =

(
2 4
3 6

)
, A3 =

1 3 −1
2 −1 3
3 2 0



A4 =

1 2 −1
1 0 α
0 β 0

 ((α, β) ∈ R2), A4 =


1 2 1 2
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 γ 2

 (γ ∈ R)

3.2.4. SOURCEPourm dansC, on pose :

A =


0 m 0 0
0 0 m 0
0 0 0 m
0 0 0 0


CalculerA2, A3, A4. En déduire(I4 − A)n.
Calculer(I4 − A)−1 et (I4 − A)−n.

3.2.5. SOURCE Soit Ek,l la matrice deMn(C) dont tous les coefficients
valent0 sauf le coefficient de lak-ème ligne etl-ème colonne qui vaut1.

a. Montrer que{Ek,l, 1 ≤ k, l ≤ n} est une base deMn(C), c’est la base
canonique.
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b. Etablir les règles de calcul de produit entre les matrices de la base ca-
nonique.

c. Calculer les produitsA.Ek,l et Ek,l.A pour A ∈ Mn(C). Détermi-
ner les matricesA de Mn(C) qui commutent à toute matriceX de
Mn(C)(X.A = A.X).

3.2.6. SOURCESoitJ =

0 0 1
1 0 0
0 1 0

.

a. CalculerJ2 etJ3.

b. Montrer que l’ensembleM des matrices :a c b
b a c
c b a


oùa, b, c sont des réels, est un sous espace vectoriel de dimension3 de
M3(R). Que peut-on dire du produit de deux matrices de l’ensemble
M?

c. Calculer l’inverse de la matrice :A =

0 1 1
1 0 1
1 1 0


d. SoitB =

1 1 1
1 1 1
1 1 1

.
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CalculerB2, puisBn .

e. SoitC = I3 + B. CalculerCn .

f. Soit D =

2 1 1
1 2 1
1 1 2

 . Montrer queDn = αnD + βnI3 , où I3 est la

matrice identité3 × 3 et αn et βn sont des réels que l’on calculera (on
pourra aussi utiliser l’exercice3.3.3)

3.3. Changement de base

3.3.1. SOURCE SoientE l’espace vectoriel des polynômes de degré au
plus3 et δ l’endomorphisme deE qui à un polynôme associe son polynôme
dérivé.

a. Ecrire la matriceC deδ dans la base canoniqueC deE.

b. Ecrire la matriceB deδ dans la baseB = (1, 1 + X, 1 + X2, 1 + X3).

c. Ecrire la matrice de passage de la baseC à la baseB et vérifier la for-
mule du cours.

3.3.2. SOURCESoient(e1, e2, e3) une base deR3. On pose :

a1 = e1 + e2 − e3, a2 = e1 − e2 + e3 e3 = −e1 + e2 + e3.

Montrer queA = (a1, a2, a3) est une base deR3.
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Soit f l’endomorphisme deR3 dont la matrice, dans la base canonique,
est :

M =
1

2

a− b a + c c− b
b− a c− a b + c
a + b a− c b− c


Calculer la matrice def dans la baseA.

3.3.3. SOURCESoit u l’endomorphisme deR2 de matriceU dans la base
canonique :

U =

(
5 1
−4 0

)
a. Ecrire la matriceU ′ deu dans la base :

((
1
−4

)
,

(
1
−1

))
b. Quelle est la matriceP du changement de base ? CalculerP−1.

c. En déduire la matriceUn et les composantesαn et βn dans la base
canonique du vecteur transformé de(1; 0) parun .

3.3.4. SOURCE Soit T l’endomorphisme deM2(C) qui à une matriceA
associe sa matrice transposéetA.

a. Ecrire la matrice deT dans la base canonique deM2(C).
SoitS le sous-espace deM2(C) des matrices symétriques(A = tA).
SoitA le sous-espace deM2(C) des matrices antisymétriques
(tA = − tA).
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b. Donner une base de chacun des sous-espacesS et A et montrer que
M2(C) = S ⊕A

c. Ecrire la matrice deT dans la base deM2(C) construite à partir des
bases deS etA.

d. DansM3(C), quelle base choisirez-vous pour écrire la matrice deT ?

3.3.5. SOURCE Soit A = (ai,j)0≤i,j≤n un élément deMn(K). On appelle
trace deA la somme des termes de la diagonale principale deA :

Tr (A) = a11 + a22 + . . . + ann.

a. Montrer que l’applicationTr : Mn(K) → K est une forme linéaire.

b. Montrer queTr (AB) = Tr (BA). Est-ce queTr (AB) = Tr (A)Tr (B) ?

c. En déduire qu’on ne peut pas trouver de matricesA etB dansMn(K)
telles que

AB −BA = In.

d. En déduire que l’on peut définir la trace d’un endomorphisme ou bien
que deux matrices semblables ont la même trace.

e. Montrer queM est une matrice de trace nulle si et seulement siM est
somme de commutateurs. (un commutateur est une matrice qui peut
s’écrireAB −BA où (A, B) ∈ Mn(K)2.)
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4. Déterminants

4.1. Calcul de déterminants de petite taille.

Polycopié[J.- M.] : Chapitre 5 - Exercices n◦2, 5, 9, 14, 17, 22.

4.1.1. SOURCECalculer : ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20
1 5 15 35

∣∣∣∣∣∣∣∣
4.1.2. SOURCECalculer, poura, b, c réels :∣∣∣∣∣∣

a− b− c 2a 2a
2b b− c− a 2b
2c 2c c− a− b

∣∣∣∣∣∣
4.1.3. Extrait du test 2 (1992 - 1993).SOURCE

Factoriser surR le polynôme suivant :
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P (X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
X4 2 2− 1 2
2 X4 −1 4
−1 2 X4 2
2 −1 X4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
4.2. Calcul de déterminants en dimensionn.

Polycopié [J. - M.] : Chapitre 5 - Exercices n◦13, 15, 21, 18, 25.

4.2.1. SOURCE Soienta, b et c trois réels. Calculer le déterminantn × n
D = |di,j| défini par :

di,i = b di,j = a si i < j di,j = c si j < i.

Indication : Etudier le polynômeP (X) = |pi,j| défini par :

pi,i = b + X di,j = a + X si i < j di,j = c + X si j < i.

4.3. Applications des déterminants.

Polycopié [J. - M.] : chapitre 5 exercices n◦26, 28, 31, 34, 35.
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4.3.1. SOURCE Inverser les matrices suivantes :

M =

 3 2 −1
−2 1 4
3 0 0

 P =

 2 2 −1
−2 1 4
3 0 0


4.3.2. SOURCETrouver l’équation de l’hyperplan deR3 (resp.R4) engen-
dré par les vecteurs :

u = (0,−1, 1) et v = (−2, 3, 2)

(resp.u1 = (1, 3, 4, 5), u2 = (1, 2, 3, 4) et u3 = (3, 1, 4, 2)).

5. Systèmes linéaires

5.1. Sur le théorème de caractérisation des solutions d’un
système linéaire

5.1.1. SOURCE Vérifier queu1 = (−3, 0,−1) et u2 = (0,−1, 0) sont
solutions du système linéaire :

(S) :


x + 2y − z = −2

−2x − y + 5z = 1
3x + 5y − 4z = −5

Sans aucun calcul, déterminer l’ensemble des solutions de(S).
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5.1.2. SOURCESoitu l’endomorphisme deR3 dont la matrice par rapport
à la base canonique deR3 est :

U =

1 0 1
1 1 0
0 1 α


Pour quelles valeurs deα, u est-il bijectif ? Pour les autres valeurs deα,

déterminer l’image et le noyau deu.
En déduire les solutions des systèmes :

(S1) :


x + z = 1
x + y = 1
y + αz = −1

(S2) :


x + z = 1
x + y = 2
y + αz = 1

5.1.3. SOURCE

a. Déterminer l’ensembleH des solutions de l’équation :

x1 − 2x2 − 3x3 − 5x4 = 0.

b. Ecrire, sans autres calculs, l’ensemble des solutions de l’équation :

x1 − 2x2 − 3x3 − 5x4 = 1.

c. Y a-t-il une équation dont l’ensemble des solutions s’écrive

(1,−1, 0, 1) + H?
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5.2. Matrices échelonnées et rôle des coefficients nuls

5.2.1. SOURCE Résoudre les systèmes linéaires dont les matrices com-
plètes sont :

A1 =

(
1 2 | 1
0 1 | 0

)
, A2 =

(
1 2 0 | 1
0 1 0 | −1

)
A3 =

1 2 | −5
0 1 | 7
0 0 | 9



A4 =

1 3 −2 4 | 1
0 0 0 0 | 0
0 0 0 0 | 0


5.3. Discussion et résolution de systèmes linéaires

5.3.1. SOURCE

(S1) :


x + y + z = 0

−2x + 5y + 2z = 0
−7x + 7y + z = 0

(S2) :


y − 2z = 3
x + 2y − 3z = −1

2x − y + αz = −15
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(S3) :


x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = −2

2x1 + 7x2 + 3x3 = −5
3x1 + 8x2 + 7x3 + 11x4 = 13

−2x1 − 8x2 − 2x3 + 6x4 = 18

(S4) :


−x1 − 2x2 + + x5 = 2

x1 + 4x2 + 8x3 + 3x5 = 4
2x1 + 5x2 + 3x3 − 3x4 − 5x5 = −5

−2x2 + 10x3 + 8x4 + 16x5 = 18
5x1 + 9x2 − x3 + 10x4 + 12x5 = −2

(S5) :


x + y − z = 1

5x + 6y − 7z = 7
−7x − 5y + (λ + 3)z = a− b− 3

3x + 2y + (µ− 1)z = a + b

(S6) :


λy + t = 1

x + λy + t = 0
x + z − t = 0
x − z − t = −4
x + y − z = −2

5.4. Applications de la méthode de Gauss

5.4.1. SOURCESoitV le sous espace deR4 engendré par les vecteurs :

v1 = (1,−2, 3, 1) v2 = (3,−5, 8,−2) v3 = (1,−4, 5,−3) v4 = (0, 1,−1, 1).
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a. Déterminer la dimension et une base deV .

b. Déterminer un système d’équations cartésiennes et un système d’équa-
tions paramétriques deV .

c. Trouver toutes les relations linéaires liantv1, v2, v3 etv4.

d. Déterminer l’intersection deV avec l’hyperplanH d’équation :

5x− 3y − 4z + 2t = 0.

Que peut-on en déduire surV + H ?

e. Peut-on compléter, avec des vecteurs de l’hyperplanH, une base deV
en une base deR4 ?

5.4.2. SOURCEOn considrère le planU deC4 engendré par les vecteurs :

u1 = (1, 2, 2,−i) et u2 = (2, 4, 2,−2i).

a. Déterminer toutes les façons de compléter{u1, u2} en une base deC4

en choisissant des vecteurs parmi ceux de la base canonique(e1, e2, e3, e4)
deC4.

b. Déterminer un supplémentaireV deU qui ne contienne pas le vecteur
e2 ; trouver dans ce cas un vecteuru deU et un vecteurv deV tels que
e2 = u + v.
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5.4.3. SOURCE

a. Résoudre le systèmeS1 et le système homogène associéS0 :

(S1)


x1 + 3x3 + y1 = 1

2x1 − x2 + 7x3 − y1 − 9y2 = 2
3x1 + 2x2 + 7x3 − 9y2 = 3

−2x2 + 2x3 + 2y1 + αy2 = 1

b. Soient, dansR4, les vecteurs :

u1 = (1, 2, 3, 0), u2 = (0,−1, 2,−2), u3 = (3, 7, 7, 2)

v1 = (1,−1, 0, 2), v2 = (0,−9,−9, α).

On noteU (resp.V ) le sous-espace deR4 engendré paru1, u2 et u3

(resp.v1 etv2).
Déduire de (a) sans autre calcul :

(i) Les dimensions deU etV ,

(ii) Les valeurs deα pour lesquelles la somme deU etV est directe,

(iii) Une base du sous-espaceU ∩ V ,

(iv) Un supplémentaire deU + V .
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5.4.4. SOURCESoient, dansR4, les vecteurs :

u = (1,−1, 0, 2), v = (0,−9,−9, 6)

x = (1, 2, 3, 0), y = (0,−1, 2,−2), z = (3, 7, 7, 2)

a. Montrer quez appartient au sous-espace engendré parx et y et quev
appartient au sous-espace engendré parx etu.

b. SoientF le sous-espace engendré par{x, y, z}, G le sous-espace en-
gendré par{u, v}.
Trouver la dimension des sous-espacesF, G, F + G, F ∩ G (on déter-
minera une base de chacun de ces sous-espaces).

c. Montrer que le sous-espaceH engendré par le vecteurw = (1, 2, 3, 1)
est supplémentaire deF + G. En déduire un supplémentaire deF ∩G.

5.4.5. SOURCE

a. Quel est le type (ensemble vide, point, droite affine, plan affine. . .) de
l’ensemble des solutions du système linéaire suivant ?

{
x1 + x2 + 2x3 + x4 + x5 = y1

−x1 + (λ − 1)x2 + (λ − 2)x3 + (λ − 1)x4 + (λ − 1)x5 = y2
(λ − 1)x1 + (2λ − 1)x2 + (3λ − 2)x3 + (3λ − 1)x4 + (2λ + 1)x5 = y3

λx2 + λx3 + λx4 + (2λ − 1)x5 = y4

b. Soient les vecteurs deR4 :

u1 = (1,−1, 2, λ−1), u2 = (1, λ−1, 2λ−1, λ), u3 = (2, λ−2, 3λ−2, λ),
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v1 = (1, λ− 1, 3λ− 1, λ), v2 = (1, λ− 1, 2λ + 1, 2λ− 1).

On appelleU (resp.V ) le sous-espace vectoriel engendré paru1, u2 et
u3 (resp.v1 et v2). Quelle est la dimension des sous-espacesU , V et
U + V ? DéterminerU ∩ V et un supplémentaire deU + V .

6. Réduction des endomorphismes

6.1. Matrices

6.1.1. SOURCELes matrices suivantes sont-elles diagonalisables ? (Réflé-
chir pour éviter de calculer).

Q =

 1 1 0
0 1 0
0 0 2

 R =

 1 0 0
1 2 0
1 0 2

 S =

 0 1 1
0 0 0
0 0 0

 T =

 1 1 0
1 1 0
0 0 2


6.1.2. SOURCE Chercher les valeurs propres et la dimension des sous-
espaces propres des matrices suivantes :

A =

 2 0 4
3 −4 12
1 −2 5

 B =

 −1 1 0
0 −1 1
1 0 −1

 C =

 3 2 0
−1 0 0

0 0 1


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D =

 4 0 −1
0 −2 −6
0 4 8

 E =


3 −4 0 2
4 −5 −2 4
0 0 3 −2
0 0 2 −1

 F =


0 1 0 0
3 0 2 0
0 2 0 3
0 0 1 0


G =

 m 1 1
1 m 1
1 1 m

 (m ∈ R) H =

 a2 1 0
0 2a 0
0 0 a + 2

 (a ∈ R)

J =

 −4 0 −2
0 1 0
5 1 3

 K =

 8 −1 −5
−2 3 1

4 −1 −1


L =

 1 α 1
0 1 β
0 0 γ

 (α, β, γ) ∈ R3 M =

 0 α β
α 0 β
α β 0

 (α, β) ∈ R2

6.1.3. SOURCEDire pour chacune des matrices de l’exercice précédent si
elle est diagonalisable et donner une matrice semblable la plus simple pos-
sible.

CalculerAn pour tout entier et((C − 2 Id)(C − Id).

6.2. Endomorphismes

6.2.1. SOURCESoitE le R-espace vectoriel des fonctions deR dansR de
classeC∞. Soientu etv les endomorphismes deE définis, pourf ∈ E, par :
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u(f) = f ′ et v(f)(x) =

∫ x

0

f(t)dt (x ∈ R)

a. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres deu etv.

b. Déterminer les valeurs propres deu ◦ v etv ◦ u.

c. Posonsgn(x) = cos nx pourx ∈ R. Montrer que les fonctionsgn sont
linéairement indépendantes dansE.

6.2.2. SOURCESoitu l’endomorphisme deC[X] défini par :

u(P ) = (2X + 1)P (X)− (X2 − 1)P ′(X) (P ∈ C[X])

a. Montrer qu’il existe un unique entiern0 tel queCn0 [X] soit stable paru
oùCn0 [X] est le sous-espace deC[X] des polynômes de degré au plus
n0 .

b. Soitv l’endomorphisme deCn0 [X] obtenu par restriction deu àCn0 [X].
Ecrire la matrice dev dans la base canonique deCn0 [X].

c. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres dev.

d. Même question pouru.

6.2.3. SOURCE SoientE un R-espace vectoriel de dimensionn et f et
g deux endomorphismes deE. On suppose quef admetn valeurs propres
distinctes.
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a. Montrer quef et g commutent si et seulement si les vecteurs propres
def sont vecteurs propres deg.

b. Un vecteur propre deg est-il propre pourf ?

c. Les endomorphismes qui commutent àf sont-ils diagonalisables ?

6.3. Applications

6.3.1. SOURCE

a. Diagonaliser dansR2 la matriceA =

(
3
2
−1

2

1 0

)
et calculerAn.

b. On considère les suites réelles(un)n∈n et (vn)n∈n définis par les don-
nées deu0 etv0 et par les relations :

un+1 =
3

2
un+1 −

1

2
et vn+1 = un ∀n ∈ N

Calculerun etvn en fonction den, u0 etv0. Les suites sont-elles conver-
gentes ?

c. Que peut-on dire des suites récurrentes(un)n∈n vérifiant

2un+2 − 3un+1 + un = 0 ?
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