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RESUME : Soit K C L une inclusion irréductible d’indice fini de facteurs de type
11, on suppose que L est engendré par les sous-facteurs intermédiaires M et N
respectivement isomorphes aux produits croisés de K par les algebres de Kac A
et B. On donne des conditions pour qu’il existe une inversion T sur A et B telle
que L soit isomorphe au produit croisé de K par le T-produit tensoriel de A et B.
L’inversion T permet de définir une action a gauche ~, de B sur A et une action a
droite v, de A sur B, M et N sont alors respectivement isomorphes au produit croisé
de K® par A x.,, B et de K* par B %, A.

Réciproquement, si le T-produit tensoriel de deux algebres de Kac A et B de di-
mension finie agit sur un facteur K de type I1; par une action extérieure 9, I'inclusion
I(K) C K x5 (A®r B) remplit ces conditions et on obtient un carré bicommutatif
de facteurs.

ABSTRACT : Let K C L be a irreducible inclusion of type II; factors with finite
indice. We assume that L is generated by the intermediate subfactors M et N which
are respectively isomophic to the crossed product of K by the Kac algebras A et
B. We give conditions so that there is an inversion T on A et B such that L is
isomorphic to the crossed product de K by the T-tensor product of A et B. The
inversion T defines a left action v, of B on A and a right action v, of A on B then
M et N are respectively isomorphic to the crossed product of K® by A x., B and of
K* by B x, A.

Conversely, if the T-tensor product of two Kac algebras A et B of finite dimension
acts on a I[;-factor K by an outer action 0, the inclusion §(K) C K x5 (A @1 B)
fulfils these conditions and we get a bicommutatif square of factors.
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1. INTRODUCTION

1.1. Dans [B.S.], S. Baaj et G. Skandalis définissent les notions d’inversion T et
de couple assorti de systemes de Kac et construisent a partir d'un tel couple les
systemes de Kac T-produit tensoriel et biproduit croisé.

Nous montrons que ces systemes apparaissent associés a des inclusions irréductibles
de facteurs de type Iy dans la situation suivante :

Soit K C L une inclusion irréductible d’indice fini de facteurs de type I1; munis
de la trace normale, finie, fidele et normalisée tr. On suppose que L est 'algebre
de von Neumann engendrée par les facteurs intermédiaires M et N respectivement
isomorphes au produit croisé de K par les algebres de Kac A et B; alors I’algebre
K contient des sous-algebres isomorphes a A et B et on suppose que les supports
des co-unités de ces algebres commutent ; comme l'indice de K dans L est fini, les
algebres A et B sont de dimension finie, on suppose de plus que le produit de ces
dimensions vaut 'indice de K dans L.

Sous ces hypotheses, (L, M, N, K) est un carré bicommutatif et il existe une
inversion T sur A et B qui définit une action a gauche v, de B sur ’algebre sous-
jacente a A et une action a droite v, de A sur ’algebre sous-jacente a B :

W) =Txel) (red) e 1(y)=T1.®y) (yeBb)

Le T-produit tensoriel A @7 B de A et B agit alors extérieurement sur K et L
est isomorphe au produit croisé de K par cette action. M (resp. N) est isomorphe
au produit croisé de KB (resp. K*) par une action extérieure du produit croisé de
A x, B (resp. B ., A).

Aux isomorphismes pres, on peut résumer ce résultat par la figure suivante :

KN KB - K®
N N
K* C K C KxA =K% (Ax,B)
N N
KAxBx,, A) = KxB c L =K x (A®rB)

1.2. Dans [Sano], T. Sano montre que si (L, M, N, K) est un carré bicommutatif
dont deux inclusions latérales bien choisies sont de profondeur 2, I'inclusion diagonale
K C L est aussi de profondeur 2 (voir [3.3.1]). Une question naturelle était comment
obtenir I'algebre de Kac associée a l'inclusion diagonale a partir de celles associées
aux inclusions latérales; dans cet article, nous donnons une construction de cette
algebre dans tous les cas. (voir la remarque 3.1.4 et les théoremes 7.5, 7.6 et 8.5.2).

1.3.  Cet article est organisé ainsi :

Dans la deuxieme partie, nous définissons les systemes de Kac et les algebres de
Kac associés a une inclusion irréductible de profondeur 2, c’est-a-dire construite a
partir de 'action d’une algebre de Kac. Dans la troisieme partie, nous construisons
a partir d'une inclusion K C L donnée comme en 1.1 un carrelage commutatif.
Dans la partie 4, nous obtenons a partir d'un couple assorti de systemes de Kac un
carré bicommutatif de facteurs. Dans la partie 5, nous étudions les algebres de Kac
associées a l'inclusion K C L. Dans la partie 6, nous définissons l'inversion T de A
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et B. Dans la partie 7, nous obtenons un couple assorti de systemes de Kac et nous
montrons que L est isomorphe au produit croisé de K par le T-produit tensoriel de
A et B. Dans la partie 8, c’est le biproduit croisé que nous explicitons a partir des
inclusions diagonales latérales. La partie 9 permet de faire le lien entre les différents
points de vue et constructions liés aux algebres de Kac, aux unitaires multiplicatifs
et aux inclusions de profondeur 2.

1.4. Je remercie V. Jones de m’avoir faire connaitre 'article de T. Sano sur les
carrés commutatifs et co-commutatifs qui est a l'origine de ce travail, M. Enock
pour des conversations et S. Baaj pour ses conseils lors de la rédaction finale de cet
article.

2. INCLUSION IRREDUCTIBLE DE PROFONDEUR 2

Nous donnons dans cette partie les propriétés des inclusions d’indice fini obtenues
a partir d'une action d’une algebre de Kac [Da).

2.1. Tour dérivée d’une inclusion irréductible de profondeur 2.

2.1.1. Définitions et notations. Soit My C M; une inclusion d’indice fini n de fac-
teurs de type //; munis d’une trace normale, finie, fidéle et normalisée (toutes les
algébres seront munies d’une telle trace qui sera toujours notée tr). On note

e el el/ e///

M(] C M1CM2CM3CM4CM5

la tour de facteurs obtenue par construction de base [G.H.J. 3], E; I'espérance condi-
tionnelle, définie grace a la trace, d'une algebre contenant M; sur 'algebre M;, J;
I’isométrie bijective anti-linéaire canonique de H;, I’espace de la représentation stan-
dard de M; j; Panti-isomorphisme linéaire défini, pour x dans L(H;) par :

A, 4o est lalgebre M; o N M/ pour tout entier i.

Définition. L’inclusion My, C M; est dite irréductible si M N M est trivial, de
plus elle est de profondeur 2 si M| N Mj est un facteur.

Il a été montré sous des hypotheses plus ou moins générales ([Sz.], [Da.], [L],
[E.N.]) que M, C M; est une inclusion irréductible de facteurs de profondeur 2 si et
seulement s’il existe une algebre de Kac K et une action extérieure dx de K sur M,
telles que I'inclusion soit isomorphe a l'inclusion de dx (M) dans le produit croisé
de My par 'action extérieure 0 de K.

2.2. Représentation standard de A,;. Nous supposons maintenant que l'inclu-
sion My C M est irréductible de profondeur 2, sa tour dérivée s’obtient par construc-
tion de base a partir de I'inclusion C C As et les projecteurs de Jones associés a ces
constructions de base sont ¢/, ¢”,€”... [G.H.J. 4.6.3 - 4.6.4.]; M3 N M| est 'algebre
L(h) des opérateurs bornés sur h ou h 'espace de la représentation standard = de
Ay, de plus M3 N M{ est l'algebre engendrée par A, et €/, sa représentation sur h,
encore notée m, vérifie :
m(e)A(z) = A(tr(z)1)

ou A est I'injection de Ay dans h, 1 I'identité de M3 N M{ et x un élément de As,.

On note J et J les isométries anti-linéaires de h qui vérifient, pour a dans A,,

JA(a) = Aa*) et JA(a) = A1 (a"))
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et u Punitaire J.J de h tel que uA(a) = A(j1(a)).

2.2.1. Bases. D’apres [Da. 5.2.1], on obtient une base {a,,r = 1,...n} de Pimsner-
Popa de M, sur M; qui est aussi une base orthonormale de A5 en normalisant une
famille d’unités matricielles de l'algebre de Kac Asy. Les familles {a}, 7 = 1,...n}
et {j1(a,),” =1,...n} ont les mémes propriétés. On choisit de méme pour Az une
famille {o;,7 = 1,...n} d’unités matricielles normalisées.

La famille {\/na,e ,7 = 1,...n} est une base de Pimsner-Popa de M; sur M, et
aussi une base de Pimsner-Popa de M3 N M|, sur Ay [PiPol 1.3], on a donc :

T

r= nz Eu(zare)ear (v € Myn M)
r=1

2.2.2. Nous explicitons maintenant la représentation .
Proposition. Pour x € M3 N M| et a € Ay, m(x)A(a) = nA(FE4,(zae’)).

Démonstration : Décomposons « sur la base de M3 N M/ [2.2.1] , on a alors :

m(z)A(a) =n Z A[E 4, (zasetr(ata)] = nA[Fa,(x Z astr(ata)e’)] = nA(E 4, (zae’)).

s=1 s=1

2.2.3.  Nous regroupons ici certains résultats connus et quelques formules que nous
seront utiles ensuite.

Proposition. (i) Pour x € M3 N M{, ve¢’ = nEs,(xze)e’.

(i) Pour x € Ag, xe = nir(xze)e.

(111) Si A\i,t = 1...n est une base de Pimsner-Popa de My sur My,
pour x € As, on a : ji(x) =nd | Eu, (ehx)el;.

(iv) Pour x € As, jo(x) =nY ., Ea,(€a,x)ear.

(v) Pour x € Az, Ea,[j2(x)ee’] = E4,(cex).

(vi) Pour a € Ay, Jr(a*)J = 7(j1(a)).

(vii) Pour a € As, Jm(a*)J = w(ja2()).

! x

(viti) Pour x € Ag, uzu =" _, a,ji(z)e'ar.

Démonstration :

(i) [PiPo 1].

(ii) résulte de (i) car Ase est de dimension 1.

(iii) et (iv) [Da. 5.2.3] pour les inclusions My C M; et My C Mo.

(v) Comme a,e vaut ntr(a.e)e, on a: jo(x)ee’ = n*E4,(c'ex)e’ee’. Comme ne'ee’ =
14, on peut écrire :

Eu,lj2(z)ee’] = nE 4, (e'ex)tr(e') = Ea,(c'ex).

(vii) résulte de (iv) et de 2.2.2.
(viii) [Da. 5.2.3 (ii)].

2.3. Représentation standard de Ajz. Représentons sur Hs la tour

e 6l 6l/

MO C M1CM2CM3CM4

Comme M, est le résultat de la construction de base sur My C M, [PiPo 2|, en
appliquant j, a cette tour, on obtient la tour de Jones de l'inclusion M; C M} :

e e’ e

M, C M;C My C M; C M
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Appliquons maintenant les résultats de 2.2 a l'inclusion M} C M), nous pouvons
affirmer que Ms N M| est I'algebre £(h') des opérateurs bornés sur ' ou b’ I'espace
de la représentation standard 7’ de As, de plus M3 N M| est 1'algebre engendrée par
As et e, sa représentation sur h’, encore notée 7', vérifie :

' (e)N(z) = N(tr(x)1,)

ou A’ est 'injection de Az dans A’ et x un élément de As.

Des résultats analogues a ceux de 2.2 s’obtiennent alors en échangeant Ay et Az,
e et €, la base {a,} et la base {a;} etc... Nous les citerons en disant que nous
appliquons un résultat de 2.2 a la tour des commutants.

2.4. Les représentations 7 et 7’ sont équivalentes. Grace a 2.2 et 2.3, on vérifie
sans peine :

Proposition. L’application F de h sur h' définie par
FA(a) = N(n3?E, (aé'e)) (a € Ay)
est un isomorphisme de h sur h' qui entrelace les représentations m et w'.
L’isomorphisme réciproque vérifie :
F7IN (o) = A(n*?E 4, (aee’)) (a € A3)

De plus F' échange J et J' ainsi que J et J'. On notera donc abusivement encore
u Vunitaire J'J' de W' (voir aussi [E.S. 1.2.10]).

Remarque. Comme les représentations m et 7’ sont équivalentes, on omettra en
général de préciser la représentation.

2.5. La représentation 7. Appliquons a l'inclusion M; C M, les résultats de 2.2 :
M, N Mj est I'algebre L(h,) olt h, espace de la représentation standard 7@ de As, de
plus My N M] est Palgebre engendrée par As et €”, sa représentation sur h,, encore
notée m, vérifie :
(e A(z) = A(tr(x)1,)
olt A est l'injection de As dans h, et = un élément de As. On note @ I'unitaire qui
vérifie, pour a € Az, uA(a) = A(ja(a)).
Comparons les représentations 7 et 7 :

Proposition. (i) L’ application F de h sur h, définie par
FA(a) = An®2E 4, (a*ee)) (a € Ay)
est un anti-isomorphisme de h sur hy dont lanti-isomorphisme réciproque vérifie :
F A (a) = A(nP?Ey,(ea®)) (v € A3)
(i1) Pour tout x de My N M, on a :
Fr(e)F ! = 7(ja(a))

Démonstration :

(i) Par définition, on peut identifier 2’ et h en posant, pour a € Az, A'(a) = A(a);
alors F égale F'J et les affirmations (i) découlent de 2.4.

(ii) Pour z € As, I’égalité résulte de (i) et 2.2.3 (vii). Comme e est dans le centre
de As, on vérifie facilement qu’elle est vraie pour e. On conclut en utilisant le fait
que M3 N M est engendrée par As et le projecteur e.

2.6. L’algebre de Kac A.
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2.6.1. L'algébre de Kac A. D’apres [Da. 5.3.2], v;(x) = Y., Ea,(€a,af)zal et
vi(z) = >_1 Eay(zajaj)e’a, sont des éléments de Az si # € Az Pour x € As,
I'égalité T's(z) = Y 1, a; ® v;(x) définit un coproduit co-associatif [Da. 5.3 - 5.4].
On a aussi I's(v) = Y7, vj(¥) ® ;. La proposition 5.6.3 de [Da.] nous permet
d’affirmer que 'algebre A3 munie du co-produit I's, de la co-involution j, et de la

trace normalisée est une algebre de Kac A.

2.6.2. Interprétation de e'. L’algebre de Kac A est de dimension finie donc de type
discret, le projecteur €’ est le projecteur p du théoreme 6.3.5 de [E.S.], c’est-a-dire
que 'unité du dual de Aj est 'homomorphisme e défini par e(x) = ntr(ze’) pour
x € As. Le projecteur €’ est donc le support de la co-unité de As.

2.6.3. Le lien entre les inclusions irréductibles de profondeur 2 et les algebres de
Kac résulte du théoreme suivant. (Pour plus de précisions, voir 9.2.)

Théoréme. [Da. 5.7.2] [E.N. 4.2] L’algébre de Kac A = (As, I's, jo, tr) agit sur M,
par une action extérieure telle que My soit ['algebre des points fixes de cette action
et My soit isomorphe au produit croisé de My par cette action.

Ainsi quand on dira que M est isomorphe au produit croisé de M, par une algebre
de Kac A, on voudra dire que A est l'algebre (Ag, I's, ja, t7).
L’inclusion ¢ de M; dans M; vu comme M; ® L(h) vérifie :

= Z Ei(atzas) @ are’a’ (2 € My).

r,s=1

L’action 0 de A sur M; est alors Ad(1; ® u)t.
2.6.4. L’unitaire multiplicatif associé a (As,I'3). D’apres [B.S. 3.4.4], on associe a

une algebre de Hopf unifere bisimplifiable a droite, ce qui est le cas d’une algebre
de Kac, un unitaire multiplicatif X :
Proposition. Soit X ['unitaire multiplicatif sur h' @ h' défini par :

XN (y) @ N(2)] = N @ ND3(y)(1a ® 2)] (y, 2 € A3).

On a les expressions suivantes :

(i) X = Z uji(nEa,(€eal))u ® a;

n

(i) X = Z ulnEa,(afee)|u @ o;

(it) X = Z(ujl(aT)u) Q@ nE4,(aree)

r=1
(i) X = Z ua,u @ nEy,(ec'al).
r=1

Démonstration :
(i) Posons X = >""  «'(z;) ® n'(c;) ol les x; sont des éléments de Mz N M;. Par
définition et grace a 2.2.2, on peut écrire :

Z N (nEa,(zye)) @ N (o2 Z N (Vi(y)) @ N (w;2)

=1
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ce qui est équivalent a :
nEa(zye) =vi(y) Vi=1,...,n, Yy€ As.

Grace a 2.2.1 appliqué a la tour des commutants et a 2.2.3 (ii), on en déduit :

n n

n
ni= Y nBa(wage)ea; = 3 vila)ea) = 3 nEa (azeai)eea;

7=1 J=1 7=1

Ecrivons maintenant x; sur la base {\/ﬁare', r=1,...n} de M3N M| et appliquons
2.2.3 (i) pour la tour des commutants et 2.2.3 (viii), nous obtenons alors :

T; = n? Z ar€' E g, [tr(alEa, (ojea)))e'ea] = n? Z a.¢' Ea,le'eEa,(eaal)]

r,j=1 r=1

= nz a.€' B, (cea)ar = uji[nEa,('ea)u

r=1

(ii) s’obtient en écrivant nFE4,[e’e;] sur la base de As.

(ii’) se déduit de (ii) en écrivant ji(a,) sur la base de A puis en utilisant 2.2.3
(v) appliqué a la tour des commutants (2.3).

(i’) s’obtient en écrivant nEa,(ee’a’) sur la base de As.

2.6.5. Remarque. Pour établir cette proposition, ainsi que les résultats de [Da. 5], le
fait que {a,,r =1,...n} et {a;,7 = 1,...n} soient des familles normalisées d’unités
matricielles n’est pas indispensable, par contre, on utilise leurs propriétés de base
de Pimsner-Popa et de base orthonormale ainsi que le fait que {ji(a,),r =1,...n},
{at,r=1,...n}, {ja2(ay),i =1,...n}, {af,r =1,...n} alent les mémes propriétés.
2.7. Les systemes de Kac associés a une inclusion irréductible de profon-
deur 2. Suivant [B.S. 6.2, posons : X = o(u® 1,)X (u® 1,)0.
(h, X,u) est un systéme de Kac [B.S. 6.11.d], (h, X, u) aussi [B.S. 6.6)].

Définition. Le systeme de Kac (h, X, u)(resp.(h, X, u) ) est appelé systeme de Kac
(resp. dual) associé a I'inclusion irréductible de profondeur 2 My C M.

Dans [B.S. 1.3-3.8], S. Baaj et G. Skandalis associent a un systeme de Kac (h, X, u)

~ A

deux algebres de Hopf (S(X),d) et (S(X),d) en posant :
§(r)=X(ze)X* (zeS(X)) e iy =XA2y)X (yeSX)).

Quand h est de dimension finie, il existe une co-involution sur chacune de ces algebres
[B.S. 3.9], la trace normalisée est un poids de Haar et les algebres S(X) et S(X)
sont chacune munies d’une structure d’algebre de Kac que 1’'on notera S(X) et S(X).

Proposition. (i) S(X) et S(X) coincident avec Ualgébre de Kac A.
(ii) S(X) est lalgébre (As,T'9, j1,tr). S(X) est l'image par v de S(X).

Démonstration :

En dimension finie, la structure d’algebre de Kac est entierement déterminée par la
donnée de I'algebre sous-jacente et de son coproduit ; aussi il nous suffit de comparer
les coproduits.

(i) L'identité de S(X) et S(X) resulte de [B.S. 6.8]. Elles coincident avec A du
fait de la définition de I'unitaire X [B.S.3.8].
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(ii) Considérons le facteur M_y = J; M]J; et lalgebre A; = M; N M’ ,. La tour
M_y C My C M est la construction de base et ji(€') est le projecteur de Jones de
cette construction ; I'algebre A; est anti-isomorphe a As par j;.

La famille {j;(;),7 = 1,...,n} est une famille d’unités matricielles normalisées
de A_y. Posons v (z) Y " | Ea,(zji(af)al)eji(a;) et utilisons la deuxieme formule
de 2.6.1 et la relation entre le co-produit et la co-involution, nous obtenons alors :

r) = Zjl(ar) ® j1(v,(j1(2)).

ou Ji(v, Z]l Ea, (j1(%)j1(a7)ay)eji ()]

= e, Gilap)aia) (ean (o) =)

On en déduit en écrivant ji(a,) sur la base de As :

[y(z) = Z a, ® Z aeEq,(aralT).
r=1 i=1

D’autre part,d’apres [B.S. 3.8], le coproduit de S (X ), que 'on note provisoirement,
[ est, pour z € Ay : T'(z) = X(z ® 1,) X*.
D’apres 2.6.4 (i’) et 2.2.3 (i), on a donc :

Za:v(x ® Ea,(afeq;) = Zar®ZEA2aetraaxa o)

,j=1 1,j=1
= Z a, @ Ea, [Z ajeBa, (aro;z)] = To(x)
r=1 i=1
La derniere affirmation résulte de [B.S. 6.8].

3. CARRELAGE COMMUTATIF

3.1. Carré bicommutatif.

3.1.1. Définition. Soit C = (L, M, N, K) un quadruplet de facteurs de type I tel
que 'indice de K dans L soit fini.

K c M
N N
N c L

On dira que C est un carré bicommutatif si C est commutatif [G.H.J. 4.2] et co-
commutatif [Sano 2] et si K'N L = C.

3.1.2. Propriétés. Nous rappelons maintenant les propriétés des carrés bicommuta-
tifs dues a T.Sano [Sano prop 2.1 et 2.2], dans ce qui suit, on peut échanger N et
M :

[P1] [L: M] =[N : K]

[P2] Une base de Pimsner-Popa de N sur K est aussi une base de Pimsner-Popa
de L sur M.
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[P3] Si ek est le projecteur de la construction de base sur N C L, la tour
K C M C (M,e%) est standard c’est-a-dire que M C (M, e%) est isomorphe a
M C ( M,e¥) (ici toutes les algebres sont représentées sur L?(L)).

[P4] La tour (M, ek) C (L,ek) C ((L,ek), k) est standard.

[P5] efen = efrer = e et (L, ek), en) = (L ef).

K < M c (Mek)

N N N
N C L c (L,ek)
N N N

(Noetr) C (Leef) € (Lex)

3.1.3. Soit K C L une inclusion irréductible d’indice fini de facteurs de type I[;
munis de la trace normale, finie, fidele et normalisée tr, on suppose que L est ’algebre
de von Neumann engendrée par les facteurs intermédiaires M et N respectivement
isomorphes au produit croisé de K par les algebres de Kac A et B. Comme l'indice
de K dans L est fini, les algebres A et B sont de dimension finie, respectivement
n, et ny. Soit J I'isometrie anti-linéaire associée a la représentation standard de K;
posons : Ml,() =JM'J MO,I =JN'J MO,O = MI,O N M071 =JL'J.
On note e,, e, et ey les projecteurs des constructions de base suivantes :

€a

ML() C M171 =K C MLQ =M
€

M071 C Ml,l =KC M271 =N
€d

M071 C M171 =K C M272 =L

D’apres 2.6.2 et 2.7, les projecteurs e, et e, sont les supports des co-unités de A
et B. (A et S(X) = A’ ont mémes supports de counité.)

Proposition. Si les supports des co-unités de A et B, c’est-a-dire les projecteurs e,
et e, commutent et que lindice [L : K| soit le produit des dimensions de A et B, le
carré C1q = (My 1, Moy, Mio, Moyo) est bicommutatif.

Le carré Cyo = (Mag, My o, Moy, My1) = (L, M, N, K) est obtenu par construction
de base a partir de Cy 1, il est aussi bicommutatif.

Démonstration :
D’apres [G.H.J. 4.2.1.(iv)], le carré C;; est commutatif car on a :

MioN Moy =My et eqe, = epeq.
D’autre part, on a les relations suivantes entre les indices :
[My1: Moo] = [L: K| =n4mn
[Mi 2 Moo] = [Myy : Moa].[Mo, : Mop] = ny.[Mo; = Mo
[M1,1 : M1,0] = Ng.
On en déduit que [My; : M| vaut [Myy : Moy, alors d’apres [S.W. cor.7.1], le
carré Cy; est co-commutatif. Comme l'inclusion K C L est irréductible, Mé,o N M,

est réduit a C, C;; est donc bicommutatif.
Le carré Cy o est bicommutatif par construction.
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3.1.4. Remarque. Réciproquement, si C; ; est bicommutatif, alors les projecteurs e,
et e, commutent et l'indice [L : K| est le produit des dimensions de A et B.

3.2. Carrelage commutatif.

3.2.1. Gardons les hypotheses de 3.1.3; a partir du carré bicommutatif C; 1, nous
allons construire d’autres carrés bicommutatifs par construction de base comme en
3.1 : Nous avons déja le carré Cy5 et nous pouvons affirmer que e; = e,e;, est le
projecteur de la construction de base sur My o C M; ;.

Posons maintenant :

Moo = (Moa,eq) Mo = (Maq,ep)
M1,2 = <M1,1, €a> M2,1 = <M1,1, €b>
Mo = (Mg, ep) = (Mo, eq) = (M1, €q).

Alors d’apres 3.1, pour i prenant les valeurs 0, 1, 2, les inclusions

M(],i C Ml,i C Mgﬂ‘, MZ’70 C MZ‘J C Mi’g et M(]’o C M171 C M272 sont standard.
Comme n, (resp. np) est 'indice de My dans My, (resp. Mig); ng (resp. ny) est
alors l'indice de toutes les inclusions horizontales (resp. verticales) M;; C M, i1
(resp. M@j C Mi+1,j)'

3.2.2. Le carré Cy5 est commutatif par construction de base [G.H.J. 4.2.3] et co-
commutatif [Sano. prop 2.2.2] , le lemme suivant nous permet d’affirmer qu'il est
bicommutatif ; on reprend les notations de 2 pour 'inclusion M; o C M; ;.

Lemme. L inclusion My, C Mo est irréductible.

Démonstration :

Soit 2 € M; 2N Mg, x se décompose comme Y 7, a,F 1 (ajz). Comme Ey i (ajr)
commute a Mg, c’est un scalaire puisque 'inclusion My, C M, est irréductible.
Donc z est un élément de Ay N My, = My N My, c’est un scalaire.

En échangeant les lignes et les colonnes, on peut affirmer de méme que Cy; est
bicommutatif.

3.2.3. A partir de Cy 5, on construit de méme Cs 3, les projecteurs e/, pour 'inclusion
Mg}l C MQ’Q et 62 pour M1’2 C MZQ, les algébres .1\43’17 Mg’o, Ml’g et Mo?g. Alors
el, = el e} est le projecteur de la construction de base sur My C Mas.

Comme précédemment les carrés Cs 3, Co 3 et C3 2 sont bicommutatifs par construc-
tion de base, le carré C;3 est commutatif et co-commutatif, I'irréductibilité de
My C M, 3 se démontre comme en 3.2.2 en utilisant une base A 3.
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On peut continuer de fagon cohérente cette construction et on obtient un réseau de
facteurs formant des carrés bicommutatifs qu’on appellera un carrelage commutatif :

Mooy C Moy C My C  Mys C  Mya

N Cii N Ca N N N

/ "

M,y C M, C My C Mgy C Mg

)

N Cz 1 N (&3 ngz N €y N €p N

Myy C M1 C My C Ms 3 C My

N N e, Ne, C33 Ne N

€q el el

My C  Ms, C Mz, C Mss C My

N Ney Ney Ney Cqa N

Myoy C My, C My, C Myg C  Mya

Toutes les inclusions sont irréductibles et d’indice fini. Chaque algebre, ainsi que
chaque carré, est répérée par un premier indice de ligne, un second indice de colonne.
De plus, si 7 < h et j < k, lalgebre M;; est contenue dans l'algebre M ;. 1; ;
est I'identité de H; ;, E; ; 'espérance conditionnelle, définie grace a la trace, d'une
algebre contenant M, ; sur I'algebre M, ;, A; ; 'injection de M, ; dans H; ;, I'espace de
la représentation standard de M; ;, J;; 'isométrie bijective anti-linéaire canonique
de H;; et j; ; I'anti-isomorphisme linéaire défini, pour x dans £(H, ;) par :

ji,j (ZL‘) = JZ‘J‘ZE*JZ',]‘.

Les projecteurs el et e} sont associés a la construction de base sur les inclusions

Ms o C Ms 3, respectivement My 3 C Ms 3. On pose A; o = M; 0N lej ,
— / _ /

B’i+2,j _Mi+2,iji,j et Di+2,j+2 = Mi,j N Mi+2,j+2-

3.3. Les algebres de Kac dans le carrelage commutatif.

3.3.1. Nous rappelons maintenant les théoremes 2.1 et 2.2 de Sano.

Théoréme (T. Sano). Soit C = (L, M, N, K) un carré bicommutatif de facteurs de
type I1;.

K c M
N N
N Cc L

St l'une des conditions suivantes est réalisée, K C L est de profondeur 2.
(1) Les inclusions K C M et K C N sont de profondeur 2.
(i1) Les inclusions N C L et M C L sont de profondeur 2.
(#1i) Les inclusions K C N et N C L sont de profondeur 2.
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Appliquons ce théoreme aux carrés bicommutatifs C; 1, Ca2, C1 2 €t Co 1 du carrelage
commutatif : Les inclusions My o C M1, Mo C Mo, M1o C Moy et My1 C Msy
sont de profondeur 2. Dans les théoremes 7.5, 7.6 et 8.5.2, nous précisons les algebres
de Kac associées a ces inclusions.

3.3.2. Notations. Nous présentons dans ce tableau les notations pour les objets ana-
logues a ceux définis dans la partie 2 pour les inclusions “horizontale” M; o C M, i,
“verticale” My, C M, et “diagonale” Myo C My .

My C M, Moy C My, Moy, C My, Moy C My,
Ay Ajp Bs Dy
As Ais Bs D33
h h, hy hq
m Ta Ty Td
U U v w
A Fiq G K,
A Fio G Ko
X X Y w
['s Ly Iy Ly
By E, E, E,
Dans tout le texte, nous garderons les notations de 2 pour les bases de A; 5 et Ay 3.
Nous noterons {b,,p = 1,...,np} (resp. {Ok,k = 1,...,np}) une famille d’unités

matricielles normalisées de Ba; (resp. Bsy). On utilisera aussi {\;,t = 1,...n,} une
base de Pimsner-Popa de My sur My (donc de M; ; sur M, o pour tout i).

3.4. Les isomorphismes Y.

3.4.1.  On définit un isomorphisme entre les algebres de la colonne 1 et celles de la
colonne 3 du carrelage commutatif.
Proposition. (i) x = jajo1 est un isomorphisme de My N Mgy sur Mgz Mg 5 qui
laisse fizes les projecteurs ey, e, e, et el et envoie lalgebre B; 1 sur B;3 (1 = 2,3,4).
(ii) Poury € Myy OV M 1, x(y) = Y02, arye,ar.
(i4) Poury € Mz, 0 My, ye, vaut x(y)e,. En particulier, pour y € Bz, on a :

y = n.Ls1(x(y)e,) = noLp,, (x(v)e,)

Démonstration :

(i) Comme My, est le commutant de e, dans Mys, jro(Mj,) est engendré par
Mg, et ey, on a: x(Ba1) = jo2(Bs1) = Bas. On démontre de méme les autres
affimations. L'invariance des projecteurs résulte de [Da. 2.2.1].

Nous donnons maintenant une formule pour x qui nous servira pour démontrer
(i) et (iii).

Lemme. Siy € My N Mgy, dans My 3 N M,z défini par :

X(Y) = na Y Meayeiea);.
t=1

Démonstration du lemme :
Comme {\/ng\iesby,t =1,...,n4,p=1,...1m5} est une base de Pimsner-Popa de
My sur My ; [Da. 1.5.2.g], la formule [Da. 3.2.1] s’écrit pour y € B33 C D33 :



COUPLE ASSORTI DE SYSTEMES DE KAC, INCLUSIONS DE FACTEURS 13

Na,Np
. 2 /N /NAR] *
Jo.2(y) = ngny E E2,2(eaeb)\teabpy)eaebbpea)\t~
t,p=1

Simplifions cette expression :

naFas(el e eabyy) = ngFas(el) Eaa(epeabyy) (Ca.3 est commutatif)
= Esa(epAeabpy) = MeeaFoo(eybpy) (ep € Mj,)
)

= MeaFai(epbpy (epbpy € M, et Cs 3 commutatif)

On conclut grace a la formule 2.2.3 (ii) écrite pour jao(y) et y € Bs .

La formule se vérifie facilement pour ey, et e;, comme elle définit un morphisme
et on conclut en rappelant que My; N My, est engendrée par Bz, et ces deux
projecteurs.

fin de la démonstration de la proposition :

(ii) Pour obtenir la nouvelle expression de x pour y dans My, N M, il suffit
d’écrire les /ngAie, sur la base {a,,r = 1,...,n,} qui est une base de Pimsner-
Popa de M, 5 sur M ;.

(iii) Comme y et e/, commutent aux \;, on peut écrire en utilisant les propriétés
des bases de Pimsner Popa :

Na Na Na
/ / * _/ / * * / / /
€, = Ng E Ateayeg,eaAt a — § )‘teayea)‘t = E )\tea/\t ye, = ye, = ye,
t=1 t=1 t=1

La propriété pour y de Bs; en découle.

3.4.2.  On vérifie alors facilement que x envoie la tour dérivée de My, C My, sur
celle de My3 C M 3.

Proposition. Soit (ky, G13) la représentation standard de ’algébre By 3.

(1) L’application H qui a G11(b) associe Gy 3(x (b)) pourb € By est une isométrie
surjective de hy, sur k.

(i) On note encore m, la représentation de Mz M Mg 5 sur ky et on a :

Hmy(y)H" = m(x(y))  (y € Mz N M,)

e, ey
c’est-a-dire x envoie la tour C C Bgy CMszy N My, C Mgy N Mgy, sur la tour
analogue de la troisieme colonne en respectant la représentation m, et ['unitaire v
(on gardera la méme notation pour la troisiéme colonne).

3.4.3. Remarques. (i) On devrait noter y, cet isomorphisme x puisque 1'on peut
définir de méme un isomorphisme x, de My, N Mg, sur Mz N M3, ; en fait on
notera y ces deux isomorphismes quand aucune confusion ne sera possible.

(ii) On a donc d’autres inclusions de profondeur 2 : Mys C My 3, M3o C Msy ...

4. EXEMPLE FONDAMENTAL

Comme en [B.S. 8.13], considérons un couple assorti de systemes de Kac (h,, X, u)
et (hy, Y, v), 'unitaire Z de L(h, ® hy) et leur Z-produit tensoriel (h, ® hy, V,w).
On suppose que n, la dimension de h, et ny, celle de h;, sont finies.
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4.1. Notations. On définit les représentations w de L(h,) et 7’ de L(hy) dans h,®h,
pour = € L(h,) et pour y € L(hy) par :

m(x)=2®1, et 7(y)=2"1.®y)Z

D’aprés [B.S. 8.14], Palgebre wS(V)w est linéairement engendrée par m(wS (X )u)
et 7'(vS(Y)v). D’apres [B.S. 8.12], l'algebre S(V') est engendrée par 7(S(X)) et
7'(S(Y)). On note eq (resp. ex, ey, €, €y, € ) le support de la co-unité de S(V')
(resp. S(X), S(Y), S(V), S(X), S(Y)) et ex et ey les co-unités respectives de S(X)
et de S(Y) ; on pose alors :

eo =mlex) e, =m(ey) e =7'(ey) e, =1(c})
On suppose que l'algebre de Kac S(V) agit sur un facteur P de type II; par
laction extérieure § ([Y]) et, comme en 2.6.3, on considere la tour :

€d e,
Moo C My C Moy C Mss

isomorphe & la tour P°® C C §(P) C P xsS(V) C P® L(hy ® hy) et telle que
lalgebre Doy = My o N My, soit identifiée a wS(V)w, D33 = Mz 3N M, aS(V) et
Ms3N Mg a L(hy ® hy). L'action est alors §g = Ad(11,1 ® w)tq ot 14 est 'inclusion
de M, dans M3 3 vu comme M ; ® L(h, @ hy) (2.6.3).

Nous allons montrer que l'inclusion M;; C My, vérifie les hypotheses de 3.1.3.
Pour cela, définissons les sous-facteurs suivants de M; 3 :

~

MLQ = (Ml,l U W(US(X)U))” Mg}l = (Ml,l U W,(US(Y>U))”
M173 = (MLQ U W(S(X)))” M3,1 = (MQJ U 7T, S(Y)))”
4.2. Etude de l’inclusion M;; C M s.

Proposition. L’inclusion My, C M, 2 est une inclusion irréductible de profondeur
2 et d'indice n,. St Mo est le commutant de e, dans M, la tour

€q el

M,y C My C Mo C M3
est obtenue par construction de base. Et on a :
W(US(X)U) == ALQ == MLQ N M{,O et W(S(X)) == A173 == M1’3 N M{,l'

Démonstration :

Comme en 2.2.1, {a,,r = 1,...n,} (resp.{ay,i = 1,...n,}) est une famille
d’unités matricielles normalisées de m(wS(X)u) (resp. 7(S(X))). Comme Iaction
de S(V) est extérieure, 'inclusion My C M est irréductible, I'élément E ;(a)as)
de Mgy N My vaut donc tr(ayas), on peut alors écrire H; o comme la somme or-
thogonale des sous-espaces a,H;; ou r varie de 1 & n,. Grace a [G.H.J. 3.4.1. et
3.2.4], on en déduit que [M; o : My ] vaut n, et que {a,,7 = 1,...n,} est une base
de Pimsner-Popa de M, 5 sur M ;.

Comme Mj; N M, est contenu dans Mj; N My, Uinclusion My; C Mo est
irréductible, on peut donc montrer, comme précédemment, que [M; 3 : M o] vaut
ne et que {a;,7 = 1,...n,} est une base de Pimsner-Popa de M; 3 sur M;,. En
décomposant les éléments de Mj, N My 3 sur la base {a;, i = 1,...n,}, on montre
facilement que 7(S(X)) est I'algebre A3 = M] ;N M, 3.

Comme €y est le support de la co-unité de S(X), on a :

E172(6;)1172 = t’l“(’]T(@/X))llg = n;llm.
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Puisque les indices [Myo : My 4] et [My3 : M o] sont égaux, que e/, commute a
My, et que Eyo(e))l1o vaut [Myo @ My 119, M3 est Uextension de Mo par
M ; et € est le projecteur de Jones [PiPo. 2-1.2.2].

Grace a [Sano cor.2.1], égalité dimA; 3 = [M;o : M| permet d’affirmer que
I'inclusion My, C M, 2 est de profondeur 2.

Soit M o le commutant de e, dans M ;, comme Ej ;(e,)1q,1 vaut n;lll,l, d’apres
[PiPo 1 1.8], M, est l'extension de M;; par M. L'inclusion M;y C M, est
de profondeur 2 puisque Mj, N M3 est anti-isomorphe a My, N M; 4. L’algebre

Ao = MjyN M est donc de dimension n,, elle coincide avec m(uS(X)u).

Nous obtenons des résultats analogues pour l'inclusion M;; C My ;.

4.3. Le carré bicommutatif 6272 = (M272, MLQ, M271, Ml,l)' Comme l’algébre D272
est engendrée par les algébres 7(uS(X)u) et 7' (vS(Y)v), le facteur M, , est engendré
par les facteurs intermédiaires Mo et Myq. De plus les représentations 7 et 7/
sont des morphismes d’algébres de Hopf de uS (X)u, respectivement vS (Y)v dans
wS(V)w. On a donc :

eq = py (tr @ tr) = m(px (tr))m’ (py (tr))

c’est-a-dire e e, = eq = € = eje; = epe, puisque le support de la co-unité d’'une
algebre de Kac est un projecteur central. On conclut, comme en 3.1.3, que les carrés
(M1,17 M[)’l, MLO’ MQQ) et (MQ,Q, MLQ, M271, Ml,l) sont bicommutatifs.

4.4. Le carré bicommutatif Cs;3 = (Mss, Mags, M3o, Mys). Soient Mo 'algebre
engendrée par My et e, et My 'algebre engendrée par M, o et e,; d’apres 3.2.2,
les carrés CLQ = (MLQ, M[LQ, M171, M071> et 6271 = (M2,17 M171, M270, MLO) sont bicom-
mutatifs ; a partir de C; 5, on construit, comme en 3.1, Cy 3 = (M 3, Mo 3, My 2, My )
ou M3 est l'algebre engendrée par My et €], et Ca3 = (Magz, My 3, Moo, My 1) ol
My s = (M3, e5) = (Mao,€)); de méme a partir de Cy 1, on construit Cs; et Cso, le
carré Cs 3 = (M3 3, Mg, M3, My o) est alors bicommutatif [3.2.3].

4.5.  Ces quelques lemmes nous seront utiles pour montrer que S(X) et S(Y') agissent
sur My ;.

Lemme 1 : Le projecteur ¢!, (resp. ;) commute a 7' (L(hy) (resp. m(L(h,)) et on

a:
e =ev@1,=2ZeZ* e =1,0¢y =Ze,Z* e, =¢\ ey

Démonstration :

Les propriétés de commutation des projecteurs résultent de 4.4.

el vaut ey ® 1, par définition. Comme e/, commute a 7'(L(hy), Z(ey ® 1,)2Z*
commute a 1, ® L(hy), il existe donc un projecteur p de L(hy) tel que Zel Z* égale
p ® 1 ; comme e) commute a 7(L(h,), il existe un projecteur ¢ de L(hy) tel que e}
soit égal & 1, ® g, alorson a : ¢y ® ¢ = ele} = e/, = wejw = (LR V)(p @ €y ) (u®v)
d’ott on tire les égalités : p = €y, et ¢ = €, et celles du lemme.

Lemme 2 :

7 e carre est commutattf.
) L g N N t tati
M(S,l N Mg,l - M(/),O N M3y3

(ii) Pour y € L(hy), (1, @tr)(7'(y)) = tr(7'(y)).
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(1ii) Pour x € L(hy), (1, @tr)(T(x @ 1)) = tr(x).

Démonstration :
(1) On utilise la commutativité des carrés Cs 3, Ca 3 et Cas.
(ii) résulte de (i) car on peut écrire pour y € L(hy) et x € L(h,) :

tr((le @ tr) (' (y))z] = (tr @ tr)(«'(y)m(x)) = tr(x'(y))tr(z) = tr(y)ir(z).
(iii) Pour y € L(hy) et © € L(h,), on a :
(tr @ tr)(7'(y)m(z)) = (tr @ tr)((y ® 1a)T(z @ )] = trly(1ly @ tr)(T(z @ 1p))].
Et on conclut grace a (i).
Lemme 3 : Avec les notations de 3.3.2
(i) (1, ® EY)(arbpefleébZa;‘) = tr(bp)tr(b;)w_l(are;a:)
(ii) (1 ® ex)T(arbpe, e bas) = tr(ar)tr(a:)ﬂl_l(bpegb;)

Démonstration :
Le lemme 1 permet d’écrire :

(1o @ &) (abyehesbiar) = 7 (anel) (1o @ ey (byepb)n(a?)
ainsi que (1, ® ey)(bpeyby) = (1, @ tr)(npeybpeydy). D'apres le lemme 2, on a alors :
(1o ® ey )(bpeyby) = tr(npeybyeyby) = tr(by,)tr(Dy).
Et (i) est démontré. (ii) se démontre de maniere analogue.

Lemme 4 : Comme en 2.6.3, 1, (resp. ty, ta ) est Uinclusion de M, dans M3
(resp. M3y, Mss). On a les relations suivantes :

(1) ta = [111 @ 7(1, @ €y)]ta
(ii) ty =111 @ 7' (1, ® ex)T|tq

Démonstration :

Comme Cy 5 est commutatif, la famille {a,b,,r =1,...,n,,p=1,..., 7, } est une
base de Pimsner-Popa de M,y sur M, ;, on exprime ¢q , pour z € M 1, a 'aide de
cette base [2.6.3]. Les relations (i) et (ii) résultent alors du lemme 3.

4.6. Actions de S(X) et de S(Y) sur le facteur M, ;.
Proposition. Posons :
5X = [1171 X (Ey & 1a)T]5d et (Sy = [11y1 & (EX (024 1b)](5d

dx est une action de S(X) sur le facteur M,y et Uinclusion My, C Mo est iso-
morphe a 6x (M 1) C My Xs, S(X).

dy est une action de S(Y') sur le facteur My, et Uinclusion My, C My, est
isomorphe & 8y (My1) C My x5, S(Y).

Démonstration :
Comparons d’abord dx et dy avec les actions d, et d, obtenues canoniquement a
partir des inclusions M; C My et My C Ma ;.



COUPLE ASSORTI DE SYSTEMES DE KAC, INCLUSIONS DE FACTEURS 17

De la définition de dx, de 2.6.3 et du lemme 4 de 4.5, on déduit :
dx =111 ® (ey ® 1,)T)0q = [111 @ ((ey ® 1,)TAdw)]eq
=[111® (1, ® ey)Ad(u @ v)]tg = [111 @ (Adu(1l, ® €y))]iq
= [1171 (024 (AdU)ﬂ'il]La = [1171 X 7T71]5a.
De méme pour dy, on obtient dy = [1; ® 7 =18
On sait donc maintenant que dx (resp. dy) est un morphisme injectif de M; ; dans
M1 ® S(X) (resp. My ® S(Y))). Il reste a s’assurer que ce sont bien les algebres
de Kac S(X) et S(Y') qui agissent sur M ;.
Si I, (resp. I'y) est le coproduit de S(X) (resp. S(Y)), d’apres [B.S. 8.2], le copro-

duit I de S(V') est défini par : I' = (1, ® T ® 1,,) ([, @ I'y).
Pour montrer I'égalité : (dx ® 1,)0x = (111 ® I',)dx, il suffit de vérifier :

(M) (ey @1, @€y QL )(TRT)I' =Tu(ey @ 1,)7T.

La propriété (ii) de I'inversion permet d’écrire :
(TRT)'=(TeT)(1.®@T®1,)(Te@T) = (T®1,01,)(1a®@Ty® 1) (1.0T) (T @ 1)
Comme (1, ® ey)I'y est 'identité de L(hs), on a :
(ey 1,06y @1)(TRT)T = (ey ®1a® 1) (T ®14)(1a ® 1, ® 1) (1a @ T) (T @ 1)
La propriété (i) de I'inversion permet alors d’obtenir (*).

On montre de méme 'égalité : (dy ® 1,)0y = (111 ® I'y)dy.
4.7. Conclusion.

Théoréme. Soit ((hy, X,u) et (hy,Y,v), Z) un couple assorti de systémes de Kac
tel que les dimensions de h, et hy soient finies.

On suppose que S(X) @z S(Y) agit sur un facteur K de type 11, par une action
extérieure 0 et que l'inclusion K C L est isomorphe a §(K) C K x5(S(X)®75(Y)).
Alors il eziste des facteurs intermédiaires M et N et des actions dx et dy de S(X)
et S(Y') sur K telles que linclusion K C M (resp. K C N) soit isomorphe a
dx(K) C K x5, S(X) (resp. 0y (K) C K x5, S(Y).

K c M
Le carré N N est alors bicommutatif.
N c L

4.8. Cas particulier. Dans [S.W.], T. Sano et Y. Watatani traitent le cas on A
et B forment un paire assortie au sens de S. Majid ([M.1] [M. 2]) et D, le groupe
engendré par A et B agit par une action extérieure ¢ sur un facteur P de type I1;.

5. LES ALGEBRES DES INCLUSIONS DIAGONALES
Nous étudions maintenant les algebres de Kac Ds o, D33, Do et Ds .

5.1. Bases. Comme le carré Cyo est commutatif, le carré (Do, Ba1, A12,C) est
commutatif; le lemme 2.2 de [Sano] et des considérations de dimension permettent
d’affirmer alors que :

(1) Do est l'algebre engendrée par A; o et By

(ii) Ds 2 admet comme bases orthonormales {a,b,, 7 =1,...,n,,p=1,...,m} et
{bpa,,m=1,...,ng,p=1,...,m}; ce ne sont pas des unités matricielles mais elles
vérifient les propriétés retenues dans la remarque 2.6.5.

On a des propriétés analogues pour les algebres Dy 3, D3 o et Ds 4 [Sano th. 2.1].
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On peut voir de méme que Ds3 est 'algebre engendrée par A;3 et Bs; en
considérant le carré Cs 3 ou par Az 3 et By 3 en considérant le carré (M ;, My 5, My 1, My ,)
mais il est plus intéressant d’utiliser [Sano th. 2.2] :

D33 = A 3.B33 = Bs.A33.

On obtient ainsi des bases orthonormales de Ds 3 qui sont aussi des familles dunités
matricielles normalisées car A; 3 et B33 commutent :

{aixo(Br),i=1,...,ng,k=1,....mp} et {Brxalw),i=1,...,na,k =1,...,np}.
5.2. Quelques commutants relatifs.
PI‘OpOSitiOH. (’L) M2,1 N M6,0 = B271

(i) M3y O M = Bs,

(5U) A4é£ r]l)&g :II4L3.

On obtient des résultats analogues en échangeant les lignes et les colonnes.

Démonstration :

(i) Comme {b,,h = 1...n,} est une base de Pimsner-Popa de My, sur M,
un élément x de My; N M s’écrit done, El,l(xbp)b;. Comme z et b, commutent
a Moo, F1,1(xb,) appartient & M;; N Mg, c’est donc un scalaire et x appartient a
M271 ﬂ M(l),l‘

(ii) Se démontre de méme puisque l'inclusion M; g C My est irréductible.

(iii) De méme en utilisant (i), on montre (iii).

(iv) Si z appartient a M3 N Dy 3, alors il existe des éléments z, de A; 3 tels que
z vaille > | z,x(b,); or on a :

2= Ey3(2) = Eys( Z 2pX (b Z 2pEo 3( Z Zptr(x

On en déduit que z est un element de A173.

5.3. Le coproduit I'y sur Ds 3.

Proposition. Pour x € Ay3, posons ni(x) = > " Eai(eyby5)xby, alors ny(x)
appartient a Ay 3 et le coproduit 'y de D33 vérifie :

(i) Da(ma(x)) = Z ma(as X(Br)) @ ma(me(vs(x))) (2 € Ay)
=1, k=1

(ii) Ta(ma(w)) = y Ta(Br X())) @ Ta(vi(me(z))) (z € Ars)
i=1,k=1

Démonstration :
Il est clair que ny(z) appartient a My 3 N My . D’autre part, si z € M, on a:

ny np
x)z = Z FEs1(eyby ) Z By 1(b)2bg) by
p=1 p=1

ngy ny
= Eau(eh > byEr1(bj2by)5r)b; (car z, B € Ds3)
qg=1 p=1

np
= Z B 1 (ey2by By )b = 2 ()
q=1
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Donc ni(z) commute a M, et appartient a My 3 N D33 = Ay 5 d’apres 5.2 (iv).

(i) D’apres 2.6.1, 2.6.5 et 5.1, si on choisit {o; x(Bk), i,k = 1...n4,1} comme
famille d’unités matricielles normalisées de Ds3, il nous suffit de montrer que,
pour z € Ay, I'élément v x(x) = Y2070 Eaa(egepbparx(by)as)zayby de Dyg vaut
ne(vi(x)). Grace aux propriétés de commutation [3.4.1], on a :

Na,Np Na,Np

k7 %k *

Vig(x E Ess(eybyx (Br)elaral)zar b, E Ess(epbyBieharal)zar b,-
rp=1 rp=1

Comme eyb,;; appartient a Ms, et e, a,of appartient a M3, les propriétés du
carrelage commutatif et 5.2 (i) permettent d’écrire :

Eyo(epbplre,ara;) = Eaa(eybyBy) Eagleqara;) = Eay1(eybyfy) Era(eqaras;)

On obtient donc : v; x(x) = np(vi(2)).
(ii) s’obtient de méme en utilisant la base {frx (), i,k =1...n4,n4}.

6. UNE INVERSION SUR A; 3 ET Bj;

6.1. Les unitaires Z,, Z, et Z.
6.1.1. Définition. s est I'application de h, ® h; dans hy ® h, qui & T ®y associe y® x.

L’application Z, est I'unitaire de h, ® hy, sur hy défini par :

Za(FLl(a) X Gl,l(b>) = Klvl(ab) (CL € A1727 b € BQ,I)~

On définit de facon analogue l'unitaire Z; de hy ® h, sur hy. Et on pose Z = Z; Z,.
6.1.2. Proposition. (i) Pour x € My 3N Mj o, ma(z) = Za(ma(7) @ 1) Z;.

(ii) Pour y € M3, N Mgy, ma(y) = Zp(mp(y) ® 1) Z;.

Démonstration :
(i) Soient x € Mi3N My, a € Ayp et b € Byy; d'apres 2.2.2, on a :

Wd(I)KLl(CLb) = ndKl,l

= ndKl,l

Ep,,(zabe,e,)]

Ep,,(zae,bey)]

Ep,,(zae,) Ep,,(bey)] (Cs 3 est commutatif)
Ey4, ,(zae,)b] (Cy3 est commutatif et 5.2(i))
= Zo(ma(x) ® 1,) Z7 K1 1(ab) d’apres 2.2.2.

=ngKi,

— — — —

:naKll

On obtient (ii) en échangeant les lignes et les colonnes.

6.1.3. Relations entre les unitaires Z,, Zy, Z , u, v et w.

Proposition. (i) Z,(u®v) =wZys (i’) Zy(v@u) =wZ,s*
(i) Z*wZ, = (u®v)s*Z
(i) Z*s(u®@v) = (u®v)s*Z
Démonstration :

Grace a 2.2, on s’obtient (i) par un calcul direct puis (i’) en échangeant les lignes
et les colonnes. De (i) on déduit (ii). De (ii) et (i’), on déduit (iii).
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6.1.4. Action de AdZ, sur 1, @ my(Mj, N Msy).
Proposition. Siy € My, N Mz, , on a
(1) Za(la @ my(y)) Z, = wra(vyv)w

(i) Zo(le ® ()2 = 3 aryelal.
r=1

Siy € Bsy, ona Zy(l, @ m(y))Z) = ma(x(y)).
On a des résultats analogues pour Zy, en échangeant les lignes et les colonnes.

Démonstration :

(i) résulte de 6.1.3 et 6.1.2.

(ii) Pour y € By, la formule annoncée se déduit de (i) et 2.2.3 (viii) appliquée a
v et w. On vérifie (ii) pour y = €;, & partir de (i). Comme M}, N M3z est engendrée
par Bs; et e, les propriétés de la base de Pimsner-Popa {a,,7 =1,...,n,} et celles
de commutation du projecteur e/, permettent de conclure. La formule particuliere
pour Bj; utilise I'expression de y [3.4.1].

De cette proposition, de 6.1.2 et 5.1 résulte le corollaire suivant :

Corollaire.
Z(A13® B3 1)Z" = B31 ® A1 3

6.1.5. Action de AdZy sur wq(Mg, N M 3).
Proposition. (i) Sixz € My, N M3, on a :

Ny

Zimg(x) Zy = Z Wb(bpeébZ) ® Ta|Ea(bywby)].
pg=1
(1)) Sixz e Ag, ona:

Zrma(x) 2y = Zﬂb(ﬁk) ® ma (i ().

k=1

Démonstration

(i) Pour z € M(/J,l N M3, b€ Byy et a € Ay 9, on peut écrire :
(Z{:l‘Zb)(Gl,l(b) & Fm(a)) = Zg‘ndKl,l(EDm (:Ubae;e;))) [222]

Comme zbael, € My 3 et que {b,,q = 1,...,np} est une base de Pimsner-Popa de
My 3 sur M 3, on a :

ny
naK11(Ep, ,(vbae,e;)) = naKy1(Ep, ,(vbac,)) = ng > Ki11[b,Ep, ,(E13(bwbac)))].

q=1

D’apres 5.2 (i) et la propriété de commutation de Co 3, Ep, ,E1 3 vaut Ey, ,E,, d’ou :

(Z322,)(G11(b) ® Fi1(a)) = > Gia(by) © Fia[naEa, ,(Ea(bywb)acl,)]

ny
— Z o (byepbs ) G1,2(b) ® o[ Eq(biwby )| Fia(a)

p,q=1
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(ii) D’apres 6.1.4, si x € A; 3, on sait qu'il existe des éléments x de Ay 3 tels que :
ZixZy s'écrive Y00 mh(0) @ o). (1), 2.2.1 et 5.3 permettent d’écrire :

ngy ny
m = Y tr(Bibperby) Ea(byaby) = Y Ea(Ep, , (e} B7)wbg) = ni(x).
p,q=1 q=1

6.2. Une inversion sur A, 3 et Bs;.

6.2.1. Dans [B.S. 8.1], S. Baaj et G. Skandalis définissent une inversion sur deux
algebres de Hopf :

Définition. Soient (A,T',) et (B,I',) deux C*-algebres de Hopf. Une inversion sur
A et B est un *-isomorphisme T de A ® B sur B ® A tel que 'on ait :

)T 1)1, T)(T,® 1) = (1, @T,)T
(1) (L, T T @ 1) (1, @Tp) = (T ® 1,)T

6.2.2. D’apres 6.1.4, T = AdZ est un *-isomorphisme de A; 3® Bs ; sur By ; ® Aj 3.
Théoreme. T est une inversion sur (Ay3,1,) et (Bs1,1s).

Démonstration : Comme la construction offre des roles analogues a A; 3 et Bsy,
nous allons voir dans le lemme 2 qu’il nous suffit de démontrer les relations (i) et
(ii) de 6.2.1 sur A; 3 ® 1, par exemple, ce que nous faisons dans les lemmes 3 et 4.

Lemme 1 :

(1)A13® B31 =T 1 (Bs1 ®1,)(A13® 1p)
(i)A13® By =T (1, ® A13)(1, ® Bs,)
(ili)Bs1 @ A1 3 =T(A13® 1) (B31 ® 1,)
(iv)Bs1 @ A1 3 =T(1, ® B31)(1, ® A1 3)

Démonstration
(i) L’algebre engendrée par A;3 @ 1, et T-1(Bs;1 ® 1,) est I'image par AdZ} de
l'algebre engendrée par A; 5 et B3y qui est D33 [5.1] donc on obtient :

A13®Bs1 =T (B3 ®14)(A13® 1p).

L’ égalité (ii) est obtenue de fagon analogue puisque I'algebre Ds 3 est engendrée
par les algebres As 3 et By [5.1].

On obtient les égalités (iii) et (iv) en échangeant les lignes et les colonnes.

Lemme 2 : Les relations (i) et (i) de 6.2.1 sont vérifiées pour T sur Ay 3 ® Bs;
si et seulement si elles sont vérifiées sur Ay 3 @ 1.

Démonstration :

On a déja remarqué que les lignes et les colonnes du carrelage bicommutatif
jouent des roles symétriques, échanger les lignes et les colonnes change (A;3,1',) en
(Bs1,Th) et T en T, Aussi si la relation (i) est vérifiée sur A 3 ® 15, par symétrie
la relation (T @ 1,)(1, @ T") (T, ® 1,) = (1, @ T,)T~! est vérifiée sur Bz ® 1,,
ce qui est équivalent a dire que la relation (ii) est vérifiée sur T-(Bs; ® 1,); si de
plus on a supposé que la relation (ii) est vraie sur A; 3 ® 13, on a donc obtenu que la
relation (ii) est vérifiée sur I'algebre engendrée par A; 3 ® 1, et T-(Bs; ® 1,) donc
sur A; 3 ® B3y d’apres le lemme 1. Alors, il suffit de conclure que, par symétrie, la
relation (i) est vérifiée sur Ay 3 ® Bs 1.

Lemme 3 : La relation (i) de 6.2.1 est vérifiée pour T' sur Ay 3 ® 1.
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Démonstration :
La relation (i) est équivalente &

(AdZ, ® 1) (1a @ T)(Ta @ 1) = (AdZy @ 1,)(1p @ T)T

Pour x € A, 3, on a d’apres 2.6.1 :

(AdZ, ® 1) (1o @ T)(Ta @ Ly)[z @ 1)

Na

= (AdZ, @ 1,)(1a ® T)[D>_ aln) @ ma(vi(x)) @ 1]

i=1
Grace a 6.1.5 (ii) appliqué a v;(x) et & 6.1.4, on obtient :

Na ,Np

(AdZy ® 16)(1a ® T)(Ta @ L)z @ 1) = > malaix(Be)) @ ma(mi(vi()))

ik=1

De méme, on peut écrire :

(AdZy @ 1,)(1, @ To) Tz ® 1) = (AdZy, @ 1,)(1, @ Fa)[ij B @ i ()]

h=1

Na,Np

= (AdZy, @ 1,)[ Y Br ® o @ v(mu ()]

Na,Np

= ma(Bux(cw)) @ wa(vi(mn(x))).

i,h=1

L’égalité résulte de la proposition 5.3.
Lemme 4 : La relation (i1) de 6.2.1 est vérifiée pour T' sur Ay 3 @ 1.
Démonstration :
D’une part, d’apres 6.1.5 (ii), on a :

(LRT)T®1L)(1, @) [r® 1) = Zb: Bn @ B @ mie(n(2))

D’autre part, d’apres 6.1.5(ii) et 2.6.1, on a :

Cy@1)Tro L] =Y o) @)= Y B © 6o tr(v(8;)5)n().

k=1 h,jk=1

Posons : 1;,(8;) = >0, by 85 a1 (epby34), alors 1, (5);) appartient a M et on vérifie

facilement (comme en 5.3) que n;,(5;) commute a M, c’est donc un élément de
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By 1. On peut alors simplifier > 7 | ¢7(vi(53;) B )n; (2) -

Ztr (vn(B) B )n;(x Ztr (B%)B;)n;i ()

_ Z B (ehbgmy(Br))ab

q=1

ng
=) Epi(eybghBr) Ean(ehbyBr)ab;

p,g=1

my
= > Ea1(e3by3) B (e4hp3)2b3b;

-

La relation est démontrée.

Remarque. (i) Posons v,(z) = T(z ® 1,) pour x € Ay 3, le lemme 4 est équivalent au
fait que ~, est une action a gauche de Bs; sur A; 3 [B.S 8.4].

(ii) D’apres [B.S 8.2], on peut associer a T un coproduit I'r sur A; 3 ® By défini
par : I'r = (1, @ T ® 1,)(I', ® T'y). Sachant que la relation (ii) de définition de
I'inversion est vérifiée sur A; 3 ® 15, la relation (i) de définition de l'inversion est
vérifiée sur A; 3 ® 1, si et seulement si le coproduit I'r est coassociatif.

6.3. Couple assorti de C*-algébres de Hopf. Comme les algebres de Hopf
considérées sont de dimension finie, on déduit des théorémes 4.10 et 3.8 de [B.S.], du
théoreme et du lemme 1 de 6.2.2 et de la définition [B.S. 8.12] le corollaire suivant :

Corollaire. Les algébres (A1 3,1,) = S(X) et (Bs1,I%) = S(Y) et Uinversion T
définissent un couple assorti de C*-algébres de Hopf.

7. COUPLE ASSORTI DE SYSTEMES DE KAcC
7.1. Suivant la définition [B.S. 8.13], nous allons établir la proposition :

Proposition. Les systemes de Kac (hq, X,u) et (hy,Y,v) et Uopérateur unitaire
s*Z de L(h, ® hy) forment un couple assorti de systemes de Kac, c’est-a-dire :

(1) Les algebres S(X), soit (A13,1), et S(Y), soit (Bs1,1%), et Uinversion T
forment un couple assorti de C*-algebres de Hopf.

(1) (ha @ hy, V, (u ® v)s*Z) est un systeme de Kac otV = (Z1,X2371)Ya4.

Démonstration :

I nous reste a démontrer (ii). On sait que (hg, W, w) est un systéeme de Kac. On
va montrer que (h, ® hy, V, (u®v)s*Z)) lui est isomorphe par Z, [B.S. 6.6]. D’apres
la proposition 6.1.3, on a déja l'égalité w = AdZ,((u ® v)s*Z).

Montrons maintenant que Ad(Z, ® Z,)(V) = W.

Ad(Zy © Z,)(V) = (Z ® Zo) X 25 © Z2)(Zo © Za)YoulZ5 © Z3).
Alors d’apres 2.6.4 (iii) et 6.1.4, on a :

Na Ny

Ad(Z, ® Z)(V) = ) wineEa, . (afeae,)m B, (Biever)lw © aix(Be).
ik=1
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Comme Gjepe;, € Mj oM Mz, d’apres 5.2, on a : Ep, ., (Bieve,) = Ep,,(Brever,). De
méme, on a : Fy,,(ofeqe,) = Ep,,(afeqe,).
La propriété [G.H.J. 4.2.1] du carré commutatif Cs 3 permet alors d’écrire :

naEa, ,(a;eqc,)mEp,, (Breve,) = nakp, ,(a;eqc, Breve)).

Grace a 3.4.1 et aux propriétés de commutation, on obtient :

naEA1,2 (azeaeiz)nbEle (ﬁ;ebeé) = ndED2,2 (X(BZ)azedeéﬂ
On a donc Ad(Z, ® Z,)(V) = W.

7.2. Le systéeme de Kac (hq, W,w). Suivant les définitions 2.7 et [B.S. 8.15], nous
pouvons énoncer :

Corollaire. Le systéme de Kac (hq, W, w) associé a l'inclusion diagonale est l'image
par Z, du systéme de Kac s*Z-produit tensoriel (hy @ hy, V, (u @ v)s*Z).

7.3. Le T-produit tensoriel de (A;3,I,) et (Bs1,1). On vérifie facilement que
AdZ? est un morphisme de l'algebre de Kac (D3 3,14, jao2,tr) sur algebre de Kac
T—produit tensoriel ([BS 86]) A N B = (A1’3 X B3’1, FT, (jLQ & j2’1>8*T7 rQ® tT)
(voir remarque 6.2.2). En effet, d’apres 6.1.3, (j12 ® ja.1)s*T est une co-involution
qui vérifie la relation (ji2 ® jo1)s*TAdZ} = AdZ*jg 9.

7.4. L’inclusion diagonale M, C Ms,. D’apres [Da. 5.7.2], [L.] , [Sz.] ou [E.N.],
on a donc :

Corollaire. M, est le produit croisé de M par une action extérieure du
T-produit tensoriel de (A13,1) et (Bs1,Iy), c’est-a-dire de l'algébre de Kac
(A13® B31,I'r, (J1,2 ® jou1)s* T, tr @ tr).

7.5. Plus généralement le corollaire précédent s’exprime ainsi :

Théoreme. Soit une inclusion irréductible K C L d’indice fini de facteurs de
type 11, telle que L soit l'algeébre de von Neumann engendrée par les facteurs in-
termédiaires M et N respectivement isomorphes aux produits croisés de K par les
algébres de Kac A et B. Si l'indice [L : K] est le produzt des dimensions de A et B et
que les supports des co-unités des algebres AetB représentées dans K commutent,
il existe une inversion T sur A et B telle que L soit isomorphe au produit croisé de
K par le T-produit tensoriel de A et B.

7.6.  Considérant I'inclusion My o C M; 1, on énonce le théoreme dual du précédent :

Théoréme. Soit une inclusion irréductible K C L d’indice fini de facteurs de
type 11 telle que L soit l’algebre de von Neumann engendrée par les facteurs in-
termédiaires M et N respectivement isomorphes aux algébres des points fives de L
sous une action extérieure des algebres de Kac A et B. Si lindice [L : K] est le
produit des dimensions de A et B et que les supports des co-unités des algébres A
et B représentées dans L commutent, il existe une inversion T sur A et B telle que
K soit isomorphe a l’algébre des points fixes de L sous une action extérieure du
T-produit tensoriel de A et B.

8. LE SYSTEME DE KAcC T-BIPRODUIT CROISE DE A ET B

Dans cette partie, nous allons expliciter le systeme de Kac dual du systeme de
Kac associé a l'inclusion “diagonale latérale” My, C Mo qui est de profondeur 2
[3.3.1] en fonction des systémes de Kac des inclusions “verticale” et “horizontale”.
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8.1. Le systéeme de Kac dual associé a I’inclusion diagonale latérale 1/, C
M, 5. Pour cette inclusion irréductible de profondeur 2, on reprend les résultats
de 2 en adoptant les notations suivantes : k4 est 'espace standard de Dy 3, 7,4 la
représentation de M6,1 N Ms 4 sur kq, Jq et jd les isométries anti-linéaires de k; et w
Punitaire Jy.J; [2.2].

D’apres 5.1, 'algebre Dy 3 admet la famille {b,cv;,p = 1,...,mp,0 = 1,...,n,}
comme base orthonormale; comme j;5 est la co-ivolution de Dy 3, cette algebre
admet aussi comme base la famille {j; 2(c)x(bp),p=1,...,np,0 =1,...,n,} alors,
si U 'unitaire multiplicatif associé¢ a l'inclusion My, C Mo, d’apres 2.6.4 (i) et
2.6.5, on a:

Np,Na

U=nq Y #lEp,,(x(b;)i12(0])epeherel)] @ waljra(by) o).
py=1
D’aprés 2.7, (kg, U,w) est un systeme de Kac et S(U) est I'algébre (Dys,T'3)
tandis que S(U) est l'algebre (D3 4,15 4).

8.2. Le systéme de Kac T-biproduit croisé de (h,, X, u) et (hy, Y, v).

8.2.1. Définition. Considérons comme dans [B.S. 8.14], 'unitaire multiplicatif @ :
Q = (Z34Y23734)(Z1 1 X25712)-

8.2.2. D’apres [B.S. 8.14 et 15], on peut énoncer :

Définition. Le systeme (h, ® hy, @, (u ® v)s*Z) est un systeme de Kac appelé
biproduit croisé de (hg, X,u) par (hy, Y,v) relativement a s*Z. Nous Iappellerons
pour faire court le s*Z-biproduit croisé de (hg, X, u) par (hy, Y, v) ou s*Z-biproduit
croisé de A et B.

8.2.3. La preuve de la proposition [B.S. 8.14] nous permet de préciser :
Proposition. L’algébre AdZ(S(Q)) est le produit croisé de S(X) par laction a
gauche 7y, de S(Y') définie par Uinversion T :

Ww(x) =T(x® 1) (x € S(X)).
L’algeébre AdZ(S(Q)) est le produit croisé de S(Y) par Uaction & droite v, de S(X)
définie par Uinversion T :

Yay) =Te®y)  (yesSY)).

Nous allons comparer le systeme de Kac biproduit croisé relativement a Z au
systeme de Kac dual associé a l'inclusion “diagonale latérale” My; C M2 en le
représentant sur ky. Pour cela nous construisons un unitaire I de hy sur ky.

8.3. Un unitaire C de hy sur k.

8.3.1. L’unitaire Z,. Comme en 6.1.1, on définit un unitaire Z, de Uespace de Hilbert
ky, ® h, sur I'espace de Hilbert k4 par :

Zb(GLg(b) X FLQ(Oé)) = Klyg(bOé) (b < B271, (S A173)

Proposition. (i) Poury € M3 N Mz, Zy(my(y) @ 1) Z; = 74(y).

(i4) Pour x € My, N M, , Zy(1y @ 7o(2)) 23 = witg(tizt)w.

(iii) Soit {b,,p =1, ...y} une famille d’unités matricielles normalisées de Bajs.
Pour x € M{y N M4, ZyTa(z)Zy = 3" _ m[bpeyby] @ TaEa(byaby)].

n
p,
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Démonstration :
(i) se démontre comme 6.1.2.

(ii) Cette assertion est I’analogue de 6.1.4, nous allons la démontrer directement
car 6.1.3 n’a pas d’analogue dans ce cadre.

Sia€ Ajgetbe Bys, ona:
Zb(lb ® 7_'('@(1761’?7/))2;}(1,2([)(1) = naKLQ(bEALS (eaozjm(x)) [25]
Comme e,aij; 2(x) est un élément de Mg, N M 3, on peut écrire d’apres 5.2 (iv) :

Ex, ;(eafio(x) = Ep, 5 (€atijiz(T))

On a alors :
Zb(lb & ﬁa(uxu))Z{:Kl,g(ba) = noK2(Ep, ,(beqaji2()))
= na K1 2(Ep, s (eabaji2(7))) (b € Byy)
= nawKi2(Ep, ,(xj12(ba)ey)) 2.2]

Comme zj; 2(ba)ell € My 4, on a :
naK12(Ep, ;(xj12(ba)e;)) = naK12(Ep, ,(vj12(ba)e,e;))

On obtient alors (ii) en appliquant 2.2, 2.2.3 (viii) pour @ et 2.2.2.
(iii) se démontre comme 6.1.5.

8.3.2. On pose G, = Hjb. KC est I'unitaire jd Zy (Gy ® Fu) Z; de hy sur k.
Poura € Ay et b€ By, ona:

KKi1(ba) = namta[bEa, 4 (j12(a)€qeq)] = nafta[bEa, 4(aeqeq)]
La premiere égalité résulte de 2.5, 3.4.2, 8.3.1 et 2.2. La deuxieme demande d’uti-

liser la définition de l'’espérance conditionnelle, I'invariance de la trace par j; o et
2.2.3 (v) pour la tour des commutants.

8.3.3.

Proposition. (i) Pour y € By, AdK(m4(y)) = 7a(y)
(it) Pour y € By, AdK(ma(y)) = wira[vx(y)v]w.
Démonstration :
(i) résulte d'un calcul direct utilisant 8.3.1, 3.4.2 et 2.2.3 (vi).
(ii) Pour y € B3, on a :
AdK (ma(y)) = Ad[JaZ)(joo(vy*v)) = AdJaTta(vjas(y")v)

Ecrivons 2.2.3 (viii) dans sa version relative a la tour des commutants [2.3], pour
J2.2(y*) € Bss et la base {ja3(x(65)), k=1,...np} :

np

iaa(y v =Y jasx(B)enjasiza(y)2ax (Be)
k=1

Grace a 2.2.3 (vi), on obtient :

AdK(mq(y)) = uﬁrd[z X (Br)engz2(y) x (By)w-

On conclut grace a 2.2.3 (viii) et 2.3 appliqué a 'élément y de Dj 4.
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8.3.4.

Proposition. (i) Pour x € A; 5, AdK(mq(x)) = wita(j2,3j12(2))w.
(i1) Pour x € A3, AdK(mq(x)) = Tq(x).

Démonstration :
D’apres 6.1.5, pour x € My, N M 3, on a :
ny
Zima(x) Zy = Z T[bpeyby] @ TalEa(byhy))]
p,q=1
Alors, grace a 2.5, 3.4.2, et 8.3.1, comme {ji2(b5),p = 1,...,m} est une famille
d’unités matricielles normalisées de Bj 3, on obtient :

Ad((Gy @ Fa) Z)(mal@)) = AdZ; [Fa(jr2(x"))-
On conclut a l'aide de 2.2.3 (vi).

8.3.9.

Proposition. (i) Pour x € A\ ,, Ad(KZy)(1y, ® ma(z)) = 7a(ja,3712(uzrn)).
(i1) Pour y € Bsy, Ad(KZ,)(1, ® mp(y)) = Ta(x(y)).

Démonstration :
(i) Si x € Al ,, alors ujio(2*)u est un élément de D3 4. L’égalité résulte donc de
8.3.1, de 2.2.2 et de 2.2.3 (vi).
(ii) Siy € Bs,, 6.1.4 (ii), 3.4.1 (ii), 8.3.3, 2.2.3 (viii) pour v et 8.3.4 donnent :
Na,Ny
Ad(KZ) (1o ® m(y)) = wital > dasina(ar)x(Bk)enda,s(x(0))x (B )€z 2(a)Jw.
rk=1
Comme {ja37512(ar)x(Bk),m =1,...,nq,k =1,...14} est une base de Pimsner-Popa
de D34, la formule (ii) résulte alors de 2.2.3 (viii) pour w.

8.4. Représentation du systeme de Kac biproduit croisé dans le carrelage.

Proposition. Le systéeme de Kac (kqy, U, w) est l'image par 'unitaire KZ, du systéme
(he ® hy, Q, (u @ v)s*Z), le s* Z-biproduit croisé de (hy, X,u) par (hy,Y,v).

Démonstration :
Montrons d’abord que Ad[KZ, ® KZ,)(Q) =U.

AdKZ, © KZ,)(Q) = Ad(K @ K)[Ad(Za ® Z,)(Ya,3)Ad(Zy © Za)(X23)]-

Compte tenu de la définition des unitaires multiplicatifs X et Y et des propriétés
de I'isomorphisme K, on obtient donc :

Na Ny

AdIKZ, ® KZ.J(Q) = na Z Ta(dip) @ Ta(jr,1(bp)os)

4,p=1
ot dip = Xo(EB,, (byeyes))jz23i1201,1 (Ea, ,(€,€007)).
Calculons d; ,, d’apres [Da. 2.2.1 (i) |, 3.4.1, 3.4.2 et 3.4.3, on peut écrire :

Jo3J1.2011 (Ea,,(enea;)) = Jasi1.351,2(Ea,,(eneacs))
* I//3N)

= XG[EA1,4 (jl,Q(ai )eaea]
= EA3,4 [Xa(jlﬂ(a;k))egeg]
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Comme le carré (Mo, My 5, Mj 5, M 3) est commutatif et que x,(b;)e,e, appartient
a Mg 3N My, grace a 3.4.2, on obtient :
Xo(EB,, (bpeven)) = Ep,, (xo(by)epen) = Ep, , (xo(b)epes)-
De méme en considérant les carrés (M ,, My ;, M 5, My o) et (M, My 5, My, My ,),
comme X, (j12(c))elel appartient a M3 L N Ms 4, on obtient :
2312011 (Eay, (€4€a) = Ep, 4 [Xa(f12(0]))eqeq]

D’ou d = ED3 4(Xb(b >€b6b)ED34[Xa(j1 2( ))6//61]

Comme Xb(b*)ebeb appartient a Mg, N M3y et que x,(j12())e e, appartient a
M, N M3y, la propriété du carré commutatif (Mg, M, MéQ, M 2) nous permet
d’écrire I'égalité  d;, = Ep,,[xs(0))e,esXa(d12(a )) v ’] Gréce & 3.4.1 (iii) et les
propriétés de commutations des projecteurs, on obtlent finalement :

dip = Ep,,[x(b)j12(af)ebeqeney).

On conclut alors a 1’égalité des unitaires multiplicatifs grace a 8.1.

Montrons maintenant I’égalité wKZ, = KZ,(u ® v)s*Z. D’apres 6.1.3, il suffit de
vérifier I'égalité wK = Kw. D’apres 8.3.2, pour a € Az et b€ Byq, on a:

KwkKi 1 (ba) = KK;1(j1,1(ba))

Na,Mp

= Na Z tr(jra(ba)asby)TalbyEa, 5 (j12(as)eqeq)]

= 10 S Fal By, (14 (b0)l) Ea, s (as)elel)]

10 Al By (G (ba)al) Ea  (aslel) 2.5 (i)
— i Epas( B, (11 (b)a)asele,)] 5.2 (i)
= N4T4[Ep, 5 (j1,1(a)j1,1(b)e,eq)] 5.2 ()]
= N[ Ep, 5 (J1,1(a)ezeqdr 2(b))] 3.4.1]
= aal Bar,y (14 (@)€0)i12(0)] 5.2 (ii)
= naTq[Ea, ,(eqe,a)i1,2(D)] [2.2.3 (v), 2.3]

Et on conclut grace a 8.3.2 et a 2.2.
8.5. Les inclusions diagonales latérales.

8.5.1. De 8.1, 8.2.3 et 8.4, nous déduisons le corollaire suivant :

Corollaire. 1. M, 5 est isomorphe au produit croisé de My 1 par une action extérieure
du produit croisé de S(X) par laction a gauche ~y, de S(Y).

My 5 est isomorphe au produit croisé de M, o par une action extérieure du produit
croisé de S(Y') par laction a droite vy, de S(X).

Nous obtenons des résultats analogues pour les inclusions M; o C My et My C
M 5 en échangeant les lignes et les colonnes et Z en Z*. Comme D3 5 est isomorphe
a Ds 4 par jg1j22, DOUS avons aussi :
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Corollaire. 2. M, est isomorphe au produit croisé de M, o par une action extérieure
du produit croisé de S(Y') par laction a droite vy, de S(X).

8.5.2. Plus généralement les corollaires précédents s’expriment ainsi :

Théoreme. Soit une inclusion irréductible K C L d’indice fini de facteurs de
type 11, telle que L soit l'algebre de von Neumann engendrée par les facteurs in-
termédiaires M et N respectivement isomorphes aux produits croisés de K par les
algeébres de Kac A et B. Notons K* l’algébre des points fives de K sous l’action de
A. Sil'indice [L : K] est le produit des dimensions de A et B et que les supports des

co-unités des A et B représentées dans K commutent, il existe une tnversion T sur
A et B, une action a gauche v, de B sur A et une action a droite vy, de A sur B :

Ww(x) =T(x 1) (xeA) et @y =T1,®y) (y € B)

telles que M (resp. N) soit isomorphe au produit croisé de K® (resp. K*) par une
action extérieure du produit croisé de A (resp. B) par Uaction ~y, (resp. de ,) de B
(resp. A) .

8.6. Exemple. D’apres 8.5.1 et [B.S. 8.22], dans le cas particulier des groupes, on
obtient que P x A est isomorphe au produit croisé de P? par une action extérieure
du produit croisé de L*(A) par 'action par translation a gauche de B sur D\B.
L’inclusion P® C P x A est encore étudiée dans les articles [B.H.], [H.Sz.] et [L.K.].
On peut dire aussi que (P® L*(G/B)) x D est le produit croisé de P x A par une
action extérieure du produit croisé de L*°(B) par I'action par translation a droite
de A sur A\D car d’apres [S.W. 5] et [Sano 3], le carré Cy 3 dans ce cas est
PxA C (P®L*G/B))xA
N N
PxD C (P®L*(G/B))xD

On trouve des résultats analogues a ceux de [Sano 3].

9. APPENDICE : ALGEBRES DE KAC ET UNITAIRE MULTIPLICATIF

Dans cette partie, nous mettons en correspondance les objets définis différemment
dans [E.S], [B.S.], [E.N.] et [Da.]. Nous gardons les notations de chaque article.

9.1. Différentes dualités. Comme dans [E.S.], on considére une algebre de Kac A,
on note A l'algebre de von Neumann sous-jacente, I' son co-produit et W 'unitaire
fondamental de A [E.S. 2.4] (W € A® A), il en résulte, pour = € A, I'égalité :

I(z)=W(1Qzx)W"
Le co-produit T' de I'algébre duale A [E.S. 3.7.4] est donné par :
[(z) =oW*(2z®1)Wo  (z€A).

Considérons maintenant, comme dans [B.S.], 'unitaire multiplicatif X = W* a

X sont associées en dimension finie, deux algébres de Kac S(X) et S(X) [2.72.7)].
Grace a la remarque 3.11 (a) de [B.S.], on obtient les relations suivantes :

S /

K=S(X)=A%ctK =S(X)=A oubien L' =S(X)etL = (SX))*

Compte-tenu de ces relations, les notions de produit croisé par K selon [E] et par

(S(X),d) selon [B.S] coincident.
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9.2. Inclusion de profondeur 2 et action d’algebre de Kac. On a montré sous
de hypotheses plus ou moins générales ([Sz.], [Da.], [L], [E.N.]) que si My C M; est
une inclusion irréductible de facteurs de profondeur 2, alors il existe une algebre de
Kac K et une action extérieure ¢ de K sur M, telles que 'inclusion soit isomorphe
a l'inclusion de §(My) dans le produit croisé de My par action extérieure 6 de K.
Nous faisons ici le lien entre la construction de [E.N.] et celle de [Da)]

Dans [E.N], il est associé a une inclusion de profondeur 2 un unitaire multiplicatif
W et deux algebres de Hopf (S(W),Ty) et (S(W),Ty). Grace a [Da. 5.2.3 - 5.3],
[E.N. 8.10], [B.S. 6.2. - 6.8] et [E.S. 6.8], pour l'inclusion M;, C M;j;, on peut
affirmer que (S(W),I'1) est 'image par Adu de (A; 2,11 2) en effet, pour z € A5 et

W=0c(1®u)W({l®u)o,ona:
Lia(2) = (Adu @ 1,) (1,201, (2))) = W (1a @ 2)W

Appliquons ce résultat a M ; C M 2, nous obtenons, grace a [E.N. 8.3], que I'algebre
(A13,T,) est isomorphe & I'image par Adu de (A1 3, ).

Dans [E.N. 11.6 et 7], il suffit de considérer I'isomorphisme Ad[(1;; ® u)oU;] pour
exprimer M; o comme le produit croisé de M; ; par une action de (A;3,1,) et Mg
comme ’algebre des points fixes sous cette méme action. On retrouve la proposition
5.7.1 et le théoreme 5.7.2 de [Da.], ce dernier théoréme devait s’écrire :

Soient M un facteur de type I, tr sa trace normale, finie, fidele et normalisée et
N un sous-facteur d’indice fini dans M. Si I'inclusion de N dans M est irréductible de
profondeur 2 et que K’ soit 1'algebre de Kac (M’'N My, 0v2y1, 71, tr), M est isomorphe
au produit croisé de N par une action de K.

D’apres ce qui précede, I'algebre K est I'algebre (A; 9, 'y 2, j1,1, tr) si K’ est lalgebre
(A1, 3,712, 7).
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