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INTRODUCTION

La théorie ergodique classique &tudie les systémes (X,5,u,T)
ol (X,3d) est un espace mesuré, p une probabilité& sur cet espace, et T
une transformation sur X inversible conservant u.
T définit sur les espaces LP(X,u)(l < p S ®) des automorphismes

isométriques que 1'on notera U :UTf=f0T, £ LP(X,u), et tout automor-

T
phisme de L (X,u) est de cette forme,
C'est donc 1'@tude d'un automorphisme de 1'algdbre de Von Neumann

commutative LW(X,u) conservant 1'état normal fidéle f — / fdyu.
Cet automorphisme définit aussi un automorphisme sur le prédual de

L7 (X,1), L (X,u).

La théorie ergodique non-commutative &tudie le cas ol
1'algébre de Von Neumann n'est pas commutative, c'est-d-dire que 1'on
considére une algébre de Von Neumann O., un &tat normal fidéle ¢ sur
et un automorphisme & de {3, 6 préservant ¢. Un état normal ¢ est une
forme lin€aire positive ultra-faiblement continue telle que ¢(1)=1.
¢ est fidéle si A E-ﬂﬁf, ¢ (A)=0 implique A=0.

(A est muni d'une norme qu'on notera I I ou | "m.
¢ définit un produit scalaire préhilbertien sur Qi AE Q, B € O,
(A,B):@(BXA), et comme ¢ est fidéle une norme, A € O, ﬂA"émw(AxA),
si ¢ est une trace (¢ (AB)=¢(BA)) on parlera de norme-trace,
En plus de 1'inégalité de Schwarz, la norme | ”2 vérifie les
propriétés suivantes :

V Aa€el, BEO, ||A_B||2 < ||A|fm|lB!|2

v Aseu-A dans &, 11
n 5 3



Le prédual.ﬁli de {2 est 1"ensemble des formes linéaires ultra-faiblement
continues sur (.. Si f Efc%k,e f=f09_1 est un Elément de CR* puisque @
est ultra-faiblement continue (on retrouve la définition de UT sur
L*(¥%u ) dans le cas commutatif). On notera|5||1 la norme de!:%t.

Ce cadre, analogue 3 celui de la théorie ergodique classique, permet
d'énoncer des définitions et des résultats semblables.

Certaines démonstrations se généralisent aisément comme nous 1'avons

fait dans la premiére partie, aux paragraphes I et II ( pour les défi-
nitions et les résultats concernant l'ergodicité et le mélange faible).
Le but de ce travail est 1'@tude de deux résultats obtenus dans le cas

commutatif, mais dont les démonstrations ne peuvent &tre traduites mot

pour mot dans le cadre non-commutatif.

En premier lieu, nous cherchons & savoir si la propriété de
mélange faible 3 l'ordre 2 pour un systéme implique le mé&lange faible
d tout ordre (Définitions II). Ce résultat est démontré dans le cas
commutatif par H. Furstenberg ([6],[11). La seule difficulté de la
généralisation est la non-commutativité de 1'algébre .O:. C'est pourquoi
nous choisissons d'é@tudier le cas oli ¢ est une trace. Or, si O est
semi-finie (il existe sur £ une trace semi—finie), tout &tat mormal
fidéle invariant par un automorphisme © ergodique, puisque ici faiblement
mélangeant (Proposition II 1), est une trace, et A est finie [10].
Ce sont donc tous les systémes (QA,0,¢) oi L est semi-finie, 8 faiblement
mélangeant, ¢ un &tat normal fidéle qui entrent dans ce cas. Nous montrons
(IV) la propriété de mélange faible & tout ordre pour les systémes asympto-
tiquement abéliens en moyenne (IILI) faiblement mélangeant.
Mais, comme le montre 1l'exemple du systéme associé au groupe libre & une
infinité de générateurs (V), l'hypothése de la commutativité asymptotique
en moyenne n'est pas nécessaire. En (V) on trouvera d'autres exemples de

systémes dynamiques non-commutatifs,

Dans la deuxiéme partie, nous étudions la propriété suivante:
Soient £\ une algébre de Von Neumann, et & un automorphisme de (2 ; on dit
que 8 posséde la propriété d'approximation convexe si pour tout £ > 0 et
pour tout ensemble fini fI,...,fk d'états normaux, il existe un &tat

normal f tel que



{5
Y oj=1,...,k £, € Conv (£,0)
ol Conv (f,8) est l'enveloppe convexe de f et de ses transformées par
-]
6 et O

E
fj € Conv (f,0) signifie { g; € Conv (f,B)J"fj—gjﬂl < e},

Dans le cas commutatif, quand£3-=Lw(X,u) et 8=UT o T est une transfor-
mation inversible conservant p, les &tats normaux sont donnés par les
é€lements de L*(X,p) positifs d'intégrale 1.
Si £f € L*(X,u) , £ =0 et ffdp=1 , f définit 1'état normal

F: g € Lm(X,u) - [fgdu

6F=F08_I est défini par UTf.
A.Connes et E.J.Woods ont montré que dans ce cas particulier, toute
transformation possédant la propriété d'approximation convexe est
d'entropie nulle [3]. Nous donnons ici une autre démonstration de ce
résultat (II) d'aprés une idée de Y.Katznelson que nous proposa
J.P.Thouvenot . Ce résultat nous permet d'@tudier le cas du shift sur le
facteur hyperfini de type II](III).
Cet automorphisme est ergodique, son entropie au sens de [8] est stric-
tement positive et il ne possé&de pas la propriété d'approximation
convexe, car sa restriction & 1'algébre des &léments diagonaux est un

automorphisme de Bernoulli. On peut donc envisager de généraliser

le résultat commutatif.



PREMIERE PARTIE

ETUDE DU MELANGE FAIBLE A TOUT ORDRE




Lemme 3 : Soit (an) une suite de nombres complexes telle que

N-1 N-1

lim 1 £ a=0, et lim 1 I |a |2=[ |2 .
N—=>oNn0 " N—=>oNn=0 "
N-1 2 N—-1
alors lim 1 X Ian—u| =0= 1lim | b} |an—u|.

N = =N n=0 N=>o N n=0



I. ERGODICITE

Soient (A une algébre de Von Neumann,
8 un automorphisme de (O,

¢ un état normal fidéle 6-invariant.

Définition: Le systéme ({,60,p) est ergodique si les seuls &l&ments
’ de O-invariants sont les scalaires, ce qui est équivalent
a4 dire que les seuls projecteurs de (A O-invariants sont
0 et Id.
En effet, par définition, les seuls projecteurs scalaires sont O et Id.
2+i(A3—A4)
avec Aj élément de Qi autoadjoint positif pour j=1,2,3,4. Si A est

Réciproquement, si A est un €l8ment de O, A s'éerit AI_A

8-invariant, il en est de méme pour les Aj; on peut donc supposer que A
est autoadjoint positif et que 8(A)=A, alors, comme 0 est ultra-fortement
continu ([ 4],I.4.3), la famille spectrale de A est invariante par 9;

on peut donc se ramener au cas d'un projecteur 8-invariant. Les projecteurs

spectraux de A sont donc 0 ou Id., A est un scalaire.

E.C. Lance a montré dans le cas non commutatif 1'analogue du th&oréme

de convergence ponctuelle presque partout de Birkhoff.

Nous rappelons 1'énoncé de ce théoréme :[ 7]
Soient & ,0,p comme précédemment. Pour tout A de O, il
existe un Elément 6-invariant A de @, tel que ¥ e>o,
31E € O,E projecteur, v (E) > 1-g, tel que

N
Lim I(s,(8)-0)El=0 si S (A)=1 I 6"(a).
N2 N n=]

Ici, il est question d'une convergence presque uniforme qui, dans le cas
commutatif, est &quivalente & la convergence presque partout (Th&oréme
d'Egorov) .

De ce th&otréme, mous allons dé&duire 1'analogue des résultats classiques

sur les systémes ergodiques commutatifs.

Lemme: Si (An) est une suite bornée de fr et si¥ ¢ >0, 3 E eQ0,

E projecteur , ¢(E) > 1-e tel que lim HAnE"=O, alors 1lim "An“2=0.
n—-wx n ~ @



Démonstration: Soit o > 0. Soit a=Sup "Annz. Soit e= %ﬁ' Soit E un
n

projecteur de X tel que ¢ (E) > 1-e et lim "AnE“=O, alors comme
n—>w

(A_) est bornée, lim "AtA El=0, et done 1lim ¢(A A E)-O' alors
n = nn e
n o n oo

> *
31:1 € N/¥n n s l10(Anzf&nE) <u/2.

Aussi 3n EN/VYn = o

lP(AA) ‘P(AA E)+<P(AA (1-E))

< & a 2
‘P(AnAn) = ® IIA l“=q.

Proposition:Si le systéme est ergodique, pour tout A de Cx, A=¢(A) et
im | Il =
lim SN(A)—SO(A) 9 0.

N?>=

Démonstration: Le théoréme et le lemme nous permettent d'écrire que

lim “SN(A)-A” =0, donc ¢ (&)= lim w(S (A))=¢(A), car ¢ est
N = o« N 2=

f—invariant.
Comme le systéme est ergodique, A est un scalaire &gal i v (&), donc

i p(A) et lim HSN(A)ﬂp(A)ﬂ2=O.

N2>
Corollaire : Le systéme (QA,6,¢) est ergodique si et seulement si
1 sk n
YVAEQA,Y¥BELD, 1im = I ¢(6"A.B)=v(A)v(B).
N =« N n=0

En effet, si le systéme est ergodique, la convergence en norme 2 de
N-1 - 1 N-1 n
1 I 6 A vers ¢(A) implique celle de — 20 8 (A).B vers ¢v(A)B, et donc

N n=0 N m

la propriété du corollaire.
Réciproquement, en appliquant la propri&té i un projecteur invariant E,
on obtient w(E)=w(E)2, et comme v est fidéle, E est 0 ou Id., le

systéme est ergodique.



II. MELANGE FAIBLE

Soient (£.,0,¢) comme au I.

Définition: On dit que le systéme (®,0,¢) est faiblement mélangeant (3
1'ordre 2) s'il vérifie 1'une des trois propriétés &quiva-

lentes suivantes: N-1
(DVYAEQ, VEEA 1lim = I |¢(8"A.B)v (A)w (B)|=0.
N
N > = n=0
(2) YAEQ, ¥B EL J(A,B) CN, J(A,B) de densité nulle,
tel que  lim ¢ (6"A.B)=p (A)v (B) .
n € J(A,B)
n—® N"']
) YAEQA, VBEAL lim + 3 Iw(e“A.B)—w(A)w(B)|2=0-
N > = H n=0

(L'8quivalence provient de 0.2).

Proposition 1: Un systéme faiblement mélangeant est ergodique.

En effet, un projecteur invariant E vérifie ¢(E)=¢(E)2, donc comme

est fidéle, E est 0 ou Id.

Proposition 2: Si ‘G est une sous-algébre involutive engendrant (O,

(£,6,¢) est faiblement mélangeant si et seulement si
les trois propriétés &quivalentes de la définition sont

vérifiées pour tous A et B dans G .

Démonstration: Soient A et B dans & et (Ap) et (B ) deux suites de

tendant fortement vers A et B dans la boule de rayon r=sup(lal,lBl).
Comme ¢ est ultra-faiblement continue,

Ve>o0,3p /¥p>0p, [w(Ap)w(B )¢ A @®)| <e,

et YNEW , [o(s" AsB) —aAB)|<e

(]w(e A .B -s AR < IBhleN(a -a)l +IIAIHle (B -B) II
<Zr(ﬂA -all, +HBP—B" ) car 8 conserve ¢).



AQ

D'autre part, comme AP et BP sont dans G

N-1 o o]
.1 N
lim & I [¢(87A B )=0(A )¢ (B_)|=0; donc,¥ & >0
N> w n=0 Py po Po Po
N-1

lin o = [¢(8"AB)~ (A)p (B) | < 2¢;
N n=0

le systéme (®&,6,¢) est faiblement mélangeant.

Définition: On appelle carré cartésien du systéme C,0,¢), le systéme
(Qen, 086 ,08¢) ot OB est 1'algébre de Von Neumann
engendrée par AgB avec A€, BE L et
6®6 (A B)=6(A)®8 (B)
vy (A B)=0 (A)¢ (B) et y@¢ est un &tat normal fidale.

Proposition 3: Les 3 propositions suivantes sont équivalentes:

(1) (2,0,¢) est faiblement mélangeant,

(2) (0., 060,/8v) est ergodique,

(3) (@0, 6p0,/¢) est faiblement mélangeant.
La démonstration de cette proposition est identique dans sa formulation
d celle du cas commutatif [12],
1 =3
D'aprés la proposition 2, il suffit de vérifier le mélange faible pour
1'algébre involutive engendrée par AgB, A € O, B EL., et donc sur les
€léments de ce type.
Soient A, B, C, D dans {1 , comme (Q.,8,¢) est faiblement mélangeant,

J, CN de densité nulle / lim ¢ (6"A.B)=p (A)y (B)
n € J]
n*ow
J2 CWN de densitéd nulle / lim tp(enC.D)=\0(C)tp (D)
n € J2
n—>ew
alors 3 J de densité nulle J=J1 U J2
lim vev (8'®6 (A C)B D)= lim ¢ (8" A.B)w (67C.D)=v (A)¢ (B)w (C)¢ (D)
n€J n€J

n-—>ow n—>ew

tel que

=y (A3C)voy (BRD)

3 = 2 proposition 1.

2 =1 Utilisons la caractérisation d'un systéme ergodique proposée dans I,
corollaire,et appliquons-la en premier lieu aux opérateurs Agl et B@l, et

ensuite 3 A@A* et B@B*, on obtient:



Ad

N-1
lim & I w(enA.B)w(A)w(B) et
N > o n=0

g, a 2 2
lim % I [e(8"A,B) | =[e (a)e (B) |7,
N == = n=0 N-1

donc, d'aprés 0.3 1lim -% b |w(8nA.B)~P(A)¢(B)|=O, C.Q.F.D.
N = e = n=0

Définition:Le systéme (CrL,0,p) est faiblement mélangeant & 1'ordre k si

pour tous A AZ""’Ak dans (O,

l’
L n 2n kn k
I Je(87A.0%",.. 05" )= T w(a)]=0.
N—=>wo " =0 j=1 1

=

[

8
I

Définition: Le systéme (CL,5,9) est dit faiblement mélangeant & tous les
ordres, si, pour tout k, il est faiblerent mélangeant &

1'ordre k.



A2

1- Définition,

Définition: Soient L. une algébre de Von Neumann, 8 un automorphisme
de &%, ¢ une trace normale finie fidéle 6-invariante telle
que ¢ (1)=1, On dit que le systéme (CL,0,¢) est asymptotique-
ment ab&lien en moyenne si

N-1
r) o & F ||8nA.B-B.GnA[|§=0  NAEDL, ¥BEML, ce
N> n=0
qui est équivalent, d'apré&s 0.2,3 :
(2} 1im o~ B le"a.5-Bo"al =0 VA€, VBEXR, ou a:
N> n=0

(3) YaAE &,V¥BEC,d J(4,B) CN de densité nulle /

lim lo™a.B-Ro Al ,=0-
n € J(A,B)

n—>w
C'est cette propri&té qui va pallier la non-commutativité du systéme dans

la démonstration du lemme fondamental (IV.1.3).

Remarque 1: Si la suite (Gn) est asymptotiquement abé&lienne au sens de [2],
(une suite (Gn) d'automorphismes d'une algébre de Von Neumann M est dite

asymptotiquement abélienne si Vx €M ,¥Y vy €M, [0 (x),y] = 0 fortement),
q y ROB g
n L]

alors le systéme (,9,¢) est asymptotiquement abélien en moyenne.

Remarque 2: Il existe des systémes (x,0,p) asymptotiquement abéliens en

moyenne tels que £ ne soit pas commutative.

2- Exemples.
Exemple a: Soit R le facteur hyperfini de type II,. On écrit R comme
produit tensoriel infini de couples (F,T) avec F=M2(C) et T-trace cano-

nique sur F .

(R,¢>=pf§z(Fp,rp) » (Fp-t)=(F, 0 , ¥ peEz

R n'est pas commutatif car F C R.



A

Soit Hq 1'injection de F dans R au rang q, c'est—-i-dire
]'Iq(x)=. Ll Ll legxele... , x € Fq' L'algébre © engendrée par

{Hq(x), p €Z, x € F} est faiblement dense dans R.
n
D'autre part, on a ¢(---1®Xf©--.xébl---)= I t(x.).

3=l
¢ est une trace normale fidéle et ¢ (I)=1.
On définit 1'automorphisme 6 de R par

GHq(x)=nq+](x) , ¥ est O-invariant.

Proposition 1: Le systéme (R,8,¢) est asymptotiquement abé&lien en moyenne.
En effet VAG@,VBE(Q,_:]nOGN/\fn>nO

8"A.B=B.8"A
Comme & est une sous algébre faiblement dense de R, comme ¥ est un état
normal fidéle invariant par 6, le théoréme 2 de [2] s'applique, et la

. n ; sz
suite (8 ) est asymptotiquement abé&lienne.

Exemple b: Nous rappelons la construction de 1'algébre de Von Neumann
associée & un groupe discret ([4] III1.7.6). Celle-ci nous fournira i
plusieurs reprises des exemples.

Soit G un groupe discret d'élément neutre e, UL 1'algébre des fonctions
numériques complexes sur G nulles sauf en un nombre fini de points, la

multiplication dans U, &tant définie par la convolution des fonctions

(x") (g)= I x(h)x' (b lg)
h €¢

Pour x € W, définissons x* par xx(g)=x(g—1)

Pour x € ‘U.-, v € ‘U., posons (X/Y)= ) X(g)Y(g)
g€cG

W est un espace préhilbertien, l'espace hilbertien complété est 1'espace

p— 4

H des fonctions numériques complexes x sur G telles que

z |x(g)]2 < e
gE€G

W est une algébre hilbertienne. Nous ne considérerons par la suite que
1'algébre de Von Neumann associée 3 gauche 3 Ql:, nous la noterons A,
algébre de Von Neumann associe 3 G.

{Deest finie et formée des opérateurs Ua’ a étant un &lément borné de H.
Si a et b sont des léments bornés de H, Uab=a*b, donc dans ce cas

Uan=Uaxb



Nous n'é&tudierons que des groupes oili toute classe de conjugaison
distincte de {e)} est infini alors LY est un facteur de type II,.
Soit ¢ la trace canonique sur LR, ¢ est normale finie fidele ([ 3] 1.6.2)

¢ (U )=a(e). ¢ (U0 )=(a/b)

Pour cet exemple, prenons pour G le groupe des permutations de Z qui ne
changent qu'un nombre fini de points de Z. Toute classe distincte de {e}
est infinie.
Pour g € G-{e}, posons i(g)=inf {n € z, g(n)#n}
m(g)=sup {n € Z, g(n)#n}
et Dom g={n € Z, i(g) <n <m(g)}, Dom e=@.
Soit 8 1l'automorphisme de G défini par
8(g) (p)=g(p+1)-1 pour g € G et p € Z. @(e)=e donc 6 conserve ¢@.
® opére une translation de (~1) sur Dom g.
Nous notons aussi 6 1'automorphisme sur b défini par

8(x)(g)=x(8(g)) , x € QA), g € G, et son prolongement i L.

Proposition 2: Le systéme (@x,0,¢) ainsi défini est asymptotiquement

abélien en moyenne.

Démonstration: Soient r € G, s € G ,

oty @7 e (e 07 D)e, (g).

Or, si Dom r N Dom s=¢ rs=sr (Si n € Dom r , r(n)=n).
. . . n
Donc, si n > m(r)-i(s) ou si r=e ou s=e, GnUE .UE =UE .6 Ue
5 £ r s

puisque GUUE .U =T, n et que O opére une translation de (-1)
s n 06 (s).r
sur Dom s.

De méme que pour 1'exemple a, puisque {Eg,g € G} engendre U, qui est

faiblement dense dans {2 on en conclut que la suite (6™) est asympto-
g

tiquement abélienne.



3- Commutativité asymptotique en moyenne et propriété T.

Proposition 3: Soit (M un facteur, si le systéme ({1,0,¢) est asymptoti-

quement abélien en moyenne, L posséde la propridté T
(c'est-a-dire ¥ A] y e "Ak de DLet N ¢ > 0,3 VEL,
unitaire, ¢ (V)=0 tel que ”V“]AhV—AI_iH2 < e, v h=1,...k).

Démonstration: Soit U € £, U unitaire, ¢ (U)=0.
Soient Asaeshy dans L& et € > 0.
Soient J(U,A1)=J] , J(U,A2)=J2,... , J(U’Ak)=Jk comme dans la définition.

k
Posons J= UJh 5
h=1
Pour tout h=1,...k , 1lim le™(u™1)a 6™ (u)-a, Il =0.
& h 2
n J
n—>e

[||8n(U-1)Ahen(U)—Ah"zzllen(U)Ah—Ath(U) II2 car U est unitaire et

Y1e @, o Y= ()]
donc dp €N pour tout h=1,...k , HBP(U"])A,nBP(U)—A_t_lll2 < e,

I1 suffit donc de prendre V=BP(U) , (V)=0 car ¢ est O-invariante.
Ce résultat nous montrera que 1'hypoth&se de commutativité asymptotique
en moyenne n'est pas nécessaire pour avoir le mélange faible & tout

ordre (V).

4- Le carré cart@sien d'un systéme asymptotique ab&lien en moyenne est

asymptotique abélien en moyenne.

Proposition 4: Si un systéme est asymptotiquement abélien en moyenne,

son carré cartésien l'est aussi.

Démonstration: Il suffit de vérifier que pour tous A, B, C, D de L,

il existe un sous ensemble J de N de densité& nulle tel que

lim I[ 6% 6" (A®C) , BgD] | ,=0-

n—*w©

n€yJ

AS



or Il 6%&6™ (AgC) , BeD] |12=II[9“A,B]®enc.D+B.enA®[ e™c, D] I, 5
bonc 11 0% 6® (ag0) ,Bed] I, < IchInll[ 6%, 511 +IalIANI[ 6%, 01} .

I1 suffit de prendre J=J(A,B) U J(C,D) , (J est de densité nulle (0.1))

avec les notations de la définition (3).
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IV. MELANGE FAIBLE A TOUS_LES_ORDRES_POUR UN_SYSTEME ASYMPTOTIQUEMENT

1- La démonstration de ce résultat reprend les &tapes de la démonstration
dans le cas commutatif. Tout d'abord, nous démontrons un lemme fondamental
qui est une généralisation i tous les ordres du théoréme de Von Neumann de

la théorie ergodique classique:

Lemme: Soient A une algébre de Von Neumann , ¢ une trace normale finie
fidéle telle que v(1)=1., 6 un automorphisme conservant . On

suppose que le systéme (CX,0,9) est faiblement mélangeant. Alors

pour tous A]’A2""’Ak de
1 B n 2n kn
lim Ilﬁ- EeAI.e Ay...0 Ak—so(A])¢(A2)...tp(Ak)U2=0
N> w n=1

pour k=1 et k=2 sans hypothé&se supplémentaire ou pour tout k si
le systéme est asymptotiquement abélien en moyenne.
C'est dans la démonstration de ce lemme que la non-commutativité crée
des difficulté&s qui nous ont amends a cette hypoth&se de commutativité
asymptotique en moyenne. Nous donnons cette démonstration en IV.3.

De ce lemme, nous déduisons le théoréme suivant:

Théoréme: Si un systéme asymptotiquement ab&lien en moyenne est faiblement

mélangeant, il est faiblement mélangeant 4 tous les ordres.

Démonstration: Soit k € N et soient A]’AQ""Ak dans {2, nous devons
R T S S ™ kn, , K

montrer que 11m.ﬁ z |¢(6 AI.B Az...e Ak)_ H¢(A.)]=0.
N = o n=0 j=1 3

Appliquons le lemme au systéme (CL,0,p) supposé faiblement mélangeant
et asymptotiquement abélien en moyenne, et au systéme (GA®@.,086,mv)
qui posséde les mémes propriétés d'aprés les propositions III.3 et III.4.

En calculant la trace sur chacune des relations obtenues, nous pouvons

€crire:
N-1 k
.1 n 2n kn,

lim I v (8 Aj-07 A0 Ak)— g (A,)

N~ n=0 =i

N-1 k
.1 n .n * kn _kn - S *
et lim I o600 (A®A))...0 @8 (A@Ak))— Eww(AJ@AJ)

N = ol n=0 j=1



N-1
C'est-d-dire lim %- z ]w(snAl.G
N = " n=0

2n kn
Ap-ee Ap)

k
2 k 2
"4y .0 " )= jzllv(Aj)(
En posant an=w(enA]-6

k
aa‘le(Aj) dans le lemme 0.3, nous obtenons le résultat
J:

espéré.

2- Exemples: Repremons les exemples de III.2. Nous avons vu que les
systémes considérés sont asymptotiquement abélien en moyenne, montrons

qu'ils sont faiblement mélangeants.

Exemple a: D'aprés la proposition III.2, il suffit de montrer que

pour tout A de la forme Hp(a) et tout B de la forme Hq(b), il existe

J(A,B) CN, de densité nulle tel que lim ¢ (6"A.B)=p (A)v (B)
n—>w

n € J(A,B)
I1 suffit de prendre J(A,B)={n € N , n < sup(0,q-p)} , alors pour
tout n € J(4,B),e (8"A.B)=1(a)1(b)=v (A)¥ (B)

le systéme (R,0,¢) est faiblement mélangeant & tout ordre.

Exemple b: De méme dans ce cas, il suffit de considérer A=UE et
L]

B=UE », 8€G, r€cq,
r

n —
Alors ¢ (8 A.B)—eens.r(e).

Si s=rme , ¥ n € N ¢ (6"A.B)=1=p(1)2,
Si s=e et r#e (ou s#e et r=e) w(BnA.B)=O=w(A)v(B) , 'Y n EN.

(on remarque que 6fe=e et w(UEs)nss’e).
Si s#e et rie , v n > m(r)=-i(s) an.rfe , done w(enA.B)=O=w(A)¢(B)

-

le systéme (QX,0,¢) est faiblement mélangeant & tout ordre.

3~ Démonstration du lemme fondamental: La démonstration se fait par

récurrence sur k, ordre du mélange.

a) k=l
Si le systéme est faiblement mélangeant, il est ergodique et on a:

N
lim I BnAﬂp(A)"2=O pour tout A dans L. (Proposition I)
N2 w n=I

Ag



b) On suppose le théoréme vrai pour k-1; le résultat est vrai & l'ordre k

si Ak est un scalaire, donc on peut se ramener au cas oil tP(Ak)=0.

Dans la suite, on suppose le th&or&me vrai jusqu'd l'ordre k-1 et ‘P(Ak)=0

N
1 n 2n kn 2
a == Z 5] .0 I}

alors démontrer que M‘k(N) HN . A A, AkH?_ tend vers O quand
N tend vers 1'infini.
c) Soit H un entier pesitif. %
Comme ||enA1.82nA2...eknAk"< I "Aj I'Yne N (6 est de norme 1)

j=1

n

N n+H . . p
H 1 i 2] kj 2
MS o+l £ = = A .69 ...8 I
M VIN S H g 2 Be'p

. RS BT ki, 12
d'ol M ()< 0+ Z — I £ &4 ...6
N _ . 1 2
n=1 H™ j=n+l
n+td . .
d) On développe | I ola ...6%y 12
; 1 2
j=n+l

in . - -
Comme les 67 Aj sont uniformément bornés,

A9

N n+H . . N . )
% b .‘-2" 5 GJA] ...GkJAkug < o(%)% s H"lzm[ w(ekﬂAl‘:,,,eJA‘]‘,enA] ,_,ek“Ak)
n=] H" j=n+l n=1ld<d H
D'oi M, (N) < o()+L 1; g Holml jokiyx  oip% gmy o gkmy
. Y 2 BB 8y B Ry emal T By

n=1lml <HH

.

avec m=j-n.

e) Si k=2, 1l'hypoth&se de récurrence est:

N
lim ll[% 2 6"l- p(ml=0 , ¥ TEQL,
N2> n=1

=

Donc ¥ TECL, YVSEQL, lim ﬂ[%

6%r.s] - w(T)sI!2=o.
N 2> n

1

N
el idn % 5 [p(6™T.8)- w(T)e(S)]=0 , ¥ T, ¥ se .

N2> n=1
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Comme ¥ est invariante par 6,

N
lin + £ [0®1.0") = (T)e(s)]=0 , ¥ TEC, Vs €O,
N> w n=1

Posons T=B.0°"p* , s=o™a*.a .

En utilisant la propriété de commutation de la trace, on obtient:

N ..
Vae, Veel, 1lim -1% £ [ 028%,094% 64, 028) - o(B.62"8%)p (4. 6™a%)] =0
N & = "n=|

avec m=j-n.

Si k > 2, on suppose que le systdme (®,0,¢) est asymptotiquement abélien
en moyenne,et on démontre une formule semblable 3 celle qu'on vient d'&tablir

dans le cas k=2.

Lemme: Pour tous R, T, A, B delx tels qu'il existe M majorant "Rnll2

et "Tn"2 pour tout n de N; si k#j

{ 4 jn, .kn 1 N k j
lim I £ R .09%A.6""B.T -5 1 R .6""B.o"A.T Il =0

N n n N n n 2
N 2>« = n=] n=|

En effet :

kn _ kn_ _jn 2 ¢ kn _ kn, ,jn it 2
B.T -R .6 B.O A.TJ!Z\ .6""B.T -R .6 B.6 La;.ﬂ:nll2

™=

Ir .83%
je}

l] il jI'l
fﬁ z (Rn.e A.B ]

1
n=1 Nn
Donc

N ) ) 2N
IL s (r .03%.05"p.1 -r .0*"B.0d%a 7 2 <Y ¢
N n n n n 2 N -

lgdmy okMp_gkRp g0y g
n=1 n

!

. 2 . (k=N
lodPy oXMp_okPg g3l < __ %73 " 37 s p-p. 0"l 2
(k-j)N 2

1 n=1

4

N
n

Or,

[ -

et (,0,0) est asymptotiquement abélien en moyenne.

En appliquant ce lemme un nombre fini de fois, on peut regrouper les
b

termes en Aj et Aj et on montre que

g N 9n o (k=Dn,  (k=Dn

n
N ni]e A2.6 A3... Ak.e

norme-trace quand N tend vers l'infini que

(BkmA;:)...en(azmA;) a méme limite en

ZmAz)'.‘e(k—I)n

(4, -64%)

n
]G (Az.e

| —
n ™=z

n



Donc, en tenant compte de 1l'hypoth&se de récurrence

(k-l)n .e(k—l)n eZm *

N
lin L 2 [0%,.0% .. O R WY B

N = mNn-]

K jm, %
=T ¢(a,.03"a%)
j=2 J J
alors puisque ¢ est une trace 6-invariante, par un calcul analogue i
celui effectué dans le cas k=2, on obtient :
1 N kj, % J m, %
lim & T 9 (677A, .. A] .8 A .ok Ak)— II qa(Ah e A.h) ; m=j-n.

N = = n=]

f) Comme le systéme est faiblement mélangeant,

km, %

lim-l— z |!P(Ak6 A= tp(Ak)so(A’k:)l=0

k k
D'autre part, I sa(A 6Py :) < I ‘P(APAP) (inégalité de Schwarz;

prl p=2 8 conserve ¢)

et ¢ <Ak)=0'

k
Done 1im% £ (8-|m]) 1o 6P %) =0
H>= || <H p=1 P

g) Conclusion: La majoration du d) et les résultats des e) et f)

permettent d'affirmer que Mk(N) tend vers O quand N tend vers 1l'infini.
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2.9

Nous proposons ici un résultat qui nous permet d'étudier
les syst@mes oli (A est 1'algébre de Von Neumann associe & un groupe
discret G (nous avons rappelé cette construction en III 2.b) et 6 un

automorphisme de (3 défini par une permutation des générateurs de G.

Nous traitons, en particulier, le cas du groupe libre i
une infinité de générateurs qui nous donne 1'exemple d'un systéme
faiblement mélangeant & tout ordre qui n'est pas asymptotiquement

abélien en moyenne (il ne posséde pas la propriété T).

Proposition: Soient G un groupe discret et (CA1'algébre de Von Neumann
associge 34 G (voir III 2.b).
Soient RCR et {gr, r € R} un systéme minimal de
générateurs de G,
Soit f une bijection de R dans R telle que
8:G 2> G soit un automorphisme

gr'—> gf(r) de G.

Nous appellerons aussi 6 1'automorphisme de (. défini par

0(U)=Ug ) 5i 8(a)(8)=a(6(g)) .

Si 1lim |fn(r)—rl=w , alors le systéme ((0,0,¢) est faible-
n—>w

ment mélangeant & tous les ordres.

Démonstration: On veut montrer que ¥k €W, v A.l,...,Ak dans L

1 N n 2n k
lim & I lo (o (40 (AZ)... (Ak))— H(,O(A) =0,
N 2o " n=] p=l

Il suffit de le montrer pour Ap--—Ua 5 8 S QJ,’ p=l,...,k puisque
P
engendre 1'algébre de Von Neumann . (Proposition II.2).

Soit S le groupe libre engendré& par les générateurs de G intervenant

dans 1'Bcriture réduite des éléments de la réunion des supports de
PP

az,...,ak.



Les exemples b et c sont construitsd partir des sous groupes de G ainsi
définis ([8 ] p.805)
D

G admet pour générateurs {xr , TE Qlr .

FF?pez,nEm,n%=ﬂ)mmh} B=Q-A
2

Les régles de composition sont les suivantes:

i. r€A, x_ se combine librement avec tout produit X, X eeeX
1 72 P

. . <
si SI’SZ""Sp r.

ii: 2 €3, X commute 3 tous les produits LI SRS
1 72 P
1 8,,8,,.0.8_ <o,
Sl Ty rSgrraaty
iii. Tous les X sont d'ordre fini.

H_ est le sous-groupe engendré par X s r' Sr.
Gr est le sous—groupe engendré par X 15 ! Lr,
Soit 8 (resp.0d) 1'algébre de Von Neumann associée & Hl(resp.GI).

Eg—etSfb sont des facteurs de type 11,.

Qn'a pas la propriété I'.9d a la propriété T.

P
Exemple b: R={r €@ , r <t Jr =2 q_ €N
il e Al o o q_ "o

£2R. = Ry f(r)=(1+qo)r-po

f(A)=A , f est bijective et croissante donc définit un

automorphisme 6 de H
Yo
f(ro)=r0 G(UX )=Ux
;o r
0 0

(£,0,0) n'est pas ergodique, donc pas faiblement mélangeant.

P
Exemple c: R={r €EQ , r <r }r =2 , q €N
———— o] OqO (8]

“p - s =
f:R * R, f£(r) (1+q0)r .
f(A)=A , f est bijective et croissante donc définit un

automorphisme 8 de Gr
o

24



f(r)—-r=qO (r—ro) et on montre par récurrence que

(g +1)"=1
fn(r)--r=qO (r—ro) —
o

donc 1lim [fn(r)—r|= @
n >

Le systéme (&5,0,¢) est faiblement mélangeant 3 tous les ordres.
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DEUXIEME PARTIE
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Soit Ll une algébre de Von Neumann. Son prédualﬁfli est

1'ensemble des formes linéaires ultrafaiblement continues sur (.

On note |l "1 la norme deﬁELx;si f E,ga}
"fﬂl= sup |£(a)l
A ECL
lal <1

On appelle &tat normal de (3 un &lément f positif de C]k de norme I;
comme f est positif ﬂf"1=f(1).
Si 6 est un automorphisme de £3, on pose 6f=f09_I pour f G.Ci* ; si £

est un état normal 6f est un &tat normal (6 est ultra-faiblement

continu) .

Définition: Soient LR une algébre de Von Neumann, 6 un automorphisme
de &, On dit que 8 posséde la propriété d'approximation convexe si
pour tout € > 0 et pour tout ensemble fini fl""’fk , d'états normaux,
il existe un E€tat normal f tel que :

E

v i — fj € Conv (f,6)

si a) Conv (f,8) est 1l'enveloppe convexe de f et des transformés de f
par @ et 8*1;

€
b) fj € Conv (f,0) signifie {3 gj € Conv (f,6)|Hfj—gjﬂ] < e},

Proposition: Si ® posséde la propriété d'approximation convexe, alors

0 est ergodique (l&re partie I).

Démonstration: Soit E un projecteur de LR différent de O et 1 tel que
1
2(IEQ+IT-END  °

Soit f(resp, g) un état normal de support E(resp. 1-E). Comme 6 posséde

B(E)=E , et soit & <

la propriété d'approximation convexe, il existe un &tat normal ¢ tel que
prop PP q



a) le- :x a6P501|]<s, z a =1
pEpP?P p €P fini P
k
b) lg- = B © ¢I11<g 5 b B, =1
k €K k € K fini

alors (a) = [Eapqua(l—E)] < ell1-El
P

28

c'est-8~dire comme E est invariant et Zap=l , 9(1-E) <el1-gl,

De méme (b) = IEBkatp(E)] < elel =y () <elel;

d'oi 1=¢(1) <%— contradiction;

0 est donc ergodique,

Dans toute la suite, nous ne considérerons que des transformations

ergodiques,



1- Ici, nous considérerons un espace de probalité (X,u) (on sous-entend
la tribu des ensembles mesurables; les ensembles considéré&s seront tou-—

jours mesurables), et 1l'algébre de Von Neumann abélienne Lm(X,u). T une

transformation conservant la mesure p induit un automorphisme UT (ou

plus simplement U) sur Lm(X,u) par U f=foT.
g T

Le prédual de Lw(X,u) est L*(X,p) muni de la norme | |, habituelle; dans

1
ce cadre particulier on peut énoncer la définition de 1'approximation

convexe ainsi,

Définition I: UT posséde la propriété d'approximation convexe si pour

tout € > 0 et pour tout ensemble fini {f]""’fk} de
fonctions positives d'intégrale 1, il existe une fonction

f positive d'intégrale 1 telle que ¥ j=1,...,k
£
« & .
fJ Conv (f,UT)

On utilisera souvent cet &noncé équivalent.

Définition 23 UT possé&de la propriété d'approximation convexe si pour

tout & > 0 pour toute partition finie P de X P={A1,...,hn}

il existe f positive d'intégrale 1 telle que v AL R

£
1
A XAj € Conv (f,UT).

Ces deux définitions sont équivalentes, en effet, la seconde est un cas
particulier de la premiére, la réciproque résulte de la densité& de
1'espace des fonctions étagées (fonctions ne prenant qu'un nombre

w5 1 ;
fini de valeurs) dans L (X,u) et de la remarque suivante.

£

Remarque 1: Si pour € > 0 et j=l,...,n 8; € Conv (f,UT), alors toute
fonction g de 1'enveloppe convexe des gj, j=1,...,n , vérifie

e
g € Conv (f,UT),

23



Remarque 2: On peut choisir f &tagée positive d'intégrale 1 dans les
définitions de la propriét&. Nous ferons par la suite tou-

jours ce choix.

Remarque 3: Si Uy posséde la propriété d'approximation convexe, pour
tout € > 0 on pourra choisir f vérifiant la propriété et
telle que u(supp f) <a
[ supp f={x € X , £(x)#0}].

Démonstration: Soient € > 0, f ..,fk des fonctions positives d'inté-

1’
grale 1 et E CX tel que u(E) S% . Ecrivons la propriété d'approxima-
f

tion convexe pour n, f],..., 1 Xg* il existe f positive d'inté-

k? ——
u(E)
grale | et des nombres réels positifs & 50y, e Oy tels que
1 N n s
- < =
NeD) XE }lla UTf I =n , ?an 1
n
et V il PR fj € Conv(f,UT).
. n n -n
Soit A={x,f(x) = a} A ={x,UTf Z al=T A.
Majorons la mesure de A:
N n c
comme| & an(U f))(N <n ( "E=X-E),
1 U An)ncE 1
1
i n N B e €
J Za (U )y <7 et on a afa p(A N E) <n
| n A" N g ;| n

or inf u(An N cE) 2 u(A)-u(E) , on obtient la majoration suivante:

n
n
u(A) < (1+ m)U(E)
Choisissons n= _eu(E) ot A= ——fo .
1+u(E) 1+u(E)

Ainsi u(A) < a.
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Alors la fonction fo vérifie la propriété pour e, f] ,...,fk et son
support est de mesure moindre que @; en effet pour tout j=1,...,k ,

fj est proche & n prés d'une combinaison convexe Euj nU;f de £ et de
¥

ses transformées et on a donc

I, -5, US(ex I, < If, 2o,
j, 1.m {50 S i g

n,. _
o WUrlEx) ) < nta=e

]

nU“fll + Io.
23

2- Théoréme: Avec les notations de 1, si U, posséde la propri&té

d'approximation convexe, alors l'entropie de T est nulle.
Nous démontrons ce résultat d'A.Connes et E.J.Woods [3] par une méthode
proposée par J,P.Thouvenot d'aprés une idée de Y.Katznelson.

Voici les résultats préliminaires nécessaires 3 cette démonstration.

Proposition 1: Pour tout 8 > 0, il existe un réel M(R) tel que pour

toute fonction positive f d'intégrale 1, il existe une

fonction E/positive intégrable telle que
Ie-£l <8 , et H(F) <M(B)
ofi EJdésigne la partition des ensembles F, avec

F,={x € X,E(x)=A} , A €ER.

Remarque: Si f est bornée, f peut Etre choisie Etagée.

e e

Démonstration: Soient R > 0 et f € Li(X,u)ffdu=I.

Posons En={x,8(n-]) < f(x) < pn} , an=u(En) , n EN

Comme UE =X , Ta =1,
n n
n n

Posons f= z anE (§’est Etagée si f est bornée)
n=1 n

~

f est strictement positive , £ < f et
Ie-£1 =r (£-£)dy < 8.

avec 8 € [1,1+8]

™| @

Aussi f¥au=2nan=
n

i
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Cherchons & majorer H(P)=*EanLog a_ sous les conditions (A):
n

w| @

Za =] et Xna =
n n
n n

»

le maximum de H(P) est atteint au point (cn) si:

c =ce avec K=Log (1+B/0)

_ 1
1+6/8

c
En effet comme la fonction x = -x Log x est convexe, si P est la

partition de répartition (an) et Q est celle de répartition (cn) 3

(an) et (cn) vérifiant (A), alors

H(§3 SQH(55+Z(an—cn).[*(Log cn+1)]
n

Or =-(Log cn+1)= Log (1+8/B)—1— Log (1+B/a)n
et Ia _=Iic et ZIna_=Inc
n ' n n n
n 1 n n

done i(an-cn).[*(Log cn+l)]=0 et H(E} S:H(a)

le maximum de H(P) sous les conditions (A) est

H(Q)=Log (1+8/,)+8/, Log (1+8/)

2
il suffit de prendre M(B)= 51%El—

Corollaire 1: Pour tout B > 0 il existe un réel M(B) tel que pour toute

fonction f positive d'intégrale 1, il existe ;‘positive
intégngle, telle que "f;;ﬂ1-< B,

Supp f=Supp f=A

H(P/,) <M(B)

oil H(P/A) est l'entropie de la trace de P sur A.

Démonstration: On applique la proposition & la restriction fA de £ 3 A

~

muni de la mesure v=u(A)FIx U . Soit f= alors

A A¥a

!If—fillés » H(P,)=H(P/,)

~ ~

fA est strictement positive donc supp f=A.
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Corollaire 2: Si UT possé&de la propriété d'approximation convexe, pour

tout h > 0 , on peut choisir f vérifiant la propriété et

telle que l'entropie de la partition P associée & f soit

moindre que h.

Démonstration: Soit g vérifiant la propriété pour

telle que u(A) <o <1,

i f],...,f et

=
2 k

D'aprés' la proposition il existe une fonction positive intégrale g telle

~

que fg-gh <8 , g<g , Supp g=A et H(P/,) <M(B).

Posons f=(f§ﬁu)_lgt s
alors iig-—f“I < 28 car fgﬁu € [1,1+8] (voir la démonstration de la

proposition).
Supp f=A et H(P/A) < M(B) car f est homothétique de g (P=P est la par-
tition associge & f ou g),

£ E— b : 3
Posons B=-Z , alors f vérifie la propriété d'approximation convexe pour

E,fl"‘.’fk'
De plus H(P)=H(P/A)u(A)+H({A,CA}) car P est plus fine que la partition
{A,CA} , on a donc

H(P)= %M(%)a- aLog a~(l~a) Log (1-a).

Ainsi pour un choix convenable de @, f vérifie la proprié&té pour

e:,fl,,..,fk et H(P) <h,
Remarque: Comme on a pu choisir g &tagée donc bornée, f est &tagée.

i ; 5, 5 +
Proposition 2: Soient P une partition (BI’BZ""Bn)’ e €R ,f une fonc-

tion positive Eétagée sur la partition Q telle que pour

tout j=1,,..,n, 1l existe des nombres aj Kk positifs
3
= % . vérifi Lo, .=
k=1, , ,,kJ vérifiant kaJ,k 1 et
k.

]
1 k e
X, T L O. U =€
u(Bj5 Bj k=1 oK T |

Alors il existe une partition P=(B],B2,...,Bn) moins fine
B e mp =

que QT= VT Q telle que |P—P[= b u(Bj A Bj)=é 2(n+1)e.
1 j=1



Démonstration: Notons C(QT) le clan engendré par QT. Une partition

formée d'éléments de C(Qp) est moins fine que Q-

. k
=lx € -
Soit AJ {x X, Iﬁuj,kUTf(x)

l | <1
u(Bj)l ZH(Bj)}

Ajve C(QT) car £ est étagée.

1 k
Comme | (—=—— - Za. ,U_f)x c ' Se
u (B, kT XB, N Ca, ,
( J) K J 4 sl
LB, M CA,) < 2ep(B,) ; de méme|za. | UNEy <e¢
J i ] I,k T ey y
3 hLRS
entraine u(CBj ﬂAj) < ZE}J(BJ-)
donc p(B. A A.) < 4ep(B.).
] J J
Posons B = g U B U n
[7A; 5 B=A VA, B="(A VU Lia ) NAY
(B, A ’1%1) < ben(B))
j-1
B. A B.) <u(B. AA)+u(B. N VA
u( 2 J) < u( ; J) u( ; 2 1J)
p-—
R j-1
H(B, A B.) < 4eu(By2e T u(B our j=l,...,n
(J J) (J}" =111( P) pour j=1, ’
P
njal <j_1 N L N
car u(B. A) S I p(B. B )+ I B A
(:I N p) 5 (3 p) =u( ’ p)
p=1 p=1 p=1
donc si 'f’=(§],...,§n) , P est moins fine que QT et
n n
lP—P| < 4e I u(Bj)+2€ z (p—])u(Bj) < 2(n+1)e.

p=1 p=l

Démonstration du Théor&me: Soit P une partition finie de X et n le

nombre de ses atomes. Montrons que H(T,P)=0.

Soit h un réel positif que nous prendrons arbitrairement petit et nous

montrerons que H(T,P) < h.

3Y
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UT posséde la propriété d'approximation convexe donc d'aprés le
corollaire 2 de la proposition 1, il existe f vérifiant la propriété
pour € et la partition P et telle que H(Q) 42%-, si Q est la parti-

tion associge 3 f (que l'on choisit &tagée), et par conséquent

H(T,Q) <H(Q <= .
T 2
D'autre part, on sait que si P] et P2 sont deux partitions de n atomes,

il existe § > 0 tel que
IPl_PZI <$§ implique IH(T,PI)—H(T,PZ)I gi [9]

=

Or d'aprés la proposition 2, on peut approcher P par une partition P

moins fine que a4 moins de 2{n+l)e ; choisissons donc e= . - y
q T 2(n+1)

alors H(T,P) < H(T,P) +%<H(T,Q) +%<h,



II1. LE_SHIFT_SUR LE FACTEUR HYPERFINI DE _TYPE II, NE_POSSEDE_PAS

On appelle 8 le shift c'est-d-dire 1'automorphisme cor-
respondant d la translation de 1 sur le facteur hyperfini de type II1

construit comme produit tensoriel infini : (R,p)= & (F,T) oi F est
Ez
P

1'algébre des matrices nxn et T la trace normalisée sur F (voir

exemple a de la lére partie IIIL.2).

A.Connes et E.Stdrmer ont défini une entropie pour les
automorphismes des algébres de Von Neumann de type II, [1]. Alors
1l'entropie de 6 est log n, 6 est ergodique et nous allons montrer que
0 ne posséde pas la propriété d'approximation convexe en nous ramenant

. i ” v 1 1
au shift de Bernoulli UT sur {xl,...,xn} de répartition Cﬁ""’n)'

Définition: Soient Y={al,...,an} et v la probabilité sur Y

via, )=~ ¥ i=1,...,n.
i’ n
4o
On pose X=1I Yk avec Yk=Y

=00

et p la probabilité produit sur X.

T est la transformation pré&servant la mesure définie par
T

T[(xk)]=(x£) avec X =x,

UT est 1'automorphisme de Lm(X,u) associée 3 T [9].

]

X (F,1).

pE€E2

On appelle algébre des &léments diagonaux, que 1'on notera

Définition: Soit R le facteur hyperfini de type II] , R

D, l'algébre de Von Neumann engendrée par

P, ,p€2z , 1<i<n} siel. est une unité matri-
ii i

cielle de F au rang p dans le produit tensoriel.

Lemme : Avec les notations précédentes la restriction du shift

& 1'algébre des @léments diagonaux D est le shift de

Bernoulli UT'

26
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Démonstration: D est engendrée par les projecteurs {egi , PEZ , 1 <i<

Lw(X,u) est l'algébre de Von Neumann engendrée par les projecteurs xaP

ot af= ...Yx...Yx{ai}xY...xY... avec {ai} au rang p.

Alors 1'application aD %'LW(X,U) définie par a(ef.)=y? se prolonge
PP T a, p
i

en un isomorphisme des algébres de Von Neumann D et Lm(X,u) tel que

si x €D ¢(x)=p(a(x)) puisque w(egi)=u({a§})=% .

. . . N -1 -
La restriction du shift 6 & D est alors exactement ¢« U.a , ol U

T L

est le shift de Bernoulli.

Proposition: Le shift 6 sur le facteur hyperfini de type II R ne posséde

1
pas la propri&té d'approximation convexe.

Démonstration:Nous allons montrer que si 6 possé&de la propriété d'approxi-

mation convexe, alors la restriction de 6 3 D, U_ la possé&de également,

T
ce qui nous met en contradiction avec le Théoréme II.2.

Soient fl""’fk des états normaux sur D, on peut relever fl""fk en

des Etats sur R. En effet, d'aprés le Théoréme 8 [ 5], nous avons le

résultat suivant dans ce cas particulier :

1
Soit D={AEM | ¢(AB)=0 , B E D}

1) La somme D'+D'L est directe et &gale 3 R. Soit A - P(A) le projecteur
de R sur D correspondant.

2) Pour A €EM lp@)l < lal

3) Pour A€M P(a)=p(a)*

4) Si A=0 , P(A) =0.

5) L'application P est ultra-faiblement continue.

Il suffit de poser gj=fjoP ¥i=1,...,k
g. est une forme linéaire (1) positive (4) ultra-faiblement continue (5)
définie sur R et telle que gj(1)=l (1, gj est un &tat normal de R. Aussi

soit € > 0, il existe g un état normal de R tel queV¥ j=1,...,k

n}



E

g, € Conv (g,0)
j

si f est la restriction de g 4 D , alors

£
¥ Sml, ..k £, € Conv (£,6)

et UT posséde la propriété d'approximation convexe.

Or, comme U_ a pour entropie Log m , U_ ne poss@de pas la propriété

T J

d'apprbximation convexe (Théoréme II.2), donc 6 non plus.
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