GRAPHES ALEATOIRES D’ERDOS-RENYI - CORRIGE

On a rédigé les programmes demandés en pseudo-code, les variables des programmes
apparaissant en gras.

1.1 Le programme suivant tire au hasard un graphe de loi G(n,p), avecn > letp € [0,1] :

RandomGraph(n,p) :
res = liste vide
pour 1 entre 1 et n:
pour j entre i+l et n:
alea = tirage d’une variable de Bernoulli de parametre p
si alea == 1:
adjoindre [i,j] a res
retourner la liste res

1.2 Pour dessiner le graphe G(n,p), on peut utiliser le programme simple suivant, qui
place les sommets v € [1,n] sur un cercle :

DrawGraph(n,p):
graph = RandomGraph(n,p)
pour 1 entre 1 et n:
placer un point de coordonnees (cos(2ipi/n),sin(2ipi/n))
pour x = [i,j] dans graph:
tracer une ligne entre les points de coordonnees
(cos(2ipi/n),sin(2ipi/n)) et (cos(2jpi/n),sin(2jpi/n))
afficher le dessin

La détermination des composantes connexes est plus compliquée. L’idée est de partir
des n singletons {1}, {2},...,{n}, de lire la liste des arétes du graphe, et de réunir les
parties de [1,7] en fonction de ces arétes. On commence par écrire une fonction qui,
étant donnée une partition de [1,n] et une paire {i, j}, renvoie

(a) la méme partition si i et j étaient dans la méme part,

(b) la nouvelle partition obtenue en remplacant les parties A et B contenant i et j
par AL B sii et j étaient dans deux parts différentes.

Ainsi, une partition d’ensemble de [1, n] étant représentée par une liste de listes :

Partition(P,i,j):
A = part de P contenant i
B = part de P contenant j
si A ==
retourner P
sinon:
retirer A et B de P
adjoindre AUB a P
retourner P

La liste des composantes connexes d’un graphe G sur n sommets est alors donnée

par :
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ListComponents(G,n):
res = liste des singletons [i] pour i entre 1 et n
pour x = [i,j] dans G:
res = Partition(res,i,j)
retourner la liste res

Finalement, la fonction suivante calcule les tailles des composantes connexes d’un
graphe aléatoire G(n, p), classées par ordre décroissant :

Components(n,p):
graph = RandomGraph(n,p)
listc = ListComponents(graph,n)
res = liste des tailles des éléments de listc
trier res dans 1’ordre décroissant
retourner la liste res

On a tracé ci-dessous les résultats des programmes précédents pour n = 50 et
1
P=3:

On trouve une composante connexe géante de taille 27, et toutes les autres compo-
santes sont de taille inférieure a 4.

1.3 Pour identifier le paramétre de transition de phase, on peut regarder en fonction de p
le rapport moyen

taille de la plus grande composante connexe de G(n, p)

9

n

qui se calcule immédiatement a partir de la fonction Components. On donne ci-dessous
ces valeurs (aléatoires) en fonction de p = £, avec x variant entre 0.5 et 1.5, et n = 500 :

K

05 | 0.7 ] 0.9 1.0 1.1 1.3 1.5
0.016 | 0.04 | 0.082 | 0.124 | 0.322 | 0.472 | 0.504

On obtient des valeurs significativement positives a partir de £ > 1, donc on peut
raisonnablement conjecturer que p; = %



1.4 Chaque variable A; = lgegi)=0 = [] i #i(l — Xj;) est une variable de Bernoulli de
parameétre (1 — p,)" !, puisque les n — 1 arétes (i,7) avec j # 0 sont chacunes ab-
sentes indépendamment avec probabilité 1 — p,, (attention, en revanche, A; n’est pas
indépendant de A; pour i # j). On a donc :

)\n n—1
E[l] =nE[4] =n(l —-p,)" ' =n (1 - —) :
n
En utilisant ’encadrement trés simple
An An)? An An)? An An An An
- - () S———uﬁlog l-—— ] <——=- + )
n—1 2n(n-—1) n 2n? n n n—1 n(n-1)
on obtient :
2 2
et o3 <(Q—pp) Tt <e e <e M —

car 1 < \,. Ainsi,

E[l,] =ne (1 +0 ((AZ)Q)) .

Pour la variance, on calcule
E[(1,)%] =) E[(A)’] +2) E[A;A;] = nE[A)] + n(n — 1) E[A; A,].
i=1 i<j

Le second terme E[A; Ay] est I'espérance du produit de 2n — 3 variables de Bernoulli
indépendantes de méme paramétre :

() )

A1 i#2
= (H(l — Xy;)(1 - X2j)> (1—-X12)? = (H(l — Xp;)(1 - ng)> (1= Xi2).

Donc, E[(I,))] =n(1 —p,)" P +n(n—1) (1 —p,)* 3, et
var(l,) = n (1 —pa)""" +n(n — 1) (1= pa)™ " —n* (1 = p,)"
~ Bl1) + BI)? (=s

1) =B+

d’ou l'inégalité de 1’énoncé.

Supposons finalement \,, < logn. Alors, E[I,] ~ exp(logn — \,) tend vers U'infini,
et
var([,,) 1 An
Pl|I, — E|L,]| > tE|[L,]] < < ,
1~ ELL) 2 PELN < e < FEm) T e e
qui tend vers 0 pour n’importe quelle valeur de ¢ € (0, 1). En particulier, la probabilité
P[I, < $E[[,]] tend vers 0, donc il y a au moins un sommet isolé avec trés grande
probabilité. Dans ce cas, en particulier, G(n,p) n’est pas connexe.

1.5 Pour évaluer la probabilité de connexité de G(n,p), on peut utiliser une méthode de

Monte-Carlo sur 100 tirages, avec différentes valeurs du parameétre p = ’“‘;Li :
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2.1

ProbaConnex(n,k):
p = k¥log(n)/n
res = 0
pour i entre 1 et 100:
si Components(n,p) == liste avec une seule taille egale a n:
augmenter res de 1
retourner res

On a utilisé ce programme avec différentes valeurs de x entre 0.5 et 1.5, et n = 500 :

05[07/09]|10]1.1|1.3]15
0] 0 |13]39]|538 87|99

De nouveau, on observe une grande probabilité de connexité a partir de k > 1, donc

. . 1 . ..
on peut raisonnablement conjecturer que p, = <% (ce qui est la borne inférieure

calculée dans la question précédente).

K

La formule (1) est le théoréme central limite pour une somme de (}) variables aléa-
toires indépendantes et de méme loi, a savoir, les variables de Bernoulli X;;. Pour la
formule (2), notons que {4, j, k} est un triangle dans G si et seulement si

Xij = X = Xjp = 1,

ce qui arrive avec probabilité p® puisque ces trois variables sont indépendantes. On a
dOIlC, notant Xijk = Xinikalc7

BN G = Y )= (})p

3
{4,5,k} triplet dans [1,n]
Pour calculer 'espérance du carré, on développe :

1 1
E[N(Hs, G,)?] = %E[I(Hg,Gn)z] = > EXikXow]
i#jHk et i/ AR

et il s’agit d’identifier le parametre de la variable de Bernoulli X;;, X,/ en fonction
du choix des indices i, j, k,4’, j', k’. Il y a quatre possibilités :

(a) Sicard ({,7,k} N{7,j',k'}) = 0, alors les variables aléatoires X;;;, et Xy sont
indépendantes, donc, E[X,;; Xy ;4] = p® (on met en jeu 6 arétes différentes). Il y
a n'6 paires de triplets de ce type.

(b) Sicard ({7, 7, k} N{¢, 5, k'}) = 1, alors les variables aléatoires X,j; et X, ;s sont
encore indépendantes, car il n'y a de nouveau pas d’aréte commune entre les
triangles correspondants (ils partagent juste un sommet). Donc, E[X;;x X k] =
p5, et il y a 9n'® paires de triplets de ce type (on choisit une égalité i = ', i = 5/,
etc. de 9 = 3 x 3 fagons différentes, puis les 5 indices distincts parmi [1, n]).

(c) Si card ({i,7,k} N {7, 7', k'}) = 2, alors on a une égalité d’aréte, disons {i,j} =
{',j'}. Le produit X, Xy est alors égal a
Xij Xie X e Xiw Xjrr

donc, est d’espérance p°. Il y a 18 = 3 x 3 x 2 choix possibles d’identités d’aréte
(on choisit dans chaque triangle I'une des trois arétes a identifier, puis dans quel
sens), puis n** choix pour les indices i, j, k,4’, j', k.
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(d) Finalement, si card ({4, j,k} N {i', ', k'}) = 3, alors X,;; = Xy et leur produit
est d’espérance p?. Il y a 6 choix possibles pour que (7, j/, k') soit une permutation
de (i, j, k), et n** choix possibles pour les indices i, j, k.

La somme de ces contributions est bien la formule (3).

2.2 Pour calculer la variance de I(H, G,,), on introduit la variable aléatoire X (H, i1, ..., 1),
qui vaut 1 si l'injection j € [1,k] — i; € [1,7n] est un plongement de H dans G,, et
0 sinon. Chaque variable X (H,1iy,...,1) est un produit de h variables de Bernoulli
indépendantes de méme parameétre p :

X(Hiy,...oie)= [ X,
{j1,j2}€En

Comme I(H,G,) =>_ X(H,1q,...,1), espérance de I(H,G,,) est

i1 FigF iy
p" x (nombre d’injections j ~ i;) = p" nt*.
La variance de I(H, G,,) est

= Y E[X(H.iy,....ix) X(H hy,... b)) = B[X(H, iy, ... i) E[X(H by, ... )],

i FiFE - Fik
hiF#ha#:-Fhy

On se demande alors & quelles conditions
E[X(H, i1, ... i) X(H, h,... hg)] — E[X(H,d1,...,0)] E[X(H, hq,..., )] =0,

c’est-a-dire, a quelles conditions X (H,iy,...,1;) et X(H, hy,...,hi) sont indépen-
dantes. C’est le cas s'il existe une aréte {ji,jo} de H, telle que {ij,,,,} = {hj,, hj,}-
En particulier,

card ({i1, ..., gy N {h1, ..., hp}) > 2

pour les contributions non nulles a la somme var(/(H,G,)). On sépare alors cette
somme en deux parties :

(a) les contributions avec des indices tels que card ({iy,... ik} N {h1,..., hx}) >3
sont en nombre inférieur & O(n*73) et chaque contribution est inférieure en
module & 1 (c’est la covariance de deux variables de Bernoulli).

(b) les contributions avec des indices tels que card ({iy,...,ix} N {h1,... ht}) = 2.
Pour les énumérer, on choisit deux arétes {i;,,7;,} et {hi,, h;,} avec {j1,ja} et
{l1,ls} € Euy, telles que {i;,,i;,} = {hi,, i} (2h* choix possibles, a savoir, h
choix pour la premiére aréte, h choix pour la seconde, et 2 choix pour le sens
d’identification). Ensuite, on choisit les 2k — 2 indices différents dans [1, n], et il
y a n*?*=2 possibilités. Chacune des contributions est égale &

th—l _ p2h — (1 _ p)p2h—17
puisque le produit X (H, i1, ...,ix) X(H, hq,...,h;) met en jeu 2h — 1 arétes et
variables aléatoires indépendantes.

Comme nt?*=2 = p?*=2 4 O(n?*=3), on conclut que

Var(I(H, G,)) = 2h2n22(1 — p)p™ 1 + O(n?*~3).



2.3 Notons que le nombre de triangles dans un graphe G(n, p) est

3.1

1
N(Hs, Ga) = ¢ tr X,

ol X est la matrice d’entrées X;;, avec des 0 sur la diagonale. En effet, tr X3 =
Ziijinjk‘in = szkXijk- On peut donc compter les triangles dans un graphe
G(n,p) grace au programme suivant :

NumberTriangles(n,p):
M = matrice de taille n*n, avec entrees hors diagonale
symetriques et donnees par de Bernoulli independantes
de parametre p
retourner 1/6 * trace(M*M*M)

Ci-dessous, ’histogramme de NumberTriangles avec n = 50, p = 0.3, et N = 10000
essais :

On obtient comme espérance et variance empirique m = 529.8 et o2 = 5306.6, &
comparer aux valeurs (np)?/6 = 562.5 et 18p°(1 — p)n* = 5315.6 — on a pris les
estimateurs sans biais 1 = & Y1V, X; et 02 = 1= S (X; — )% On observe bien
une distribution gaussienne.

On calcule les transformées de Fourier de X, ~ B(n, 2) :

et de X ~ P(A) :

i0X = Y AF it Mei®—1)
E[e"] = Z ¢ = :
k=0 ’

Les transformées de Fourier des variables X,, convergent point par point vers celle de
X, donc, par le théoréme de Lévy, X,, converge en loi vers X.



3.2 On a vu précédemment que [(H,G,) = Zil#i#m#k X(H,y,...,10), ou la somme
porte sur les k-uplets d’incides différents dans [1,n], et ou chaque X (H,iq,. .., 1) est
une variable de Bernoulli de paramétre (p,,)". Donc,

1 ntk
E[N(H,G,)] = ———=E[[(H,G,)| = ——— (p)"
N (H, Go)] = 777 BUH. Go)l = 77 )
1 e (AN 1 h k=h
- A - A .
I(H, H)" (n) o "
Par définition, k — h = —ex(H). Si ex(H) > 1, alors E[N(H,G,)] — 0, d’ou, par
I'inégalité de Markov,
P[N(H,G,) > 1] <E[N(H,G,)] — 0.

Autrement dit, P[N(H,G,) = 0] = 1 — P[N(H,G,,)] — 1. Finalement, le plus petit
graphe d’excés plus grand que 1 a 4 sommets, et est

qui a b arétes et 4 sommets, donc exceés 1.

3.3 Les graphes d’excés —1 sont les arbres, et il est bien connu qu’ils ont une structure
récursive :

Arbres(n) = U, 4 ynpen_1 (

Arbres(ny) Arbres(ngy) Arbres(ns) B Arbres(ny)

Cette équation permet de construire tous les graphes d’excés —1. Pour obtenir ceux
d’exceés 0, il suffit de rajouter exactement une aréte sur un arbre, créant ainsi un cycle.
On peut également décrire les graphes d’excés 0 comme étant donnés par un cycle,
sur lequel viennent se greffer des arbres sans créer de cycle supplémentaire.

3.4 Le r-iéme moment factoriel d’une variable binomiale X ~ B(n,p) est donné par :

- n " (n—r

EXiT _ k¢r k 1— n—k _ ir k 1— n—k _ lr T

(X =>" (k)p( p) DD N FALES) ' p
k=0 k=0

Sip =2, alors la limite E[X*] = % A" est A”. Comme B(n,2) converge en loi et en

moments vers P(A), on en déduit immédiatement que le r-iéme moment factoriel de

P(A) est A" (on pourrait aussi faire le calcul directement sur une loi de Poisson).

3.5 Ci-dessous, I'histogramme de NumberTriangles avec n = 50, p = 3/50, et N = 10000

essais (chaque barre représente ici un entier) :
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On obtient comme espérance et variance empirique m = 4.29 et 02 = 6.41, & comparer

a la valeur théorique X = g = 4.5. On reconnait bien une distribution a l'allure

6
Poissonienne.



