Chapitre 2

Chaines de Markov

Résumeé. Une chaine de Markov est un processus aléatoire (X,,)nen dont
les transitions sont données par une matrice stochastique P(X,,, X,11).
Ces processus vérifient la propriété de Markov, c’est-a-dire qu’observés
a partir d'un temps (d’arrét) 7', (X7, )nen ne dépend que de Xr et est
de nouveau une chaine de Markov. Les états d’une chaine de Markov
peuvent étre classés en deux catégories : les états transitoires, qui ne
sont visités qu’'un nombre fini de fois p.s., et les états récurrents, qui une
fois atteints sont visités p.s. une infinité de fois, ainsi que tous les autres
états dans la méme classe de récurrence. Pour une chaine de Markov
irréductible récurrente, la mesure empirique et la loi marginale du pro-
cessus convergent soit vers 'unique mesure de probabilité P-invariante
(récurrence positive), soit vers le vecteur nul (récurrence nulle). Cette
théorie s’applique en particulier aux marches aléatoires et aux modéles
de files d’attente.

Dans ce qui suit, on fixe un espace d’états X fini ou dénombrable, muni de la tribu de
I'ensemble des parties P(X). Si X est fini, on notera N son nombre d’éléments.

1. Matrices stochastiques et propriété de Markov

1.1. Chaines de Markov. Une matrice stochastique sur X est une fonction P :
(z,y) € X +— P(z,y) € [0,1] telle que, pour tout z € X,

> Plry) =1.
yeX
Autrement dit, tout x € X définit une mesure de probabilité P(z,-) sur X, appelée

probabilité de transition a partir de x.

DEFINITION 2.1 (Chaine de Markov). Une chaine de Markov sur X de matrice de
transition P est une suite de variables aléatoires (X, )nen définies sur un espace (2, B,P)
et a valeurs dans X, telle que pour tout n, et tous points xg, ..., Tni1,

P[Xn—H = ZL’n+1|X0 = Zgy- .- 7Xn = Z'n] = P(l’n, ZL’n+1). (**)
Ainsi, la loi conditionnelle Px, . |(x,,..x,) est la probabilité de transition P(X,,-). 1l

est utile de représenter les mesures de probabilité m sur X par des vecteurs en ligne
(m(x1), m(x2), ..., 7w(xk),...). Alors, si 7 est la loi de X, qui peut étre arbitraire, on a

P[(Xo, X1, ..., Xp) = (z0, 21, ..., Tp)] = w(x0) P(x0,21) -+ P(Tp_1,2,)
7
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par conditionnement successif, de sorte qu’en particulier la loi 7w, de X,, est donnée par
le produit matriciel 7, = my P™. D’un point de vue dual, si f est une fonction bornée sur
X, vue comme un vecteur colonne, alors

E[f(Xn+1)[Xo = o,..., Xy = 2] = (Pf)(@0);
E[f(Xn)] = mn f = mo P"f.
Notons que les produits matriciels considérés sont licites méme lorsque l'espace d’états

est infini dénombrable, puisqu’on a des bonnes bornes sur les sommes de coefficients sur
chaque ligne de la matrice de transition.

EXEMPLE. On représente usuellement une chaine de Markov d’espace d’états X par
un graphe orienté étiqueté G = (V, E') dont les sommets sont les éléments de X, et dont
les arétes étiquetées sont les couples (z,y) avec P(x,y) > 0, la valeur de la probabilité
de transition étant I'étiquette de l'aréte x — y. Considérons par exemple la chaine de
Markov d’espace d’états [1, N], et de matrice de transition

11 1
e
P=_ :
3
11
1 11

Le graphe associé est dessiné ci-dessus, et la chaine considérée est la marche aléatoire
sur le cercle Z/NZ ou, a chaque étape, on a probabilité 1/3 de rester au méme endroit, et
probabilité 1/3 de sauter a gauche ou a droite. Les lois marginales de cette chaine peuvent
étre calculées comme suit. Pour tout vecteur v € (C)%/N% notons

o(k) = %ﬁ ;vm ¢

sa transformée de Fourier discréte, avec ¢ = e*™/N. D’autre part, notons Cy la matrice
circulante

01
1+C Cy)t
Oy — 0 . p= +Cn + (Cy) ‘
S 3
1 0
Pour tout vecteur v, @)(k) = (*o(k), c'est-a-dire que la conjuguée de Cy par la
transformée de Fourier discréte agit diagonalement, avec valeurs propres ¢, (2,...,¢N. 1l

s’ensuit que si D est la matrice diagonale

L 1+2COSQWW 1—1—2cos4w7r 1+2c082NT’T
D = diag 3 , 3 g |
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alors pour toute mesure initiale 7y, on a

—~—
A~

mn
T, = mo P" = 79 D",

ou - indique la transformée de Fourier inverse :

~ 1 = —kl
v(l):\/—N;v(lﬂ)C .

En particulier, comme D™ converge vers la matrice diagonale diag(0,...,0,1), on voit que
pour toute mesure initiale my, la loi marginale m, converge vers le vecteur (%, e %)

C’est un cas particulier des théorémes ergodiques qui seront évoqués au paragraphe 3.

On peut montrer que pour toute mesure initiale m sur X, et toute matrice de transition
P, il existe effectivement une chaine de Markov avec cette mesure initiale et cette matrice
de transition. On notera P, et E;; les probabilités et espérances relatives a cette chaine
de Markov, et dans le cas particulier ou my = J, est concentrée en un seul point x € X,
on notera P, et [E,. Ces probabilités portent sur I'espace des trajectoires

(X", P(x)%)

muni de la tribu produit, et sur cet espace, on a unicité en lois trajectorielles d'une chaine
de Markov de loi initiale et matrice de transition données : la loi P, est entiérement dé-
terminée par I’équation (xx). Cette propriété (+x) assure que les transitions d’une chaine
de Markov au temps n sont homogeénes en temps (P ne dépend pas de n), et ne dépendent
que de I'état présent, c’est-a-dire que la loi conditionnelle de X,,;; sachant toute la tra-
jectoire (X, ..., X,) ne dépend en fait que de X,,. Une reformulation de ces observations
est donnée par la propriété de Markov :

PROPOSITION 2.2. Si (X, )nen est une chaine de Markov de loi Py, alors pour tout
temps m > 0, la chaine décalée en temps (Xpin)nen €St aussi une chaine de Markov,

de loi P, . De plus, la chaine décalée est conditionnellement a X,, indépendante de
(Xoy- oy Xme1)-

En effet, on peut calculer les lois trajectorielles de la chaine de Markov décalée :
P[Xm = Yo, Xm+1 =Yy -- 7Xm+n - yn]
= Z ]P)[XO::EOw“aXm—l:xm—laXm:yOw--va—i-n:yn]

T05T15e 5 Tm—1

= Z mo(xo) P(xo, 1) - P(Tm—1,%0) P(Yo, 11) - - - P(Yn—1, Yn)

Z0,T1se3Tm—1

= (Wopm)(y()) P(y(b yl) T P<yn—17 yn)
= 71'm(yo) P(y()v yl) T P(yn,b yn>7

et ce sont bien celles d’une chaine de matrice P et de mesure initiale m,,.
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1.2. Temps d’arrét et propriété de Markov forte. Une généralisation de ce
principe a des temps aléatoires met en jeu la notion de temps d’arrét, elle méme dépendant
de la notion de filtration d’espace. Soit (£2, B,P) un espace de probabilité; une filtration
de cet espace est une suite croissante de sous-tribus

.FoCF1CF2C"‘CB.
Tout processus aléatoire (X, ),en définit une filtration (F,),en en posant
Fn = 0(X07X17 s 7Xn)a

en particulier, une chaine de Markov définit automatiquement une filtration. 11 faut
comprendre F, comme l’ensemble des événements qu’on peut mesurer entre les temps
0 et n (& partir des observations de la chaine de Markov Xy, Xi,...,X,). Dans ce
contexte, un temps d’arrét (relativement & une filtration (F,),en) est une variable aléa-
toire 7' : (2, B,P) — N U {400} telle que pour tout n, I'événement {I" = n} est dans
F,. En d’autres termes, lorsque la filtration est celle associée a une chaine de Markov,
un temps d’arrét T est un temps aléatoire tel qu’on puisse décider de {T" = n} (ou de
{T < n}) a partir des seules observations de Xy, ..., X,. Par exemple, si A est une partie
de X, alors le temps d’atteinte

Ty=inf{n e N, X, € A}
est un temps d’arrét ; par contre, le temps de dernier passage
Qa=sup{n e N, X, € A}

n’en est pas un.

On peut associer une sous-tribu Fr = {4 € B |Vn € NJAN{T = n} € F,} a tout
temps d’arrét T'; c’est la tribu des événements observables jusqu’au temps 7. On note
alors 7r la loi de Xp. Cette définition est ambigué lorsque {T' = 400} a probabilité non
nulle : on convient alors que X n’est définie que sur I'événement Fr-mesurable {T" < oco}.

THEOREME 2.3 (Propriété de Markov). Soit (X,,)nen une chaine de Markov de matrice
de transition P, et T un temps d’arrét pour sa filtration canonique. Pour toute fonction
mesurable bornée [ sur l’espace des trajectoires,

IE"Tro[]lT<oo f((XT—&-n)nEN”FT] = lrco ]EXT [f((Xn)neN)]a

les deux membres de l'identité étant Fr-mesurables. En particulier, si {T < +oo} a
probabilité 1, alors la loi conditionnelle de (X1in)nen Sachant Fr est Px...

En particulier, si X7 = x est presque stiirement une constante, et si I’événement {T" < o0}
a probabilité 1, alors (X7.,)nen a loi P, et est indépendante de Fr. Plus généralement,
si {T" < +oo} a probabilité non nulle et si X7 = x p.s., alors conditionnellement a cet
événement, (Xri,)nen @ loi P, et est indépendante de Fr. La preuve de cette propriété
de Markov avec des temps d’arrét découle immédiatement du cas classique T' = m, en
décomposant les probabilités trajectorielles en fonction de la valeur du temps d’arrét 7.
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EXEMPLE. Etant donné un réel p € (0,1), on note ¢ = 1 — p. Considérons alors la
marche aléatoire sur X = Z issue de zy = 0, et avec probabilités de transition

p sijg=1i+1;
P(i,j)=qq sij=i-1
0 sinon.
p p p
1 1 1 1 I/-\I/-\I/-\I 1
T T I\/I\/I\/I T T T Z
q q q

Soit 77 = inf{n € N, X,, = 1} le temps d’atteinte de 1 par la marche aléatoire; c’est un
temps d’arrét. On peut déterminer complétement la loi de T;. En effet, la marche issue
de 0 occupe des états pairs aux temps pairs et des états impairs aux temps impairs, donc
T} est soit un nombre impair, soit +00. Supposons T} = 2n + 1; alors la marche jusqu’au
temps 2n est une excursion négative de taille 2n :

/)

T

Le nombre d’excursions de taille 2n est le nombre de Catalan

1 [2n (2n)!
Co=—— (") =
n+1\n (n+1)In!
et chaque excursion a probabilité (pg)™ sous la loi Py : il y a n transitions vers le bas

avec probabilité g, et n transitions vers le haut avec probabilité p. La derniére transition
P(0,1) ayant probabilité p, on obtient donc :

2n/!
Po[Ty =2n+ 1) =p" M ¢" ———.
ol =2n 1) =" " F
En particulier, la probabilité pour que 7} soit fini est
- 2p 1 sip>3;
Po[Ty <ocl=p ) Culpg)" = 75— = o
; 1+ |2p— 1| e sip<i

puisque Y o~ Cpa™ = ﬁ. Supposons p > % Alors, la marche aléatoire (X7, 1y )nen
est définie de fagon non ambigué, et elle suit la loi P, par la propriété de Markov ; de plus,
elle est indépendante de I'excursion (Xo, ..., X7,).
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En poursuivant le méme exemple, on peut identifier deux comportements pour les
points de I'espace d’états. Supposons dans un premier temps p = % La marche aléatoire
(X1 )nen issue de 0 visite presque stirement I’état 1 au bout du temps fini 77, et le méme
raisonnement appliqué a la marche (1 — X7, 1y, )neny montre qu’il existe un temps fini 7}
tel que X7, 7y = 0. Le temps de retour en 0

Ry=inf{n>1, X, =0} <T, +T,

est donc presque siirement fini, et c’est un temps d’arrét. Appliquant la propriété de
Markov & (Xpgi i, )nen, on obtient de méme I'existence d'un temps de second retour

Ry =inf{n > R;+1, X, =0}

presque stirement fini, et plus généralement de temps de k-iéme retour RS pour tout k.
Ainsi, la marche aléatoire revient presque stiirement en 0 une infinité de fois. Il n’est alors
pas trés difficile de voir qu’elle visite aussi une infinité de fois ’état 1, et en fait tous les
états n € Z.

Supposons maintenant p > 1/2. La marche aléatoire atteint 1’état 1 en un temps
fini p.s. T3, et la marche aléatoire décalée (Xr,4,) retourne en 0 avec probabilité r =
% < 1. En effet, il suffit d’appliquer le résultat précédent a la marche (1 — X, 1p)nen-
Conditionnellement & 1’événement

Ag = “ retourner en 0 aprés un passage par l'état 1 7,

notant Sy le temps de premier retour en 0 aprés le passage en 1, la marche aléatoire
décalée (Xs,1n)nen est sous la probabilité conditionnelle Py[-|Ag] une marche aléatoire de
loi Py et indépendante de Fg,. On en déduit immédiatement que le nombre de retours
en 0 aprés un passage par I'état 1 suit une loi géométrique de paramétre 1 — r, donc est
fini presque stirement. Par conséquent, la marche aléatoire ne visite p.s. qu'un nombre
fini de fois I’état 0, et au-dela d’un temps aléatoire Qg = sup{n € N, X,, = 0}, elle reste
supérieure ou égale & 1. En réalité, le résultat est vrai pour tous les états n € Z.

2. Classification des états d’une chaine de Markov

La discussion du paragraphe précédent sur les marches aléatoires a permis d’identifier
deux comportements pour un état z € X d’'une marche aléatoire; le résultat se généralise
en fait a toutes les chaines de Markov. Si x € X, notons

Ve =card{n € N, X,, =z} € NU{+o0},
et définissons récursivement les temps d’arrét

gzt JinHn = BT 41 X =} si Ve 2 ko L
’ +00 sinon,

avec R? = 0 par convention.

THEOREME 2.4 (Récurrence et transience). Soit P une matrice stochastique sur [’es-
pace d’états X. Chaque état x est :
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(1) soit récurrent, c’est-a-dire que sous P, V,, = +00 presque strement et R’; est fini
p.s. pour tout k ;

(2) soit transitoire, c’est-a-dire que sous P, V, < 400 presque strement. Dans ce
cas, V, — 1 suit sous P, une loi géométrique de parametre 1 — r pour un certain
r <1, et pour tout k, P,[RY < +o00] = P,[V, >k + 1] = r*.

Notons en particulier que V, < +o0 si et seulement E,[V,] = > 7  P"(z,z) < +o0, ce
qui fournit un critére numérique de récurrence ou de transience des états d’une chaine de
Markov.

classes récurrentes

états transitoires

D’aprés le théoréme 2.4, une fois un état = atteint, on y retourne p.s. soit un nombre
fini de fois suivant une loi géométrique (transience), soit un nombre infini de fois. Cette
classification est complétée par le résultat suivant :

THEOREME 2.5 (Partition de Markov). Soit K(z,y) = E,[V,] = >°°,P"(z,y) le
noyau de la chaine de Markov, R [’ensemble de ces états récurrents, et T [’ensemble de
ces états transitoires.

(1) La relation
r Ry <= K(z,y) >0,
qui est la cloture transitive du graphe orienté associé a la chaine de Markov de

matrice P, est une relation d’équivalence lorsqu’on la restreint a R. De plus, si
reRetyeXT, alors K(z,y) =0.

(2) La partition d’ensembles R = | |,.; R, associce a la relation R est telle que, si
r € R, alors sous P,, V,, = +00 p.s. pour tout y € R;, et V,, = 0 p.s. pour tout
y ¢ R,;. En d’autres termes, dans une classe de récurrence R;, on n’en sort pas
et on visite chaque état de la classe une infinité de fois.

(3) Soit x € T. Sous P, soit la chaine ne visite que des états transitoires (chacun
un nombre fini de fois), soit T = Ty < 0o et il existe un entier aléatoire i € I tel
que X1 € R;. Dans ce cas, (X7in)nen Teste dans cette classe R; (et visite chaque
état de R; une infinité de fois).
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Une chaine de Markov est dite irréductible si K(x,y) > 0 pour tout couple z,y. Dans
ce cas, soit la chaine consiste en une seule classe d’états récurrents, soit la chaine consiste
seulement en états tous transitoires. Le second cas est exclus pour une chaine de Markov
finie :

PROPOSITION 2.6. Une chaine de Markov d’espace d’états finis a toujours au moins
un état récurrent. Si elle est irréductible, tous ses €tats sont donc récurrents et visités une
infinité de fois presque sdrement.

EXEMPLE. La marche aléatoire sur Z/NZ est récurrente irréductible. Plus généra-
lement, toute chaine de Markov finie dont le graphe orienté est connexe est récurrente
irréductible.

EXEMPLE. Considérons la marche aléatoire de parameétre p sur Z. Elle est clairement
irréductible, et d’aprés la discussion de §1, I’état 0 est récurrent si p = %, et transitoire si
p > % Par symétrie, I’état 0 est aussi transitoire si p < %, donc la chaine est récurrente
irréductible si p = %, et transitoire irréductible dans le cas contraire.

3. Théorie de Perron-Frobenius et théorémes ergodiques

La classification des états donne une information qualitative sur les positions visitées
par une chaine de Markov; les théoremes ergodiques vont pour leur part donner une
information quantitative.

3.1. Valeurs propres des matrices positives. Dans le cas d’une chaine de Markov
finie, ces théorémes ergodiques sont liés a la théorie de Perron-Frobenius des matrices
positives. Soit P une matrice de taille N x N a coeflicients positifs ou nuls. La matrice
est dite irréductible si 'une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

(1) Si (eq,...,en) est la base canonique de RY | il n’existe pas de sous-espace vectoriel
Vect(e;,, ..., e; ) non trivial et laissé stable par P.

(2) 1l n’existe pas de matrice de permutation M, telle que

B

-1 _
M,PM; _<0 b

) avec B et D matrices non vides.

(3) Pour tous indices 1, j, il existe un exposant n tel que P"(i,j) > 0; autrement dit,
la chaine de Markov associée a P est irréductible.

La période d'un indice ¢ pour une matrice positive P est le plus grand commun diviseur
des entiers n tels que P™(i,i) > 0. Si la matrice est irréductible, alors cette période
h(P,i) = h(P) ne dépend pas de ¢ € [1, N], et est simplement appelée la période de la
matrice. Une chaine de Markov finie est dite apériodique si la période de sa matrice de
transition est 1. On peut montrer que si la période d’'une matrice irréductible est plus
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grande que 1, alors il existe une partition X = |_|f”:1 X, de lespace d’états X = [1, N] et
une matrice de permutation M, adaptée a cette partition telle que

0 P 0 - 0
. p, .
-1 _
M,PM;" = | o
0 -+ -+ 0 Py,
P, 0 - - 0

THEOREME 2.7 (Perron-Frobenius). Soit P une matrice positive irréductible de taille
N et de période h. Il existe un réel positif r = r(P) tel que :

(1) Toute valeur propre complexe de P est de module plus petit que r.

(2) Une valeur propre complexe de P est de module égal a r si et seulement si elle
s’écrit (r avec C racine h-ieme de l'unité. Ces h valeurs propres sont des valeurs
propres simples de P.

(8) Un vecteur propre de P est a coordonnées positives ou nulles si et seulement si
c’est un vecteur propre pour la valeur propre r. Dans ce cas, ces coordonnées sont
toutes strictement positives.

(4) Le réel r vérifie :

N N
ierﬁll{levﬂ (Z P(i,j)) <r< Dnax, (; P(LJ’)) ~

Jj=1

En particulier, pour toute matrice stochastique, r = 1.
Cr

& Vvaleur propre r de
Perron-Frobenius

7

3.2. Théorémes ergodiques pour les espaces d’états finis. Le théoréeme 2.7
relatif a la répartition des valeurs propres d’'une matrice stochastique implique les deux
théorémes ergodiques suivants. Soit P une matrice stochastique irréductible sur 1’espace
d’états fini X = [1, N], et 7o le vecteur de Perron-Frobenius de P normalisé de sorte que

Zwm(z) =1

C’est 'unique mesure de probabilité invariante sous P : 7o P = 7.
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THEOREME 2.8 (Convergence en loi vers la mesure stationnaire, cas des espaces finis).
Si la chaine de Markov est apériodique, alors pour toute mesure initiale mo, 7, = m9 P"
converge vers To,. Dans le cas d’un chaine de Markov de période h > 1, on a convergence

4 -
de la moyenne ™ W"“Jrh Tnthol yers o

En effet, on peut décomposer le vecteur my sur une base adaptée a la décomposition de
Jordan de P, et dans I'asymptotique n — oo, seules les composantes de 7y correspondant
aux valeurs propres de module 1 de P subsistent dans 7, = my P" (les autres tendent vers
0 exponentiellement vite). Ceci démontre le théoréme dans le cas apériodique h = 1, et
dans le cas périodique, la combinaison linéaire

Ty + Tyt + - -+ Tpgph—1 o <7T0—|—7TOP_|_..._|_7TOPh—1> P

h h

a ses composantes correspondant aux valeurs propres ¢ avec ¢ # 1, (" = 1 qui s’annulent,
ce qui permet de se ramener au cas apériodique.

THEOREME 2.9 (Convergence presque siire des mesures empiriques, cas des espaces
finis). Soit P une matrice stochastique irréductible sur ’espace d’états fini X = [1, N], et
Too le vecteur de Perron-Frobenius de P. Pour toute mesure initiale my, on a P, presque

stirement
n
1
— E 5Xi — Moo
n <
=1

Ainsi, la mesure empirique observée converge presque stirement vers la mesure invariante
mo. De plus, on a
1

~ Ei[R]]

En effet, en utilisant la propriété de Markov, on peut appliquer la loi des grands nombres
aux suites (R})nen qui s’écrivent presque comme sommes de variables indépendantes et
identiquement distribuées ; et ces suites régissent I’asymptotique de la mesure empirique,
car

Wm(k)

PR <0 < B = Plua(k) € o 5]
si i, est la mesure empirique aléatoire %Z?:l Ox,-

EXEMPLE. Pour la marche aléatoire sur Z/NZ, on a vu déja que la loi marginale 7,
convergeait vers m,, = ( , %), qui est la loi uniforme sur Z/NZ. D’apreés le théoréme

2.9, on a également
1 1 1
— ox, > | —,. ..., —
nzzl X; (N7 7N)7

ce qui signifie que pour tout état x € [1, N], le nombre de visites de I'état x défini par
Ven = card {i € [1,n], X; = '} satisfait la loi des grands nombres

Von 1

— N presque stirement.

1
N
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Dans le cas des espaces finis, on a également un théoréme central limite, qui peut
s’énoncer comme suit :

PROPOSITION 2.10. Soit P une matrice stochastique irréductible, mo, son vecteur de
Perron-Frobenus. Pour toute fonction bornée f sur X,

Vi (i Do) - m<f>> =N <Ov (mo(f?) = mal(f)?) +2 3 (mo(f Pf) = mo(f >2>>

i=1

la variance de la loi normale limite étant toujours finie.

Il existe également un principe de grande déviations pour la mesure empirique, le théoréme
de Sanov ; ainsi, la plupart des résultats usuels sur les sommes de variables indépendantes
admettent une généralisation au cas des chaines de Markov d’espaces d’états finis.

3.3. Mesures invariantes et théorémes ergodiques pour les espaces d’états
infinis. Pour les espaces d’états infinis, la notion importante qui permet d’étendre les
théorémes 2.8 et 2.9 est celle de mesure invariante. Soit v une mesure positive (non nulle)
sur X, et P une matrice stochastique ; la mesure est dite invariante si vP = v. Si la mesure
v = mp est une mesure de probabilité invariante, alors les lois marginales 7,, = Py, de la
chaine de Markov de matrice P et mesure initiale my sont constantes et égales a .

PROPOSITION 2.11. Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov récur-
rente irréductible. A un coefficient multiplicatif positif pres, il existe une unique mesure
mvariante par P. Une mesure tnvariante est donnée par

Ry,
V(@) = Es |3 bx,(a)
i=1
ou o est un point de X.

Il existe donc deux classes de chaines de Markov récurrentes irréductibles :

(1) Soit E,[R}] < co pour un point xo € X, et en fait pour tout point de X. Alors,
on dit que la chaine de Markov est récurrente positive, et il existe une unique
mesure de probabilité invariante, donnée par w(z) = m.

(2) Soit E,,[R},] = +00 pour un point xo € X, et en fait tout point de X. Alors, on
dit que la chaine de Markov est récurrente nulle, et toutes les mesures invariantes
pour P ont masse infinie. Pour tout couple (x,y), lim,, ., P"(x,y) = 0.

Pour les chaines de Markov d’espaces d’états finis, on est toujours dans le cas récur-
rent positif. La terminologie de récurrence positive et récurrence nulle est justifiée par le
théoréme ergodique suivant :

THEOREME 2.12 (Théoréme ergodique pour les chaines de Markov, cas général). Soit
P une matrice stochastique récurrente irréductible sur un espace d’états X.
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. A P oy . . 1 n
(1) Sila chaine est récurrente positive, alors la mesure empirique ~ > ", dx, converge
au sens vague presque stirement vers mu, l'unique mesure de probabilité invariante
par P. Si de plus la chaine de Markov est apériodique, alors les lois marginales
convergent également : w, — Ts.

. A . .. 1 n
(2) Si la chaine est récurrente nulle, alors la mesure empirique > " | dx, converge
au sens vague presque sirement vers 0.

REMARQUE. Sur un espace d’états infini (discret), on doit utiliser la notion de conver-
gence vague, définie comme suit : une suite de mesures de probabilité (v,),en converge
vaguement vers une mesure positive v si pour tout x € X, v,,(x) — v(z). Notons dans ce
cas que par le lemme de Fatou, v a une masse comprise entre 0 et 1. De facon équivalente,
pour toute fonction f : X — R qui tend vers 0 a l'infini, v,,(f) — v(f) ; cette définition de
la convergence vague s’étendant a des espaces mesurables plus généraux que les espaces
discrets.

REMARQUE. D’autre part, on peut montrer que ’existence d’une mesure de probabilité
invariante pour une chaine de Markov irréductible garantit la récurrence (positive) de la
chaine.

4. Marches aléatoires

Appliquons la théorie générale des paragraphes 2 et 3 au cas des marches aléatoires a
valeurs dans Z ou dans un réseau Z%. Soit p une mesure de probabilité sur Z, et (X,,)nen
la chaine de Markov sur Z issue de zog = 0 et de matrice de transition

P(z,y) = ply — x).

Le cas particulier ot p = (6; + d_1)/2 correspond a la marche aléatoire simple sur Z, o
I’'on saute a chaque étape a gauche ou a droite avec probabilité % Une représentation de
(Xn)neN est

Xn:ily;a

ol les Y; sont des variables aléatoires indépendantes et toutes de loi p.

4.1. Récurrence et transience en dimension 1. On supposera dans ce qui suit
> sez |7 p(x) < oo

THEOREME 2.13. La marche aléatoire est :

— transitoire si ) ., v p(x) # 0,
— récurrente si Y, ., x p(x) = 0.

Dans ce dernier cas, elle est récurrente irréductible sur l’espace d’états X = Z[supp p|, le
sous-groupe engendré dans Z par le support de la mesure de transition p.
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DEMONSTRATION Notant Y une variable de loi p, si E[Y] = m # 0, supposant par
exemple m > 0, on a = — m presque siirement par la loi forte des grands nombres, donc
en particulier X,, — +oo presque stirement, ce qui implique le caractére transitoire de la
marche aléatoire.

Inversement, supposons E[Y] = 0. Si 0 est un état transitoire, alors K(0,0) = Eq[Vp] < o0
Or, par la propriété de Markov forte, pour tout = € Z,

K(0,2) = Py[R} < oo] K(,2) < K(x,2) = K(0,0),

done -, 1<c,, K(0,2) < (2Cn + 1) K(0,0) pour toute constante C'. D’autre part, par la
loi forte des grands nombres, |X,,| < en avec probabilité tendant vers 1 pour tout € > 0.
Il s’ensuit que pour n assez grand (choisi en fonction de ¢),

ZEO Zéx—x] ZP|X|<6n g

|z|<en
Or, le terme de droite est plus petit que >, ., K(0,z) < (2en+1) K(0,0). Choisissant un
¢ suffisamment petit, on obtient une contradiction, donc 0 est forcément un état récurrent
si E[Y] = 0. Dans ce cas, comme X,, = Y | Y}, la chaine de Markov ne visite que des ¢tats
dans X = N[supp p|, le sous-semi-groupe engendré par le support de p dans Z; et tous
ces états satisfont K (0,z) > 0, donc la chaine de Markov est récurrente irréductible sur
X. Comme K (z,y) > 0 est une relation d’équivalence entre états récurrents, K (0,z) > 0
pour tout z € X implique K (z,0) > 0 pour tout z € X. Or, K(z,0) = K(0, —x), donc si
x € X, alors —x € X, et X est en fait un sous-groupe de Z. O

Supposons la chaine récurrente irréductible, avec X = Z. On a toujours récurrence
nulle : en effet, la mesure de comptage N est invariante par la matrice de transition :

Vo € Z, ( => N(y) => ply—z)=1=N(z).

YyEZL YyEZL

Comme c’est une mesure de masse infinie, on a bien récurrence nulle, et ainsi, on a par
exemple Eg[R}] = +o00, quelle que soit la mesure de transition p.

4.2. Principe de réflexion. Dans le cas de la marche aléatoire simple, qui est ré-
currente nulle, on peut étudier plus en détail les trajectoires de la marche aléatoire,
les résultats qui suivent se généralisant a la limite d’échelle des marches renormalisées
(X |nt)/v/N)e=0, qui est le mouvement brownien. Rappelons que les lois marginales de la
marche aléatoire simple sont données par :

1/ n
P[Xn = k?] = 2_n(n_+k> I]-k:Enmod 2-
2

En effet, on peut compter les trajectoires qui atteignent 1’état k en n étapes par un
coefficient binomial. D’autre part, des propriétés importantes de la marche aléatoire simple
sont :
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(1) 'homogénéité en temps et en espace : pour tout temps d’arrét fini 7', le pro-
cessus (Xr74n — X7)nen est de nouveau une marche aléatoire simple issue de 0,
indépendante de Fr.

(2) la symétrie : le processus (—X,,)nen est aussi une marche aléatoire simple.

(3) la réversibilité : pour tout temps fini m, le processus aléatoire (X,,—n — Xin)o<n<m
est une marche aléatoire simple (& horizon fini).

Pour la troisiéme propriété, notons Y,, = X,,,_, — X,,, et calculons

P[Yi :yl""7Ym:ym] :P[Xm—l :Xm+y17aX0:Xm+ym]
= ]P)O[Xm = _ym7Xm71 =Y — Ym, - - 7X1 =Yn—1 — ym]
= p(=y1) p(y1 — y2) -+ P(Ym—1— Ym)

=p(y) ply2 —y1) = P(Ym — Ym—1)
- ]P)O[Xl =Y, aXm = ym]

Notons que ces trois propriétés utilisent uniquement les propriétés de Markov et la symé-
trie p(z) = p(—x) de la loi de transition ; ainsi, une partie de ce qui suit se généralise aux
marches aléatoires symétriques.

En combinant ces propriétés, on peut démontrer le principe de réflexion suivant, qui
a de nombreuses conséquences fines pour les trajectoires de la marche aléatoire simple :

THEOREME 2.14 (Principe de réflexion). Soit (X,,)nen une marche aléatoire simple,
et T un temps d’arrét fini presque stirement. On suppose pour simplifier X = a constant
presque sirement, et [’on considére le processus (Yy )nen qui est obtenu a partir de (X,,)nen
en effectuant une réflection de la trajectoire apres le temps T :

v — X, sin <T,
Tl Xr— (X, - Xp)=2a—-X, sin>T.

Le processus (Y, )nen est une marche aléatoire simple.

Le théoréme est le plus souvent utilisé avec le temps d’atteinte T, = inf{n € N, X, = a}
d’un état a, cf. le dessin ci-dessous.
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EXEMPLE. Soit £ > 0 un entier. Calculons la probabilité sachant X,, = k pour que
(Xon)m<n reste positif ou nul. Si (X,,,)m<, devient négatif, alors le temps d’atteinte T, de
I'état —1 par la chaine (X,,),en est inférieur & n. Notons Y, la marche aléatoire réfléchie
en ce temps d’arrét, qui est fini p.s. puisque la marche aléatoire est récurrente irréductible.
Notons que T = T, et que :

{TX <net X, =k} ={T",<netY,=-2—-k}={Y,=-2—k}.

La probabilité conditionnelle recherchée est donc

P[Y, = -2 — k] P[X, =k + 2]
P[Xy,..., X, >0|X, =k =1— =1-
Xy Xn 2 0) ] P[X, = k] P[X, = k]
("T“CLH) n—=k k+1
(nte) n+k+2 w4

1

En particulier, sachant que 2n est un temps de retour en 0, il y a une probabilité¢ -5

pour que la marche aléatoire soit restée positive entre les instants 0 et 2n. D’autre part,
sachant que 2n est un temps de retour en 0, il y a probabilité ﬁ pour qu’il s’agisse du
temps de premier retour en 0. En effet,

PRy =2n] =P[Ry =2net X; = Xo, 1 = 1] + P[Ry =2n et X; = Xo,, 1 = —1]
=2P[R} =2net X; = Xo,_1 = 1]
—2P[X; =1, X1 >0,...,Xon 5> 0, Xop_o =0, Xop — Xop_1 = —1]

1 =~ ~ ~ 1 ~
- = ]P[Xl 2 O, N ,Xgnfg 2 O, X2n72 - 0] _- ]P)[Xgn,Q — O]
2 2n
avec )?Z = X,11 — X1. On conclut que
1 P[X5,-5=0] 1

P[R} = 2n|Xs, = 0]

T PXo,=0] 2n—1
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EXEMPLE. Soit k£ > 0 un entier. La probabilité sachant X,, = k pour que (X,,)1<m<n
reste strictement positif est

Po[Xl,...,Xn >0 et Xn:k?] Po[‘)’zl,...,)}n_l >0et X,,1 :l{?—]_]

Po[ X, = k] B 2Py X, = k]
B k Po[Xpo1=k—-1] k
T n+k+1l PX,=k  n
Ce résultat est le théoréme des scrutins (ballot theorem). 11 permet également de calculer
k
PR, = m|X,, = k] = —.
By, = m| =

En effet, en utilisant la réversibilité et la symétrie de la marche aléatoire simple, notant
-Y,=X,_n—X,,,ona:

(B =t Xy = K} = (0 < by s < b, Xy = )
:{}/1>0,,Ym_1>07ym:k}

et (Y)o<n<m est une marche aléatoire simple.

Une autre utilisation classique du principe 2.14 est dans I'é¢tude de S, = supg<;<,, Xi,
qui est un processus aléatoire croissant a valeurs entiéres positives. Soient a > b deux
entiers, avec a positif. On peut calculer

P[S, > a, X, <b] =P[T;X <n, X, <b]=P[T) <n, Y, >2a— b
=P[Y,, > 2a — b] = P[X,, > 2a — b
en utilisant le principe de réflexion pour le temps d’arrét 7,. On en déduit que
P[S, > a, X, =b] =P[S, >a, X, <b—-P[S, >a, X, <b—1]
=P[X, >2a—0b] —P[X, >2a—b+1] =P[X, = 2a — b
si a > b; dans le cas contraire, P[S,, > a, X,, = b] = P[X,, = b]. On obtient ainsi la loi

jointe de (S,, X,,), et par exemple, les lois marginales de S,, sont données par :

P[S, > a] =) P[X, =b + > P[X, =2a -

b>a b<a
b>a b>a

=P[X, > a] +P[X, > d]
=P[X, > a+ 1]+ P[X, > al.
Par conséquent, P[S,, = a] = P[X,, = a + 1] + P[X,, = a] pour tout a > 0.
I1 convient de noter que (S,,),en n’est pas une chaine de Markov sur N. En effet, on

peut calculer P[S; = 3|S5 = 2] = 0, qui est différent de P[S; = 3|S> = 2] = 5. En revanche,
on peut montrer que les deux processus

(Sn - Xn)nEN et (QSn - Xn)nEN
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sont deux chaines de Markov, la premiére ayant la loi d’'une marche aléatoire simple réflé-
chie par l'axe x = 0, la seconde ayant la loi d’'une marche aléatoire simple “conditionnée
a rester positive” en un certain sens, avec probabilités de transition

k+2 k

Plhk+l) =55 i Plk-1) =g

4.3. Loi de Parcsinus. Une autre classe de résultats classiques pour les marches
aléatoires simples est reliée a la loi de ['arcsinus.

EXEMPLE. Fixons k& > 0, et calculons la loi du temps de dernier passage en 0 sachant
X,=k. SiY,, =X, — X,_,., alors les événements suivants sont les mémes :

{X,, =k et le dernier retour en 0 a lieu au temps 2j}
= [ Xy =0, Xojirse o Xp1 >0, X, = k}
Vi, Yo <k, Yoo =Y, =k}
={T}Y =n—-2j, Y, =k}
L’événement sur la seconde ligne s’écrit aussi
(Xoj=0et Zu,.... Znojy >0, Zu_oj = k1,

ou Z; = X095 — Xy est une marche simple indépendante de Fy;. Par conséquent, la
probabilité de I’événement considéré est
k

]P()[ng = O} ]PQ[Xl, Ce 7Xn—2j—1 > O,Xn_gj = k] = ]P)()[ng = 0] ]P)()[Xgn_j = k’] on —j‘

D’autre part, par réversibilité, I’événement sur la derniére ligne de la liste a une probabilité
égale a Py[Xy; = 0] Po[T}; = n — 25]. On en déduit d'une part la loi des temps d’atteinte :

k

et d’autre part la loi conditionnelle

kPo[Xs; = 0] Po[X,,_o; = k]
(n—2))Po[X, =k

]P)O[Dn,O = 2]|Xn - k] -

ou D, désigne le temps de dernier passage en 0. Il s’ensuit que la loi du dernier passage
en 0 au temps n est donnée par

' n—2j
keZ
- ZPO[Xl : an2j71 7£ 07 Xn*2j = k] PO[XQj = O]
kEZ

= Po[Xy -+ Xypj # 0] Po[Xp; = 0].
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Supposons le temps pair égal & 2n. Alors,
Po[ X7 Xo, #0] =2P[X; =1, Xo,..., Xo, > 1]
=2Py[ X7 = 1]Py[ X1, ..., Xon1 > 0]
=Po[X1, ..., Xopn—1 > 0] =Py Xq,..., Xs, > 0]
= Py[S2, = 0] = Py[Xa, = 0] + Pp[Xa, = 1]
= Py[ X2, = 0]
en utilisant la propriété de Markov pour la seconde ligne ; la symétrie pour la quatriéme

ligne ; et plusieurs fois le fait que X; a la parité de 7. On conclut que la loi du temps de
dernier passage en 0 au temps 2n est donnée par la loi de ’arcsinus discrete

]P)[DQTL,O = 2]] = ]P)O[XQJ' = O] PU[X2n72j = O]

EXEMPLE. La loi de ’arcsinus discréte intervient également dans I’analyse du temps
passée par une marche aléatoire simple au-dessus de 0. Soit 7; le nombre d’indices
1 <i < n tels que max(X;, X;_1) > 0, et T,; le nombre d’indices 1 < i < n tels que
min(X;, X; 1) < 0. Les variables T, et T, sont couplées par la relation n = T, + T, ,
et elles mesurent le temps passé au-dessus ou au-dessous de l'axe x = 0 par la marche
aléatoire. On peut montrer que 7T, suit elle aussi la loi de I’arcsinus discréte

. 1 /29\ (2n—2j
P[Ton0 = 2j] = Po[Xs; = 0] Po[Xangj:o]=ﬁ<j?)(n_jJ>.

4.4. Utilisation de fonctions harmoniques. Une derniére classe de résultats clas-
siques portant sur les marches aléatoires simples en dimension 1 est reliée a la pro-
priété de martingale de (X,,),en, voir le chapitre 3. En pratique, ceci permet de calculer
des probabilités telles que Po[T, < T_p], oit a et b sont deux entiers positifs. Notons
F(z) = P,[T, < T_]; on a clairement F(a) = 1 et F(b) = 0. La fonction F(z) est
harmonique sur l'intervalle [—b, a], ¢’est-a-dire que

Flx+1)+ F(z - 1)
2

F(zx) =

siz € (—b,a). En effet,
]P)x[Ta < T,b] = ]P)x[Ta < T,b‘Xl =+ 1] P[Xl =+ 1]
+ Px[Ta S T_b|X1 =T — 1] ]P)[Xl =T — 1]
1
= 5 (]P)x—i-l[Ta < T—b] + Px—l[Ta < T—b]) .

Or, les seules fonctions harmoniques sur [—b, a] sont les fonctions affines, et comme F' a
des valeurs fixées aux extrémités de l'intervalle, on a nécessairement

x+b
F(z) = D

b

Par conséquent, Po[T, <T-,] = 7.
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4.5. Récurrence et transience en dimension supérieure. En dimension supé-

rieure, le comportement des marches aléatoires est sensiblement différent. Ainsi, considé-
d el "

V! )) sur Z* de probabilités de transition

rons la marche simple (V,, = Vn(l), U VA

P(z,y) =4

0 sinon.

L si 4+ (y — ) est un vecteur de la base canonique,

Cette marche aléatoire est clairement irréductible sur le réseau Z? ; on a représenté ci-aprés
les 25000 premiers pas de la marche aléatoire sur Z2.

oy
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THEOREME 2.15. La marche aléatoire simple sur Z¢ est récurrente nulle si d = 2, et
transitoire si d > 3.

En effet, calculons la valeur de P"(0,0). On peut décomposer toute trajectoire (0, Vi, . ..
comme suit : étant données d trajectoires unidimensionnelles

1 d
0, X7, XDy, 0, X1, XD,
avec nq + - - - + ng = n, choisissons une partition d’ensembles

[1,n] = (i) < <D - u @ < <@,

, Vi)

et appliquons au temps i = zék) — 1 la transition X j(li)l — X ;k) a la k-iéme coordonnée de
V. ., en laissant les autres coordonnées invariantes.

i =17
J
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La donnée de la partition d’ensembles et des trajectoires unidimensionnelles permet de
reconstruire de fagon unique la trajectoire multidimensionnelle. Par exemple, la trajectoire

(0,0),(0,1),(—-1,1),(—1,2),(0,2), (1,2)(1,3)

correspond & la partition d’ensembles [1,6] = {2,4,5} U {1, 3,6} et aux trajectoires uni-
dimensionnelles (0, —1,0,1) et (0,1,2,3). Dans cette décomposition, on part et arrive a
I'origine si et seulement si les trajectoires unidimensionnelles ont la méme propriété. Le
nombre de chemins d-dimensionnels de taille 2n qui partent et arrivent en 0 est donc

0= 2 (o, 0 Gr) o ()

ni+--+nqg=n

Z ny,Ny,...,Ng,Ng

ni+--+nqg=n

) est plus petit que ((n%)!)d < ng‘i‘f: 73 pour une

Chaque coefficient multinomial (n "

1y--Ma

certaine constante Cy, donc

P"(0,0):@;)zn(i?) 2 (nl,.?,nd)Q

ni+-+ng=n

B Cd d"” n BCd
< V/nd2n pld=1/2 Z (nh o ,nd) T opd/2e

ni+--+ng=n

Comme cette série est sommable pour d > 3, on obtient bien la transience pour d > 3,
car K(0,0) = >, P"(0,0) < oo. D’autre part, pour d = 2, on a par l'identité de

Vandermonde \ ,
1 /2n\ < [(n 1 /2n C
Pn = — = — ~ —
(0,0) 16”<n>;(k> 16"(n) n’

qui n’est pas sommable ; donc K(0,0) = 400 et la marche aléatoire est récurrente nulle.

5. Files d’attente

Une autre catégorie de processus aléatoires que l'on peut étudier a I'aide de la
théorie des chaines de Markov est la classe des files d’attente. Ces processus ont pour
espace d’états N, et sont d’abord définis en temps continu. Soient A et B deux lois sur R
d’espérance finie, et ¢ > 1 un entier qui représentera le nombre de serveurs pour la file.
Les arrivées dans la file d’attente sont régies par un processus de renouvellement dont la
loi des sauts est donnée par A. Chaque client dans la file d’attente voit alors sa demande
servie par I'un des serveurs Si,...,S. en un temps aléatoire de loi B et indépendant des
arrivées, du serveur S; et des autres services. Si tous les serveurs S; sont occupés, le client
patiente dans la file d’attente jusqu’a ce qu’un serveur soit libre. L’état du processus est
le nombre N, de clients dans la file a I'instant ¢ : il augmente d’une unité a chaque arrivée
dans la file, et diminue d’une unité & chaque fois qu’un client de la file voit sa demande
servie.
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5.1. Files d’attente M /M /c et chaine de Markov associée. Un cas particulier
de files d’attente est celui ol les arrivées et les sorties sont régies par des lois A et B
exponentielles de paramétres respectifs A et u. On notera M /M /c une telle file d’attente
avec ¢ serveurs, l'entier ¢ pouvant étre égal a +o00. Dans ce cas, le processus (V;)ier, est
un processus de Markov d’espace d’états discret, les processus de Markov étant les généra-
lisations en temps continu des chaines de Markov détaillées dans ce chapitre. En pratique,
ceci signifie que pour tout temps t; <ty < --- <t, =1, on a une loi conditionnelle

o1+ p(z,x)dt + o(dt)
N =a] = {p(m, y) dt + o(dt)

oll p est une matrice indépendante de t et telle que Zyexp(x, Y)
Pour la file d’attente M/M/c, c’est bien le cas avec X = N et

six =y,
sl # v,
= 0 pour tout x € X.

P[Nt-i-dt = y|Nt1 =T1,. .-

—A—min(c,l)p sil=k,
plk,l) = 4 A sil=Fk+1,
min(c, 1) p sil=Fk—1,

et p(k,1) = 0 dans tous les autres cas. En effet, en utilisant la propriété d’absence de
mémoire des lois exponentielles, et I'identité en loi min(& (1), ..., E(pr)) = E(p+- - -+,
on peut calculer les lois conditionnelles de N;, 4 sachant Ny, et dans 'asymptotique dt =
o(1), on obtient bien la matrice de transition p ci-dessus, car e ¥ = 1 — vdt + o(dt). On
représente le plus souvent cette dynamique par le schéma suivant :

A A A
— — — — — —
1% 2p 3p

Soit (X, )nen la suite des valeurs distinctes prises par la file d’attente M/M/c (Vi)ier.
Cette suite est bien définie, et c’est une chaine de Markov de matrice de transition
0 1
K
Atp 0
2p A
A2u A2
ciL A
A-cp 0 A-cp
_cp
Acp Acp

Elle est clairement irréductible pour A, i > 0. Lorsque ¢ = 1, chaque transition prend un
temps d’espérance A + p, donc par la loi des grands nombres, le comportement asympto-
tique de (IVy)cr, est le méme que celui de (X,,),en avec n ~ )\+ . On s’attend donc a ce
que I'étude du processus (N;);cr, se rameéne a celle de la chaine de Markov associée (y
compris pour des valeurs de ¢ différentes de 1).
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5.2. Etude de la file d’attente M /M /1. Dans ce qui suit, on supposera ¢ = 1 et
I’état initial X, = 0 presque stirement. A chaque étape n, le nombre de clients X,, dans la
file d’attente augmente d’une unité avec probabilité p = A/(A+ ), et diminue d’une unité
avec probabilité ¢ = /(A + u), sauf si X,, = 0, auquel cas on a toujours X, = 1. Cette
singularité en 1’état 0, qui méne dans le cas récurrent positif & des calculs 1égérement plus
compliqués que ceux qui suivent, est résolue en introduisant Y, = max(X, — 1,0), qui
représente le nombre de clients dans la file, moins 1’éventuel client en train d’étre servi.
Le processus (Y,,)nen est une nouvelle chaine de Markov, irréductible et apériodique, de
matrice de transition

q
q

< o3
o3

Supposons pour commencer p > ¢. Une facon de représenter la chaine de Markov
(Xn)nen est de tirer des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes (i, (s, ..., Gy, - - -
avec P[; = 1] =1 —P[(; = —1] = p, et d’écrire

n
Xn = Z ILXi—HéO G+ Ix, =0
i=1
Cette définition récursive montre que X, est stochastiquement minorée par y ., (; : en
effet, pour tout indice 4, Lx, | (+ 1x, ,—o > ;. Comme p > ¢, Y ., ¢; tend vers U'infini
presque stirement, donc X,, — +00 p.s., et de méme pour Y. Les chaines de Markov
(Xn)nen et (Yy)nen sont donc transitoires.

Sip = g, alors (X}, ),en a les mémes probabilités de transition que (| Z,|)nen, 00 (2, )nen
est la marche aléatoire simple sur Z. Cette marche aléatoire réfléchie par I'axe x = 0 est
récurrente nulle d’apreés la discussion du paragraphe précédent. Il en va de méme pour
(Y, )nen. Le seul cas intéressant est donc celui ot p < ¢ (c’est-a-dire que A < p), ce que
nous supposerons dans toute la suite. On a dans ce cas récurrence positive pour (Y;,),en
(et par conséquent pour (X, ),en), car la mesure

=)= () oo

est laissée invariante par () et est de masse finie. L’invariance est une conséquence de la
propriété suivante : pour tous z,y, on a u(z) Q(z,y) = u(y) Q(y, ). On dit dans ce cas
que la mesure est réversible, et ceci implique I'invariance par @ :

pQw) =Y p(y) Qy,x) = > plx) Qa,y) = u(x).

Soit Too(k) = (1 — ) 2*, avec x = £. Par le théoréme ergodique, la loi 7, du nombre
de clients Y,, dans la file d’attente aprés n transitions tend vers m.,, qui est une loi
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géométrique. En particulier, le nombre moyen de clients non servis dans la file d’attente
en régime stationnaire my = 7, est donné par

ro A
—r =X

E. [Xo] =(1—2) kak =7
k=0

Sous ce méme régime, on peut étudier le temps moyen de séjour d'un client dans la file.
Supposons que le client arrive dans une file avec k clients. Pour que sa demande soit
traitée, il faut attendre k£ + 1 variables exponentielles de paramétre u, donc la loi du
temps de séjour sachant que le client arrive dans une file avec k clients est la convolée de
k + 1 variables exponentielles de paramétre p, c’est-a-dire la loi I'(k + 1, 1) de densité

k+14k

k!

La loi du temps de séjour est par conséquent donnée par

P[T > t] = inmu@ ( /t h “kz e ds)
=(n—A) i (/:o %)k e " ds> = /too(u — ) e WVs g

k=0

I

]]-tZO e_“t dt.

c’est-a-dire que c’est une loi exponentielle de parameétre p — A. En particulier, le temps
moyen de séjour est M—L\

5.3. Etude des files d’attente M /M /c et M/M /oo. Lorsque la file d’attente est
servie par ¢ > 1 serveurs (avec pour linstant ¢ fini), on s’attend a ce que pendant un
intervalle de temps de taille ¢, il y ait en moyenne At arrivées dans la file et jusqu’a cput
sorties, le taux de sortie pouvant étre inférieur a ¢t s’il y a moins de ¢ personnes dans la
file. D’apres la discussion précédente, on s’attend donc a la transience du systéme si A >
cp; & la récurrence nulle si A = cp; et a la récurrence positive si A < cu. Supposons dans
un premier temps A > cu. Comme dans le cas ¢ = 1, on peut construire (X,,),en de la fagon
suivante. Fixons ¢ suites de variables de Bernoulli indépendantes ( T(LI))neN, o ( T(LC))neN,
avec

Pl¢ =1 =1 - P[¢Y = —1] = M/ (A + kp),

et pour tout 7 < k et tout n, Q(lj ) > Q(Lk) presque strement (un tel couplage est toujours
possible). On peut alors définir récursivement X,, par

Xn = Z 1X¢—1=0 + 1Xi—1=1 Cz‘(l) +eeet ILXi71=c—1 Ci(671) + ILXi—lZC Cz’(C)'
=1

Alors, X, est minorée stochastiquement par » ., Ci(c), qui tend vers I'infini presque sii-
rement par la loi forte des grands nombres; donc la file d’attente M /M /c est transitoire
si A > cu. Si A = cpu, alors pour montrer la récurrence nulle, on peut construire la file
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d’attente comme suit. Soit (Y},),eny une marche aléatoire simple sur Z, et d’autre part,
(W )nen la chaine de Markov sur [0, ¢] de matrice de transition

0 1
A
e O 3
2u 0 A
p— 20 )\.—i-Q,u
(c=Dp 0 A
At(e—1)p A(e—1)p
1 0

On note Z,, = ¢+ |Y,|; c’est une chaine de Markov sur ’espace d’états [c + oo], irréduc-
tible et récurrente nulle ; tandis que (W), ),en la chaine de Markov sur [0, ¢], irréductible et
récurrente positive. La file d’attente (X,,),en peut maintenant étre construite par réunion
de (Wy)nen et de (Z,)nen. Soient RWL ... RWkE . les moments ol la chaine de Mar-
kov (W, )nen (issue de 0) passe par c; et RZ1 ... RZ* ... les moments ou la chaine de
Markov (Z,,)nen passe par c. On tire également une suite de variables aléatoires ((x)r>0

indépendante et de loi de Bernoulli avec P[(y = W] = 57 et PG, = Z] = /\J;\C#. On pose

alors :

(Xn>n€N - (Wg, Wl, ey WRXV,l, (Cl)Rgl’l—H’ ey (Cl)R£1,2, (CQ)REQQ_H, ey (CQ)REQ,:%, . )

Autrement dit, on entrelace aléatoirement des excursions de W et de Z a partir de ¢. On
peut vérifier que cette construction donne bien une chaine de Markov avec les transitions
de M/M/c. Comme les excursions de W et de Z sont toutes p.s. finies, on revient en ¢
une infinité de fois, et on a bien montré la récurrence de la chaine de Markov. De plus,
I’espérance du temps de retour en c est

CH W1 Z,1 CH w1
E [RX] = E[RY + E[R?*Y = ———E, R + 0o = o0,
(R = T BRY) + s BRZ = L2 B R
donc la chaine est récurrente nulle.
Supposons finalement A < cu, et posons x = ﬁ On peut construire une mesure

réversible donc invariante sur N pour la matrice de transition de (X,)nen, qui sera de
masse finie, car pour k > ¢, 'équation de réversibilité sécrit u(k + 1) = x p(k), avec
x < 1. Dong, la chaine (X,,),en est récurrente positive. La formule pour la mesure de
probabilité invariante dépend de selon k£ > c ou k < c.

Le cas ol ¢ = 400 est de facon surprenante beaucoup plus simple a résoudre. D’aprés
la discussion précédente, on s’attend a ce que la chaine de Markov M /M /oo soit toujours
récurrente positive, et en effet, on voit sans mal que la loi de Poisson de paramétre p = ﬁ
est une mesure invariante pour la chaine de Markov Y,, = max(X,, — 1,0). Ceci prouve
immeédiatement la récurrence positive, avec pour loi stationnaire 7, = P(p). Le nombre
moyen de clients dans la file d’attente en régime stationnaire est donc égal a p, et d’autre
part, la loi du temps de séjour dans la file est la loi exponentielle de paramétre p (chaque

client est servi immédiatement).
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