Mesure de Plancherel sur les arbres enracinés

mots-clés : mesure stationnaire, arbres enracinés, relation de commutation.

L'objectif de ce texte est d’étudier une mesure de probabilité et une marche aléatoire sur ’ensemble
T(n) des arbres enracinés de taille N. Par arbre enraciné de taille N, on entend un graphe connexe non
vide G = (V,E) avec N = |V| sommets, N — 1 = |E| arétes non orientées, et un sommet v € V
distingué qui est la racine. Deux arbres enracinés Gy = (v1, Vi, E1) et Gy = (vg, Va, Ey) sont identifiés
s’il existe une bijection ¢ : V; — V5 telle que 1(v1) = vy et telle que {a,b} € Ej si et seulement si
{(a),¥(b)} € Es. Par exemple, ’ensemble T(4) des arbres enracinés de taille 4 contient 4 arbres :
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Remarquons en particulier qu’avec notre définition d’arbre enraciné,

Lo

Dans la suite, les arbres enracinés seront dessinés avec la racine tout en haut, et les fenilles d’un arbre
sont bien slr les sommets de valence 1, qui apparaissent en bas de ’arbre. On note o ["unique arbre
enraciné de taille N = 1. On rappelle que si w, z sont deux sommets voisins d’un arbre enraciné en v,
on dit que z est un fils de w si et seulement si, pour la distance de graphe, dist(z,v) = dist(w, v) + 1.

1 Greffes et elagages

Sit € ¥(N)ett' € T(N + 1), onnotet ' sil’on peut obtenir ¢ & partir de ¢’ en retirant une
feuille a ¢’ (élagage). On note alors d(t,t') le nombre d’élagage, qui est le nombre de feuilles de ¢ qui
apres élagage donnent ¢t. Ce nombre peut étre différent du nombre de greffe u(t, '), qui est le nombre
de sommets de ¢ auxquels on peut greffer une feuille pour obtenir ¢'. Par exemple, avec les arbres

onad(t,t') = 1etu(t,t’) = 2. Un lien entre les deux quantités peut étre établi en introduisant le
groupe de symétrie d’un arbre t = (v,V, E), qui est le groupe SG(t) des permutations o : V' — V
telles que o(v) = v, et qui respectent les relations de descendance : w est un fils de v si et seulement si
o(w) est un fils de o (v). Le factenr de symétrie de t est le cardinal |[SG(t)| du groupe de symétrie. Une
application de la formule des orbites permet de montrer que si ¢t ¢/, alors on a

d(t, t")|SG(t)| = u(t, t") |SG(t)]. (1)



Dans I’exemple précédent, SG(t) contient deux éléments (on peut échanger les deux sous-arbres issus
des fils de la racine), tandis que SG(t) contient seulement I’identite.

Plus généralement, considérons deux arbres t € T(N) et t' € T(N + P) avec N, P > 0. On note
t <t s’il existe au moins une suite d’arbres t1, to, ..., tp_; telle que
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Les définitions des nombres de greffe et d’élagage s’étendent a ce cadre de la fagon suivante : on pose

d(t,t') = Z d(t,t1) d(t, ta) - d(tp-1,t);
t St St S Stpo S

ult,t') = > ult, ) uts,ts) - u(te-1,t),

t St St S Stpoy S

étant entendu que les sommes sont nulles si I'on n’a pas ¢ < t. Le nombre d’élagage d(¢,t’) (respec-
tivement, le nombre de greffe u(t,t')) est donc le nombre de fagons possibles d’obtenir ¢ a partir de
t' en retirant successivement des feuilles (respectivement, en ajoutant successivement des feuilles). La
relation (1) énoncée pour les paires d’arbres (¢,¢') avec t ¢’ s’étend par récurrence sur P = |t/| — |t]
a toutes les paires d’arbres.

2 Mesure de Plancherel

Pour tout arbre enraciné ¢, on pose d(t) = d(e,t) et u(t) = u(e,t). Soit N > 1. La mesure de
Plancherel sur T(V) est la mesure

d(t) u(t) @
Pylt] = N iy ()
=0 T e I O

Théoreme 1. Pour tout N > 1, Py est une mesure de probabilité sur T(N) appelée mesure de Plancherel.

(2)

Introduisons quelques notations. Etant donné un ensemble fini ou dénombrable S = {si}ier, on
note R[S] Pensemble des combinaisons linéaires formelles d’éléments de S'; en particulier, R[T(N)]
est un espace vectoriel de dimension |Z(V)| et dont une base est donnée par les arbres enracinés de
taille N. Un exemple d’élément de R[T(4)] est

x=3ﬁ—5/<f\.

Introduisons les trois applications linéaires Zn = N idcz(ny),

Dx RIZ(N +1)] = RIF(N)] . Uy RZ(N)] = RSN +1)]
=) d(t )t LY ult )t
t )t t St

On convient que %y = %, = 0. Alors, on a pour tout N > 1 I’identité remarquable
@N O %N — %N—l e} @N—l = %N' (3)

Par ailleurs, si chaque espace R[Z(N)] est muni du produit scalaire (t|t') = [SG(t)|1y=y), alors
I’identité (1) implique que les opérateurs Py et %y sont adjoints pour tout N > 1.
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Soit T = | |y>; T(N), et R[T] = P, o, R[T(NN)] 'ensemble des sommes formelles d’arbres enraci-
nés de tailles arbitraires. On étend a R[] le produit scalaire précédemment défini sur chaque R[Z ()],
en deécrétant que les sous-espaces R[T(N)] sont deux-a-deux orthogonaux. Les applications linéaires

D, %, % : RT| — R[Z] sont définies par les conditions suivantes :
Dris(N+1)) = DN ; Uriz(N) = UN ; Rriz(N) = XN,
et I’identité remarquable (3) donne la relation de commutation
DoU —UW oD =%.

En utilisant récursivement cette relation de commutation, on voit facilement que pour tout P > 1
et tout mot w en les opérateurs % et 7 (par exemple, w = Z3U*PU), il existe des polyndmes
(Cw.ap(P))ap>o tels que

WIR[T(P Z Cwap(P) (%" 0 D) riz(p)- (4)

a,b>0

Par exemple,

(PU wiz(py) = (% D)riz(py + Pidriz(
(P*U ) rizpy = (%> D )rizpy + (AP — 1)(%@) )+ 2P idggs

On admet dans ce qui suit que la décomposition (4) est unique. Ceci implique facilement :

Lemme 2. Les polynémes c,, o ,( P) vérifient la relation de récurrence :
Cow,ab(P) = Cwap-1(P) +((P—=0) +(P=b+1)4 -+ (P —=b+a)) cuwar1(P).

Preuve du théoreme 1. On va calculer Sy = 3, oy d(t) u(t). La discussion qui précede permet de
réécrire cette quantité comme Suit :

Sy = Z d(e Z <o| V) ue,t) = Z u(e,t) <02/N71(0)}t>

teT(N) teT(N) teT(N)

= @) | 2N @) = (2 U (o) | )
= Z C@N—l%N—l,aﬁ(l) <%a@b<.) | .>

a,b>0

= cgn-1gv-100(1),

la derniére identité provenant du fait que Z(e) = 0. La relation de récurrence du lemme 2 donne

N N\ /N -1
C@N—I%N—lﬂ’o(l) = <2> C@N720]/N—1’1’0(1) = <2> ( 9 ) C@N73%N71’270(1> = -

()T D

3 La chailne de Markov sur les arbres

Fixons un entier N > 2. On définit des probabilités de transitions Qn 4 : T(N)xT(N—1) — [0, 1]
et Qnu : T(N — 1) x T(N) — [0, 1] par les formules suivantes :
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d(t) d(t, t')

| d(t,t") u(t')
d(t') ’

Inall'B) = ) ult)

QN,u <t7 tl> =
Lemme 3. Les matrices rectangulaires Q. 4 et Q y ., sont stochastigues :

Vit € T(N), Z Qth t) . VteI(N Z Qn.u(t, 1)

teT(N teT(N

Démonstration. C’est évident pour la matrice Q) 4. Pour la matrice Q ., on va calculer pour tout
arbre t € T(N — 1) la somme

N 1 )
- Zd(t,t)u(t):|SG<t>| > u(t)<t Z dst >

t |t t'eT(N) sET(N
1 / AN 1 u / !
(O 20 = e (1] 97 @),

\SG ySG

En utilisant comme précédemment la relation de commutation entre & et %, on obtient :
N-1 NY N2
DU (o) = 5 U (o). (5)

On en déduit que S(¢) = (3) u(t). O

2

La propriété de matrice stochastique reste valable pour le produit matriciel Qn = Qn.4 Q v, dont
les coefhicients sont :

Qn(rt) = Y Qualr,s) Quuls.t).

s€ET(N-1)
Théoréme 4. Les mesures de Plancherel vérifient les relations :
Py QN,d =Py ; Pn_1 QN,u = Py.

La chaine de Markov sur T(N) de matrice de transition Qx est irréductible, apériodique et de mesure
invariante Py. Cette mesure est réversible.

Ainst, si Pon part d’un arbre enraciné t € T(N) et qu’on effectue un grand nombre de fois 'opé-
ration (€élaguer une branche suivant la loi de transition Q 4, puis greffer une feuille suivant la loi de
transition Q) ,), alors on obtiendra un arbre enraciné aléatoire de loi proche de Py.

Questions

1. Un arbre enraciné peut étre défini récursivement comme suit : c’est soit ’ensemble vide {} (arbre
trivial e), soit un multi-ensemble fini d’arbres enracinés (I’ensemble des sous-arbres issus des fils
de la racine, comptés avec multiplicités). Par exemple,

(ﬂ — ({01000
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10.

En utilisant cette description, montrer que les cardinaux Ty = |Z(N)| vérifient I'identité sui-

vante :
- 1
N __
ZTNm _xH(l_mN)TN
N=1 N>1

cette identité étant valable dans I’ensemble des séries formelles en la variable z. On pourra com-

mencer par rappeler le développement en série de ﬁ avec t € N*.

Déduire des calculs de la question précédente un programme récursif NombreArbres (N) qui
calcule Tyy. Donner les valeurs de Ty pour 1 < N < 10.

Soient ¢ et ' deux arbres enracinés de tailles respectives N et N+ 1. On choisit une identification
de V/(t) avec un sous-ensemble de V(¢'), et on note w, z les deux éléments de V(t') tels que
V(') = {z} UV (1), et tels que le pere de z dans ¢’ est w € V (t). Utiliser la formule des orbites

pour montrer que
sc(o) ,_ISGW)

tt) = ) = L

0= e 0 N T G
ou Fix(w, t) C SG(t) est le sous-groupe de permutations fixant w, et Fix(z,t') C SG(') est le
sous-groupe de permutations fixant z. Identifier les deux groupes Fix(w, t) et Fix(z,t'), et en

déduire la relation (1).

Expliquer pourquoti les deux formules dans I’équation (2) sont équivalentes. Calculer les proba-
bilités sous la mesure de Plancherel de tous les arbres enracinés de taille 4.

. Montrer que Zy et Zy sont adjoints pour les produits scalaires sur R[T(N)] et R[T(N + 1)].

Etablir I'identité remarquable (3). On pourra numéroter {vy, ..., Uy, Upi1,. .., Un} les sommets
d’un arbre enraciné ¢t € T(N), de sorte que les v;, sont les feuilles de t. Notons ¢;~, 'arbre
obtenu A partir de ¢ en supprimant la feuille vj, et t7=! ’arbre obtenu a partir de ¢ en rajoutant
une feuille fille du sommet v;. Exprimer en fonction des arbres ¢ ; et t' les deux expressions
Dn_1(t) et Un(t), et en déduire I'identité.

En utilisant unicité de la décomposition (4) et la relation de commutation 9% — % 9 = %,
démontrer le lemme 2. On pourra commencer par étudier les opérateurs (2% *)rjz(p) pour
a, P > 1.

. Expliquer pourquoi la matrice @ y 4 est stochastique. Démontrer ’identité (5) & partir du lemme

2, et expliquer pourquoi elle implique que S(¢) = () u(?).

. Démontrer entiérement le théoreme 4. Peut-on utiliser ce théoréme pour construire un arbre

suivant exactement la mesure de Plancherel Py ?

Proposer des programmes Python qui illustrent certains des résultats du texte. Si 'on veut
programmer des arbres (ce n’est pas obligatoire), on pourra utiliser dans Python/SageMath la
classe RootedTree (voir http://doc.sagemath.org/html/en/reference/combinat/sage/
combinat/rooted_tree.html). On pourra aussi utiliser sans démonstration la formule sui-
vante : pour t € T(N),

N!

dt) = .
Hwe\/(t) |tw|

ou t,, désigne le sous-arbre de ¢ issu du sommet w.


http://doc.sagemath.org/html/en/reference/combinat/sage/combinat/rooted_tree.html
http://doc.sagemath.org/html/en/reference/combinat/sage/combinat/rooted_tree.html
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