Nombre d’états visités par une marche aléatoire

mots-clés : marche aléatoire, transience, séries génératrices.

Soit d > 1un entier, et ;1 une mesure de probabilité sur le réseau Z? a support fini : card ({z € Z¢ | u(z) > 0}) < +oc.
La marche aléatoire de loi des pas p est la suite de vecteurs aléatoires (X, )nen définie par
Xo=(0,...,0) : Vn>1, Xp=Ti+To+ - +Th,
ou les pas T;>1 sont des vecteurs aléatoires indépendants et tous de loi f :
Vo € Z% Vi > 1, P[T; = x] = p(x).

Par exemple, sid = let pu = %(51 + %5,1, alors on retrouve avec (X, )nen la marche aléatoire simple symétrique sur
I’ensemble des entiers Z. Pour n > 1, on pose

Cp = card ({X1, Xo,..., Xpn}).

OnaC,, < npourtoutn > 1. Lobjectif de ce texte est de comprendre le comportement asymptotique de la suite aléatoire
(Cp)n>1 dans diverses situations. Sid = 2etsip = + (6(1,0)+0(—~1,0)+0(0,1) +0(0,—1) est la distribution de pas représentée
ci-dessous :
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alors on obtient la trajectoire suivante pour (X, )o<n<1000 :
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Les états visités sont coloriés uniquement lors de leur premiere visite, avec une couleur qui dépend du temps de premiére
visite (bleu au temps n = 0, et de plus en plus rouge jusqu’au temps n = 1000). La courbe suivante représente alors
(Cn)[)gnglOOO :
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A premiere vue, (Cy,)nen semble croitre linéairement avec n (avec bien stir des fluctuations aléatoires autour de ce
comportement moyen). Nous verrons plus loin que c’est bien le cas pour les marches aléatoires transientes, mais qu’il y a
une correction logarithmique a la croissance linéaire dans le cas de la marche bidimensionnelle présentée ci-dessus.

1 Taux de croissance linéaire

Dans cette section, d et p sont arbitraires. On note Rf = inf{n > 1| X,, = (0,...,0)}, avec par convention
R§ = +0o0 si la marche aléatoire (X, ),en ne repasse jamais par ’origine. Soit « = P[R{ = +00]. Lorigine 0 = (0, ..., 0)
est un état transient si et seulement si a > 0.

Théoreéme 1 (Kesten-Spitzer-Whitman). La suite (C),),>1 vérifie :

C

n
7 7 (n— o0, probabilité) -

Démonstration. Estimons les deux premiers moments de C,,. La différence C), 41 — Cy, vaut 1si Xp11 € {X3,..., X0}y
et 0 sinon. On a donc pour tout n > 1:

n

n
Cn = Z 1(Xi¢{X1,‘..,Xi71}) = Z 1(Xi7X17$O,‘..,Xi7Xi71;£O)'
=1

i=1
En prenant les espérances, on obtient :

n

Ch, 1 & 1
E{} == P+ 4T #0,....Ti+Ti1 0, T, #0] = = > P[X; #0, X5 #0,...,X; 1 #0].
K ni—l ni:l

Ch

est donc la moyenne de Cesaro d’une suite tendant vers a, et E[$2] —,,_, o, a. Pour le second moment,

Lespérance de
n

on développe le carré de C,, :

1<i,j<n 1<i<j<n
L’espérance de chaque variable de Bernoulli dans la somme ci-dessus peut étre majorée comme suit :

PIX; ¢ {X1,.... X1}, X; ¢ {X1,.... X;_1}]

<PIX; ¢ {X1,... . Xis1}, X; ¢ {X,.... X;_1}]

SPTG#0, Ti+Tia#0,.. , Tid -+ T2 #0, T #0, Tj+Tj—1 #0, Tj+ -+ Tiy1 #0]
SPIL#0, Ti+Tiq #0,... . Tid -+ T #0 P[T; #0, Ty +Tj_1 #0, T+ + Tipq #0] = a5,

avec o; = P[X; # 0, Xo #0,...,X,_1 # 0]. Comme o; — a et aj_; — « lorsque i et j — i tendent vers 'infini,
E[(£2)?] est majoré par % = O(n™1!) plus une moyenne de Cesaro de termes proches de 2. Ainsi,

E

((;"ﬂ <a? +o(1). (1)

En retranchant le carré de I'espérance, on obtient donc var(£=) = o(1), et I'inégalité de Bienaymé-Chebyshev donne

maintenant o
C C, var (==
IP’["—IE" Z€S¥—>n—>oo0
n n €
pour tout € > 0. On conclut en utilisant le fait que E[%] oo O O

Considérons par exemple la marche aléatoire sur Z* dont la loi des pas est uniforme sur les six directions (+1,0,0),
(0,£1,0) et (0,0, +1). Cette marche est transiente, avec un coeflicient « pour lequel il existe une formule exacte (obtenue
notamment par Montroll en 1964) :
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La courbe ci-dessus représente dans ce cas une trajectoire de (Cl,)o<n<1000, ainsi que la croissance linéaire an (en rouge).

2 Récurrence de la marche bidimensionnelle

D’aprés ce qui précede, si Iorigine est un état récurrent, alors <= tend vers 0, et le nombre détats visités croit sous-
linéairement. Pour étudier plus précisément le comportement de C), dans ce cas, on a besoin de savoir a quelle vitesse
P[R{ > n] tend vers 0.

Proposition 2. Pour la marche aléatoire bidimensionnelle standard,

P[Xn = (0,0)] = — + O(rﬂ)

™

Démonstration. La parité de la somme de ’abscisse et I’ordonnée change a chaque pas de la marche bidimensionnelle, ce
qui explique pourquoi on ne calcule que la probabilité d’un retour en 0 & un temps pair 2n. Cette probabilité est 3= fois
le nombre de chemins de longueur 2n reliant (0,0) a (0,0). Un tel chemin est constitué de n; pas vers le haut, n pas vers
le bas, ny pas vers la droite et ng pas vers la gauche avec n; +n2 = n. On a donc:

ek T @n-kC) £ (0

ni+nz=n nitna=n

Lidentité de Vandermonde assure que la somme des produits de coefficients binomiaux vaut ("), donc

1 (2n\?
Pl = (0.0)] = 3 (%) 6
Lestimée se déduit maintenant immédiatement de la formule de Stirling n! = (%)™ v/2wn (1 + O(n™'). Notons que
Iestimée implique que la marche aléatoire bidimensionnelle standard est récurrente : en effet, >~ P[X,, = (0,0)] =
+o00. O

On se concentre dans ce qui suit sur la marche aléatoire bidimensionnelle. Posons G1(z) = Y " P[ X5, = (0,0)] 2"
C’est une série entiére de rayon de convergence 1, et lorsque z s’approche de 1 en restant dans le disque unité,

)=14— Z+O<Z 12" )z—ilog(l—z)—kO(l)

n=1

car la série Zn | 7= est convergente. Posons ensuite G3(z) = > o | P[R§ = 2n] 2™. On introduit plus généralement le
temps de k-iéme retour

R(()k) = mf{n > R(()k_l) I Xn = (070)}7



k . . .. .
étant entendu que R((J ) = Joosil y a moins de k retours en 'origine. La propriété de Markov forte permet de montrer

par récurrence sur k > 1 I’identité suivante :
Vk > 1, Goxl Z P[RS = 2n] 2" = (Ga(2))". (4)

Proposition 3. Pour tout z nombre complexe de module plus petit que 1, G1(z) = #z(z)

Démeonstration. Si X, = (0,0), alors 2n est 'un des temps de retour en 0. On a donc :

Gl(z):1+§:P[X2n—(OO i(iPR(k—% >—1+ZGM
k

n=1 =1
et ’équation (4) permet de conclure. O

En particulier, puisque G1(z) tend vers I'infini lorsque z tend vers 1, G2(2) doit tendre vers 1 et ceci implique que
P[R$ < 400] = Go(1) = 1; la marche aléatoire bidimensionnelle est donc récurrente. Par le Théoréme 1, on a donc
dans ce contexte la convergence en probabilité <= — 0. Considérons finalement G3(2) = >_oc  P[R{ > 2n] 2". Comme

P[RS > 2n] =", P[R$ = 2k], une interversion de sommes donne la relation

GQ(Z)—l _ 1
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Ceci implique qu’au voisinage de z = 1, la série entiere G(z) s’écrit

™

Ga(2) ~ot T loa = 2)

Dans ce contexte, on peut utiliser le :

Théoréme 4 (Hardy-Littlewood, 1914). Soit G (2) = Yo7 an 2™ une série entiére a coefficients positifs et décroissants, de

rayon de convergence 1, avec G(z) ~ -1 L - m lorsque = tend vers 1 par valeurs inférieures. Alors, a, ~p_s 4o 10;; -

Nous admettrons ce résultat asymptotique, qui est un cas particulier de la théorie de transfert des singularités des séries
entieres en des comportements asymptotiques de leurs coefficients. Ceci implique I'estimée

™

"~ logn

lorsque n tend vers I'infini.

3 Croissance sous-linéaire du nombre d’états pour la marche bidimensionnelle

Lestimée fine P[Rj > n] =~ fogn permet de préciser le comportement asymptotique de (Cp)nen pour la marche
aléatoire bidimensionnelle :

Théoreme 5 (Dvoretzky-Erds, 1951). Pour la marche aléatoire bidimensionnelle standard, on a la convergence

(logn) Ciy

n (n—oo, probabilité) T -

Démonstration. On reprend les mémes arguments que dans la preuve du Théoréme 1. Lespérance de C,, s’écrit
E[Cy] = ZP[Xl #0, Xo #0,...,X; 1 #0] = Zah
i=1 i=1

/ . \ n .
elle est donc équivalente a w2 Puis,

E(Ch)? ] <2 > aiaj; +E[C,).

1<i<j<n

La somme double est équivalente a (7% ~)2, donc la variance de C), est un (o7 —)2. L'inégalité de Bienaymé-Chebyshev
permet de conclure. 0



Questions

1.

10.

Ecrire un programme qui calcule la suite (Cy,) 1<, < N pour une marche aléatoire (X, )nen sur Z% avec d € {1,2, 3,4},
et avec les pas choisis uniformément parmi les 2, 4, 6 ou 8 directions +e; possibles, e; désignant le i-ieme vecteur
de la base canonique. Dans toutes les questions qui suivent, les marches aléatoires considérées sur ces réseaux auront
cette distribution de pas (marche aléatoire standard).

. Donner des estimations du paramétre « lorsque d = 3 ou 4. Pour d = 3, comparer avec la formule (2). Lorsque

d = 2, écrire un programme en rapport avec le théoréme de Dvoretzky-Erdds.

. Lorsque d = 1, on note M,, = max({X1,...,Xn}) et my, = min({X1,..., X, }). Quelle est la relation entre C,,

M,, et m,, ? Montrer que pour tout b € N,

P[C,, > 2b+ 1] < 2P[M,, > b].

. On suppose toujours d = 1. Soit b et a deux entiers, avec b > 0. Etablir par un décompte de chemins I'identité

P[M, >bet X, =a] = P, =l e 25,
P[X, =2b—a] sia<b.

Si a < b, on pourra associer a tout chemin C' = (0 = zg, x1,...,Tm, ..., T, = a) qui atteint ou dépasse b avant le
temps n et qui s’arréte en a le chemin C' = (0 = zg, 21, .., T, 20 — Tyt 1, - - ., 2b — 2, = 20 — a) qui commence
de la méme fagon que C, mais qui est réfléchi par rapport a la droite y = b & partir du temps m < n ou C atteint le
niveau b. Faire un dessin de cette transformation, et identifier les ensembles de chemins qu’elle met en bijection.

Déduire de ce qui précede que P[M,, > b] = P[X,, > b] + P[X,, > b+ 1], puis que la suite de variables aléatoires
(\C/%)nZI est tendue :

C,
.m _ > = .

. On admet que C—\/% admet une loi limite lorsque d = 1 et n tend vers I'infini; la question précédente est un premier

pas vers ce résultat. Illustrer cette loi limite par des programmes.

. Démontrer complétement I’estimée (1). On demande en particulier de préciser ’'argument de somme de Cesaro,

qui est utilisé avec une somme double sur des indices ¢ et j (indication : on pourra mettre de coté dans la somme les
indices i et j tels que i ou j — i est trop petit).

. La preuve de la Proposition 2 repose en particulier sur I'identité de Vandermonde

!
Z n m _(n+m
E)\l—-k) l
k=0
valable pour tous entiers 1, m, [ > 0 (dans le texte, on utilise le cas particulier n = m). Donner une preuve de cette
identité.

—l 2 . . L . .
. Si (Xr(l ))neN et (Xf«b ))neN désignent respectivement les marches aléatoires standards en dimensions d = 1 et d = 2,

alors I’équation (3) se réécrit :

PLXE = (0.0)] = (BLxS) = 0)) .

. .. . . . ., 2
Donner une preuve directe de cette factorisation, en identifiant deux marches aléatoires indépendantes dans (X s ))ne N
(indication : tourner la téte de 45 degrés).

. Démontrer les identités (4) et (5) (pour la seconde identité, on pourra utiliser le résultat de la Proposition 3).

Question bonus. On revient a la question 5. et on note v la loi limite de % en dimension d = 1, qui est une loi sur
R . Proposer des programmes qui illustrent le fait suivant : pour toute loi de pas yu sur Z telle que -, ., (k) k = 0

et >z 1(k) k* = 1 (donc, pas forcément avec pu = 1 6, + 3 6_1), on a la méme loi limite v pour \C}E
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