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KIT MEANWHILE HAD BEGUN to frequent the Applied Mechanics Institute. Since Prandtl’s recent dis-
covery of the boundary layer, things over there had been hopping, with intense inquiry into matters
of lift and drag, powered flight poised like a new-feathered bird at the edge of history. Kit had
not thought much about aerodynamics since his brainless sojourn in the Vibe embrace, when in the
course of golfing parties out on Long Island he had become acquainted with the brambled guttie, a
gutta-percha ball systematically roughened away from the perfectly spherical by molding little knobs
all over the surface area. What he could not help noticing then, even though he was not all that crazy
for the game, so inordinately populated by the likes of Scarsdale Vibe, was a particular mystery of
flight—the undeniable lift of heart in seeing a struck ball—a tee shot especially—suddenly go into
a steep ascent, an exhilarated denial of gravity you didn’t have to be a golfer to appreciate. There
being enough otherworldliness out on the links already. Finding himself more and more drawn to
the microcosm on the other side of the Biirgerstrafle, Kit soon understood that the brambling of the
golf-ball surface had been a way to keep the boundary layer from detaching and falling apart into
turbulence which would tend to drag the ball down, denying it its destiny in the sky. When he
mentioned this in conversations at the saloons along the Brauweg frequented by engineering and
physics students, some immediately suggested implications for the Earth, a brambled spheroid on
the grand scale, in its passage through the Zther, being lifted not in the third dimension but on a
euphoric world-line through Minkowski’s “four-dimensional physics.”

“What happened to vectorism?” Yashmeen teased.

“There are vectors,” Kit replied, “and vectors. Over in Dr. Prandtl’s shop, they're all straightfor-
ward lift and drift, velocity and so forth. You can draw pictures, of good old three-dimensional space
if you like, or on the Complex plane, if Zhukovsky’s Transformation is your glass of tea. Flights of
arrows, teardrops. In Geheimrat Klein’s shop, we were more used to expressing vectors without
pictures, purely as an array of coefficients, no relation to anything physical, not even space itself,
and writing them in any number of dimensions—according to Spectral Theory, up to infinity.”

“And beyond,” added Giinther, nodding earnestly.

IN HILBERT's cLASS one day, she raised her hand. He twinkled at her to go ahead. “Herr Geheimrat—"

“"Herr Professor’ is good enough.”

“The nontrivial zeroes of the {-function...”

“Ah.”

She was trembling. She had not had much sleep. Hilbert had seen that sort of thing before, and
rather a good deal of it since the turn of the century—since his own much-noted talk at the Sor-
bonne, he supposed, in which he had listed the outstanding problems in mathematics which would
be addressed in the coming century, among them that of the zeroes of the {-function.

“Might they be correlated with eigenvalues of some Hermitian operator yet to be determined?”

The twinkle, as some reported later, modulated to a steady pulsation. “An intriguing suggestion,
Fraulein Halfcourt.” Usually he addressed her as “my child.” “Let us consider why this should

”

be so.” He peered, as if she were an apparition he was trying to see more clearly. “Apart from
eigenvalues, by their nature, being zeroes of some equation,” he prompted gently.

“There is also this... spine of reality.” Afterward she would remember she actually said “Riickgrat
von Wirklichkeit.” “Though the members of a Hermitian may be complex, the eigenvalues are real.
The entries on the main diagonal are real. The {-function zeroes which lie along Real part = 1/2, are
symmetrical about the real axis, and so...” She hesitated. She had seen it, for the moment, so clearly.

“Let us apply some thought,” said Hilbert. “We will talk about this further.” But she was to leave
Gottingen shortly after this, and they would never have the chance to confer. As years passed, she
would grow dim for Hilbert, her words those of an inner sprite too playful to frame a formal propo-
sition, or to qualify as a fully habilitated Muse. And the idea itself would evolve into the celebrated
Hilbert-Pélya Conjecture.

T. Pynchon, Against the Day, p. 678-679, 2006.
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Avant-propos

Si G est un groupe fini et si V est une représentation linéaire complexe et de dimension
finie de G, la théorie de Schur permet de décomposer de maniére unique V en somme directe
de modules irréductibles. Ainsi,

\%4 ~cG @ n /\VA ’
r€G

ot G est I'ensemble (fini) des classes d’isomorphismes de CG-modules simples, et ou les 71,
sont des entiers positifs ou nuls. Ce résultat bien connu peut étre réinterprété de maniere
probabiliste : toute représentation (réductible et non réduite a 0) V de G fournit une mesure
de probabilité sur G — la mesure de Plancherel de V, voir la définition 3.2 — définie par

ny dim VA

dim V
Considérons alors une famille croissante de groupes finis (G, ),eN, et une famille « naturelle »
de représentations (V,),en de ces groupes — par exemple, on peut prendre V,, = CG,,. La
théorie asymptotique de ces représentations est 'ensemble des résultats qui permettent de
répondre aux questions suivantes :

Py[A e G] =

1. A-t-on des résultats de convergence pour les variables aléatoires A € G, tirées suivant
les mesures Py, ? Par exemple, si ¢ est un élément d'un groupe G, et si A est tiré au
hasard suivant la mesure Py, _ , que dire de la variable aléatoire

xM8),

ot x" est le caractere irréductible associé a la classe d’isomorphismes de CGy-modules
simples A ?

2. Plus généralement, sans fixer de famille de représentations (V,),en, comment exprimer
simplement un caractére irréductible x*(g) avec A € Gy et N grand, et ¢ fixé dans un
groupe G,<n ? Quels sont les liens entre les représentations des « grands » groupes Gy,
N tendant vers l'infini, et les représentations de la limite inductive G, = limy, 00 G ?

3. Les centres Z(CG,) des algebres des groupes G, ont-ils des propriétés communes? En
particulier, les classes de conjugaison vérifient-elles des relations « génériques », c’est-a-
dire indépendantes de la taille n du groupe?

A partir des années 60, et suite au développement de I'analyse harmonique abstraite sur
les groupes infinis et aux articles précurseurs [FH59] et [Tho64], une théorie asymptotique
des représentations a été démontrée pour la famille des groupes symétriques (S,),eN. Les
éléments de &, sont les partitions de taille 7 (voir le chapitre 1), c’est-a-dire les suites décrois-
santes d’entiers A = (A > --- > A,) telles que

M+A+--+A =n;



par conséquent, toute représentation de &,, fournit un modele de partition aléatoire, i.e., une
mesure de probabilité sur 'ensemble des partitions de taille n. Les travaux de Kerov et Vershik
([KV77, KV81, Kerg3a]) ont montré que sous les mesures de Plancherel des représentations
régulieres des groupes G, les partitions d’entiers étaient concentrées gaussiennement autour
d’une « forme limite » (théoremes 3.3 et 3.4).

Les motivations de la théorie asymptotique des représentations sont multiples, et au cours
des deux dernieéres décennies, des liens ont été établis entre cette théorie et la théorie des ma-
trices aléatoires (cf. [BOOo0o0, Okooo]), le probleme d"Ulam des plus longs sous-mots croissants
dans un mot aléatoire ([BD]J9g, BDJoo, Joho1]), les probabilités libres (voir [Biag8]), les pavages
et les surfaces aléatoires (voir [OR03]), et méme la théorie de Gromov-Witten ([Okoosb]) et les
équations aux dérivées partielles hydrodynamiques ([Kergsb, Kergg]). Retenons trois motiva-
tions essentielles :

1. La mesure de Plancherel d’'un G-module est évidemment importante pour l'analyse
harmonique abstraite sur le groupe G. Ainsi, en connaitre les propriétés apporte un
point de vue nouveau (probabiliste) sur la théorie des représentations de G. Par exemple,
dans le cas du groupe symétrique, ce nouveau paradigme a poussé Ivanov, Kerov et
Olshanski a construire 'algebre des permutations partielles ([[Kg9, [002]), que 1’on peut
aussi interpréter comme algebre d’observables des partitions d’entiers (cf. les chapitres
2 et 12), et qui apporte une explication simple a de nombreux résultats sur la structure
des (centres des) algebres des groupes symétriques. Dans ce mémoire, outre le groupe
symétrique, nous serons amené a étudier les groupes de Lie classiques sur les corps
finis ; leur théorie des représentations est nettement plus complexe (voir le chapitre 6),
et on peut espérer que I'approche probabiliste simplifie sa compréhension, ou du moins
apporte de nouvelles idées dans ce domaine (voir par exemple les résultats du chapitre
12, et le paragraphe 13.4).

2. Les mesures de Plancherel des représentations des groupes classiques ont souvent des
interprétations combinatoires. En particulier, en utilisant 1’algorithme RSK (cf. §3.1), Lo-
gan, Shepp, Kerov et Vershik ([LS77, KV77]) ont ramené le probleme des plus longs
sous-mots croissants dans une permutation aléatoire a 1'étude asymptotique des me-
sures de Plancherel des représentations régulieres des groupes symétriques, et ainsi
résolu le probleme d’Ulam. On peut donc espérer résoudre des problemes purement
combinatoires a I'aide de la théorie asymptotique des représentations; par exemple, les
résultats que nous avons obtenus sur les g-mesures de Plancherel peuvent étre énoncés
en termes de statistiques des permutations aléatoires distribuées suivant un potentiel
proportionnel & leur indice majeur (corollaires 8.6 et 8.8).

3. Les méthodes employées et les résultats obtenus en théorie asymptotique des repré-
sentations sont a rapprocher des méthodes et des résultats de la théorie des matrices
aléatoires. Ces similarités seront évoquées en détail dans les chapitres 4 et 5; il est
trés difficile d’établir un lien direct entre ces deux sujets (la meilleure tentative est pro-
bablement I'article d’Okounkov [Okooo]), mais on retrouve les mémes lois limites, les
mémes processus ponctuels déterminantaux, les mémes processus gaussiens, efc. de part
et d’autre. Ainsi, les modeles de partitions aléatoires issus de la théorie (asymptotique)
des représentations doivent étre envisagés comme des analogues discrets des modeles
de matrices aléatoires, et une avancée dans 1'un des domaines peut donner de nouvelles
idées pour résoudre les problemes de l'autre.



Au cours de cette these, nous avons établi des résultats analogues aux résultats asympto-
tiques classiques pour les mesures de Plancherel des représentations réguliéres des groupes
symétriques, mais pour d’autres familles de groupes finis, et pour d’autres familles de re-
présentations des groupes symétriques. Compte tenu de la classification des groupes finis
simples, les familles intéressantes qui viennent immédiatement apres la famille (S, ),cn sont
les familles de groupes de Chevalley classiques

(GL(1,Fg))newn, (U(n,Fp2))nen, (Sp(21,Fg))nen, (O(n,IFy))nen, etc.

Ainsi, nous nous sommes essentiellement penchés sur le cas des groupes finis de matrices
GL(n,TF,;), et nous avons étudié des familles de représentations de ces groupes qu’on peut
voir comme g-déformations des représentations régulieres &, ~ C&,, (chapitre 6 a 8). Plus
précisément, nous avons établi des résultats de concentration gaussienne pour les q-mesures
de Plancherel (théorémes 8.5, 8.7 et 8.15), qui sont les mesures de probabilité associées aux
représentations

GL(n,F,) ~ C[F(n,F,)],

ou F(n,F,;) = GL(n,F,)/B(n,F,;) désigne la variété des drapeaux complets de taille n sur le
corps IF; (voir [FM10, Mé1ob]). En réalité, on retrouve ces phénomenes de concentration gaus-
sienne dans un contexte beaucoup plus général, a savoir celui des modules sur un groupe de
Chevalley fini obtenus par induction parabolique a partir d’un caractere cuspidal d’un sous-
groupe de Lévi rationnel (chapitre 9). On a en particulier établi un résultat de concentration
gaussienne pour l'analogue en type B du cas précédemment exposé (théoremes 9.7 et 9.8),
c’est-a-dire pour les représentations

Sp(2n,F,) ~ C[F®(n,F,)],

ou FB(n,F,) = Sp(2n,F,)/BSp(2n,F,) désigne la variété des drapeaux totalement aniso-
tropes complets de taille n sur le corps IF; (dans un espace symplectique de dimension 2n).

Incidemment, cette théorie asymptotique des représentations des groupes de Chevalley
finis peut étre réinterprétée en termes de représentations des groupes symétriques, ou plus
précisément en termes de représentations des algébres d’"Hecke des groupes symétriques (et
des autres groupes de Coxeter classiques). C’est ce point de vue qui nous a permis d’adap-
ter les arguments de Kerov et Vershik, et d’établir nos résultats de concentration gaussienne.
Ainsi, les modeles algébriques présentés ci-dessus constituent de nouveau des modeles de
partitions aléatoires. Les partitions d’entiers sont des objets sont de nature géométrique pla-
naire, et elles peuvent étre étudiées a 'aide d"une algebre d’observables modelée sur 1’algebre
des fonctions symétriques ([[Oo2] ; chapitre 2). Cette algébre & est I’analogue pour 'ensemble
% de toutes les partitions d’entiers de 'algebre des fonctions rationnelles pour une variété
algébrique; ainsi, ses éléments sont les fonctions « polynomiales » des partitions. Elle permet
de traiter avec le méme formalisme :

les représentations régulieres des groupes symétriques (chapitre 3),

les représentations des groupes GL(n, [F;) sur les modules C[F (n,F,;)] (chapitre 8),

les représentations de Schur-Weyl des groupes symétriques sur des produits tensoriels
(chapitre 10),

et les modeles de Gelfand des groupes symétriques (chapitre 11).



Concernant les représentations de Schur-Weyl, nous sommes parvenus a préciser les résultats
de P. Biane ([Biao1a]), et nous avons montré que le théoreme central limite de Kerov était
également valable dans ce contexte (cf. [Mé1oc] et le chapitre 10), a une translation pres le long
de I'axe des abscisses. Ce résultat de concentration gaussienne des formes des diagrammes de
Young est aussi valable pour les mesures de Gelfand des groupes symétriques (cf. [Mé1oa] et
le chapitre 11), et possede ainsi un caractére universel.

Nous avons mentionné ci-dessus que l'outil principal de notre étude asymptotique était
I'algébre & des observables, dont les espérances jouent un role similaire pour les partitions
aléatoires au role joué par les moments pour des variables aléatoires réelles. Or, l'algebre & se
révele étre isomorphe a une sous-algébre commutative de 1’algébre d’Ivanov-Kerov des per-
mutations partielles, que 1’on peut voir comme une limite projective des algéebres des groupes
symétriques. Cette algébre permet de démontrer des identités génériques dans les algebres
des groupes symétriques, c’est-a-dire des identités indépendantes de la taille n du groupe
symétrique. Nous avons tenté de généraliser cette construction au cas d’autres algebres, no-
tamment les algebres d'Hecke (S, et les algebres des groupes linéaires finis GL(n,[F;) ;
en particulier, nous avons démontré 1’analogue pour les centres des algebres d’Hecke d'un
théoreme de Farahat et Higman (cf. [Mé1od]). Toutes ces constructions rentrent dans le cadre
extrémement général et quelque peu bourbakiste des fibrés de semi-groupes par des semi-
treillis. Dans ce méme contexte, on peut formaliser des problémes combinatoires sur les per-
mutations, par exemple le probleme des nombres de Hurwitz.

La premiere partie de ce mémoire rappelle les résultats connus en théorie asymptotique
des représentations pour les groupes symétriques. Nous avons pris la liberté de rédiger un
exposé complet de cette théorie'; ainsi, le lecteur pourra comprendre l'origine des outils
employés pour I'étude asymptotique des algébres d’Hecke et des groupes linéaires finis, et il
aura une idée de I'étendue des résultats qu’on peut espérer obtenir dans ce nouveau cadre.

Les chapitres 1 a 5 ne contiennent donc aucun résultat nouveau, mais leur lecture rendra
nettement plus naturels les raisonnements des chapitres ultérieurs.

La seconde partie du mémoire est consacrée a la théorie asymptotique des représenta-
tions des groupes de Chevalley finis sur leurs variétés de drapeaux. La combinatoire des
représentations de ces groupes est hautement non triviale (notamment pour un lecteur proba-
biliste) ; nous rappelons donc cette théorie dans le chapitre 6, et nous y traitons en détail le cas
des groupes GL(#,IF;). Les chapitres 7 a 9 sont consacrés au coeur du probléme, c’est-a-dire
I'étude asymptotique des g-mesures de Plancherel ; en particulier, on y démontre les résultats
asymptotiques 8.5, 8.7, 8.15, 9.7 et 9.8, qui sont les analogues des résultats de Kerov et Vershik
pour le groupe symétrique.

Dans la troisieme partie, nous adaptons les outils utilisés pour I'étude des mesures de
Plancherel et des g-mesures de Plancherel au cas des mesures de Schur-Weyl et des mesures
de Gelfand. Ainsi, le chapitre 10 est consacré aux mesures de Schur-Weyl, qui en fonction des
valeurs de leurs parametres exhibent trois régimes asymptotiques distincts ; nous démontrons
en particulier les théorémes 10.15 et 10.22. Dans le chapitre 11, nous étudions une autre fa-
mille de représentations des groupes symétriques, les modeles de Gelfand ; leurs propriétés
combinatoires sont liées a 'énumération des racines carrées dans les groupes symétriques.

1. Un exposé semblable est donné par A. Hora dans [Horoy].



Enfin, la derniere partie est consacrée aux généralisations de la construction d’Ivanov-
Kerov ([[K99]) et du théoreme de Farahat et Higman ([FIH59]). Dans le chapitre 12, on dé-
montre un analogue de ce théoréeme pour les éléments de Geck-Rouquier dans les centres
des algebres d’Iwahori-Hecke de type A ([Mé1od]). Dans le chapitre 13, on montre que les
constructions a la Ivanov-Kerov rentrent dans le cadre des fibrés de semi-groupes, et on ap-
plique ces notions au probléme des nombres de Hurwitz. Il est vraisemblable qu'un théoreme
de type Farahat-Higman soit valable dans le contexte des centres des algébres des groupes
GL(n,IF;); on explique cette conjecture a la fin du chapitre 13. Le schéma qui suit résume
le plan que nous venons de dresser, et indique les prérequis logiques a la lecture de chaque
chapitre.

Chapitre 1. Permutations, partitions,

représentations du groupe symétrique.

Chapitre 2. Observables de diagrammes.

Chapitre 6. Groupe linéaire fini.

'

Chapitre 3. Mesure de Plancherel. Chapitre 7. Algebres d'Hecke.
Chapitre 4. Groupe symétrique infini, > Chapitre 8. g-mesure de Plancherel.
processus ponctuels déterminantaux.

Chapitre 9. Mesures

Chapitre 5. Matrices et d’induction parabolique.
permutations aléatoires.

Chapitre 10. Mesures Chapitre 11. Mesures
de Schur-Weyl. de Gelfand.
Chapitre 13. Fibrés de semi-groupes Chapitre 12. Algebre

et limites projectives d’algebres de groupes. d’Hecke-Ivanov-Kerov.




Foreword

If G is a finite group and V is a finite-dimensional complex linear representation of G, the
Schur theory allows to decompose V' in a unique way as a direct sum of irreducible modules.
Hence,

|4 ~cG @ n /\VA ’
AeG

where G is the set of isomorphism classes of simple CG-modules, and the 1,’s are non-
negative integers. This well-known result can be restated with a probabilistic point of view:
any (reducible and non-zero) representation V of G yields a probability measure on G — the
so-called Plancherel measure of V, see Definition 3.2 — that is defined by

~ n, dim VA
Pvir €6l = =gy

Then, let us consider an increasing family of groups (G,),en, and a “natural” family of rep-
resentations of these groups (V,,),en — for instance, one can take V;,, = CG,,. The asymptotic
theory of these representations is the set of results related to the following questions:

1. Does one observe convergence phenomena for the random variables A € G, picked
according to the measures Py, ? For instance, if g is in some group G, and A is chosen
randomly according to the distribution Py, _,, how does the random variable

x'(g)

behave, where X/\ is the irreducible character associated to the isomorphism class of
simple CGy-modules A?

2. More generally and without fixing a family of representations (V;),eN, can one exprime
in a simple way the irreducible character value x(g), with g fixed in some group G,,
and A € Gy with N > n? Can one relate the representations of the “big” groups Gy
where N goes to infinity, and the representations of the inductive limit G, = hﬂn%m Gy?

3. Do the centers Z(CG,) of the group algebras of the G,,’s share some properties? In par-
ticular, do the conjugacy classes satisfy some “generic” identities, that is to say, identities
that do not depend on the size n of the group?

From the 60s, and following the development of abstract harmonic analysis on infinite groups
and the precursor papers [FH59] and [Tho64], an asymptotic representation theory has been
proved for the family of symmetric groups (S,),cN. The elements of G, are the partitions of

size n (see Chapter 1), that is to say, the non-increasing sequences of integers A = (A > - -+ >
Ay) such that

M+A+--+A =n;

X



consequently, any representation of &, yields a model of random partition, i.e., a probability
measure on the set of partitions of size n. Kerov and Vershik ([KV77, KV81, Kerg3a]) have
shown that under the Plancherel measures of the regular representations of the groups &,,
the partitions exhibit a gaussian concentration around a “limit shape” (Theorems 3.3 and 3.4).

The motivations of asymptotic representation theory are numerous, and during the two
last decades, connections have been established between this theory and random matrix the-
ory (cf. [BOOoo, Okooo]), Ulam’s problem of longest increasing subsequences in random
words ([BDJ9g, BDJoo, Joho1]), free probability (see [Biag8]), random tilings and random sur-
faces (see [OR03]), and even Gromov-Witten theory ([Okoosb]) and hydrodynamic partial
differential equations ([Kergsb, Kergg]). Let us put emphasis on three essential motivations:

1. The Plancherel measure of a G-module is obviously important in the setting of abstract
harmonic analysis on the group G. Thus, a good knowledge of its properties provides a
new (probabilistic) point of view on the representation theory of G. For example, in the
case of the symmetric group, this new paradigm lead Ivanov, Kerov and Olshanski to
construct the algebra of partial permutations ([IK99, IO02]), that can also be interpreted
as an algebra of observables of integer partitions (cf. Chapters 2 and 12), and that
provides simple explanations to numerous results on the structure of the (centers of the)
algebras of the symmetric groups. In this thesis, in addition to the symmetric group,
we shall study the classical Lie groups over finite fields; their representation theory
is substantially more complex (see Chapter 6), and one can hope that the probabilist
approach will simplify its understanding, or at least bring new ideas in this domain (see
for instance the results of Chapter 12, and Paragraph 13.4).

2. The Plancherel measures of the representations of the classical groups often have com-
binatorial interpretations. In paticular, by using the RSK algorithm (c¢f. §3.1), Logan,
Shepp, Kerov and Vershik ([LS77, KV77]) have reduced the problem of longest increas-
ing subsequences in a random permutation to the asymptotic study of the Plancherel
measures of the regular representations of the symmetric groups, thus solving Ulam’s
problem. So, one can hope to solve pure combinatorial problems thanks to asymptotic
representation theory; for instance, the results that we have obtained for the g-Plancherel
measures can be stated in terms of statistics of random permutations distributed accord-
ing to a potential proportional to their major index (Corollaries 8.6 and 8.8).

3. The methods and the results of asymptotic representation theory should be related to
those of random matrix theory. These similarities will be explained in detail in Chapters
4 and s5; it is very difficult to establish a direct link between these two subjects (the best
attempt is probably Okounkov’s article [Okooo]), but one observes the same limiting
distributions, the same determinantal point proceses, the same gaussian processes, etc.
on both sides. Hence, the models of random partitions stemming from (asymptotic) rep-
resentation theory should be thought of as discrete analogues of the models of random
matrices, and a breakthrough in one domain should bring new ideas in order to solve
problems on the other side.

During this thesis, we have established results that are analog to the classical asymptotic
results regarding the Plancherel measures of the regular representations of the symmetric



groups, but for other families of finite groups, and for other families of representations of the
symmetric groups. According to the classification of finite simple groups, the next interesting
examples after the family (&, ),cn are the families of Chevalley groups of classical type:

(GL(1,g))nen, (U(n,Fp))nen, (Sp(21,Fg))nen, (O(n,IFy))nen, etc.

We have focused mainly on the case of groups of matrices GL(n,F,), and we have studied
families of representations of these groups that can be seen as g-deformations of the (left)
regular representations &, ~ C&,, (Chapters 6 to 8). More precisely, we have established the
gaussian concentration of the g-Plancherel measures (Theorems 8.5, 8.7 and 8.15), which are
the probability measures related to the representations

GL(n,F;) ~ C[F(n,F,)],

where F(n,IF;) = GL(n,IF;)/B(n,[F;) is the variety of complete flags of size n over the finite
field IF; (see [FM10, Mé1ob]). In fact, these phenomena of gaussian concentration occur in a
much broader context, namely, for modules over finite Chevalley groups that are obtained by
parabolic induction from a cuspidal character of a rational Levi subgroup (Chapter 9). For
instance, we have shown that gaussian concentration holds for the analogues in type B of the
g-Plancherel measures (Theorems 9.7 and 9.8), i.e., for the representations

Sp(2n, ;) ~ C[}"B(n,IFq)] ,

where 7P (n,F,) = Sp(2n,F,)/BSp(2n,IF,) is the variety of totally anisotropic complete flags
of size n over IF; (in a symplectic vector space of dimension 2n).

Incidentally, this asymptotic representation theory for finite Chevalley groups can be re-
stated for the representations of the symmetric groups, or more precisely, for the representa-
tions of the Hecke algebras of the symmetric groups (and the other classical Coxeter groups).
We have adopted this point of view in order to adapt the arguments of Kerov and Vershik, and
to prove our results of gaussian concentration. Hence, the aforementioned algebraic models
become again models of random partitions. The integer partitions are objects of planar geo-
metric nature, and they can be studied thanks to an algebra of observables that is built on the
model of the algebra of symmetric functions ([IO02]; Chapter 2). This algebra is the analog for
the set % of all integer partitions of the algebra of rational functions on an algebraic manifold;
hence, its elements are the “polynomial” functions of partitions. It enables to treat with the
same formalism:

the regular representations of the symmetric groups (Chapter 3),

the representations of the groups GL(n, F;) on the modules C[F(n,TF;)] (Chapter 8),

the Schur-Weyl representations of symmetric groups on tensor products (Chapter 10),

and the Gelfand models of symmetric groups (Chapter 11).

Regarding the Schur-Weyl representations, we were able to precise the results of P. Biane
([Biao1a]), and we have shown that Kerov’s central limit theorem holds also in this setting
(cf. [Mé1oc] and Chapter 10), up to a translation along the x-axis. This result of gaussian
concentration of the shapes of the Young diagrams holds also for the Gelfand measures of the
symmetric groups (cf. [Mé1oa] and Chapter 11), so it has a character of universality.

As mentioned previously, the main tool of our asymptotic study is the algebra & of ob-
servables, whose expectations play a similar role for random partitions as the moments for



real random variables. It turns out that ¢ is isomorphic to a subalgebra of the Ivanov-Kerov
algebra of partial permutations, that can be seen as a projective limit of the group algebras of
the symmetric groups. This algebra can be used to show generic identities in the symmetric
group algebras, that is to say, identities that are independent of the size n of the symmetric
group. We have tried to generalize this construction to the case of other algebras, e.g. the
Hecke algebras 7;(S,) and the group algebras of the finite linear groups GL(n, [F;); in par-
ticular, we have shown an analogue of a theorem of Farahat and Higman for the centers of
the Hecke algebras (cf. [Mé1od]). All these constructions can be understood in the extremely
general and Bourbaki-like setting of semilattice bundles over semigroups. In the same con-
text, one can formalize combinatoric problems on permutations, for instance the problem of
Hurwitz numbers.

In the first part of this thesis, we recall the results that are known in asymptotic represen-
tation theory of symmetric groups. We have chosen to write a complete survey ' of this theory,
so that the reader can understand the origin of the tools used in the asymptotic representation
theory of Hecke algebras and finite linear groups. He should also have a clear idea of the kind
of results that one can hope to establish in this new setting. Hence, Chapters 1 to 5 do not
contain any new result, but they are intented to make the arguments of the ulterior chapters
much more natural.

The second part of this thesis is devoted to the asymptotic theory of the representations
of the finite Chevalley groups on their flag varieties. The combinatoric properties of the
representations of these groups are highly non trivial (especially for a probabilist reader), so
we recall this theory in Chapter 6, and we treat in detail the case of the groups GL(#,IF;).
Chapters 7 to 9 are devoted to the heart of the problem, that is to say the asymptotic study of
the g-Plancherel measures; in particular, we prove the asymptotic results 8.5, 8.7, 8.15, 9.7 and
9.8, which are the analogues of the results of Kerov and Vershik for the symmetric groups.

In the third part, we adapt the tools used for the study of the Plancherel and g-Plancherel
measures to the case of Schur-Weyl and Gelfand measures. Thus, Chapter 10 is devoted to
Schur-Weyl measures, which according to the values of their parameters exhibit three dis-
tinct asymptotic behaviours; we prove notably Theorems 10.15 and 10.22. In Chapter 11, we
study another family of representations of the symmetric groups, the Gelfand models; their
combinatorics are related to the enumeration of square roots in the symmetric groups.

Finally, the last part of this thesis presents some generalizations of the construction of
Ivanov and Kerov ([IK99]) and of Farahat-Higman’s theorem ([FIH59]). In Chapter 12, we
show an analogue of this theorem for Geck-Rouquier elements in the centers of the Iwahori-
Hecke algebras of type A ([Mé1od]). In Chapter 13, we see that the constructions 4 la Ivanov-
Kerov belong to the realm of bundles over semigroups, and we apply these notions to the
problem of Hurwitz numbers. It is likely that a Farahat-Higman theorem holds in the context
of the centers of the algebras of the groups GL(#,IF;); we explain this conjecture at the end of
Chapter 13. The scheme hereafter summarizes the plane we have just exposed, and it indicates
the logical prerequisites to the reading of each chapter.

1. A similar survey is proposed by A. Hora in [Horo7].
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Premiere partie

Représentations des groupes
symétriques et asymptotique
de la mesure de Plancherel






Cette premiere partie offre un panorama de la théorie des représentations du groupe sy-
métrique, et nous insisterons en particulier sur les résultats de nature asymptotique. Ainsi,
nous évoquerons tour a tour :

- la combinatoire du groupe symétrique et de ses représentations, et le lien avec les fonc-
tions symétriques donné par 1'isomorphisme de Frobenius-Schur (§1.4);

- les éléments de Jucys-Murphy, et les propriétés profondes des algebres des groupes
symétriques qui se déduisent de leur étude (§1.5);

- le probleme d’Ulam et 'asymptotique de la mesure de Plancherel sur les partitions
(chapitre 3);

- la théorie des représentations du groupe symétrique infini (§4.1), et l'interprétation des
mesures de probabilité sur les partitions comme processus ponctuels déterminantaux

(§4-2);

- l'analogie entre mesures sur les partitions et modeles matriciels, et en particulier 1'équi-
valence de Baik-Deift-Johansson (chapitre 5).

Bien qu’aucun résultat nouveau ne soit démontré ici, nous avons jugé essentiel de consacrer
une partie entiére du mémoire a ces rappels. En effet, les résultats que nous avons obtenus
pour les algebres d"Hecke et les groupes GL(, [F;) sont tous inspirés des résultats jusqu’alors
connus pour le groupe symétrique; et les outils que nous employerons dans les autres parties
de ce mémoire sont tous issus de cette théorie. En particulier, nous présenterons dans le
chapitre 2 :

- les observables de diagrammes, qui sont des outils indispensables pour 1'étude asymp-
totique de mesures sur les partitions;

- les permutations partielles, dont des généralisations serviront a établir des identités
génériques dans les algebres d’Hecke.

Mentionnons également le role important joué par 1'algébre des fonctions symétriques, cf. le
paragraphe 1.2.

Au cours de cette these, nous avons établi des généralisations des théoremes 1.7, 3.3 et 3.4;
le lecteur est invité a lire les sections consacrées a ces résultats, et a consulter 4 sa convenance
les autres sections de cette partie.

1. Dans le premier chapitre, on présente les bases de la théorie des représentations du
groupe symétrique et de la théorie des fonctions symétriques. Nos principales sources
sont bien str [Macgs, chapitre 1], et aussi [JK81]; [Zel81] pour I'étude de 'anneau
de Grothendieck des représentations des groupes symétriques; et [FH59, OVo4] pour
I'étude des éléments de Jucys-Murphy.

2. Le second chapitre présente l'algebre des observables de diagramme, et on y décrit les
relations entre les diverses bases de cette algebre, en suivant essentiellement [[O02] et
[Biao3al.

3. Le chapitre 3 présente la mesure de Plancherel, en partant du probléeme classique des
plus longues sous-suites croissantes d'une permutation. On expose la loi des grands
nombres de Logan-Shepp-Kerov-Vershik et le théoreme central limite de Kerov; nos
principales sources sont les articles originaux [LS77, KV77, Kergsa], et de nouveau [1002]
pour la preuve complete et rigoureuse de ces résultats asymptotiques.



4. Le chapitre 4 explique le lien entre systémes de mesures de probabilité sur les partitions,
représentations du groupe symétrique infini et processus ponctuels déterminantaux. Les
mesures les plus générales que 1'on sait décrire par des systemes de particules a corré-
lations déterminantales sont les mesures de Schur; on expose brievement leur théorie
et leur usage, sachant que les mesures de Plancherel des algebres d'Hecke 7;(S,) et
des groupes linéaires finis GL(n, [F;) rentrent dans ce cadre, cf. la seconde partie du mé-
moire. On s’inspire de [Okogya, KOVo4] pour la théorie des représentations de G, et
de [Okoo3a, Okoosb] pour la théorie des mesures de Schur.

5. Enfin, le cinquiéme chapitre expose la correspondance de Baik-Deift-Johansson, c’est-
a-dire I'équivalence asymptotique entre la mesure du Gaussian Unitary Ensemble (GUE)
sur les valeurs propres des matrices hermitiennes, et la mesure de Plancherel sur les
partitions, voir [BDJ99, BDJoo, BOOoo, Okooo]. Ce chapitre est présent a titre purement
culturel, et nous ne sommes pas parvenus a généraliser les résultats qui y sont évoqués.

Les derniers rappels qui seront nécessaires concernent la théorie des représentations des
groupes linéaires finis GL(n, [F;) ; ces rappels sont reportés au chapitre 6.

La lecture des chapitres 4 et 5 est sans doute facultative, et comme mentionné précédem-
ment, aucun résultat nouveau n’y est présenté. Nous avons néanmoins jugé utile de compléter
notre panorama par ces chapitres, car ils mettent en exergue le lien entre partitions aléatoires
et matrices aléatoires. Comme nous 1’avons expliqué dans l'introduction générale, les mémes
outils sont employés de part et d’autre, et les résultats qu’on obtient sont extrémement sem-
blables ; ainsi, le lien avec la théorie des matrices aléatoires est 1'une des motivations prin-
cipales de la théorie asymptotique des représentations. Dans cette correspondance (que 1’on
complete ici par la correspondance RSK),

matrices hermitiennes gaussiennes <> mesures de Plancherel <> permutations aléatoires
matrices symétriques gaussiennes <> mesures de Gelfand <> involutions aléatoires

matrices de covariance <+ mesures de Schur-Weyl <> mots aléatoires

et I'on conjecture un lien semblable entre les B-ensembles et les f-mesures de Plancherel
(voir le paragraphe 11.3). Malheureusement, il semble qu'il n’y ait pas d’équivalent matriciel
naturel des g-mesures de Plancherel (chapitres 8 et 9) ; un résultat dt a Borodin laisse penser
qu'un tel « modéle matriciel » serait plutot donné par la taille des blocs de Jordan de matrices
choisies aléatoirement dans un groupe de Chevalley fini, cf. la fin de la section 8.3.



Chapitre 1

Permutations, partitions et
représentations du groupe symétrique

Dans ce qui suit, n est un entier positif ou nul, et [1,n] désigne 'ensemble des entiers
compris entre 1 et n. Ce premier chapitre est consacré a I'étude des permutations de [1, 7],
c’est-a-dire les applications bijectives o : [1,n]] — [1,n].

1.1 Groupe symétrique et classes de conjugaison

Le groupe symétrique d’ordre n est le groupe des permutations de [[1, 1], la loi de groupe
étant la composition des applications. Ce groupe fini sera noté &,,, et il contient

n=1x2x---xn

éléments. Une permutation peut étre donnée par son mot — c’est-a-dire la suite de ses valeurs
— ou par sa décomposition en cycles a supports disjoints. Ainsi, la permutation ¢ € &g dont
le mot est 38254761 admet pour décomposition en cycles

o =(1,3,2,8)(4,5)(6,7),

et cette décomposition est unique a permutation des cycles preés. Le type d'une permutation
est la suite ordonnée des tailles des orbites de la permutation; ainsi, ¢ = 38254761 a pour
type t(c) = (4,2,2). D’autre part, deux permutations ¢y et 0, de méme taille n sont dites

conjuguées s’il existe une permutation T € &, telle que 0 = To0y 0T 1.

Proposition 1.1 (Classes de conjugaison du groupe symétrique). Deux permutations de &,
sont conjuguées si et seulement si elles ont méme type. Ainsi, les classes de conjugaison de &, sont
paramétrées par les partitions de taille n, c’est-a-dire les suites décroissantes d’entiers positifs A =
(M =A== A,) telles que [A| = Y71 A = n.

En effet, si T est une permutation et si ¢ = (a1, 4y, ...,a,) est un cycle, alors le conjugué Ter !

est le cycle

" =(t(m),t(a2),...,t(am)).

De plus, tout cycle de longueur m est obtenu de la sorte en choisissant convenablement .
D’autre part, la conjugaison par T est un morphisme de groupes &, — &,. Par suite, si ¢
est le produit de cycles disjoints de longueurs respectives /4, ...,1;, alors les conjugués de ¢
sont toutes les permutations qui sont des produits de cycles disjoints de longueurs Iy, ..., 1.
Et a réindexation des cycles pres, on peut supposer Iy = I > --- > [, donc les classes de
conjugaison de &, sont bien indexées par les partitions de taille n.



Chapitre 1. Permutations, partitions et représentations du groupe symétrique.

1.2 Partitions et fonctions symétriques

Nous noterons %, I'ensemble des partitions de I'entier n, et % = | |, cn % 'ensemble de
toutes les partitions. La longueur d’une partition est son nombre de parts /(1) ; son poids ou
sa taille est la somme de ses parts |A|. Nous aurons également besoin de la quantité

oA

b(A) = Y (i—1) A,

i=1

N2

qui intervient dans de nombreuses formules pour les algebres d'Hecke et les groupes linéaires
finis. Par exemple, si A = (5,4,2), alors |A| = 11, £(A) = 3 et b(A) = 8. Une partition sera
souvent représentée par son diagramme de Young (on parle aussi de diagramme de Ferrers) :
c’est le tableau a r lignes avec A1 cases sur la premiere ligne, A, cases sur la seconde ligne, etc.
Par exemple, le diagramme de la partition (5,4,2) est :

FIGURE 1.1 — Diagramme de Young de la partition (5,4,2) (dessiné a la francaise, c’est-a-dire
du bas vers le haut).

La partition conjuguée de A est la partition de méme taille A’ obtenue en échangeant
les lignes et les colonnes du diagramme; par exemple, (5,4,2)" = (3,3,2,2,1). D’autre part,
le contenu d’une case (x,y) du diagramme est la différence c(x,y) = x — y, et le contenu
d’un diagramme est la somme c¢(A) des contenus des cases. On voit aisément que c(A) =
b(A') — b(A) pour tout diagramme :

-2(-1 1 212
c5,42) = |Z10]1]2 _ 1]2]3 EREEERERE
o[1]2]3]4] 1]2]3]4]

= b(5,4,2)' —b(5,4,2)

Enfin, une partition A pourra étre écrite multiplicativement sous la forme
A=1M2" ... gMs,

ot my = my(A) est le nombre de parts égale a k dans A. Cette écriture permet de déterminer
la taille de la classe de conjugaison associée a A dans &, : en effet, le centralisateur d"une
permutation de type A a pour cardinal

zZ)y = Hﬂ’lk! kmk,

k>1

et la classe de conjugaison C, a donc pour cardinal cy = n!/z,.

En dehors du contexte précédemment évoqué, la classe combinatoire des partitions d’en-
tiers intervient classiquement dans la théorie des fonctions symétriques. Rappelons qu’un
polyndme en m variables p(x, ..., x,) est dit symétrique si

p(xU(l)le(Z)/ - '/xa(m)) = P<x1, X2, ., Xm)

6



1.2. Partitions et fonctions symétriques.

pour toute permutation ¢ € &,,. L'ensemble Ag(m) des polyndmes symétriques en m va-
riables et a coefficients dans un anneau commutatif R est un anneau gradué par le de-
gré. De plus, la spécialisation x,,11 = 0 fournit un morphisme d’anneaux gradués surjectif
Ar(m+1) — Ag(m), d’ott une famille dirigée d’anneaux gradués (Ag(m))men. On appelle
fonction symétrique un élément de la limite projective (dans la catégorie des anneaux gra-
dués) :
AR = lim Ag(m).

Un tel objet peut étre spécialisé en n’'importe quel alphabet fini X = {x1,x2,...,x,}, etaussien
des alphabets infinis dénombrables. En faisant agir le groupe symétrique &,, sur les monomes,
on voit que les polynomes

ma(en ) = 3 ()M ()" ()
i Fip A iy

avec A partition de longueur inférieure a m forment une R-base de Ag(m). La limite projective
ote la restriction ¢(A) < m, donc Ag admet une base (1, ))cs indexée par les partitions — on
dit que les m, (x) sont les fonctions monomiales. Ce résultat implique en particulier I'identité
AR = Az ®z R pour tout anneau commutatif R; la plupart des raisonnements de fonctions
symétriques pourront donc étre effectués dans A = Az.

Depuis Newton, on connait des bases algébriques de l'algébre A (ou Ag), a savoir, les
fonctions élémentaires, les fonctions homogénes et les fonctions sommes de puissances :

en(x) =mp(x) =} xix,-ox, 5 ha(x) =} oma(x) o pa(x) =} (x0)".

i1 Fin iy AED, i

Exemple. Développées sur l'alphabet X = {a,b,c}, les fonctions symétriques e3, h3 et p3
s’écrivent :

es(X)=abc ; p(X)=a+0P+SE
h3(X) = a® 4+ b + 2 + a®b + a’c + b*a + b*c + c*a + b + abe..

On renvoie a [Macgs, §1.2] pour une démonstration complete de la proposition suivante :

Proposition 1.2 (Bases algébriques des fonctions symétriques). L'anneau des fonctions symé-
triques est librement engendré par les fonctions élémentaires ou les fonctions homogenes :

AN=Ze,ey...,en,...] =2Z[hi,hy ... "y, ...].

1l en va de méme pour les sommes de puissances si I'on étend 'anneau de base au corps des nombres
rationnels : Ag = Q[p1,p2,---, Pus---)-

Une preuve agréable consiste a introduire les séries génératrices :
E(t)y =) es(x)t" ; H(t)= )Y h(x)t" ; P(t)=)_ pu(x)
n=0

En effet, H(t) = E(—t) ! et P(t) = log H(t).



Chapitre 1. Permutations, partitions et représentations du groupe symétrique.

Dans ce qui suit, si A € %/, on notera ey = e) e, - -¢,,, et de méme pour 1) et p,. Les
familles (ex)aea, (ha)rcw et (pa)rcw forment des bases linéaires de Aq, et toutes ces bases
sont homogenes :

VA, degm) = dege, = degh, = degp, = |A|.

Un produit scalaire sur I'anneau A est défini par (p, | pu) = za 65, — C’est le produit de Hall.
D’autre part, on peut définir un coproduit m* en posant

m*(pn) = pn @1 +1Q py,

et en imposant que m* : A — A ® A soit un morphisme d’anneaux. Alors, on peut montrer
que (A, m,m*,(-|-)) est une algébre de Hopf®; 'unité est le plongement ¢ : Z — A, la
counité est 'application

*:feAw— f(0,0,...,0,...) € Z,

et I'antipode est définie par S(ey) = hy et S(hy) = ey. De plus, l'algebre de Hopf A est
autoadjointe, c’est-a-dire que vis-a-vis du produit scalaire (- | -), le coproduit est ’application
duale du produit, la counité est ’application duale de 1'unité, et I’antipode est autoadjointe.
Cette structure additionnelle jouera un rdle important dans l'isomorphisme de Frobenius-
Schur, cf. le paragraphe §1.4 — on renvoie d’autre part a [Caro6] pour un exposé général de
la théorie des algebres de Hopf.

1.3 Tableaux et représentations des groupes symétriques

Si G est un groupe (fini), on rappelle qu'une représentation (linéaire, complexe, de di-
mension finie) de G est la donnée d’un morphisme de groupes p : G — GL(V), ot V est un
espace vectoriel complexe (de dimension finie). Alternativement, une représentation de G est
la donnée d'un CG-module V, ott CG désigne l'algébre du groupe G, c’est-a-dire 1'espace des
combinaisons linéaires formelles

f=X.f®sg

g€G

d’éléments du groupe. On peut aussi voir CG comme l'algebre des fonctions complexes sur
le groupe, avec pour multiplication le produit de convolution des fonctions :

fixfa(g) = Y, fi(h) =Y Ak (k7).

hk=g heG

Toute représentation d’'un groupe fini G se scinde de maniére unique en somme directe
de représentations irréductibles (c’est-a-dire des CG-modules simples), et les classes d’iso-
morphismes de CG-modules simples forment un ensemble G fini. D’autre part, une repré-
sentation (p, V) d’un groupe fini G est déterminée a isomorphisme preés par son caractére

Vi ¢ trp(g), et les caracteres irréductibles forment une base orthonormale de la sous-
algébre (CG)C de CG constituée des fonctions centrales

(CG)® = {f | Vg, h, f(gh) = f(hg)} = {f | Vg, h, flhgh™") = f(g)},

1. Les sommes de puissances ne forment pas une Z-base de A, mais en utilisant les relations de Newton, on
peut montrer que (-| -) et m* sont correctement définis sur Z (et pas seulement sur Q). En particulier, la base
duale de (hy) e est (my)rea, et m*(hn) = Ly g—nhp ® hy.
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1.3. Tableaux et représentations des groupes symétriques.

le produit scalaire sur CG étant défini par

<f1’f2>:cariiG

Y A9 ()

g€G

Notons qu’alternativement, on peut voir (CG)® comme le centre de I'algeébre CG. Tous ces
points sont exposés en détail dans [JL93] ou [Sery7]. Nous aurons essentiellement besoin de
I'orthonormalité de la base des caracteres irréductibles, qui implique en particulier le point
suivant : le nombre de caracteres irréductibles d"un groupe fini G est toujours égal au nombre
de classes de conjugaison de G. Un autre fait qui mérite d’étre précisé ici est la décomposition
de la représentation réguliére (gauche) en somme de modules irréductibles. Ainsi, pour tout
groupe fini G, chaque CG-module irréductible V intervient dim V fois dans CG :

(0,V)eG

Ce résultat peut étre vu comme une conséquence du théoreme de Wedderburn : en tant qu’al-
gebre semi-simple sur un corps algébriquement clos, CG est une somme directe d’algebres de
matrices, et la décomposition en blocs de CG est

CG~ P End(V).
(o,V)eG

Un isomorphisme est donné par la transformée de Fourier abstraite, qui a f = Y, f(8) g

e f= & < Y. f (g)p<g)>-

(p,V)eG ~8SC

Cette transformée est méme une isométrie d’espaces L? non commutatifs, voir la section 3.2.
Ceci motivera l'introduction de la mesure de Plancherel d'un groupe fini, qui est la duale de
la mesure de Haar.

Détaillons maintenant cette théorie générale dans le cas particulier ott G est le groupe
symétrique d’ordre n. D’aprés ce qui précede, les représentations irréductibles de &,, sont en
méme nombre que les classes de conjugaison de &,, et il existe donc une indexation de ces
représentations par les partitions A € %,. Une description explicite des modules simples V*
est due a A. Young, et elle repose sur la combinatoire des tableaux. Si A est une partition de
taille n, on appelle tableau standard de forme A une numérotation des cases du diagramme
A par les entiers de [1,1], les entrées étant strictement croissantes selon les lignes et selon les
colonnes. Par exemple,

5
3

4]

est un tableau standard de forme (3,2). D’autre part, pour toute partition A, notons A, (x) le
polyndme en n variables défini par :

l

A) £(A)
AA(X) = A(XA1+...+)\1.71+1, . '/x)\1+~~~+/\i) = H ( H (x] — xk)> .

i A+ A I <kSA A

—~

I
—
I
—_

O



Chapitre 1. Permutations, partitions et représentations du groupe symétrique.

Par exemple, A(3)(x) = (x1 — x2)(x1 — x3) (%2 — x3) (x4 — x5). Plus généralement, si T est un
tableau standard de type A, nous noterons Ar(x) le polyndome produit des différences de
deux cases prises sur la méme ligne ; par exemple, le polyndme associé au tableau de la page
précédente est Ar(x) = (x1 — x3) (%1 — xa) (X3 — x1) (X2 — X5).

Le groupe symétrique &, agit sur C[xy, ..., X, | par permutation des variables, et on appelle
module de Specht de type A le C&,-module V* engendré par le polyndme Ay (x). On renvoie
a [JK81] ou a [Fulgy, chapitre 7] pour une preuve du résultat fondamental suivant? :

Proposition 1.3 (Représentations irréductibles du groupe symétrique). Les modules V* sont
deux a deux non isomorphes, et ils forment un systéme complet de représentations irréductibles du
groupe &,,. De plus, pour toute partition A, le module V* admet pour base les polynomes Ar(x), oit T
parcourt I'ensemble Std(\) des tableaux standards de forme A.

En particulier, la dimension de V2 est le nombre de tableaux standards de forme A, et compte
tenu de la décomposition de la représentation réguliere

C&, = Y (dimA) V%,
AEX,

n! est égal a la somme des carrés des cardinaux |Std(A)|. Nous donnerons plus loin une preuve
combinatoire de cette identité des carrés. Dans ce qui suit, nous adopterons 1'indexation de
Specht des modules irréductibles de &, a ceci prés qu’on conjuguera les diagrammes, c’est-
a-dire que V* = C&,[A,/(x)]. Ceci revient a lire les tableaux standards selon les colonnes, ce
qui assurément ne change pas grand chose a la théorie jusqu’ici exposée.

1.4 Isomorphisme de Frobenius-Schur et combinatoire
des caracteres

La description précédente des modules simples de I'algebre C&,, ne permet pas un calcul
direct des caracteres irréductibles, et elle ne rend pas compte des régles de branchement qui
régissent l'induction ou la restriction de caracteres irréductibles entre &, et un sous-groupe
de Young

6A:6A1 XGAZX--- X@A,

avec A € %;. Rappelons que si H C G sont deux groupes finis, la représentation induite a
partir d'un CH-module V est le CG-module gauche

Ind% (V) = CG®cy V,

et la représentation restreinte Res$; (W) a partir d'un CG-module gauche W est le méme
espace vectoriel W, mais avec la loi extérieure restreinte 8 CH. Les foncteurs d’induction et de
restriction commutent aux sommes directes, et ils sont adjoints :

Homg (Ind$;(V), W) = Homp(V, Res$ (W) .

2. La description des modules de Specht proposée dans les ouvrages précités met aussi en jeu les notions com-
binatoires de tabloide, de sous-groupe de Young et d’idempotent de Young; la description polynomiale évoquée
ici est parfaitement équivalente, cf. [Youyy, théoréme IV].
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1.4. Isomorphisme de Frobenius-Schur et combinatoire des caracteres.

En revanche, I'induit d'un CH-module irréductible n’est plus forcément irréductible, et de
méme pour la restriction d"'un CG-module irréductible.

Examinons en particulier le cas ot G = &1 et H = 6,. SiA € %, et A € %11, on
note A * A si le diagramme de A est obtenu en rajoutant une case dans un coin du bord du
diagramme de A. Par exemple, les partitions A de taille 8 telles que (3,2,2) * A sont

(4,2,2), (3,3,2) et (3,2,2,1).

Si T est un tableau standard de taille n + 1 et de forme A, notons A(T) le diagramme obtenu
a partir de A en otant la case numérotée n + 1. Alors, on peut montrer que le C&,-module
engendré par Ar(x) est isomorphe a VMT), de sorte que :

Proposition 1.4 (Branchement des représentations des groupes symétriques). Si A est une
partition de taille n + 1, alors

Res Gn+1 VA ~ce, @ V

oit la somme directe porte sur les partitions de taille n telles que A A. Par propriété d’adjonction, si
A est une partition de taille n, alors

Ind Snp1 V/\ ~Ce, @ VA
la somme portant cette fois sur les partitions de taille n + 1 telles que A ' A.

On retrouve par récurrence sur # I'identité dim V* = card Std(A), car un tableau standard de
forme A est équivalent a la donnée d’une suite de diagrammes

0 AN AL ap) =

c’est-a-dire un chemin reliant 'origine a A dans le graphe de Young, voir la figure 1.2. En

%]

FIGURE 1.2 — Les quatre premiers niveaux du graphe de Young % = | |,,cn %

d’autres termes, le graphe de Young est le diagramme de Bratteli de la famille inductive
d’algebres complexes (CSy,),enN, voir [Brayz] pour des précisions sur cette terminologie.
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Chapitre 1. Permutations, partitions et représentations du groupe symétrique.

L'objet pertinent en vue d'une généralisation de ces regles de branchement est le groupe de
Grothendieck de la catégorie des représentations des groupes symétriques. Si G est un groupe
fini, notons K(G) le Z-module libre de base les classes d’isomorphisme de G-modules simples.
Les éléments de K(G) sont appelés G-modules virtuels, et tout module virtuel s’écrit comme
différence V& W de deux G-modules, étant entendu que Vo W = V' © W’ dans K(G) si les
deux G-modules V & W' et V' & W sont isomorphes. Plus loin, nous aurons également besoin
des produits tensoriels Kz (G) = R ®z G pour R anneau commutatif. Notons K(&) la somme
directe @, cn K(Sy,), et Kr(S) les versions tensorisées. Si V et W sont des représentations de
&, et G, alors on peut construire une représentation de &, en considérant

m(V,W) = VEW =Indg /s (VOW).
Le produit m est distributif par rapport aux sommes directes et est compatible aux isomor-

phismes, donc peut étre étendu au groupe K(S) : on obtient ainsi une structure d’anneau
gradué sur K(GS) et les versions tensorisées Kz (S).

Les caracteres déterminant a isomorphisme preés les représentations irréductibles, pour
tout groupe fini G, le groupe de Grothendieck complexifié K¢ (G) s’identifie au centre (CG)®
de l'algebre du groupe. En particulier, K¢ (G) est muni du produit scalaire des caracteres, et
ce produit scalaire est ’extension sesquilinéaire de la regle

(V| W) =dimHomg(V,W).
On munit Kc(6) = P,en Ke(S,) du produit scalaire obtenu & partir des produits sca-
laires des Kc(6,) en imposant que la somme directe soit une somme orthogonale; ainsi,
<VA | V#) = b, pour toutes partitions A et y. Finalement, en considérant 'adjoint de m par
rapport au produit scalaire, on définit un coproduit gradué

m*: Ke(6,) = P Ke(6)) @ Ke(S,)
ptq=n

V= Z Resgzxeq(V)
pt+a=n

sur l'algebre K¢ (6). Muni de ces opérations, Kc(S) a une structure d’algebre de Hopf? au-
toadjointe et graduée, I'unité et la counité se déduisant de l'identification naturelle entre Z et
K(&p), et I'antipode étant 1’extension linéaire de la tensorisation par la représentation signa-
ture.

Théoréeme 1.5 (Isomorphisme de Frobenius-Schur, [Frooo]). II existe une isométrie d’algebres de
Hopf autoadjointes graduées entre Ko (&) et Ac, et si l'on impose une condition de positivité vis-a-vis
des produits scalaires, alors celle-ci est unique a composition par I'antipode pres. Si C,, désigne la somme
des permutations de type u dans Z(CS,) ~ K¢ (S,), alors I'un des deux isomorphismes est obtenu
par extension linéaire de la regle Cy, — py/zy.

3. La vérification de la structure d’algebre de Hopf est tout a fait non triviale, et met en jeu le théoréeme de
Mackey (voir [Mac51]) ; on renvoie a [Zel81] pour une preuve détaillée.
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1.4. Isomorphisme de Frobenius-Schur et combinatoire des caracteres.

L’isométrie donnée par le théoréme 1.5 est appelée application caractéristique, et est notée
ch; Iimage par ch d’un module de Specht V" est la fonction de Schur s,. Ces fonctions
sont étudiées en détail dans [Macos, §1.3]; la spécialisation de s, en un alphabet fini X =
{x1,...,x,} estle quotient de fonctions antisymétriques

a X1,.--,X
S/\(xl/' . .,xn) —= (Sa—;)(\il L ;C ;l)
7t

avec a,(x1,..., %) = Loes, £(0) o(x#) = det((x}");j) et 6 = (n —1,n —2,...,0), 'addition de
partitions s’entendant ici terme a terme. Compte tenu de la propriété d’isométrie, les fonctions
de Schur forment une base orthonormée de Ac, et si ¢* (i) désigne la valeur du caractére du
module de Specht V* en une permutation de type y, alors

Mu) = Zu <€A‘ C">K(e = <5A| Pu>A‘

)
Ce résultat constitue la formule de Frobenius; nous en donnerons plus loin des analogues
pour les algebres d'Hecke et les groupes linéaires finis. Une conséquence directe de la formule
de Frobenius est la formule des équerres pour la dimension d’un module V* :

n!
[ jea (i f)

ot h(i,j) est la longueur de la plus grande équerre contenue dans le diagramme A et de coin
la case (7,j). On renvoie a [Macgs, §1.7] pour la preuve de cette identité; le lecteur pourra
également consulter la section 9.4 de ce mémoire pour une preuve (indirecte) de la formule
de Frobenius.

dimA = (sp | p1n) =

Exemple. La dimension de la représentation irréductible indexée par la partition (3,2) est
51/(4x3x1x2x1)=5.

La formule de Frobenius ramene la combinatoire des caracteres irréductibles des groupes
symétriques a celle des fonctions de Schur, et permet in fine un calcul explicite de ces ca-
ractéres; nous concluons cette section en expliquant en quelques mots ces calculs. Voyons
d’abord comment développer une fonction de Schur dans 1'une des autres bases de 'algebre
des fonctions symétriques. Comme les fonctions sommes de puissances forment une base or-
thogonale, la formule de Frobenius peut étre inversée, et on peut exprimer s, en fonction des
Pu:

VA€ % () = ¥ 6 () pul).
HEZ,

D’autre part, en interprétant les fonctions antisymétrisées a, (x) comme des déterminants, on
peut exprimer les fonctions de Schur dans les bases (1)) e et (ex)rew, voir [Macos, §1.3, p.
41-42]. Ainsi, on dispose des formules de Jacobi-Trudi :

sy =det((hy—itj)ij) 5 sy =det((er,—ij)ij) -

Exemple. 511 = (1/8)p1,1,1,1 — (1/4)p2,1,1 — (1/8)p22 + (1/4)ps
=e31—e4 =hp11 —hop —h31 + hy.
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Chapitre 1. Permutations, partitions et représentations du groupe symétrique.

Dans ce qui suit, nous autorisons des diagrammes gauches, c’est-a-dire des diagrammes
A\ p avec p C A. Par exemple :

] []
|\ | - |

FIGURE 1.3 — Diagramme de Young de la partition gauche (5,4,2) \ (3,2,1).

Un diagramme gauche est appelé bande horizontale si toute colonne contient au plus une
case, et bande verticale si toute ligne contient au plus une case. Une bande frontiére, ou
ruban est un diagramme gauche qui ne contient pas de blocs de 2 x 2 cases; ainsi, les colonnes
et les lignes successives se chevauchent en au plus une case. Le diagramme gauche précédent
est un ruban, et ce ruban a deux composantes connexes; les rubans connexes sont ceux dont
les colonnes et les lignes successives se chevauchent en exactement une case.

En développant les déterminants de Jacobi-Trudi suivant une ligne ou une colonne, on
peut démontrer les regles de Pieri : pour toute partition A, le produit s, h, (respectivement,
le produit s, e,) est égal a la somme } s, des fonctions de Schur indexées par des partitions
u telles que A \ u soit une bande horizontale de poids r (resp., une bande verticale de poids
r). On retrouve en particulier le théoreme de branchement 1.4 en prenant r = 1, et on peut
déduire des regles de Pieri et de la formule de Frobenius le résultat plus avancé suivant (voir
[Macgs, §1.7, exemple 5], et [Greg2] pour une preuve alternative) :

Théoréeme 1.6 (Formule de Murnaghan-Nakayama, [Mur4o, Nakgoa, Nak4ob]).
Sip=(ui,..., um) et A sont deux partitions de poids n, alors

M) =)y (=DM,
S
la somme étant effectuée sur les suites de partitions S = (& = Ag C Ay C -+ C Ay, = A) telles
que chaque A; \ Aj_q soit un ruban connexe de poids ;. Ici, ht(S) désigne la somme des hauteurs
ht(A; \ Ai—1), la hauteur d'un ruban connexe étant son nombre de lignes moins 1.

Ainsi, on dispose d"une formule récursive pour les caracteres du groupe symétrique, ce qui
permet par exemple de calculer ¢>#2(3,3,1,1,1,1,1) = 6.

1.5 Théoréme de Farahat-Higman et éléments de
Jucys-Murphy

Pour conclure cette présentation succinte de la théorie des représentations du groupe sy-
métrique, étudions plus en détail les centres Z(CS,,) des algebres des groupes symétriques.
Nous en connaissons déja deux bases : la base des classes de conjugaison et la base des ca-
racteres irréductibles. Si p est une partition telle que |u| + ¢(u) < n, nous noterons y — n la
partition complétée obtenue en ajoutant 1 aux n — |i| premieres parts de u (y compris éven-
tuellement les parts nulles). Par exemple, (5,4,2) — 20 = (6,5,3,1,1,1,1,1,1). L'opération de
complétion permet d'indexer les classes de conjugaison de &, par I'ensemble de partitions

e | |ul+L(n) <nj,
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1.5. Théoréme de Farahat-Higman et éléments de Jucys-Murphy.

et cette indexation est plus naturelle pour les classes de permutations qui ont beaucoup de
points fixes : par exemple, C(,)_,, est la classe des 3-cycles dans &,,.

Théoréme 1.7 (Farahat-Higman, [FH59]). L'algebre Z(CS,,) est graduée par le degré deg C,,—,, =
|i|, c’est-a-dire que pour toutes partitions A et y,

Caon * Cpysn = ZQXH (n) Cron,

la somme étant restreinte aux partitions T telles que [T| < [A[ + |u|. De plus, les coefficients aj (1)
sont des polynomes en n a valeurs entieres.

Le caractére gradué découle de la remarque suivante : si ¢ est une permutation de C, .,
alors une factorisation minimale de ¢ en produit de transpositions admet || termes, donc le
produit 71 d'une permutation de C)_,, par une permutation de C,_., admet une factorisation
en produit de |A| + |u| transpositions. Ceci implique (1) = T — n avec |t| < |A| + |p|. Pour le
caractere polynomial des constantes de structure, nous renvoyons a la section 12.1, qui expose
une preuve due a Ivanov et Kerov (cf. [[K99]) et reposant sur les permutations partielles; la
généralisation de cette méthode est 1’objet principal de la derniere partie du mémoire. Dans
[FH59], Farahat et Higman montrent également que si || = |A| + ||, alors le coefficient

a;[\y (n) = a}\y

ne dépend pas de n. Ceci permet de construire une algebre graduée de base indexée par toutes
les partitions A € %, et de constantes de structure les coefficients a} , pour IT| = |A] + |u| :

FH(G):<xA, AEX ' VA, Xy ok xy =) aﬁﬂx7>.
IT|=[A [+l

Cette algebre de Farahat-Higman peut étre considérée intuitivement comme une limite pro-
jective des anneaux gradués Z(C&,,) ; nous détaillerons plus loin une construction alternative
de limite projective. Certains des coefficients de structure de 1’algebre de Farahat-Higman sont
calculés dans [G]92, GJg4].

Les éléments de Jucys-Murphy ([Jucy4, Mur81]) constituent un autre outil essentiel de
I'étude des centres Z(n) = Z(CGS,); ils permettent en fait de retrouver toute la théorie des
représentations des groupes symétriques, voir [OVo4]. Si k est un entier inférieur a n, on note

=Y. Gk =1k + @2k +--+(k—1k)
j<k

la somme des transpositions (j < k) dans 1’algébre du groupe symétrique d’ordre n. Ainsi,
J1i=0 5 =1(2),]Js =(1,3)+(2,3), etc. Si Z(n,n — 1) désigne le centralisateur de CS,_;
dans C&,, alors il n’est pas difficile de voir que J, € Z(n,n — 1) pour tout entier # ; par consé-
quent, les éléments [y, ..., ], commutent et engendrent une sous-algebre abélienne de CS,,.
Cette algebre est appelée algebre de Gelfand-Tsetlin, et est notée GZ(n). Des manipulations
combinatoires sur les transpositions permettent d’établir les faits suivants :

1. Pour tout n, le centralisateur Z(n,n — 1) est l'algebre engendrée par Z(n — 1) et J,;
l'algebre de Gelfand-Tsetlin est donc également l'algebre engendrée par les centres
Z(1),Z(2),...,Z(n). Elle est abélienne maximale, et joue un role analogue a celui d'une
sous-algeébre de Cartan dans une algébre de Lie semi-simple.

15



Chapitre 1. Permutations, partitions et représentations du groupe symétrique.

2. Plus précisément, dans
C6, ~ P End(V?),
AEY,
I'algebre de Gelfand-Tsetlin consiste en les opérateurs qui, pour tout module irréductible
V1, agissent diagonalement sur la base de Young indexée par les tableaux standards de
forme A (voir la section 13.3 pour des précisions). En particulier,

dimGZ(n) = ) dimA.
AEY,

3. Plus précisément, les valeurs propres de l'action de J, sur un module V* sont les conte-
nus des coins (A;, i) du diagramme (voir I’exemple de la figure 1.4), et la décomposition
spectrale induite par J, réalise le foncteur de réduction Redg:,l :

Vi= @ [ker(Ju —c(Ayi) ~cs, , VI
(i) coin de A

Les éléments de Jucys-Murphy d’ordre inférieur ont donc également pour valeurs pro-
pres les contenus des cases du diagramme. Ainsi, les éléments [y, ..., J, jouent un role
analogue aux racines simples d’une algébre de Lie semi-simple, et les contenus jouent
un role analogue aux poids.

V542 = ker(J11 + 1) @ ker(J11 — 2) @ ker(J11 — 4)
= VBAl g YB32 g 442

FIGURE 1.4 — L’action de ], sur V* est diagonale, et elle a pour valeurs propres les contenus
des coins du diagramme.

On renvoie a I'article [OVo04] pour une preuve de toutes ces assertions. Un argument crucial de
la preuve est l'utilisation du critére de Gelfand : comme Z(n,n — 1) est une algébre commuta-
tive, la paire (S,_1 C &,) est une paire de Gelfand forte, c’est-a-dire que la restriction d’une
représentation irréductible de &, a &,,_1 est sans multiplicité (autrement dit, le diagramme
de Bratteli des groupes symétriques est un graphe sans aréte multiple).

En utilisant les décompositions spectrales successives de V* par rapport aux éléments de
Jucys-Murphy, on obtient une décomposition de V* en somme directe de droites vectorielles
indexées par les chemins & = A0 Ao A A = A reljant I'origine a A dans le graphe
de Young, c’est-a-dire par les tableaux standards de forme A. Une base (vT)rcgiq(r) associée a
cette décomposition en somme directe est caractérisée par la propriété

C6i[vr] = v

pour tout entier i. On retrouve ainsi toutes les propriétés évoquées dans la section 1.3, cf.
l'article [OVo4]. La combinatoire des éléments de Jucys-Murphy régit donc la théorie des
représentations de CS,,, et de plus, ces éléments sont particulierement utiles pour I’analyse
asymptotique, voir en particulier les sections 2.4 et 5.3 — c’est en vue de ces deux sections
que nous avons introduit ici les éléments de Jucys-Murphy. Finalement, les éléments de Jucys-
Murphy fournissent une nouvelle description des centres Z(n) des algebres des groupes.
Ainsi :
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1.5. Théoréme de Farahat-Higman et éléments de Jucys-Murphy.

Proposition 1.8 (Jucys-Murphy, [Jucy4, Mur81]). Le centre Z(n) est exactement 'ensemble des
fonctions symétriques en les éléments de Jucys-Murphy J1, ..., Ju.

En effet, étant données n inconnues zy, . .., z,, on montre aisément par récurrence sur n 'iden-

tité formelle .,
H(Zi +]z) = Z < H Zminc) o

i=1 c€6, \ccycledeo
dans C[&,, 21, ..., 2. En particulier, pour zy =z, = --- =z, = z,
n n n
Zef’(]l/"‘/]n)zn_r = H(Z+]l) = Z Zf(t(a))a_: Z < Z Cy—)n) Zn—r,
r=0 i=1 ey, r=0 \|u|=r

d’ou l'identité e,(J1,...,Jn) = ):M:, Cy—n- Des manipulations combinatoires permettent en-
suite d’exprimer toute classe de cycles C(,)_,, comme fonction symétrique en les éléments
de Jucys-Murphy, et finalement toute classe de conjugaison C,,,, voir [Juc74]. Notons néan-
moins que la fonction symétrique f, telle que C,,, = fy( Ji,...,Jn) dépend en général de
n. D’ailleurs, il y a pour chaque n et chaque y une infinité de fonctions symétriques telles
que Cysn = f(Ji,.--,Jn), puisque Z(n) est de dimension finie et A est de dimension infi-
nie. On renvoie a [Jucy4, Mur81, LTo1] pour une étude plus approfondie des éléments de
Jucys-Murphy et de leurs fonctions symétriques.
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Chapitre 2

Combinatoire des observables de
diagrammes

En théorie asymptotique des représentations des groupes symétriques &,, on considere
des diagrammes A distribués aléatoirement suivant diverses mesures de probabilité, la taille
du groupe symétrique tendant vers l'infini (cf. les chapitres 3, 8, 9, 10 et 11). Les coordonnées
A1, Ag, ..., A, sont donc des variables aléatoires, et on s’intéresse a leur loi limite modulo une
éventuelle renormalisation. Mais dans ce contexte, les coordonnées standards ne sont pas for-
cément les plus pratiques a manipuler; ainsi, il est utile d’introduire d’autres coordonnées
de diagrammes (cf. [Macgs, §1.1]), ainsi que les fonctions symétriques en ces nouvelles co-
ordonnées. Dans [[Oo02], V. Ivanov et S. Kerov présentent une algebre d’observables en ces
coordonnées construite sur le modele de l'algebre des fonctions symétriques A. Ce chapitre
est consacré a un exposé succinct de leur article, et a la présentation de quatre bases remar-
quables : la base des moments en les coordonnées de Frobenius, la base des moments en
les coordonnées entrelacées, la base des caractéres centraux et la base des cumulants libres
([Biag8, Biao3al).

Toutes ces observables peuvent étre évaluées sur toutes les partitions, et plus générale-
ment sur toute une classe de fonctions continues qui contient les diagrammes de Young et
leurs versions renormalisées. L'espace formé par ces diagrammes continus est un cadre to-
pologique agréable pour énoncer les résultats de convergence de théorie asymptotique des
représentations. Ainsi, dans la derniére section du chapitre (§2.5), nous expliquerons en détail
a quelle topologie sur les diagrammes continus correspond la convergence des observables,
ces arguments jouant un role crucial dans la preuve des théoremes limites 3.3, 10.3 et 11.10
(entre autres).

Pour ce qui suit, il est utile d'introduire les notations de A-anneaux, qui sont présentées
clairement par exemple dans [RRWg6, §1]. Si

X ={x1,x0,...,%n}

est un alphabet fini en m variables, notons px(X) la somme de puissances ¥, (x;)*. Comme
les fonctions sommes de puissances forment une base algébrique de Ag, on peut calculer
a partir des pi(X) toutes les autres fonctions symétriques de X, en particulier, les fonctions
de Schur s, (X), les fonctions homogenes &, (X) et les fonctions élémentaires e, (X), etc. Ceci
étant, si X et Y sont deux alphabets (finis), on note :

X+Y={x1,-- -, X, Y1,---, Y1} ; XY ={xy;, 1<i<m, 1<j<I}.
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2.1. Coordonnées entrelacées et coordonnées de Frobenius.

Les spécialisations des fonctions symétriques associées a ces alphabets sont :
VkZ2 1, peX+Y) = pe(X)+pe(Y) 5 V=21, pe(XY) = pi(X) pe(Y) -

Maintenant, on peut définir des alphabets « virtuels » en se contentant de décrire la spécia-
lisation de l'algebre A (par exemple, en donnant les fonctions sommes de puissances). Ainsi,
on peut définir un alphabet formel X — Y dont les fonctions symétriques sont données par

pe(X =Y) = pr(X) — pr(Y).

Un autre exemple important d’alphabet formel est ’alphabet exponentiel E défini par p;(E) =
1 et px=2(E) = 0. Pour cette spécialisation de A, la formule de Frobenius (inversée) montre que
les fonctions de Schur sont données par |A|! s)(E) = dim A. Dans ce qui suit, nous utiliserons
librement ces notations; elles seront en particulier indispensables pour la description des
caracteres des algebres d'Twahori-Hecke, cf. 1a section 7.3.

2.1 Coordonnées entrelacées et coordonnées de Frobenius

Si A est un diagramme de poids 1, on peut lui associer une fonction w, affine par morceaux
de pente X1 et telle que :

/ (wa(s) — |s|) ds = 2n.
R

En effet, il suffit de tourner la représentation du diagramme de 45 degrés et de considérer la
fonction « bord supérieur », prolongée par la valeur absolue en dehors de son support (voir
la figure 2.1; on demande aussi que les cases aient pour aire 2). Dans ce qui suit, on note

FIGURE 2.1 — Fonction s — A(s) associée au diagramme de Young A = (5,4,4,1).

A(s) = wy(s) et on identifie le diagramme de Young a la fonction continue associée. Cette
interprétation fonctionnelle est tres utile pour I'étude asymptotique de mesures de probabilité
sur les partitions, en particulier parce qu’elle permet de considérer des diagrammes renorma-
lisés, voir la section 2.2. Etant donné un diagramme A, la fonction s — A(s) est déterminée par
la suite de ses extrema locaux x; < y; < x2 <y < -+ < X1 < Yp_1 < X, OU les x; sont les
minima et les y; sont les maxima. Par exemple, pour A = (5,4,4,1), les extrema locaux sont
les entiers
—4< -3 <-2<1<3<4<5,
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Chapitre 2. Combinatoire des observables de diagrammes.

le  indiquant les maxima. On dit que les x; et les y; sont les coordonnées entrelacées du dia-
gramme. Ces coordonnées permettront d’exprimer relativement simplement les probabilités
de transition du processus de Plancherel et du g-processus de Plancherel, voir les paragraphes
3.2 et7.1.

D’autre part, si A = (Ay,...,A,,0,...) est une partition de taille n, on appelle coordonnées
de Frobenius de A les deux suites

ai:/\i—i+1/2 ’ b1:A§—1+1/2,

ot i varie entre 1 et la taille 4 de la diagonale du diagramme. Les deux suites (4;)1<i<q €t
(bi)1<i<a sont strictement décroissantes et déterminent entierement le diagramme A. De plus,
on dispose de l'identité

d d
Y ai+) bi=n=|A]
i3 O

qui est évidente si l'on voit 4; ou b; comme l'aire d"une ligne ou colonne partant de la dia-
gonale, les cases de la diagonale étant coupées en deux. Dans ce qui suit, nous noterons
A=A) ={ay,...,a3} et =B = —B(A) = {—=by,...,—b;} les deux alphabets associés aux
coordonnées de Frobenius d'un diagramme; ces deux parties de Z' = Z + 1/2 ont méme
cardinal.

A XXX

A KKK KK

FIGURE 2.2 — Coordonnées de Frobenius d'un diagramme de Young.

2.2 Moments d'un diagramme et graduations sur 1'algebre
d’observables

Définition 2.1 (Observable de diagrammes). On appelle observable d’un diagramme A toute fonc-
tion symétrique en l'alphabet (virtuel) A — (—B), donc, toute combinaison linéaire de produits des
moments de Frobenius

Il
1=
—~
2
~
=~
|
—~
|
A
~—
=~

pr(A) = pr(A—(=B))

Par exemple, la taille |A| est une observable de diagrammes, car c’est le premier moment
p1(A). Dans ce qui suit, on note ¢ l'algebre des observables de diagrammes; 1'algebre ¢
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2.2. Moments d"un diagramme et graduations sur l'algébre d’observables.

est librement engendrée par les moments de Frobenius ([[O02, proposition 1.5]), et est donc
isomorphe a l'algebre A. En particulier, les fonctions

A= pu(A), ped

forment une base linéaire de . Le degré d"une observable de diagrammes est obtenu en trans-
portant par l'isomorphisme A >~ € le degré standard des fonctions symétriques. Autrement
dit, deg p, = |u|. Ainsi, on dispose d'une premiere graduation sur l’algebre &.

Examinons maintenant une seconde base. De facon analogue a ce qui précede, on définit
les moments entrelacés d'un diagramme A par :

v U*l

(M) = p(X=Y) =} (xi

i=1 l:l

En particulier, p1(A) = Y7, x; — ):1 1 ¥i = 0 pour tout diagramme, car cette quantité est aussi
la somme des pentes de A(s) — |s|. Soit

Ty athi ()
q)A(Z)_EZ—ﬂl_eXp(k; kk z k)

les fonctions génératrices des coordonnées entrelacées et des coordonnées de Frobenius du
diagramme. On peut montrer que z G (z) = ®,(z — 1/2) /P, (z + 1/2) pour tout diagramme
A, voir [I002, proposition 2.6]. Par conséquent, les moments entrelacés pj sont aussi des ob-
servables de diagrammes, et on dispose des formules de changement de base

~ e 1 n
Pn(/\) = Z 2k <2k—i— 1) pnflek(/\)

51

Z Y Ck Prar—ak(A)

ol Cy désigne la somme sur toutes les compositions k = ) ; k; des inverses des produits
[T —(2k; + 1)!, et ot n¥* = n(n—1)--- (n — k + 1), avec par convention n*~! = 1/(n +1). On
en déduit que les observables (P )x>> forment une base de transcendance de €. Le poids des
observables de diagrammes est la graduation d’algebre définie par wt(px) = k pour k > 2.
Compte tenu des formules de changement de base, wt(px) = k + 1, et la composante de plus
haut poids de py est py.1/(k+1).

La base des moments entrelacés est particulierement adaptée a I'étude analytique des dia-
grammes de Young, et en particulier, elle permet de généraliser la définition des observables
de diagrammes. Ainsi, on appellera diagramme continu toute fonction s — w(s) positive,
1-lipschitzienne et égale a |s| pour |s| assez grand. L'ensemble des diagrammes continus sera
noté €% ; via l'interprétation fonctionnelle des diagrammes de Young, % se plonge dans ¢%'.
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Chapitre 2. Combinatoire des observables de diagrammes.

Siw € €%, on note 0,(s) = (w(s) —|s|)/2; c’est une fonction 1-lipschitzienne & support
compacte. Les moments entrelacés d'un diagramme de Young continu sont définis par

Fi(w) = /m S0l (s) ds,

la dérivée s’entendant éventuellement au sens des distributions. On retrouve les moments
entrelacés usuels pour des diagrammes de Young de partitions, et ceci permet d’étendre 1'en-
semble de définition d'une observable de % a 4% . D’autre part, si w est un diagramme
continu et si t est un nombre réel strictement positif, on note

w'(s) =Vt w(s/Vt)

le diagramme renormalisé en abscisse et en ordonnée d'un facteur V/t, voir I'exemple de
la figure 2.3. Dans ce cadre, si f est une observable de diagrammes homogeéne de poids k,

1/4

FIGURE 2.3 — Renormalisation w! d’un diagramme continu w. L'aire entre la courbe et la fonc-
tion valeur absolue est multipliée par t.

alors f(w') = t*/2 f(w). Le poids est donc la graduation de ¢ adaptée a la renormalisation
« isotrope » de diagrammes équilibrés; dans le chapitre 8, nous verrons que le degré est une
graduation adaptée a la renormalisation de certains diagrammes non équilibrés.

2.3 Permutations partielles et caractéres centraux

Les caracteres centraux forment une autre base de I'algebre d’observables, et ils permettent
d’établir le lien avec la théorie des représentations des groupes symétriques ([[O02, So6a]).
L’idée est d’associer a toute partition y la fonction

A= GO aein)

ot ¢! désigne le caractere irréductible du module de Specht V*, et avec n = |A|. Ces appli-
cations doivent néanmoins étre renormalisées, et d’autre part, il faut pouvoir traiter convena-
blement le cas out || > n. Pour ces deux raisons, il est utile de voir les caractéres centraux
comme éléments de 'algebre des permutations partielles. On appelle permutation partielle
de taille #n un couple (c,S), oit ¢ € S, et S est une partie de [[1, 1] telle que o(x) = x pour
tout x € [1,n] \ S. Alternativement, on peut voir une permutation partielle de taille # comme
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2.3. Permutations partielles et caracteres centraux.

la donnée d’un support S C [1,1] et d’'une permutation ¢ € &(S). Le produit de deux per-
mutations partielles est défini par

(0,9)(t,T) = (0T,SUT),

et les permutations partielles de taille n forment ainsi un monoide non commutatif, de neutre
(id[1,4), @)- Nous noterons %, I'algeébre (complexe) de ce monoide. La théorie des représenta-
tions de cette algebre sera précisée dans la section 12.1, et I'on verra dans le chapitre 13 que
cette construction rentre dans un cadre tres général. Pour l'instant, nous aurons seulement
besoin de la limite projective %, des algebres %,. Si N > n, on peut définir une projection
linéaire ¢ , : BN — P, en posant

onn(0S) = {(0,5) si 5 C [1n],
0 sinon.

Les applications ¢y, sont des morphismes d’algebres, et elles sont compatibles entre elles.
De plus, si le degré d'une permutation partielle est défini par deg(c,S) = card S, alors les
applications ¢y, sont compatibles avec les filtrations d’algebres associées au degré. On note
Boo = l'm71 - By la limite projective des algebres de permutations partielles dans la catégorie
des algebres filtrées; ses éléments sont les combinaisons linéaires formelles éventuellement
infinies de permutations partielles de degrés bornés.

Fixons maintenant une partition y, et notons X, la somme formelle infinie des permuta-
tions partielles

(@11, ) (@20, a2p,) - (1, ), {ai; | 1<i<O(p), 1<j<pi}

ot a est n'importe quelle fonction injective {(i,j) |1 < i < #(pu), 1 <j < i} — IN*. Si ¢y,
est la projection canonique %o, — %, alors le projeté ¢, (X, ) est donné par la méme somme,
mais avec l'indice de sommation a restreint aux fonctions injectives a valeurs dans [[1, n]]. Soit
7, la projection de %, vers CS,, qui a une permutation partielle (¢, S) associe la permutation
0. Le projeté X, , = m,(¢u(Z,)) vaut 0 lorsque n < |u|, et dans le cas contraire, c’est un
multiple de la classe de conjugaison C,, jn- :

Zyn=n(n—1)---(n—|u[+1) vau1n—\y\ = ntlH é,mnf\m /

ou pour toute partition A de taille n, 6/\ = Cy/card C,. Ceci étant, le caractere central X, est
'observable de diagrammes définie par

ZAew) = X/\(Z;m)r
ot x* désigne le caractere irréductible renormalisé, c’est-a-dire que (dimA) x* = ¢*. L'ap-
partenance de X, a & est en réalité tout a fait non triviale, et elle découle des deux résultats

suivants :

1. Dans %, les éléments X, engendrent une sous-algébre commutative 7, et wt(Z;,) =
|1t| + £(p) est une graduation d’algebre sur 7. Plus précisément,

o combinaison linéaire de termes de poids
Ty * 2y = T + ( inferieur & [jr[+£(j1) + [zl + £(12) -2 )
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Chapitre 2. Combinatoire des observables de diagrammes.

voir [Soba, corollaire 3.8]. Essentiellement, c’est parce que pour 7 assez grand, une per-
mutation partielle de type y; et une autre permutation partielle de type y, sont géné-
riquement a supports disjoints, donc commutent et ont pour produit une permutation
partielle de type p1 U ys.

2. D’autre part, pour tout groupe fini G, si a et b sont deux éléments du centre (CG)® de
l’algebre du groupe, et si x est un caractere irréductible normalisé de G, alors x(ab) =
x(a) x(b). En effet, dans la décomposition de CG en blocs matriciels, (CG)® s’identifie
a la somme directe d’espaces d’homothéties .z Cidy, et la restriction de xV a(CG)©
est la projection sur Cidy ; c’est donc bien un morphisme d’algebres. Par suite, pour
toutes partitions 1, p, A,

Zm(}\) X Zyz(/\) = XA(Zm,n) Xc XA(Zyz,n) = X/\<me X6, Zﬂz,n)
= XA(”n o 4’n<2m X e Zﬂz)) = (2141 X oo ZH2)<A)

c’est-a-dire que le produit d’observables X, et X,, peut étre effectué directement dans
oo C HBeo. Par conséquent, compte tenu de la décomposition graduée des produits de
caracteres centraux X, * X, il suffit de montrer que les caractéres centraux des cycles
X sont des observables de diagrammes.

3. En utilisant la formule de Frobenius pour u = k1", on peut montrer que (1) est le
coefficient de z~! dans la série de Laurent

(-3 sy

d’ot1 une expression de X en fonction des p;<, voir [IO02, proposition 3.2]. Par exemple,
2= P1, 2 = P2, 23 = ps — %pn + %rﬂ et Xy = pPa — 4p21 -+ %pz Ainsi, les X et les Z‘u
sont bien dans 0.

A partir de ces observations, on peut établir la proposition suivante, voir [[002, corollaire
4.3, corollaire 4.4 et proposition 4.9] :

Proposition 2.2 (Base des caracteres centraux). Les observables (X,),ca forment une base linéaire
de O, et les caracteres centraux des cycles (X )g>1 forment une base de transcendance. La composante
de plus haut degré de X, est toujours égale a p,,. Par suite,

Xy, * Xy, = Xy, + (termes de degré inférieur) .

La filtration de l'algeébre s, précédemment définie correspond a la filtration des poids sur I'algebre
d’observables O ; par conséquent, on a aussi

Xy, % Xy, = Xy, + (termes de poids inférieur) .

Ces propriétés de factorisation des caractéres centraux en plus haut degré ou en plus haut
poids joueront un role essentiel pour I'asymptotique des caracteres et des mesures sur les par-
titions *. Concluons cette section en dressant une liste des diverses descriptions isomorphiques
de l'algebre d’observables & :

1. Nous décrirons plus en détail les termes du produit X, * X, dans la section 8.3 ; ainsi, le produit peut étre
écrit comme somme sur des appariements entre les points des cycles de type p; et les points de cycles de type py,
le terme X, correspondant a I'appariement vide.
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1. Les moments de Frobenius p, définissent un isomorphisme canonique & ~ A, ce qui
permet d’effectuer des calculs dans 1’algebre des fonctions symétriques.

2. Les caracteres centraux X, sont issus de l'algebre des permutations partielles %, et
plus précisément de l'algébre %, des invariants pour l'action par conjugaison de Gc.
Cette sous-algebre commutative est 1’algébre d’Ivanov-Kerov, voir la section 12.1. On
dispose donc d'un isomorphisme canonique & ~ %,, ce qui permet en particulier de
calculer les coefficients de structure de 1’algebre ¢ dans la base des caracteres centraux,
cf. [I1002, proposition 4.5] et [IK9g, proposition 6.2 et théoreme 9.1]. Nous reviendrons
sur ce point dans le chapitre 12.

3. Enfin, les caractéres centraux X, peuvent également étre vus comme éléments de 1'al-
gebre des fonctions symétriques décalées, voir [OOg8]. Un polyndome symétrique dé-
calé en m variables est un polynéme p(x1,x,...,x,) symétrique en les nouvelles va-
riables y; = x; — i + const, la valeur de la constante étant arbitraire (on la prendra par
exemple égale a 0). Les polyndmes symétriques décalés en m variables forment une
algebre Af(m), et on appelle fonction symétrique décalée un élément de la limite pro-
jective Af = L A*(m). Une base de cette algeébre est formée des fonctions de Schur
décalées :

det ((x; +m —i)Htm), .
det ((xl- +m — Z‘)im_j)i’]'

sﬁ,(xl,xz,...,xm): si f(u) < m, et0 sinon.

On définit les fonctions sommes de puissances décalées en utilisant la formule de Fro-
benius :

Ve, pi= Y s,
AEX,

Alors, on peut montrer que la fonction symétrique décalée p&,(}\) en les coordonnées
standards Ay, ..., A, d'un diagramme est égale a X, (A), f. [OOg8, théoreme 8.1] et [[Kgg,
théoreme 9.1]. Cette identité fournit un troisiéme isomorphisme & ~ A%,

Notons que l'algébre A* est également mise en jeu dans un analogue du théoréme de Frobe-
nius-Schur pour les groupes linéaires complexes GL(11, C). Ainsi, on peut montrer que A*(m)
est naturellement isomorphe au centre Z(U(gl(m,C))) de l'algebre enveloppante de 1’algebre
de Lie gl(m,C) — c’est 'isomorphisme d’Harish-Chandra, voir par exemple [OO98, §2].

2.4 Cumulants libres et asymptotique des caracteres

La derniére base importante de l'algebre & est la base des cumulants libres; elle a été
introduite par P. Biane dans [Biag8, Biao3a], et elle est inspirée par la théorie des probabilités
libres de Voiculescu ([VDNog2, Biaosb]). Si A est un diagramme de Young, on appelle mesure
de transition de A la mesure de probabilité

1y = Z (M) S, -
k=1

Hl#k X — Xi

Alors, Gy(z) = [ o #a(ds) est la transformée de Cauchy de la mesure de transition de A.

De plus,
_1 5 (s)
Ga(z) = S eXp <_/1R o ds ),
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Chapitre 2. Combinatoire des observables de diagrammes.

et compte tenu de cette expression analytique, on peut aussi définir la mesure de transition
Ho d'un diagramme continu w € ¢%. Nous expliquerons dans la section 3.2 1'origine de la
terminologie « mesure de transition ».

Ceci étant, pour toute mesure de probabilité y a support compact S C IR, on appelle R-
transformée de u la fonction réciproque de la transformée de Cauchy C, au voisinage de
I'infini :

Cu(z) = p(ds) ~eo 1 ; Ry(Cu(z)) =z et Ry(z) L (1 + iRk(y)zk> :

R Z—S z z =

Les coefficients Ri() sont appelés cumulants libres de la mesure y. En théorie des proba-
bilités non commutatives, la R-transformée et les cumulants libres jouent un role analogue a
la transformée de Fourier et aux cumulants standards des variables aléatoires. Les cumulants
libres d'un diagramme sont les cumulants libres de sa mesure de transition : Rg(A) = Ry (pa)-
Le premier cumulant est toujours nul, et par inversion de Lagrange,

Rip1(A) = =2 271 (Ga(2)) "

pour tout entier k. On en déduit que les cumulants libres R, sont des observables de dia-
grammes, et d’autre part, la définition analytique des cumulants prouve que

Ri(w') = /2 Ry(w)

pour tout diagramme continu w et tout entier k > 2. Par conséquent, Ry, est une observable
homogene de poids k + 1, et c’est en fait la composante homogene de plus haut poids k + 1

de X, car
1, _ -
Ze(A) = =2 1 (Ga(®) Gz = 1) -+ Galz —k+1))
¢f. [Biao3a, section 5] et [I[0o02, proposition 10.1]. Notons R, un produit Ry, R, ---R,, de
cumulants libres de diagrammes. Alors, compte tenu de la propriété de factorisation en plus
haut poids des caracteres centraux,

1

X, = R, 41 + (termes de poids inférieur)

pour toute partition y, ot u + 1 désigne la partition obtenue a partir de y en ajoutant 1 a
toutes ses parts. En particulier, les (Ri1)k>1 forment une base de transcendance de 7, et les
(Ry41) e forment une base linéaire. Dans la formule précédente, on peut montrer que les
termes de poids inférieur a |u| + ¢(u) — 1 sont en réalité de poids inférieur a |u| + €(p) —2;
en effet, tous les poids apparaissant ont la méme parité que |p| + £(p).

L’identité reliant X, a R, ;1 est a la base de résultats asymptotiques importants pour les
caractéres du groupe symétrique. Etant donnée une constante A > 1, une partition A est dite
A-équilibrée si sa longueur /()) et sa plus grande part A; sont inférieures a Ay/n, oun = |A|.
Alors, le diagramme continu w = (w, )"/l vérifie w(s) = |s| pour tout s > A. En particulier,
les diagrammes continus obtenus par renormalisation de diagrammes A-équilibrés forment
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une partie relativement compacte de 6%/, et toute observable de diagrammes (continus) est
bornée sur cette partie. On en déduit que

|| +€(p)—2 |p|+€(p)—2
| Zu(A) = Ry (M)] = <Y 1AW
k=0 k=0
oy HlHE() =2 -
< nwﬂz(m 2 Z ‘fk(w)‘ < angw 2

k=0

ol C est une constante qui ne dépend que de A (et de u). Dans ce qui suit, si y est une
partition et si n est un entier plus grand que ||, on note 0, , une permutation de &, de type
u1"-Ivl, et |0,1| le nombre minimal de transpositions dans une factorisation de oy, , en cycles,
c’est-a-dire || — £(p). On déduit de ce qui précede :

Théoréme 2.3 (Expression asymptotique des caracteres des groupes symétriques, [Biag8]).
Pour tout A > 1 et toute partition y, il existe une constante positive C(A, i) telle que

_lopnl 4

’X/\<‘7H,n) —n ¥ Ry1(A)| < C(A,pu)n 2

|ogu,n|

pour tout diagramme A-équilibré A de taille n > |u|. En particulier, x*(0y,n) = O(n 1), et d’autre
part, Uestimation précédente implique la factorisation asymptotique des caracteres. Ainsi, si 0y, et 0y
commutent, alors

lou,nl+loznl
— D 0onl_q

’X/\(ay,n Orn) — XA(ay,n)XA(ar,n)’ <D(A,pu,T)n

pour tout diagramme A-équilibré A de taille n > |u| + |t/

L'expression asymptotique des caracteres indexés par des partitions A-équilibrées im-
plique également des résultats de concentration pour la forme d’une partition apparaissant
dans la décomposition d'un C&,-module construit par produit tensoriel, restriction ou induc-
tion, voir [Biag8, théoremes 1.4.1, 1.5.1 et 1.6.1], et [Biao1a, So6b]. D’autre part, le lien entre
caractéres centraux et cumulants libres permet de démontrer tres facilement des lois limites
pour les grandes partitions aléatoires, voir en particulier les sections 3.3 et 10.2; c’est l'intérét
essentiel de cette notion. Concluons ce paragraphe en évoquant deux propriétés additionnelles
des cumulants libres.

1. Notons M, (A) les moments de la mesure de transition d’un diagramme A ; ce sont des
observables de diagrammes, car si

Gi(z) = % exp (ko_il ﬁkl(c/\) zk> = % (1 + ]:i;lﬁk(/\) zk> ,

alors My, (A) = EH(/\) pour toute partition y. On doit a R. Speicher une interprétation
combinatoire des relations entre moments et cumulants libres d’une mesure de proba-
bilité, cf. [Speg8, NSo6]. Si 7t est une partition ensembliste de 1’ensemble [1, 1], on note
M5z = M, et Ry = R, les moments et cumulants libres indexés par la partition p obtenue
en prenant les tailles des parts de 7. La partition 7t est dite non croisée s’il n’existe pas
de quadruplets i < j <k < tels quei ~, ket j ~, I. Sil'on place les entiers 1,2,...,n
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sur une droite et si 'on dessine les blocs de la partition 77, alors la condition de non croi-
sement a une signification géométrique évidente, voir la figure 2.4. L'ensemble NE(n)
des partitions non croisées de [1, 1] est de cardinal le nombre de Catalan C,,, et il forme
un treillis ordonné pour 'ordre de raffinement sur les partitions d’ensemble. Dans ce
cadre, on peut montrer que

M = Z Ry ; Ry = Z ,u(n'comp) My
meNne (k) meNne (k)

olt () = [Tis1(—1)/™1=1 C 1 est la fonction de Mébius du treillis NE(k), et Teomp
désigne le complémentaire de 7t au sens de Kreweras, voir par exemple [So6a, §2.2.4].
Ainsi, au prix d'une inversion de Mobius, on peut ramener 1'étude des cumulants libres
de diagrammes R, (A) a celle des moments M, (A). Or, ces derniers peuvent étre vus
comme moments des éléments de Jucys-Murphy au sens des probabilités non commu-
tatives. On renvoie a [Biag8, Biaosa] et [So6a, §2.1.8 et §4.2] pour de plus amples détails
au sujet de cette interprétation.

5 é ; é 9 10 11 12

FIGURE 2.4 — La partition 7w = {1,4,5,6} U {7,11,12} L/ {2,3} LU {8,10} LI {9} est non croisée.

2. La composante de plus haut poids de X étant le cumulant Ry, on peut montrer que
tout caractere central (d"un cycle) s’écrit comme polyndme a coefficients entiers en les
cumulants d’ordre inférieur a son poids. Par exemple,

21 =R ; 2 =R3 ; 23=R4+Ry ;
X, =Rs5+3R; ; Y5 = Rg+ 15R; +5R3 + 8R;.

Les termes suivants sont calculés a la fin de [Biao3a]. On appelle polynéme de Kerov
le polyndme universel K tel que Xy = Ki(Ra, ..., Rxs1). Le polyndome de Kerov associé
au caractere central d'un cycle a tous ses coefficients positifs (cf. [Féo7]), et on peut
donner une interprétation combinatoire des dits coefficients en termes de nombres de
factorisations d'une permutation, voir [DFSo8, théoreme 1.4].

Un dernier point que nous avons omis est la détermination de toutes les filtrations d’algébre
de &'; ainsi, une classe trés générale de telles filtrations est décrite par [IK99, proposition 10.3]
et [[Oo2, proposition 4.7], et nous renvoyons le lecteur a ces articles s’il souhaite pallier cette
omission. Outre le degré canonique et le poids, nous aurons par la suite besoin du degré de
Kerov (section 3.4 et chapitre 11) et du a-degré (section 10.3); nous les présenterons en temps
voulu.
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2.5 Correspondance de Markov-Krein et topologie des diagrammes
continus

Pour conclure ce chapitre, nous souhaitions préciser tres clairement la topologie induite
sur % par la convergence des observables de diagrammes de l'algebre &'. Ainsi, étant donnée
une suite — pour l'instant déterministe — (wy, ) e de diagrammes continus, que peut-on dire
si pour toute observable f € &, f(w,) admet une limite ? La réponse rentre dans le cadre de
la correspondance de Markov-Krein, qui est exposée dans son cadre le plus général dans les
articles [Kerg3sb, Kerg8]. Nous suivrons ici peu ou prou le second article.

Si w est un diagramme de Young continu dans 4%/, nous avons vu dans les paragraphes
précédents comment lui associer :

— une fonction G, (z) analytique sur le demi-plan de Poincaré H = {z € C | J(z) > 0} :

Guw(z) = %exp (—/}R%ds) .

La fonction G, (z) a sa partie imaginaire négative lorsque z reste dans H; de plus,
limy ., ;0 iy G (iy) = 1. Enfin, elle admet une limite finie lorsque z tend vers t € R avec
t en dehors du support de oy,.
— une mesure de probabilité a support compact i, dont la transformée de Cauchy est la
fonction G, (z) :
ds
Gu(z) = Mo (d5) .
R Z—S
On obtient ainsi une bijection entre 6%/, les mesures de probabilité sur R a support compact,
et les fonctions analytiques sur H qui vérifient

VzeH, ¥(N(z)) <0 ; ygTwlyN(ly) 1 ;

Vt réel en dehors d’un certain compact, lim N(z) existe.
z—t, zeH
Cette correspondance w <+ G, <+ 1 est appelée correspondance de Markov-Krein, et elle est
homéomorphique pour la topologie de la convergence uniforme sur ¢%/, la topologie de la
convergence en loi des mesures de probabilité, et une topologie que nous préciserons plus loin
sur les fonctions analytiques a partie imaginaire négative. Malheureusement, ces topologies
(métrisables) ne rendent pas les espaces sous-jacents complets ; par suite, il convient d’intro-
duire des objets plus généraux pour comprendre pleinement les propriétés topologiques de
cette correspondance. Définissons donc les quatres espaces métrisables complets suivants :

- diagrammes continus généralisés : soit #! ’ensemble des fonctions w : R — R qui
sont 1-lipschitziennes et vérifient

-1 +oo
/ (1+w’(s))§<oo ; / (1—w’(s))é<oo,
oo sl 1 sl
étant entendu qu’on identifie deux telles fonctions si elles different d’une constante. Il
existe une distance sur %! qui en fait un espace métrique complet, et telle que ([wy])nen
converge vers une classe d’équivalence [w] dans ! si et seulement si ’on peut choisir
des représentants tels que w, — w uniformément sur toute partie compacte S C R. On
abienstr % C €% c #.
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— fonctions de Rayleigh : soit #' 'ensemble des fonctions mesurables sur R telles que

0 0o
R 1—R
Vs, 0 < R(s) <1 ; / (s) ds < oo ; / 7(5)ds<oo,
—oo 1+ |5 o 1+]s]

étant entendu qu’on identifie deux telles fonctions si elles sont égales presque partout.
Une suite de fonctions de Rayleigh (R,),en converge vers une fonction R si

X X
Vx € R, lim Ry(s) ds = / R(s) ds ;
n—eo [ oo 1+ s oo 18]

VxeR’ llm in(s)dsz/ ﬂds'
neo fi 1+ || « L+]s|

Dans ce cas, la limite R est encore une fonction de Rayleigh. Il existe une distance sur
%' compatible avec cette notion de convergence, et compléte; pour cette distance, la
convergence R, — R dans %' est équivalente? a

/ﬂb Ry(s)ds — /abR(s)ds

pour tout intervalle borné [a, ).

— fonctions a parties imaginaires négatives : soit .#"! 'ensemble des fonctions analytiques
sur H qui ont leur partie imaginaire négative, et vérifient lim, ,. iy N (iy) = 1. On
munit .41 de la restriction de la topologie de Montel, c’est-a-dire la topologie de la
convergence uniforme sur tous les compacts de IH. De nouveau, il existe une distance sur
A1 compatible avec cette topologie et complete. De plus, si (N, ), suites de fonctions
de 4! converge pour la topologie de Montel vers une fonction analytique (a partie
imaginaire négative) f, alors f appartient a .4! si et seulement si

lim sup |iyfu(iy) —1| =0.
Y—

®neN, y=Y

— mesures de probabilité : on note .#! = #'(R) = Z(R) l'espace des mesures de
probabilité (boréliennes) sur la droite réelle, et on le munit de la topologie de Skorohod
de la convergence en loi, cf. [Bil69g, chapitre 1]. Il est bien connu qu'il existe une distance
(naturelle!) sur .#! compatible avec cette topologie, et qui en fait un espace complet.

Avec ces définitions, la correspondance de Markov-Krein généralisée s’énonce comme suit :

Théoréeme 2.4 (Correspondance de Markov-Krein généralisée, [Kerg8]). La correspondance de
Markov-Krein entre diagrammes de Young continus, mesures a supports compacts et fonctions analy-
tiques a partie imaginaire négative est la restriction d'une correspondance homéomorphique entre les
quatre espaces métriques complets :

y' @ o N oalt.

1. La bijection #' > &1 est donnée par :

RE) = s(14+(s) w(s):/os(2R(t)—1)dt.

NI~

2. Attention, si une suite (R;),cN de fonctions de Rayleigh converge en ce sens vers une fonction mesurable R,
il ny a a priori aucune garantie pour que R soit une fonction de Rayleigh dans %'. C’est la raison pour laquelle on
doit attacher une distance a cette topologie ; des phénomeénes du méme type ont lieu pour les deux autres espaces
olet 4L
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2. L'homéomorphisme N1 < R est fourni par la représentation intégrale de Nevanlinna des
fonctions a partie imaginaire négative :

N(z)zéexp<—/om%ds+/om%ds> .

3. La correspondance M < N1 est la transformée de Cauchy des mesures de probabilité, qui peut
étre inversée par la formule de Perron-Frobenius :

_ [ ps) /b =L im (NG 4
N(z) = Lz ; i u(ds) = nylg]go i S(N(s+1iy))ds.

Muni de ce résultat abstrait, placons-nous dans la situation décrite au début de ce para-
graphe, c’est-a-dire avec une suite (w,),cn de diagrammes continus dont on sait que certaines
observables admettent des limites. Il arrivera souvent dans la suite qu’on sache par exemple
calculer les limites des cumulants libres :

Vk > 2, Elrk = lgn Rk(wn) .
n—o0

Comme les cumulants libres engendrent 1’algebre €, en effectuant des changements de base,
on peut alors virtuellement calculer les limites de toutes les observables f(wy); en particulier,
les moments 1 (w,) des mesures de transition Uy des diagrammes ont tous des limites ;. S'il
existe une mesure de probabilité sur R qui a pour moments les nombres my, et qui est détermi-
née par ses moments, ceci implique la convergence en loi y,, — i dans 'espace Z(IR). Alors,
par la correspondance de Markov-Krein généralisée, il existe un diagramme continu généra-
lisé w tel que w, — w uniformément sur tout compact de R. En particulier, si les moments
my correspondent a une mesure a support compact y, alors cette mesure est automatiquement
déterminée par ses moments, et elle correspond a un (vrai) diagramme continu w. Ainsi :

Proposition 2.5 (Topologies faible et forte sur les diagrammes continus). Soit (wy),eN Une suite
de diagrammes continus qui converge pour la topologie faible vers un diagramme continu we € €%,
c’est-a-dire que pour toute observable de diagrammes f dans O (ou toute observable dans une base
algébrique), f(w,) tend vers f(we). Alors, w, converge vers we uniformément sur tout R.

Autrement dit, si (wy,)neN converge vers we pour la topologie faible induite sur % par 0,
alors la suite converge en fait pour la topologie forte > — notons que l'appartenance wo, € 6%
fait partie des hypotheses de 1’énoncé.

Démonstration. Comme un diagramme continu w(s) est 1-lipschitzien est égal a |s| pour s
assez petit ou s assez grand, on a forcément w(s) > |s| pour tout s. En effet, si w(s) < |s]
pour un certain s, disons s positif, alors w(s) <s—e pour un certain ¢ > 0, et par caractere
1-lispchitzien, w(t) < t — ¢ pour tout f plus grand que s; ceci contredit I'hypothese précé-
dente. Maintenant, on sait déja que sous les hypothéses de I'énoncé, w, converge vers wq
uniformément sur toute partie compacte ; en particulier, c’est vrai sur le support S = [4,b] de
0o (s) = (Weo(s) — |s]) /2. Quitte & étendre ce support, on peut supposer a < 0 et b > 0. Pour
tout € > 0, au-dela d’un certain rang N,

||w1’l - woo”oo,s < €.

3. Ce point précis et sa preuve ne sont pas vraiment mentionnés dans [[002]; c’est essentiellement pour cela
que nous avons consacré une section compléte a ces subtilités topologiques.
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Chapitre 2. Combinatoire des observables de diagrammes.

Sis < a, alors wy(s) — we(s) = wn(s) — |s| = 0 par hypothese sur les w,. Mais d’autre part,
(wn(s) —1s]) = w;(s) +1 >0, donc :

wn(s) = weo(s) = wa(s) = [s| < wala) — o] <e.

On conclut que sur S_ =] — o0, 4], on a également ||w; — Wel|w,s. < € De méme, sis > b,
alors (wy(s) —|s]) = w),(s) =1 <0, donc :

0 < wp(s) — We(s) = wn(s) —|s| < wn(b) —|b| <e.
et [|Wy — Weolloo,s, < €5iS4 = [b,+oo[. Tout ceci implique bien :
||w1’l - woo”oo,IR < €

pour n assez grand, ce que 1’on souhaitait. O

Ainsi, l'algebre des observables de diagrammes permet d’établir la convergence pour la
topologie uniforme (sur tout R) d'une suite (w,),en de diagrammes de Young continus vers
un diagramme continu we. Néanmoins, cette notion de convergence n’est pas la plus forte
que l'on puisse espérer. Ainsi, en plus de demander que ||w, — We||« tende vers 0, on peut
souhaiter que les supports des diagrammes w, restent bornés et convergent vers celui de we,
c’est-a-dire que :

a(wy) =inf{s € R | wy(s) # |s|} = a(we) ;
b(wy) =sup{s € R | wy(s) # |5|} = b(we) -

On dira dans ce cas que (wy)zen converge ultra-fortement * vers wo.. Dans ce qui suit, nous
observerons a trois reprises ce phénomene de convergence ultra-forte, a savoir, pour les dia-
grammes de Young renormalisés tirés aléatoirement sous les mesures de Plancherel (chapitre
3), sous les mesures de Schur-Weyl de parametre « = 1/2 (chapitre 10), et sous les mesures
de Gelfand (chapitre 11). Dans ces contextes, les techniques d’observables de diagrammes ne
donneront rien de plus que la convergence uniforme, et nous aurons recours a d’autres types
d’arguments pour établir la convergence des supports.

4. La terminologie est locale et n’a rien a voir avec la notion de topologie ultra-forte d’algebre d’opérateurs.
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Chapitre 3

Asymptotique de la mesure de
Plancherel sur les partitions

Dans ce chapitre, nous présentons les deux résultats les plus marquants de la théorie
asymptotique des représentations du groupe symétrique : la loi des grands nombres de
Logan-Shepp-Kerov-Vershik (1977) et le théoréeme central limite de Kerov (1993). Nous sui-
vrons pour l'essentiel la preuve de [1002]; elle repose sur les propriétés combinatoires de
'algébre d’observables exposées dans le chapitre 2. On emprunte également des arguments a
[Biao1b, So6b]. L'objet principal des seconde et troisiéme parties du mémoire sera la preuve de
résultats analogues a ceux de ce chapitre, mais dans le contexte des mesures de Schur-Weyl,
des mesures de Gelfand et des mesures de Plancherel des algebres d’Hecke. De nombreux
arguments seront donc réemployés plus tard, en particulier la théorie due a Sniady des cumu-
lants et des cumulants disjoints d’observables de diagrammes (section 3.4).

Dans tout ce qui suit, on utilise la notation E[X] pour I'espérance d’une variable aléatoire
X, et la notation IP[A] pour la probabilité d’un événement A. Si une mesure M est déja fixée,
on notera aussi M[X] = E[X] l'espérance de X sous M, et M[A] la probabilité de A sous M.

3.1 Probléme d’Ulam et correspondance RSK

La mesure de Plancherel est I'objet d’étude principal de ce chapitre, et cette mesure de
probabilité admet une définition purement algébrique issue de la théorie des représentations
et valable pour tout groupe fini G, cf. la proposition 3.2. Ceci étant, pour le groupe symétrique
S, on peut relier la mesure de Plancherel & un probleme combinatoire sur les permutations.
Si 0 est une permutation de mot ¢(1) c(2)--- o(n), on appelle sous-mot croissant de ¢ un
sous-mot

o(in)o(iz)---o(iy) avec o(ih) <o(ip) < - <o(iy).

La plus grande longueur d'un sous-mot croissant de ¢ sera notée L(0); cette quantité peut
varier entre 1 et n. On suppose maintenant que ¢ = 0, est tirée au hasard équiprobablement
parmi les n! permutations de &, et on s’intéresse a la distribution de la variable aléatoire
L, = L(0y). Ce probleme a été soulevé dans les années 1960 par S. M. Ulam (cf. [Ula61]), et
une application ingénieuse du principe des tiroirs montre que I'espérance de L, vérifie

1
E[Ld] > 5vn—1,
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Chapitre 3. Asymptotique de la mesure de Plancherel sur les partitions.

voir [ES35]. J. M. Hammersley a ensuite montré que L,/+/n convergeait en probabilité vers
une constante finie ¢ (cf. [Hamy2]); finalement, il a été montré par Logan et Shepp ([LS77])
et indépendamment par Kerov et Vershik ([KV77]) que ¢ = 2, voir plus loin le théoréme 3.3.
L’idée est de se ramener a I'étude de partitions aléatoires en lieu et place des permutations
aléatoires ; la correspondance de Robinson-Schensted-Knuth permet ce transport de mesure
de probabilité.

Compte tenu de l'identité des carrés évoquée a la fin de la section 1.3, il existe une bijection
entre les n! permutations de taille 7 et les paires de tableaux standards de taille n et de méme
forme. On doit a Robinson et Schensted ([Rob38, Sch61]) une bijection explicite

RSK: 0 € &, — (P(0),Q(¢)) € | | Std(A) x Std(A)
AeX,

telle que la plus grande longueur d’un sous-mot croissant de ¢ corresponde a la taille de la
premiére part de la forme commune A des tableaux P(o) et Q(c). L'algorithme RSK* est le
suivant :

1. On part des tableaux vides P = Q = &, et on lit le mot de ¢ de gauche a droite.

2. Pour chaque lettre j = o(i), on insert j dans P de la fagon suivante. Si j est supérieur a
tous les éléments de la premiére ligne de P, on place j a la fin de cette premiere ligne.
Sinon, si j’ est le premier entier de la premiere ligne plus grand que j, on remplace j' par
j dans cette ligne, et on insere j' dans la seconde ligne. On réitere cette opération jusqu’a
ce qu’une case ait été ajoutée au bord de P.

3. On ajoute la méme case au bord de Q, et on la numérote i.

Par récurrence sur la longueur n du mot o, il est clair que les deux tableaux P(c) et Q(c) sont
standards et de méme forme.

NEEN

NINEE

NEEEN

~[n]w]N]
NISIED
|

FIGURE 3.1 — Tableaux standards associés a la permutation o = 631754298 par l'algorithme
RSK.

On peut également retrouver P(c) en appliquant 'algorithme du jeu de taquin au ruban
standard obtenu en lisant le mot de o, voir la figure 3.1. D'autre part, Q(c) est toujours égal a
P(c™!) —ce point jouera un role important dans le chapitre 11. On renvoie a [Fulgy, chapitres
1-4] pour une preuve détaillée de ces résultats et de la proposition suivante :

Proposition 3.1 (Correspondance de Robinson-Schensted-Knuth, [Rob38, Sché61]). L'algorithme
d'insertion de Schensted peut étre inversé ; ainsi, RSK est une bijection entre &, et | |)cq, (Std(A))%
De plus, si A(0) désigne la forme commune des tableaux P(c) et Q(c), alors L(c) = (A(0))1.

1. L'algorithme de Robinson et Schensted a été généralisé dans les années 1970 par D. Knuth, d’ot 'acronyme
RSK.
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3.2. Mesures et processus de Plancherel.

Par conséquent, la loi de L(0;,) sous la mesure uniforme pour les permutations de &, est égale
a la loi de A; sous la mesure de probabilité

(card Std(A))?

P[] =

pour les partitions de taille n. Dans ce qui suit, nous noterons M,, cette mesure sur %, ; ainsi,
My(4) = 1/24, My(31) = 3/8, My(22) = 1/6, M4(21%) = 3/8 et My(1*) = 1/24.

3.2 Mesures et processus de Plancherel

La mesure M, présentée dans le paragraphe précédent hérite de nombreuses propriétés
algébriques, car c’est un cas particulier de mesure de Plancherel. Si G est un groupe fini et
si V est un CG-module, on rappelle que V se scinde de maniére unique en somme directe de
CG-modules simples :

Ve @ ma(V) VA, avec ny (V) > 0.
VieG

Définition 3.2 (Mesure de Plancherel). On appelle mesure de Plancherel d'un CG-module V la
mesure de probabilité

1y (V) dim V2
MV(A): A(d)imV

sur l'ensemble G des classes d'isomorphismes de CG-modules simples. En particulier, la mesure de
Plancherel Plg d'un groupe fini est la mesure de Plancherel de sa représentation réguliere :

(dim V)2 .

Plg(A) = Mcg(A) = ard C

Dans un contexte d’analyse harmonique non commutative (cf. [Var89]), on peut interpré-
ter la mesure de Plancherel comme la duale de la mesure de Haar du groupe; détaillons
briévement cette interprétation. On rappelle qu'un espace L?> non commutatif est une algebre
de von Neumann .# — .Z(H) munie d'une trace, c’est-a-dire une application positive ho-
mogene T : .4 — [0,+o0] qui est traciale, fidele et normale — on renvoie a [PXo3] pour
des précisions sur cette terminologie. Si la trace est finie, elle s’étend de maniére unique en
une forme linéaire T : .# — C, et 'espace L2(.#, ) est la complétion de .# pour la norme
préhilbertienne
I

|a||* = t(a*a).

Un espace de probabilité non commutatif est un espace L? non commutatif dont la trace
vérifie (1 4) = 1. Lorsque .# est de dimension finie, les subtilités topologiques peuvent étre
omises, et a la sesquilinéarité du produit scalaire pres, la notion coincide avec celle d’algebre
de Frobenius (normée), cf. [Nak3g]. Toute algebre d’endomorphismes End(V) est un espace
de probabilité non commutatif pour la trace normalisée

tr (u)

T(u) =try(u) = TV

et d’autre part, 'algebre d'un groupe fini CG est un espace de probabilité non commutatif
pour la trace normalisée trcg obtenue par restriction de la trace normalisée de End(CG) a
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I'image CG — End(CG) de la représentation réguliere gauche. Un calcul trés simple montre
qu’en tant qu’espace de Hilbert, CG est I'espace L? standard de la mesure de Haar du groupe :

= LAQ8 AP = o) = [ dmls) = rgs DA
g€

g€G

Si P est une mesure de probabilité sur G, on peut lui associer une structure d’espace de
probabilité non commutatif sur @, _a End (V") en considérant la trace normalisée

=P P(A) tryn.

pre

Alors, la transformée de Fourier abstraite CG — @, End(V*) est une isométrie d’espaces
de probabilité non commutatifs si et seulement si I'on prend P = Pl;. Ainsi, la mesure de
Plancherel apparait bien naturellement comme duale de la mesure de Haar du groupe. Nous
donnerons dans le chapitre 7 une interprétation semblable de la g-mesure de Plancherel;
d’autre part, la notion d’espace de probabilité non commutatif sera utile pour comprendre les
raisonnements du paragraphe 3.4.

Pour le groupe symétrique &, dim V* = card Std(1), donc la mesure M,, n’est nulle autre
que la mesure de Plancherel Plg, . De plus, il existe un processus aléatoire (A(")),cny & valeurs
dans # et tel que la loi marginale de A, soit exactement M,,. En effet, considérons le processus
markovien de probabilités de transition données par

1 dimA Si}\/‘/\,

p()\,A) _ JJA] dimA
0 sinon.

C’est le processus de Plancherel des groupes symétriques. Compte tenu du théoreme de
branchement 1.4, si n désigne la taille de |A|, alors la probabilité de transition p(A,-) est la

mesure de Plancherel de Imdg:+ 1(VY). Comme
Indg:+l <C6”) = C67’l+1 ®C6n CGn = C6n+1 ,

on en déduit par récurrence sur n que la loi de A1) est M,,. De plus, les probabilités de
transition se calculent aisément a 1’aide de la formule des équerres :

[Tijyea h(irj)

[ jyea G f)

On peut donc construire trés facilement de grands diagrammes de Young aléatoires tirés
suivant la mesure de Plancherel, voir la figure 3.2 — le diagramme a été construit a ’aide du
logiciel libre sage, cf. [ST10]. Alternativement, on peut réaliser le processus de Plancherel en
projetant par la correspondance RSK le processus de Knuth. Ce processus markovien produit
une suite de permutations (U(n))ne]N en insérant aléatoirement et de fagon équiprobable la
lettre 7 4 1 dans le mot de ™) pour obtenir le mot de o"+1). Tl n’est pas difficile de montrer
que si (¢("),cn est un processus de Knuth, alors (A(c(")),cn est un processus de Plancherel
— il suffit d’utiliser le théoréeme de branchement 1.4 et I'identité dim A = card Std(A).

p(AA) =

A partir de la formule des équerres pour les probabilités de transition du processus de
Plancherel, on peut retrouver la mesure de transition des diagrammes évoquée dans la sec-
tion 2.4. Ainsi, si A est obtenu a partir de A en rajoutant une case au niveau du coin d’abscisse
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3.3. Loi des grands nombres.

xi, alors p(A, A) = u,(x¢). Les mesures de probabilité p(A,-) et u) peuvent donc étre iden-
tifiées. Partant de cette observation, Kerov a proposé un analogue différentiel déterministe
du processus de Plancherel, voir par exemple [Kergg]. Rappelons que si w est un diagramme
continu, sa mesure de transition i, est la mesure de probabilité définie par la relation

Gute) = Lewp (- [ ) = [ )

z—s R Z—S

Un processus de Plancherel différentiel est la donnée d"une famille de diagrammes continus
(w(-,t))ter, qui croissent suivant leurs mesures de transition :

do (s, t
Vs, t, g)t ) ds = yw(.lt)(ds).
Alors, les fonctions génératrices G, (.;) = G(,t) satisfont I'équation hydrodynamique de
Burgers
dG(z,t) 0G(z,t)
o TeEh— =0

et on peut montrer que les processus de Plancherel différentiels ont la méme asymptotique
que les processus de Plancherel « algébriques ». Le lien entre cette approche analytique et
la définition algébrique des processus de Plancherel est expliqué dans les articles originaux
[LS77, KV77]; I'asymptotique des processus de Plancherel y est également traduite en un
probléme variationnel pour une fonctionnelle sur les diagrammes continus, voir [LS77]. Pour
notre part, nous meénerons l'analyse asymptotique des mesures M, en restant dans le cadre
algébrique, et en utilisant les observables introduites dans le chapitre 2.

FIGURE 3.2 — Diagramme de Young aléatoire tiré suivant la mesure de Plancherel pour n =
500. La différence ||A* — Q|| vaut ici environ 0.07.

3.3 Loi des grands nombres

Les contours du diagramme aléatoire présenté dans la figure 3.2 épousent une forme régu-
liere (), et ce phénomene est d’autant plus prononcé que n est grand. Le théoréme fondamental
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suivant précise cette affirmation. Si A est un diagramme de Young de taille 1, nous noterons
A* le diagramme renormalisé A'/"; I'aire entre le diagramme continu A* et la fonction valeur
absolue est donc égale a 2.

Théoreme 3.3 (Logan-Shepp-Kerov-Vershik, [LSy7, KV77]). Soit Q) le diagramme continu défini
par

as) {% (sarcsin(%)—i—\/él—sZ) sils| <2,
S) =

|s| sinon.

Ce diagramme est la forme limite universelle des diagrammes de Young tirés suivant la mesure de
Plancherel. Ainsi, pour tout € > 0, la probabilité M,[||A* — Q| = €] tend vers 0.

La preuve du théoreme 3.3 est en réalité assez aisée si 1’on utilise les cumulants libres de
diagrammes. En effet, on peut facilement calculer la fonction génératrice

z—Vz2 —4

GQ(Z) = 5

de la forme limite (), et son inverse formel au voisinage de I'infini est R (z) =z+1/z. Comme
la topologie de la convergence uniforme sur 6% peut étre controlée par les cumulants libres
(voir la section 2.5), il suffit de montrer la convergence en probabilité des cumulants libres :

. 1 sij=2,
vj>2, RiA;) =4 )
0 sinon.
Or, sous les mesures de Plancherel M,, les moments des caractéres centraux peuvent étre
rendus explicites. Ainsi,

M, [Z,] = nt¥ ) ) = v tres, (0 qn-m) = ntk Ly,

n!
AEH,

car la décomposition de la trace réguliere sur la base des caracteres irréductibles est donnée
par le mesure de Plancherel, et parce que cette trace évaluée en un élément ¢ du groupe vaut
0 sauf si o = idy ,] est le neutre. Comme (X,),c» est une base de &, on en déduit que toute
espérance d’observable f sous la mesure de Plancherel M,, est un polyndme en n. De plus, si
wt(f) = k, alors ce polyndme est de degré inférieur & k/2, car ceci est vrai pour les observables
2. Pour y = 1%, il existe une observable f de poids inférieur a 2k — 1 telle que

(Ro)* =Xy — f.
Par conséquent, M,[(Ra(A))¥] = nk + O(n*=1/2), et
Mu[(R2(A))] =1+ 0(n~12).

Le cumulant Ry(A};) converge donc en moments vers la constante 1, et en particulier il con-
verge en probabilité. D’autre part, le méme argument pour j > 3 et k > 1 montre que
M,[(Rj(A))K] = O(nUk-1)/2) ; ainsi,

Mu[(Rjz3(A*))"] = O(n~1/%).

Ceci implique la convergence en probabilité R;>3(Aj;) — 0, d’ot le théoréme de Logan-Shepp-
Kerov-Vershik.
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Ainsi, en tirant parti des propriétés des diverses bases de 1'algebre d’observables &, on
peut démontrer facilement des résultats asymptotiques sur les partitions tirées suivant une
mesure de Plancherel. Le point important de la preuve est le calcul de 1’'espérance des carac-
teres centraux, et ce calcul peut étre généralisé comme suit : si My est la mesure de Plancherel
d’un CS,,-module V, alors

My([Z,] = nH 5V (0,00 ),

x" désignant le caractére normalisé de V. Ensuite, on utilise les graduations de l'algebre
d’observables pour remplacer X, par sa composante de plus haut poids, ou plus généralement
par sa composante en plus haut degré vis-a-vis d’une filtration d’algebre sur &. En particulier,
nous prendrons dans la seconde partie du mémoire le degré canonique, qui est adapté a la
renormalisation de certains diagrammes non équilibrés.

En utilisant les estimations a priori sur la distribution de la longueur d’un plus long sous-
mot croissant dans une permutation aléatoire (voir par exemple [Hamy2]), on peut rendre le
théoreme 3.3 plus fort : ainsi, on a en réalité convergence en probabilité au sens de la topologie
ultra-forte évoquée a la fin du chapitre 2. Comme —2 et 2 sont les bornes du support de oq,
ceci implique bien le résultat précédemment annoncé pour la longueur du plus long sous-mot
croissant d'une permutation aléatoire.

3.4 Théoréme central limite

La forme limite des diagrammes de Young sous la mesure de Plancherel ayant été détermi-
née, intéressons-nous maintenant aux fluctuations autour de cette forme limite. Le théoréme
central limite de Kerov est nettement plus complexe que la loi des grands nombres, et il admet
plusieurs énoncés équivalents, le plus simple étant sous doute la concentration gaussienne des
caractéres centraux. On doit a P. Sniady (cf. [So6b]) un cadre général permettant de traiter ces
phénomenes de concentration gaussienne, et la fin de ce chapitre est consacré a I'exposé de
ces méthodes, avec en vue la démonstration du théoréme suivant :

P 5 s [ Zi(A
Théoreme 3.4 (Kerov, [Kerg3a]). Le vecteur des caracteres centraux renormalisés < \/I;?(”;/)z)k>2 con-

verge en lois fini-dimensionnelles vers un vecteur gaussien (Cx)x>2, les variables ¢y étant indépendantes
et de variance 1. Soit A, (s) = /n (A%(s) — Q(s)) la déviation aléatoire renormalisée d'un diagramme
de Young par rapport a la forme limite. Alors, au sens des distributions, Ay, (s) converge en loi vers le
processus gaussien généralisé

A(s) = A(2cos6)

:lIN

s\w

[o0]
Précisons quelque peu la seconde partie du théoreme. La figure 3.3 représente une somme
partielle (jusqu’a l'ordre K = 5000) de la série mise en jeu dans le théoreme de Kerov ; cette

série est analogue a celle du champ libre gaussien ([Sheo7]), et elle ne converge pas ponctuel-
lement. Néanmoins, pour toute fonction réguliére f € €% ([—2,2]), 'intégrale

= 2 _ 2y b i $) sin s
a1 = [ 8@ =2 1 [ Fs)singo)a

converge et est une variable gaussienne (centrée). Ces variables peuvent étre explicitement
calculées en décomposant f sur la base des polyndmes de Chebyshev de seconde espece
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I J‘ Wit
‘ | ‘ |

FIGURE 3.3 — La déviation renormalisée d'un diagramme aléatoire A* par rapport a la forme
limite () converge vers un processus gaussien généralisé.

_—

sin(k+1)6 |

ur(s) = ug(2cos ) = —3

fr Crt1
k+1

f(s):ifkuk(s) = <Ayf>:zf;
k=0 k=1

;

Ainsi, la variance de (A | f) est la norme de Sobolev || f||> = 4%, |fx|?/ (k + 1), et la conver-
gence en loi au sens des distributions > A,, — A signifie que (A, | f) converge en loi vers cette
variable gaussienne (A | f), et ce pour toute fonction f € €% ([—2,2]).

La preuve de ce résultat se décompose en deux parties : on montre d’abord le caractere
asymptotique gaussien de certaines observables de diagrammes sous la mesure de Plancherel,
puis on en déduit le caractere asymptotique gaussien du processus A, par des arguments
analytiques. La seconde partie dépend essentiellement de la forme limite observée pour les
diagrammes ; ainsi, on aura recours a des arguments sensiblement différents pour démontrer
I'asymptotique gaussienne des g-mesures de Plancherel (section 8.3). En revanche, la premiére
partie peut étre traitée dans un cadre trés général, cf. [So6a, So6b]. Nous exposons ci-aprés les
résultats importants de cette théorie des cumulants d’observables due a Sniady. Si Xq,..., X%,
sont des variables aléatoires définies sur un méme espace, leurs cumulants joints k(X, ..., X;)
sont définis par la relation de récurrence :

IE[Xl T Xr] = Z k(Xiem) k(Xi@rz) e k(XiEm) :
7T partition
d’ensemble de [1,7]

Cette relation permet bien un calcul récursif des cumulants; ainsi, E[X] = k(X), E[XY] =
k(X,Y) +k(X)k(Y) et E[XYZ] = k(X,Y,Z) + k(X,Y)k(Z) + k(X, Z)k(Y) + k(Y, Z)k(X) +
k(X)k(Y)k(Z), donc

k(X)=E[X] ; k(X,Y) = E[XY] - E[X]E[Y] = cov(X,Y) ;

k(X,Y,Z) = E[XYZ] — E[XY]E[Z] — E[XZ]E[Y] — E[YZ]E[X] + 2 E[X]E[Y]E[Z].

2. On peut aussi montrer que la déviation A, /+/logn converge en lois fini-dimensionnelles vers un « vrai »
processus gaussien, cf. [BSo7].
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3.4. Théoreme central limite.

On renvoie a [Matggb, 1.S59, Bri6g] pour des précisions sur la notion de cumulant. Alternati-
vement, les cumulants peuvent étre définis par la formule

al’

KXy Xo) = 5= =0

logEexp(t1X1 + - - - + . X;)] .

En particulier, les vecteurs gaussiens sont caractérisés par I'annulation des cumulants joints
d’ordre supérieur a 3. C’est ce critere que nous employerons pour démontrer les concentra-
tions gaussiennes.

Ceci étant, si V est un module (réductible) sur CS,, le caractére normalisé )(V fournit une
structure d’espace de probabilité non commutatif sur I'algeébre C&,,. On notera E[X] = x"(X)
'espérance des variables aléatoires non commutatives de ’algebre. Sil’on se restreint au centre
Z(C6,) de l'algebre, les variables aléatoires considérées commutent, et les produits mis en
jeu dans la relation de récurrence définissant les cumulants joints ne font plus ambiguité. On
peut donc envisager les cumulants de variables centrales de Z(CS,) — plus généralement
d’ailleurs, on peut envisager les cumulants de toute famille de variables commutantes. D’autre
part, en utilisant la projection 7, o ¢, : Boo — HBy — CS,, on peut relever E a 'algebre des
permutations partielles %, qu'on considérera de méme comme un espace de probabilité
non commutatif. Ainsi, un module V étant fixé, on peut considérer I’'espérance d'un caractere
central X, (vu comme élément de %), et également des cumulants joints

KZy, Xy ),

car les ¥, commutent dans %, C %e. Finalement, les caracteres centraux fournissent un
isomorphisme 4%, ~ ¢, donc on peut considérer les observables de diagrammes comme des
variables aléatoires, et calculer leurs cumulants. En termes probabilistes, ceci revient a tirer
un diagramme A suivant la mesure de Plancherel de V, et a évaluer les observables sur ces
diagrammes aléatoires.

Si (0, S) et (1, T) sont deux permutations partielles, leur produit a été défini dans la section
2.3 par (0,5)(7,T) = (¢7,SUT). Mais on peut aussi définir dans 1’algébre %, un produit
disjoint
(cT,SUT) siSNT =g,

0 sinon.

(‘7/5) o (T,T) = {

Pour ce produit, X, e X, = X, ,,. Nous noterons & l’algébre d’observables muni du pro-
duit disjoint, et k* les cumulants d’observables correspondant a ce produit; ainsi,

EX;eXpe---0X]= Y [Tk (Xiex),

neQ([Lr]) e

ot Q([1,7]) est 'ensemble des partitions d’ensembles de [1,n]. Une technique de condition-
nement (cf. [Bri6g]) permet de relier les cumulants standards et les cumulants disjoints. Ainsi,
si Eid désigne I'application identité entre & et 0°, alors

k(X1,...,. %)= Y, kI Xicn,), ..., K (Xien,)) -
meQ([Lr])

En utilisant ces relations, la filtration du poids sur l'algebre d’observables, et une théorie
«géométrique » des caracteres centraux (cf. [So6a]), P. Sniady a établi dans [So6b] 1’équivalence
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Chapitre 3. Asymptotique de la mesure de Plancherel sur les partitions.

entre plusieurs propriétés de concentration gaussienne d’observables. Si (p,, Vi,)nen est une
famille de représentations des groupes symétriques &, on dit que la famille a la propriété de
factorisation asymptotique des caracteres si 1'une des assertions suivantes est satisfaite :

(i) pour tous cycles disjoints ¢y, ..., 0 de longueurs Iy, ..., 1,

I+ +lp+r—
kn(oq,...,00)n e =0(1);
(ii) pour tous entiers positifs I4,...,1;,
4+l —r42 L+l —r+2
kn(le,...,Zl,)n* 2 :O<1) ou k;(le,...,Zl,)n’ 2 :O<1) ;

(iii) pour tous entiers Iy,...,I, > 2,

_ l]+---+ér—zr+2 - O(l)

kn(Rll,...,er)Tl =
Proposition 3.5 (Factorisation asymptotique et concentration gaussienne, [So6b]). Les assertions
(i)-(iii) sont équivalentes. Lorsqu’elles sont vérifiées, si pour r € {1,2} les r-cumulants joints d'un type
(1)-(iii) ont une limite, alors c’est le cas pour tous les types de cumulants, et :

= 41

1 = im Eyfo)]n'? = im E,[Z]n 2 = lim [, [Rya]n
n—oo

n—,oo n—oo
. _hth . _hth
U1yt = MK (Ryy g, Ryya) n 720 = lim Ky (2, 2,) 12
. 711+12 lllz
= lim k}, (211,212) n 2 + Z —— Caytby " Captb,
n—oo v
11:a1+...+ar
I=by+---+b,

. i+l lllZ
= lim ky(0y,0,)n" 7" —hbcyaacpii+ )L = Cappb o Cath,
h=a+-+a,
ly=by++-+b,

Dans les conditions de la proposition 3.5, si A est un diagramme aléatoire tiré suivant la
mesure de Plancherel de V,,, alors les vecteurs

n=n"7 (Ri(A) —E4[R)]), 1=22 ; s| = né()(/\(al) —E,7]), 1>1

convergent en loi vers des vecteurs gaussiens, cf. [So6b, corollaire 4]. En particulier, on déduit
immédiatement de la proposition 3.5 la premiére partie du théoréme 3.4 : en effet, on a dans
ce cas

k(0 0,) =

1 sin=1letl; =1,
0 sinon,

donc les caractéres centraux renormalisés Xy /n*/? convergent vers des variables gaussiennes

indépendantes. De plus, la formule de la proposition 3.5 permet de calculer

lim E[X2]/n* =k,

n—oo
car dans la différence de k, (Xx, Xi) et de k},(XZk, Xi), le seul terme non nul est celui correspon-
dant aux compositionsk =1+---+1etk=1+---+1, etil vaut k. Ainsi, X /nk/? - N(0,k)

pour k > 2, et on a du méme coup 'asymptotique gaussienne des cumulants libres Ry1(A)
sous la mesure M, et avec les mémes covariances.
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3.4. Théoreme central limite.

Pour démontrer la seconde partie du théoreme 3.4 a partir du caractére asymptotique gaus-
sien des cumulants libres et des caracteres centraux, on exprime les moments de la déviation
renormalisée en termes d’observables de diagrammes :

Vi [0 g f/ RO Bl [+ A=

Pr2(A)
(k—l—l)(k—l—Z) ( k;;il \/7Pk+2< ))

Dans ce contexte, il est utile d’étendre 1’algebre d’observables & en rajoutant les puissances
demi-entiéres (positives ou négatives) de n = X;(A). On note &+ cette nouvelle algebre, et le
degré de Kerov d’une observable f = X, ()" avec y sans part de taille égale a 1 etk € Z est
degy (f) = |u| + k. En particulier, le degré de Kerov d’un caractere central X, avec v partition
quelconque est |v| + my(v). On peut montrer que ceci définit bien une filtration d’algebre sur
0™ ; notons que la preuve de la loi des grands nombres 3.3 aurait pu étre réalisée a 1'aide de
cette graduation (au lieu du poids). Ceci étant, si

Pre1— (o) (Z)™
it (ktl)( 1)k/2

k pum—
! W si k = 2m est pair,

sik = 2m — 1 est impair,

alors le k-ieme moment de la déviation renormalisée est simplement g1/ (k + 1). On écrit
alors X/ (Z1)*? comme combinaison linéaire d’observables qj, plus des observables dont le
degré de Kerov? est strictement négatif, voir [IOo2, proposition 7.4]. Ceci permet de montrer

que les observables
ot _ 0 [ (s 0°(5) — 05)) s

convergent pour k > 1 vers des gaussiennes indépendantes de variances 1/(k + 1). La dévia-
tion gaussienne de la forme des diagrammes au sens du théoreme 3.3 s’en déduit immédia-
tement, car les polyndmes de Chebyshev engendrent un sous-espace dense de €% ([—2,2]).
Nous donnerons plus de détail sur cette preuve dans la section 10.2; en effet, nous y généra-
liserons le théoréme central limite de Kerov au cas des mesures de Schur-Weyl de parametre
« > 1/2. Pour conclure, mentionnons la coincidence suivante : les polyndmes de Chebyshev
de seconde espece u(s), qui fournissent une base orthogonale de I'espace gaussien L?(A)
sous-jacent au processus limite des déviations renormalisées, forment aussi une base ortho-
normale de I'espace de Hilbert

V4 —s?
L2 <]1[2/2} <S) T ds

associé a la mesure de transition du diagramme continu (). Autrement dit, ce sont les poly-
nomes orthogonaux pour la mesure de probabilité yn. Malheureusement, il semble que ce
fait soit juste une coincidence : ainsi, dans le cas des mesures de Schur-Weyl de parametres
(0 =1/2,c > 0), nous verrons que les bases « canoniques » des espaces de Hilbert LZ(AC) et
L2(uq,) sont distinctes.

3. Incidemment, on peut aussi effectuer les raisonnements en gardant sur ¢ la filtration du poids; nous expli-
querons ceci dans la section 10.2. Le degré de Kerov permet néanmoins de s’affranchir de difficultés calculatoires,
et il sera particulierement adapté a I’étude asymptotique des mesures de Gelfand, voir le chapitre 11.
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Chapitre 4

Groupe symétrique infini et processus
ponctuels déterminantaux

Ce chapitre est consacré a deux thémes qui ne joueront pas un rdle crucial dans 1'exposé
des résultats que nous avons obtenus, mais qui permettront une compréhension plus subtile
des dits résultats : la théorie des représentations du groupe symétrique infini (§4.1), et la
théorie des mesures de Schur (§4.2). Si n < N sont deux entiers, on peut plonger le groupe
symétrique &, dans Gy en le faisant agir sur les n premiers entiers de 1, N]. On dispose
ainsi d’une famille dirigée de morphismes de groupes (i, N)n<n, et la limite inductive

Sw = lim &,
n—oo

correspondant a cette famille consiste en les permutations de IN* qui déplacent un nombre
fini d’entiers. Les caracteres irréductibles de ce groupe infini ont été déterminés dans les
années 60 (cf. [Tho64]), et cette théorie a été précisée par les travaux de Kerov, Olshanski et
Vershik ([KV81, Olsgo, KOVo4]) et par la these d’Okounkov ([Okogya]). La premiere partie
du chapitre est consacrée a un exposé succinct de cette théorie. L’analyse harmonique sur
le groupe Go conduit a I'étude des z-mesures, qui sont un particulier de mesures de Schur
(84.2). Ces mesures de probabilité portent sur 'ensemble des diagrammes de Young, et on peut
leur associer des processus ponctuels a corrélations déterminantales ([Okoo3a, Okoosb, ORo3,
Bor1o]). De plus, la plupart des mesures issues de la théorie des représentations des groupes
symétriques ou de leurs algebres d’Hecke sont des mesures de Schur. Ainsi, les résultats de
la section 4.2 s’appliqueront aux mesures de Plancherel des groupes symétriques (chapitre 5),
aux mesures de Plancherel des groupes linéaires finis (chapitre 6), aux mesures des algebres
d’Iwahori-Hecke (chapitre 7) et aux mesures de Schur-Weyl (chapitre 10).

4.1 Représentations du groupe symétrique infini

Comme G = G est un groupe infini, sa théorie des représentations doit prendre en
compte les représentations unitaires U : G — % (H) sur des espaces de Hilbert de dimen-
sion infinie. Fixons plus généralement un groupe G infini, séparable et localement compact.
L'algebre de von Neumann .7 (G, U) associée a une représentation unitaire de G est la cloture
pour 'une des topologies faibles * de .#(H) de I'algebre engendrée par les U(g), § € G. On dit

1. La cloture d’une sous-x-algebre de . (H) est la méme pour toutes les topologies suivantes : topologie faible
d’opérateur, topologie ultra-faible, topologie ultra-forte, topologie forte d’opérateur, topologie x-forte d’opérateur
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4.1. Représentations du groupe symétrique infini.

que la représentation est irréductible si H n’admet pas de sous-espace fermé H' non trivial et
stable par G ; et que c’est une représentation facteur si .# (G, U) est un facteur, c’est-a-dire une
algebre de von Neumann de centre trivial. Toute algebre de von Neumann séparable s’écrit
de maniere unique comme intégrale directe de facteurs, et d’autre part, il est bien connu que
les facteurs de von Neumann sont classifiés en trois types I, II et III. On peut montrer que :

1. Une représentation facteur de type I s’écrit de maniére essentiellement unique comme
intégrale directe de représentations irréductibles.

2. A l'inverse, une représentation facteur de type I ou IIT admet deux décompositions en
intégrales directes de représentations irréductibles telles qu’aucune composante de la
premiere décomposition n’apparaisse dans la seconde.

Le groupe G est dit modéré s’il n"admet que des représentations facteurs de type I; dans le cas
contraire, on parle de groupe sauvage. Un résultat majeur de la théorie d'Harish-Chandra est
le caractere modéré des groupes de Lie semi-simples, cf. [Var89] — ce résultat est également
valable pour les groupes semi-simples p-adiques (Bernstein) et les groupes algébriques réels
(Dixmier). Au contraire, la plupart des groupes infinis discrets sont sauvages. Ainsi, un groupe
infini discret est modéré si et seulement s’il est virtuellement abélien, et si toutes ses classes
de conjugaison sauf {eg} sont infinies, alors :

1. La représentation réguliere gauche de G sur ¢2(G) est un facteur de type II;.
2. La représentation réguliere bilatere de G x G sur ¢2(G) est irréductible.

En particulier, G, est un groupe sauvage, et la classification de toutes les représentations de
S n'est pas un objectif raisonnable, puisqu’on ne dispose pas de décomposition unique en
représentations irréductibles.

Un objectif plus raisonnable est la classification de tous les facteurs finis de G, c’est-a-
dire les représentations unitaires de S, dont l'algebre de von Neumann est un facteur qui
admet une trace fidéle finie, i.e., telle que T(1) < co. A renormalisation prés, on peut supposer
T(1) = 1, et le facteur fini est alors entierement déterminé par 1'application To U : S — C.
Cette application est ce qu’on appelle un caractére de G = S, c’est-a-dire une application
X : G — C qui est normalisée, centrale et définie positive :

xW)=1;  Vgh x(hgh™')=x(g)
V(g1,---,8n), (x(gi g]-_l))i,j est hermitienne et définie positive.

On parle de caractere virtuel si I'on 6te la condition de positivité; d’autre part, un caractere
est dit irréductible sil n’est pas barycentre non trivial de caracteres. Si (U, £(H), ) est un
facteur fini de G, alors x = T o U est un caractere irréductible, et la classification des facteurs
finis de G se rameéne donc a celle des caracteres irréductibles.

Ce probleme a été résolu par E. Thoma (voir [Tho64]), qui a montré qu’on pouvait paramé-
trer I’ensemble des caracteres irréductibles par un simplexe de dimension infinie. S. Kerov et
A. Vershik ont ensuite retrouvé la théorie de Thoma en étudiant ’asymptotique des caracteres

et topologie *-ultra-forte. On renvoie a [Kirg4] pour une présentation de la théorie des représentations des groupes
infinis, et au monumental [Taky9] pour la théorie générale des algebres de von Neumann.
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Chapitre 4. Groupe symétrique infini et processus ponctuels déterminantaux.

des groupes finis &, cf. [KV81]. Fixons un caractere virtuel x de G.. Pour tout entier n, la
restriction x, de x au groupe S, est une fonction centrale vérifiant x (id) = 1. Cette restriction
est donc un barycentre des caracteres irréductibles x* :

VTI, Xn — Z MX,n()\) X)\ avec Z MX/”(A) — 1 .
AEX, AEX,

De plus, comme toutes les restrictions proviennent d'un méme caractere de G, les x,, vérifient
+1 — N .
" (Xn41) = Xn, A0t

n

la condition de compatibilité Resg

dim A
dim A

VAEX, My.(A)=)_
AA

M)(,n—H (A) .

On dit que les mesures (M, ,),eN forment un systéme cohérent de mesures de probabilité
sur le graphe de Young % = | |, e %5. En d’autres termes, la fonction ¢, (A) = M, (A)/ dim A
est harmonique sur le graphe de Young de la figure 1.2, c’est-a-dire que

VAEX, ¢x(A) = Z Px(A).

XA

Réciproquement, toute fonction harmonique sur # donne une famille (x,),en de caracteres
compatibles entre eux, donc un caractére virtuel de G.. De plus, le caractere est positif si et
seulement si les poids M, (A) sont tous positifs, d’oti une bijection :

{ caracteres (positifs) de 600} > {

fonctions harmoniques positives sur
le graphe %/, et telles que f(@)=1

Notons H*(#') cet ensemble de fonctions harmoniques; il est convexe et compact pour la
topologie de la convergence simple. Par le théoreme de représentation intégrale de Choquet,
toute fonction de H* (%) s’écrit comme barycentre intégral des points extrémaux du convexe ;
nous noterons () leur ensemble. Cet ensemble peut étre vu comme la frontiere de Martin du
graphe de Young : ainsi, il existe une compactification X = % 9% — HT(#') du graphe
de Young a base de noyaux de Martin (cf. [KOOg7]), et cette compactification est telle que
oY = Q).

Théoreme 4.1 (Simplexe de Thoma, [Tho6s, KV81]). L'ensemble Q) s’identifie au simplexe de
dimension infinie constitué des couples

CU:(062(0612"'2%2---20),,32([312'-'2,352'-'20))

de suites positives décroissantes telles que v = 1 — Y ;o (a; + Bi) = 0. Si ¢ est une fonction harmo-
nique positive sur %, elle s’écrit sous forme intégrale

(M) = /Q 52 () g daw)

avec my mesure de probabilité sur Q), et s) (w) fonction de Schur généralisée définie par la spécialisation
de A\ :

prlw) =1  pusa(w) = pula—(=p)) = Y} ()" + (=1)"" Y (B)"

i1 i1



4.1. Représentations du groupe symétrique infini.

On renvoie a [KOVo4, théoreme 9.6.1] et aux articles originaux [Tho64, KV81] pour des détails
sur la preuve de ce résultat. Dans le contexte précédent, le caractere virtuel x a donc pour
restrictions :

Xn(0n €6 = X 9p(A) (dimA) X () = ¥ ( / sA<w>gA<ym<dw>)

AEX, ESA

:/()(AGZ?;%SA(W) gMﬂ)) my (dw) :/pr(w)mx(dw),

En particulier, les caracteres irréductibles, qui correspondent aux points extrémaux du convexe
compact Z(Q) = HT (%), sont paramétrés par le simplexe de Thoma (), et s’écrivent

my(p)
X)) =pu(w) =11 <Z<ai)k + (=1)Ft Z(,BJ") .

k2 \ix1 i>1

IIs sont donc multiplicatifs, c’est-a-dire que si ¢ et T sont deux permutations a supports dis-
joints, alors x“(07) = x“(0) x“(t). Cette propriété est a rapprocher de la proposition 3.5.

Le théoréme de Thoma est en réalité trés naturel si ’on souhaite réaliser () comme frontiére
« géodésique » de #. Pour réaliser cette compactification alternative, on plonge % dans () x

[0,1] par
AE@H{<H1 ~-/a—d,0,... ; ﬁ,m'%’o"”)’l}
n n n n n

ol les a; et les b; sont les coordonnées de Frobenius de A. Alors, si w est un point du simplexe
de Thoma et si (A("),,cpy est une suite de partitions telle que w, (A") — (w,0) dans Q x [0,1],

. (n) w
lim x*" (0) = x“(0)

n—oo

pour toute permutation ¢. Ainsi :

Théoreme 4.2 (Kerov-Vershik, [KV81, KOVog4]). Les coordonnées d'un point w € ) correspondent

aux fréquences limites des coordonnées de Frobenius de partitions A" telles que )(AM approche x“.
De plus, si m est une mesure de probabilité sur () correpondant au caractere (positif) x, et si M, =
(Myn)neN est le systeme cohérent de mesures de probabilité associé a x, alors

g%(wn)*Mxn =m

au sens de la convergence en loi, étant entendu que 'on identifie Q) et Q) x {0}.

En d’autres termes, compte tenu des propositions 4.1 et 4.2, on voit que la frontiere de
Martin du graphe % est aussi sa frontiere géodésique; ce phénomene est courant en analyse
harmonique (cf. [BLo6]).

Exemples. Considérons le point w = ((0,0,...),(0,0,...)). Il correspond au caractere

_ Homk(ﬂ) _ 1 si "l/l = 11’1,
0 .

2 sinon.
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Chapitre 4. Groupe symétrique infini et processus ponctuels déterminantaux.

Le systeme cohérent de mesures de probabilité correspondant est celui des mesures de Plan-
cherel, car s, est la trace normalisée usuelle de CS,,. D'apres le théoreme 4.2, les fréquences
limites des diagrammes de Young tirés aléatoirement sous la mesure de Plancherel tendent
en probabilité vers 0. Ce résultat est corroboré par le théoréme 3.3 : la plus grande ligne et
la plus grande colonne d'un diagramme tiré sous la mesure de Plancherel sont de 1'ordre de

2y/n =o(n).

De méme, considérons le point w = ((0,0,...),(1,0,0,...)); il correspond au caractere signa-
ture

e = T (-nmo.

k=2
k=0 mod 2
La restriction de ¢ a &, est encore la signature, donc le systéme cohérent de mesures de pro-
babilité associé a ¢ est constitué des Dirac en les partitions 1”7, n € IN. Dans ce cas particulier,
les fréquences des partitions sont exactement ((0,0,...),(1,0,0,...)), et ce pour tout n.

N/

.o . N / N I 4 \ I 4 \ 7 .. .
compactification compactification
de Martin géodésique

fréquences limites des
coordonnées de Frobenius
1
’ /é&\
-—<< > A T<- >>—-
e =Q

systémes caracteres 1rr?dpct1b1es.d.u fonctions
cohérents de mesures groupe symétrique infini supersymeétriques

FIGURE 4.1 — La compactification de Martin et la compactification géodésique du graphe de
Young menent aux caractéres irréductibles du groupe symétrique infini.

Dans la section 8.2, nous expliquerons comment ces résultats s’adaptent au cas de l'al-
geébre d’Hecke infinie %, 4, et nous en déduirons une preuve alternative de la loi des grands
nombres pour la g-mesure de Plancherel. Evoquons maintenant d’autres classes de représen-
tations du groupe symétrique infini. Dans ce qui suit, nous noterons G (1) le sous-groupe
de G constitué des permutations qui laissent fixes les n premiers entiers; et G le groupe
de toutes les permutations de IN*. Les sous-groupes (S (1)),en forment un systeme de voi-
sinages de l'identité pour la topologie sur G, qui correspond a la convergence simple des
permutations — c’est la seule topologie raisonnable en dehors de la topologie discrete. On
doit a A. Lieberman (voir [Liey2, Ols85]) une caractérisation des représentations unitaires
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4.1. Représentations du groupe symétrique infini.

U: & — % (H) qui sont continues pour la topologie précédemment décrite sur S, et pour
la topologie faible d’opérateur sur % (H). Ainsi, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La représentation U est continue pour la topologie de la convergence simple.
(ii) La représentation U se prolonge par continuité en une représentation de Se,.

(iii) La représentation U est modérée, i.e., .#(Se,U) est une algebre de von Neumann de

type L.
(iv) Tout vecteur ¢ € H est limite d'une suite de vecteurs (§,),en avec ¢, laissé fixe par
Seo(n).

La derniere assertion revient a dire que H = |J,,cpy HS=("), et le niveau d’une représentation
modérée est défini comme le plus petit entier N tel que HS~(N) =£ {0},

Proposition 4.3 (Représentations modérées du groupe symétrique infini, [Okog7a]). Toute re-
présentation modérée de S, s'écrit de maniere unique comme somme directe (hilbertienne) de représen-
tations modérées irréductibles. Ces représentations irréductibles sont indexées par tous les diagrammes
de Young de % = | |,cn %, et de plus, la k-ieme puissance tensorielle de la représentation modérée
« canonique »

Geo — % (F*(N*))

par permutations des coordonnées met en jeu tous les diagrammes de Young de poids compris entre 1 et
k. En particulier, la représentation canonique So — % (¢*>(IN*)) correspond  la partition (1) et est
modérée irréductible, de type lu.

Dans un contexte d’analyse harmonique non commutative, la proposition 4.3 rapproche
K = 6 des groupes topologiques compacts, puisqu’on dispose d’une décomposition en
sommes d’irréductibles pour toute représentation modérée. Partant, il est naturel d’étudier
les représentations de paires de Gelfand (G,K) avec G, = K C G. Ces paires de groupes
discrets peuvent étre caractérisées par la propriété suivante : si U : G — % (H) est une repré-
sentation unitaire irréductible de G telle que HX # {0} (auquel cas on parle de représentation
sphérique), alors HX est de dimension 1. Autrement dit, la multiplicité de la représentation
triviale de K dans la restriction d’une représentation irréductible de G est toujours* 0 ou 1.

Exemple. Compte tenu du théoreme de branchement 1.4, S,, C &,,41 est une paire de Gelfand
forte pour tout entier n, cf. [OVo4, §2].

On appelle représentation admissible d’une paire de Gelfand (G,K) une représentation
unitaire U : G — % (H) telle que Res%(U) soit modérée. Ces représentations admissibles
s’écrivent de maniére unique comme intégrales directes de représentations admissibles irré-
ductibles, et pour K = G, elles forment la troisieme classe de représentations pour lesquelles
des résultats de classification sont connus. Ainsi, dans [Olsgo, Okogya], diverses paires de
Gelfand G C G sont décrites. La plus naturelle est

G =06 X6 ; K = diag(G) = 6,

et les représentations admissibles de cette paire sont exactement celles qui s’étendent par
continuité au groupe (modéré, non localement compact)

GC={(0,T) €EGCu X6 | rT 1 €K =64}.

2. On parle de paire de Gelfand forte si I’on a cette propriété de multiplicité simple pour toutes les représen-
tations irréductibles de K, et pas seulement la représentation triviale.
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D’autre part, ces représentations admissibles sont stables par somme directe, produit tensoriel,
et restriction ou induction a partir des sous-groupes S (1) X Soo(1).

Proposition 4.4 (Représentations admissibles du groupe symétrique infini, [Okogya]). On iden-
tifie un point w = (a, B) du simplexe de Thoma a une partie T(w) = a U —B U {0} de l'intervalle
[—1,1], avec pour chaque point x de cette partie une multiplicité n(x) € [1,00]. Une distribution de
Young A adaptée a un point w € Q) est la donnée de diagrammes de Young A(x) pour tout x € T(w),
de telle sorte que |A| = Y_.c7(w) M) soit fini, voir la figure 4.2. Alors, une représentation admissible
irréductible de (G,K) de niveau N est entierement déterminée par la donnée d’'un point w € Q) et de
deux distributions de Young A et I1 adaptées a ce point, et telles que

Al=[I=N ; Vre[-11], LA(x) +£(r(x)) < n(x).

—1E - - ? . ] +1

FIGURE 4.2 — Distribution de Young A de niveau 1 + 5 + 13 + 18 = 37 adaptée a un point du
simplexe de Thoma.

Les représentations sphériques de (G,K) sont précisément les représentations admissibles
irréductibles de niveau 0, c’est-a-dire que A = Il = &; elles sont donc en bijection avec les
points du simplexe de Thoma, et étant donnée une représentation sphérique, la donnée d’un
vecteur sphérique fournit effectivement un caractére irréductible de &, voir [Okogya, §o.2, p.
6].

Exemple. On considere la représentation réguliere bilatere de G sur H = (?(S4); elle est
donnée par (g,h) -0 = goh™!, et est irréductible. La restriction de cette représentation a
K = B est I’action par conjugaison de K sur lui-méme; en particulier,

HE= = (&)

pour tout 1, et HX = C1. La représentation réguliére bilatere est donc une représentation
sphérique, et comme la fonction sphérique correspondante est

f(gh) = ]Ig:h*/

elle correspond a la trace réguliére de S, c’est-a-dire le caractere irréductible de parametre
de Thoma w = ((0,0,...),(0,0,...)).

Pour conclure ce paragraphe, évoquons les systémes cohérents de z-mesures, qui sont
parmi les premiers a avoir été décrits par des systemes de particules a corrélations détermi-
nantales, cf. [BOg8, BOoo]. Un résultat classique d’analyse harmonique non commutative est
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le théoréme de Peter-Weyl, qui assure que si K est un groupe topologique compact, alors la
représentation réguliere bilatere de G = K x K sur L?(K) se décompose en

(L*(K),L®R) = P V' v,
reG

voir [JS91, §1] et [Var89, §2]. Pour le groupe symétrique infini K = S, ce résultat tombe mal-
heureusement en défaut, car la représentation réguliere bilatere est irréductible. Néanmoins,
on peut construire des représentations réguliéres « généralisées » de G = G X G qui sont
des intégrales directes de représentations irréductibles sphériques, et qui correspondent a des
mesures non triviales sur le simplexe de Thoma. L'idée est de construire une limite projec-
tive de G-ensembles3 X = l'gln_>c>o S;, de munir X d’une mesure limite projective y; qui est
K-invariante et G-quasi-invariante, et de tordre l’action usuelle

(gh) €G, c € K (g,h) -0 =goh™!

par le cocycle additif qui mesure la G-quasi-invariance de la mesure y;, cf. [KOVo4, §3]. Ainsi,
pour tout nombre complexe non nul z, si t = |z|?, alors on peut construire une représentation
unitaire T, : G — % (L2(X, pit)), avec les propriétés suivantes :

Proposition 4.5 (Systémes cohérents de z-mesures, [KOVo4]). Pour tout z € C\ {0}, la repré-
sentation T, est 'intégrale directe de représentation sphériques :

L:/W&M%
(@)

ot SV désigne la représentation sphérique associé au caractere irréductible x. Le systéme cohérent de
mesures de probabilité associé a T et P, est

; 2
(dimA) T lz+i—jP

Mz (A) = n (B ivea

oit (), =t(t+1)(t+2)---(t+n—1) est le symbole de Pochhammer. On retrouve le systeme des
mesures de Plancherel lorsque z tend vers l'infini, et un autre systéme cohérent limite lorsque z tend
vers 0, avec Mo,(A) = 1/n si A est une partition équerre, et 0 sinon.

Pour compléter la proposition 4.5, décrivons les mesures spectrales P, des représentations
régulieres généralisées. Pour tout z € C U {oo}, les représentations T, et T sont équivalentes,
et les représentations T, et T_, ® (sgn x sgn) sont équivalentes, cf. [KOVo4, propositions 3.6.1
et 4.5.1]. Deux mesures spectrales P, et P, sont étrangeres sauf si z/ = z ou 2 = z. On doit
ensuite distinguer deux cas :

1. Si z = k est un entier relatif non nul, alors Ty est somme directe de représentations
T,; avec k = p—gq et p,qg € IN. Les mesures spectrales de ces représentations sont
équivalentes aux mesures de Lebesgue des faces (p + g — 1)-dimensionnelles

Q(p,q) ={(@,B) € Qa1+ +ap+pi+ -+ =1}

du simplexe de Thoma, avec des densités explicitement calculables. La mesure M est
portée par les diagrammes de Young ayant moins de k lignes si k > 0 (resp., par les
diagrammes de Young ayant moins de k colonnes si k < 0).

3. Lensemble X est constitué des permutations virtuelles, voir [KOVoy4, §1] pour une définition précise. Le
défaut majeur de la construction est que X n’est pas un (semi-)groupe.
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Chapitre 4. Groupe symétrique infini et processus ponctuels déterminantaux.

2. Siz € C\ Z, alors P, ne charge pas les faces ()(p,q), et est portée par la face A(0) =
{w € Q| ¥ =0}. La mesure M, charge tous les diagrammes de Young.

Compte tenu de ces résultats, on peut estimer que les représentations réguliéres généralisées
T, « engendrent » suffisamment de représentations sphériques, et pallient le défaut de la
représentation réguliere bilatére de G, observé précédemment.

4.2 Processus ponctuels déterminantaux et mesures de Schur

Si z est un parameétre complexe, les mesures M, , des diagrammes de Young sont explici-
tement calculables, mais les valeurs du caractére normalisé ), n’ont pas d’expression simple,
méme en un cycle — par exemple, les premieres valeurs sont

2Re(z z|> + 4(Re(z))? + 1

Par conséquent, les techniques d’observables de diagrammes présentées dans le chapitre 2
ne permettent pas I'étude asymptotique des z-mesures. Ceci a conduit a 1’élaboration d"une
seconde technique d’étude asymptotique des diagrammes aléatoires, qui repose sur la théorie
des processus ponctuels déterminantaux ([BOg8, BOoo, BOOoo, BOosa, BOosb]). Si X est un
espace topologique séparable localement compact, on appelle configuration de points dans
X un multi-ensemble* ¢ = {1,{2,...} tel que card (N A) < oo pour toute partie compacte
de X. L'ensemble E(X) des configurations de points est muni de la tribu engendrée par les
fonctions ¢ — card ({ N A), et on appelle processus ponctuel a valeurs dans X une application
mesurable ¢ d'un espace de probabilité (Q),.%,P) vers E(X). On obtient ainsi une mesure de
probabilité &,IP sur I'espace E(X), qu’on étudie grace aux mesures de corrélation * :

uE(Ap x Ay x - x Ay) = E Yoo 14, (&) X W, (Giy) X - X Wa (&)
iFDFFi

Chaque pf est une mesure sur X*, et lorsque X est une partie de R, on appelle fonctions
de corrélation du processus les densités p*(x) = du*(x)/dx* par rapport aux mesures de
Lebesgue (en supposant que les uf sont absolument continues par rapport aux mesures de
Lebesgue).

Exemple. La premiére fonction de corrélation p! peut étre vue comme la densité du processus
ponctuel : ainsi, pour toute fonction f, [y f(x) p!(x) dx = E[¥; £(¢)].

Lorsque X est un espace discret (dénombrable), la donnée d"un processus ponctuel est équi-
valente a la donnée d’une probabilité 7t sur 'ensemble dénombrable des parties finies de X,
et les mesures de corrélation sont données par :

yk({xl} X {x2} x - x {xx}) =P[{xy,x2,...,x¢} C .

On appellera dans ce cas fonction de corrélation 'application p(A) =P[A C {] = Y acp 7(B),
et on notera p*(x1,...,xx) = p({x1,..., xx}).

4. Ainsi, on autorise des répétitions dans la suite {1, {p,. ..}, et ces points ne sont pas ordonnés.
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Un processus ponctuel a valeurs dans une partie de R ou dans un espace discret est dit
déterminantal si ses fonctions de corrélation sont données par des déterminants, c’est-a-dire
qu’il existe un noyau (symétrique) K : X x X — X tel que

o (x1, .., xp) = det((K(xi, %)) )1<ijck) -

Ces processus déterminantaux sont associés a des opérateurs a trace KC positifs sur des espaces
de Hilbert. Ainsi, si X est une partie de R et si ¢ est un processus ponctuel déterminantal de
noyau K, I'opérateur K : L?>(X) — L?(X) défini par

Kf(x) = /X K(x,9)f(y) dy

et ses restrictions a des sous-espaces L?(A C X) jouent un role important dans de nombreux
calculs de probabilités du processus ¢. De méme, si X est un ensemble dénombrable et si
L est un opérateur a trace sur ¢>(X), notant p, la projection sur le sous-espace ¢*(A) pour
toute partie A C X, et L4 = paLpa, on peut définir un processus ponctuel déterminantal en
posant? :

et(i = v r (AF = e ; :M
det(id + £) k;)t (A*L) A;X det(L4) ;  7(A) det(id 1 £)°

card A<oo

Dans ce contexte, les fonctions de corrélation du processus ponctuel sont déterminantales :
si K = L(id + £)~}, alors p(X) = det(Kx), cf. [BOoo, §2]. On renvoie a [DV]88] pour un
traitement plus complet de la théorie des processus ponctuels.

Si A est un diagramme de Young aléatoire, on peut lui associer un processus ponctuel a
valeurs dans Z' = Z 4 1/2 en considérant I'ensemble F(A) = A(A) U —B(A) des coordon-
nées de Frobenius. Un autre processus ponctuel est obtenu en regardant les ccordonnées de
descente de la fonction w :

DA) =27 AFA) ={A—i+1/2}is1.

Exemple. Si A = (5,4,4,1), alors D(A) = (3,3,3, -3, -5 —5,—%,...).

Avec ces conventions, un processus de croissance de diagrammes tel que le processus de
Plancherel peut étre interprété comme un systeme de particules s’excluant mutuellement et
partant de la configuration initiale Z’ , voir la figure 4.3.

D’autre part, si w = (&, B) est un point du simplexe de Thoma, on peut lui associer comme
précédemment une configuration de points « U (—p) sur l'intervalle épointé I* = [—1,1] \ {0}.
Par conséquent, une mesure spectrale P sur () correspond a un processus ponctuel a valeurs
dans I*, que nous noterons Z,(P). Dans le contexte des z-mesures, les deux constructions
de processus ponctuels précédemment décrites peuvent étre reliées comme suit. Si M, =
(Myn)nen est un systeme cohérent de mesures de probabilité sur le graphe de Young %/, et
si . est une mesure de probabilité sur IN, notons M, , la mesure de probabilité sur " définie
par:

My u(A) = p((A]) My 3 (A) -

5. Ici, det(id + £) est un déterminant au sens de Fredholm.
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. IDivand

7
6 14
4 |12

Z/

FIGURE 4.3 — Codage d’un tableau par 1’évolution d’un systeme de particules s’excluant mu-
tuellement.

Exemple. Pour 6 > 0, la mesure de Plancherel poissonisée de parametre 6 est définie par

oM e  (dimA)?

Les processus ponctuels correspondants sont Fs(Mpg)) et Dix(Mp(g)), et I'asymptotique des
mesures de Plancherel peut étre retrouvée en étudiant la limite § — oo, voir [BOOoo] et la
section 5.2.

Plus généralement, étant donnée une mesure spectrale Py sur (), si (M, ,)nen est le sys-
teme cohérent de mesures et si (yig)pcr, est une famille de mesures de probabilité sur IN telle
que n —,, +oo, alors compte tenu du théoréme 4.2, on peut s’attendre a ce que les proces-
sus ponctuels F, (M, ,,) correctement renormalisés approchent le processus ponctuel Z, (P).
Dans le cas des z-mesures, cette intuition peut étre rendue rigoureuse, et tous les processus
mis en jeu sont déterminantaux. Fixons un parametre complexe z € C \ Z; on rappelle que
la mesure P, est portée par la face Q(0) = {w € O | v = 0} du simplexe de Thoma. On note
O = Q(0) x R ; via I'application (w,s) — (sa,sp), on peut identifier O et

{(a,b):(al >ay>--20by=by>-->0) Zai+2bi:sem}.

i=1 i=1
Les éléments de ()* sont associés a des configurations de points dans l'intervalle épointé
R* =R\ {0}.

Proposition 4.6 (z-mesures et processus ponctuels déterminantaux, [BOoo]).

1. Soit P} la loi produit P, @ {s'"1e 5 ds/T(t)} sur Q*. Le processus ponctuel I, (P}) est déter-
minantal, de fonctions de corrélation données par le noyau de Whittaker, cf. [BOoo, §5].

2. Soit B(t,{) la loi binomiale négative de parametre (t,(), c’est-a-dire que

B0k = k(1 .
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Les processus ponctuels Fi (M, g;7)) sont déterminantaux, de noyaux donnés par des fonctions
hypergéométriques, cf. [BOoo, §31. De plus, lorsque { tend vers 1, le processus renormalisé
(1= 0) Fu(M; g(1,¢)), qui est a valeurs dans R*, converge en loi vers I,(P}).

On renvoie aux articles [BOg8, BOoo, BOosb] pour des précisions sur ce résultat, qui se généra-
lise d’ailleurs & une famille de mesures spectrales a trois parametres (z,z’,0). L'asymptotique
des mesures de Plancherel est un cas dégénéré de la proposition 4.6 ; nous expliquerons ceci
dans la section 5.2.

Ainsi, en s’appuyant sur 'exemple des z-mesures, nous avons présenté une seconde tech-
nique d’étude des diagrammes de Young aléatoires de grande taille. Notons que le caractere
déterminantal des fonctions de corrélation joue un role essentiel dans la preuve de résultats
asymptotiques tels que la proposition 4.6, car les calculs sont ramenés a des fonctions de
deux variables. Il convient des lors de se demander quelles mesures M sur " donnent lieu a
des processus ponctuels déterminantaux. Si D, (M) est un processus ponctuel déterminantal,
alors un principe de complémentation (cf. [BOOoo, p. 39]) assure que F, (M) = D, (M) A Z"
est aussi déterminantal, les noyaux vérifiant la relation

A B A B
KD:(C D) ’ Kf:(—c 1—D>’

si les matrices sont découpées suivant la décomposition Z' = Z', UZ' . Ainsi, on peut tou-
jours se ramener aux coordonnées de descente D, et une classe tres générale de mesures
S telles que D, (S) soit déterminantal est décrite par A. Okounkov dans [Okoo1, Okoosa,
Okoosb]. Cette classe contient les mesures de Plancherel et les z-mesures, et nous verrons
dans la seconde partie qu’elle contient aussi les g-mesures de Plancherel et les limites des
« lois marginales » des mesures de Plancherel des groupes GL(n,[F;) (cf. [Dudo8, Fulo6]).
L’idée est de partir de I'identité de Cauchy pour les fonctions de Schur

Va = (Lll')l',b = (b]‘)j, Z 5)\(“) S)\(b) = H 1 _1al.b].

Aew ij

cette identité étant valable formellement et pour tous parametres a et b finis ou sommables.
Alors,
S()\) = Sa,b(/\) = S/\(a) S/\(b) H(l — aib]-)
1]
est une mesure de probabilité sur %, qu'on appellera mesure de Schur de parametres a et
b. Dans ce qui suit, on exprimera plutot les mesures de Schur en fonction des parametres de
Miwa
ty = pk(a)/k et tl/< = pk(b)/k

La formule de Frobenius et l'identité de Cauchy permettent de récupérer les fonctions de
Schur et la constante de normalisation Z~! = [T;;(1—ab)) :

£ )mi(m)
Sy = Z g/\("l/l)l_[u)i ; IOgZ:Zktktk/.

Hew, >1 my(p)! k>1

Exemples. Sit = t' = (1/6,0,0,...), alors Z = €%, 5,(a) = s, (b) = (dimA) 8"/%/n!, et S(A) =
Mpg)(A) est la mesure de Plancherel modulée selon une loi de Poisson ([Pyny3, p. 63]) de
parametre 0.
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De méme, si t; = % etsity = %, alors Z71 = (1 —0)! et sy(a)sy(b) = M s, (1%) 5, (1),
ol par s, (1*) on entend
sv(1,1,...,1) = ] Z}lﬂﬂ
v~ (ij)er (Z,])

z termes

voir [Macgs, §1.3, exemple 4]. On en déduit que S(A) = M, p(;¢)(A).

Théoreme 4.7 (Mesures de Schur, [Okoo1]). Si § = S, est une mesure de Schur, alors les pro-
cessus ponctuels D, (S) et Fi(S) sont déterminantaux, et les noyaux correspondants Kp et Kr ont
des expressions explicites en termes des parametres de Miwa. En particulier, si T(z) = Yo, ty 25 —
Yoq tyz 7K, alors

K 1 el @-T@) gz dw
p(x,y) = (217.[)2 //|w<|z| (z—w) [

Ce résultat peut étre obtenu en utilisant le formalisme du produit extérieur infini, voir
[Okoo1]. Soit V un espace de Hilbert séparable de dimension infinie, et (z),cz une base
orthonormale de V. Le produit extérieur infini A* V est I'espace de Hilbert de base orthonor-
male

Q — ﬁ A d_z A d_3 A

ouD = {dy >dy, >d3s > ---} CZ estune suite décroissante infinie telle que D A Z' soit
fini — autrement dit, D contient une demi-droite infinie. L'espace de départ V agit sur AV
par produit extérieur : Vk € Z/, ¢ (v) = k A v. Les opérateurs i, et leurs adjoints 1 vérifient
les relations d’anti-commutation des fermions libres :

Vi T e=0a 5 Wi Pe=0 5 Py + iyl =0.

Autrement dit, l'algebre engendrée par ces opérateurs est 1'algebre de Clifford de la forme
bilinéaire non dégénérée définie sur V & V* par (i | ¥1) = du, (i | ¥u) = 0 et (¢} | v;) = 0.
Notons : 41} : le produit ordonné défini par :

. _— 1./Jkl,[J;l< ifl >0,
e = {—zpl*z/zk if 1 < 0.

L'opérateur d’énergie, ou hamiltonien, est H = } ;.7 k : ¢y} : . Les opérateurs de charge et
de translation sont pour leur part définis par

C=) :pti: ; RD)=D+1=(d+1)A(d+1)A---
kez'

Ces divers opérateurs permettent une décomposition spectrale du produit extérieur infini.
Ainsi, la base (D) diagonalise la charge :

C(D) = (card Dy —card D_) D,

ou Dy =DNZ' et D_ =2Z"\D.Lenoyau de C, noté Ag’V, a pour base I'ensemble des
coordonnées de descente® D(A) des partitions A € %. Dans ce qui suit, on notera A = D(A);

en particulier, @ = Z’ . La conjugaison par R translate les fermions libres :

Ry R = RiyiR™ =y,

6. Plus généralement, un élément de base D peut étre vu comme une fonction affine par morceaux égale a |s|
pour s positif assez grand, et égale & |s| + ¢ pour s négatif assez grand, ¢ désignant la charge. Les éléments de base
sont donc des généralisations des partitions.
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Par conséquent, R'RHR™' = H+IC +1%/2 et RICR™" = C +1, de sorte que le sous-espace
NSV = ker(C —c) est aussi R°(A\g’ V). L'espace A™V est la somme directe hilbertienne
@D.cz o’ V, et dans chaque sous-espace A7V, le vecteur R°(@) est un vecteur propre pour H
de valeur propre minimale.

Les bosons libres a;, = Y ez @ PrPy,, : apportent un autre point de vue sur le produit
extérieur infini. Ils satisfont les relations de commutation

[D‘n/ D‘m] =Ny, —m ; [lxn/ wk] = Pr_n ; [D‘H/ 1/);] = _lzblj—&-n

et ils engendrent I'algébre d’Heisenberg (ou algebre d’oscillation) 27. Fixons un parametre
¢ € R. L'algebre o7 agit sur l'espace de Fock symétrique S = C[xy, x2,...] = @~ C[x] :

_9oFP
-~ ox, ’

Autrement dit, les a,~¢ agissent comme opérateurs d’annihilation et les a,, .o agissent comme
opérateurs de création. On peut montrer que pour chaque entier ¢ € Z, l'action de & sur
A&V est irréductible et équivalente a I'action &7 ~ S de parameétre c. L'action de < sur le
produit extérieur infini est donc équivalente a la représentation ./ ~ Clx1,x2,...;49,4 '] =
S®Clq,q9~'] donnée par

JoP JP
= . ; dpeo = (—n)x_, P ; ap(P) =gq a

Le vecteur vide correspond au polyndme 1; 'opérateur de charge correspond a ay, et 'opéra-
teur de translation correspond a la multiplication par 4.

D‘n>0(P) Kp<Q = (—n)x,nP ; ‘XO(P) =cP.

‘Xn>0(P)

Cette théorie du produit extérieur infini est complétée par la correspondance boson-
fermion et la théorie des opérateurs vertex. Notons §(z), *(z) et a(z) les fonctions géné-
ratrices des fermions et des bosons :

pz)= Y Z"¢n 5 Y=Yz "y 5 a(z) =) e
neZ' neZ' nez

Pour toute suite t = (t1,ty,...), les opérateurs vertex de parametre t sont définis par I'; (t) =
exp(X 1 tnn) et T (t) = exp(¥,>1 th ) = T4 (t)*. Avec ces conventions, si

R
- 12/31“‘ 7

alors la relation a(z) =:¢(z)¢*(z): peut étre inversée :
p(z) =z RI_(N T4 (27D 5 97(0) =Rz T ([2)) 7 T (lz71))

cf. le dernier chapitre de [Kacg4] pour une preuve de ces formules a 'aide d’algebres de Lie
infini-dimensionnelles. Cette correspondance boson-fermion?” est complétée par les relations

7. Tous ces résultats ont une interprétation physique naturelle. Ainsi, si V' désigne l'espace d’états (quantiques)
d’une particule de type fermion, alors l'espace d’états d’une infinité de particules identiques est AV, et les
opérateurs ;. et ] correspondent a la création et a I’annihilation d’un fermion en position k. Compte tenu des
propriétés du produit extérieur, les configurations avec plusieurs particules dans le méme état k sont interdites;
c’est exactement ce que 1'on attend de fermions. La correspondance boson-fermion est I'identification canonique
entre A® V et 'espace de Fock symétrique S ® C[q, 7] décrite précédemment; ainsi, on peut traiter virtuellement
le systéeme de particules comme une infinité de bosons, et I'identification conserve la charge du systeme. De plus,
a charge c fixée, il existe un unique état R°(&) d’énergie minimale, et les autres états sont obtenus en appliquant
I'opérateur vertex négatif sur cet état.
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Chapitre 4. Groupe symétrique infini et processus ponctuels déterminantaux.

de commutation
T (t)p(z) = H(t, ") p(z)T=(t)
T (9 (z) = H(t,z") 7 ()T (t)
T, (HT_(t) = exp(ZZ":lntnt;) T_(¥)T4(t)
ou H(t,z) = exp(X 1 tnz") est aussi ) ,.ohu(x)z" siles t, = t,(x) sont les parametres de

Miwa d’un ensemble de variables x. En supposant que c’est le cas, on en déduit 1’action des
opérateurs vertex sur les vecteurs de base de A* V :

Lm@=2 ; T-O@=Yamr 5 -0 =Ysuxa

AeY ADu

Ici, 55/, désigne la fonction de Schur gauche définie par la relation d’orthogonalité
Ywed, (sy|susv) = <sA/ﬂ |sy),

ou, de facon équivalente, par la formule de Jacobi-Trudi s,,,(x) = det(h)\[,HjJrj,i(x))ilj, cf.
[Macgs, §1.5]. Ces relations permettent de calculer les fonctions de corrélation d'une mesure
de Schur de parametre (t,t'). En effet, si 'on remarque que ¢ (A) vaut A lorsque k € D(A)
et 0 sinon, alors :

p(A)= ), Z7ls\(a)sa(b) =27} <<H lPkIIJZ) (o

keA

(z ') () (H wsz) r_(he

ke A

o)) <)

G (1‘[ wwz) G (e
keA
ot G =T (V)T_(t)"!, ¥k = GG ! et ¥; = G¢;G™!. Finalement, en utilisant une forme
de la formule de Wick, on conclut que les fonctions de corrélations sont les déterminants
du noyau Kp(x,y) = (¥+¥} 2|2). De facon plus explicite, si I'on introduit les fonctions
génératrices

Azw)= Y Kp(kl)Zw™" ; ](x):%—exp<2tnx -Y t x”)

klez’! n>=1 n>1

<

=<(F(t)1“+< - <Hlpk¢k> T+(#) T (t) @ @>
<
(

alors A(z,w) = (Gy(2)¢*(w)G ' 2| @), et Gp(z)y*(w)G ! = (J(z)/](w)) Y(2)¢* (w). Par

conséquent :

Az w) = {8 (WY (w) 2| 2) = ]]f;)) L (w/a) = — f](<;))
ez’

Comme J(x) = exp(T(x)), on en déduit I'expression donnée dans 1'énoncé du théoréeme 4.7
par une intégrale de Cauchy sur deux contours. Alternativement, si 1'on décompose J(x) =
Y ez Jn(t,¥') X" en série de Laurent, alors :

KD X, y Z ]x+m t t)]—y m( r_t/)

meZ!,
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4.2. Processus ponctuels déterminantaux et mesures de Schur.

et nous verrons plus loin que les fonctions [, sont des généralisations des fonctions de Bessel.
Ainsi, les mesures de Schur donnent bien lieu a des processus ponctuels déterminantaux, et
on dispose d'une expression du noyau Kp sous forme d’intégrale de Cauchy ou de série de
fonctions. Plus loin, nous détaillerons cette expression dans le cas de la mesure de Plancherel
(§5.2) et de la g-mesure de Plancherel (§7.1).

Pour conclure ce chapitre, notons que les mesures de Schur ont originalement été étudiées
pour comprendre I'asymptotique de surfaces aléatoires, en particulier les partitions tridimen-
sionnelles, voir la figure 4.4.

FIGURE 4.4 — Partition plane, diagramme tridimensionnel et pavage par des losanges.

Ces diagrammes 3d sont caractérisés par 1'une des assertions équivalentes suivantes :

(i) Ecrites dans un plan, les hauteurs du diagramme sont décroissantes suivantes les lignes
et les colonnes — on obtient ce qu’on appelle une partition plane.

(i) Les suites d’entiers {A(t) };cz obtenues en considérant les tranches diagonales sont des
partitions, et elles sont entrelacées :

con R A(=2) < A(=1) < A0) = A(T) = A(2) = A(3) > -

ol A > psignifieque Ay >y 2 A > pp > - -+

(iii) Le diagramme 3d correspond au pavage d’un hexagone par des losanges.

On peut construire des suites aléatoires {A(t)};cz de diagrammes de Young qui sont des
analogues dépendant en temps des mesures de Schur, et qui correspondent a des partitions
planes : il s’agit des processus de Schur, cf. [ORo03, Bor1io]. Dans ce cadre, les fonctions de cor-
rélation des descentes des partitions A(f) sont déterminantales, y compris pour des descentes
prises en des instants t différents. Autrement dit, les corrélations des losanges du pavage sont
déterminantales quelques soient les coordonnées choisies. Pour un choix adéquat des para-
metres du processus de Schur, la partition plane aléatoire 7t est tirée suivant une probabilité
proportionnelle a §*°!™) avec g €]0,1]. En faisant tendre g vers 1 et en renormalisant cor-
rectement les partitions planes obtenues, on en déduit la forme limite des pavages par des
losanges d'un grand hexagone, tous les pavages étant tirés équiprobablement, voir [ORo3] —
d’autre part, il est connu depuis les travaux de Kasteleyn que les corrélations des losanges
d’un tel pavage sont données par des déterminants, voir [Okoog] pour une généralisation de
ce résultat.
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Chapitre 5

Permutations aléatoires et matrices
aléatoires

Ce dernier chapitre d'introduction est consacré au lien entre la théorie asymptotique des
représentations des groupes symétriques et la théorie des grandes matrices aléatoires. La res-
semblance entre ces deux themes concerne en premier lieu les outils : ainsi, les espérances de
polyndmes traciaux jouent un role sensiblement identique aux observables de diagrammes du
chapitre 2, et d’autre part, les valeurs propres d'une matrice aléatoire constituent un processus
ponctuel, qui est déterminantal pour le modeéle du GUE (c’est-a-dire lorsque les entrées de la
matrice sont des gaussiennes centrées indépendantes). Ainsi, des raisonnements semblables
a ceux des paragraphes 3.3 et 4.2 permettent de déterminer la limite des lois empiriques re-
normalisées des valeurs propres (loi de Wigner), ainsi que l'asymptotique « locale » au centre
et au bord du spectre (noyau sinus et noyau d’Airy). Nous rappelons ceci dans la section 5.1,
en suivant pour l'essentiel [K605] — on renvoie a [Mehos, AGZo9] pour un traitement plus
exhaustif. Le noyau d’Airy intervient également comme limite des noyaux mis en jeu dans la
description déterminantale des processus ponctuels associés aux mesures de Plancherel pois-
sonisées. Ce fait est a 1'origine de 1'équivalence de Baik-Deift-Johansson ([BD]g9, BDJoo]),
qui peut étre énoncée comme suit :

Théoreme 5.1 (Baik-Deift-Johansson, [BOOoo]). Soient Ay > Ay > --- les plus grandes valeurs
propres d’une matrice hermitienne du GUE, et

/\‘
Y =n?? (=1
e (Nﬁ )

leurs déviations renormalisées. On note d'autre part yy > yp = --- les premieres colonnes d'une
partition aléatoire y sous la mesure de Plancherel M, et

X;=n'3 (g
e (2\/5

leurs déviations renormalisées. Par la correspondance RSK, il s’agit aussi des déviations renormalisées
des tailles des plus longs sous-mots croissants d’une permutation aléatoire de taille n. Lorsque n tend
vers l'infini, les lois jointes de (X1,...,Xy) et de (Y1,...,Yy) ont la méme limite, et ce pour tout k.

Pour k = 1, la loi limite est la loi de Tracy-Widom, dont la densité est liée a 1'équation diffé-
rentielle de Painlevé II (voir [TW9g4]). Les sections 5.2 et 5.3 sont consacrées a deux ébauches’

1. K. Johansson a donné une troisieme preuve qui utilise des polynémes orthogonaux, cf. [Joho1].
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5.1. Théorie asymptotique des matrices aléatoires hermitiennes.

de preuve du théoréme 5.1 : la premiere s’appuie sur les processus ponctuels déterminan-
taux, et la seconde est de nature géométrique — cette approche due a Okounkov ([Okooo])
a fait I'objet d’un exposé a I'Institut Henri Poincaré en décembre 2009. Comme mentionné
dans l'introduction de cette partie, les résultats de ce chapitre sont présentés essentiellement
a titre culturel ? ; néanmoins, la connection avec la théorie des matrices aléatoires est 'une des
motivations principales de notre étude.

5.1 Théorie asymptotique des matrices aléatoires hermitiennes

Soit H(n,C) 'ensemble des matrices complexes de taille 7 x n et hermitiennes, i.e., M;; =
M;; pour tout couple d’indices (i, j). On note Mj;; = x;; € R, et M;; = x;; +iy;; avec x;; € R,
yij € R. La loi du Gaussian Unitary Ensemble est la mesure de probabilité gaussienne sur
H(n,C) donnée par la densité

n 1 7trM2
dP[M] = [ TN (@xi) [ TNz (dxi) T TNz (dyij) = 7,
i=1

i<j i<j n

aM,

ot Z, est une certaine constante de normalisation. Cette loi gaussienne est invariante pour
l’action par conjugaison3 de U(n,C) sur H(n,C). Notons Ay > --- > A, les valeurs propres
d’une matrice du GUE; c’est un élément de la chambre de Weyl A,,. En calculant le jacobien
de l'application

U(n,C)/(U(1,C))" x Ay — H(n,C)
(U], (Ay > --- > A,) = Udiag(Aq, ..., A,) U™}

d’image ouverte dense, on peut déterminer la loi jointe des valeurs propres sous la mesure du

GUE :
1

dP[x1 = xp = -+ 2 x,| = 7 Axy, ..., x,)? e 2 TL)’ gy . dx,
n
ot A(x) = TIi<j(xj — x;) est le Vandermonde de la matrice ((x;)/"!)1<ij<n, et Z, est une
constante de normalisation.

Les valeurs propres d"une matrice M du GUE peuvent étre regroupées en une mesure de
probabilité (aléatoire) appelée mesure empirique, et définie par

Si l'on note i(ds) = m(y/nds) la mesure empirique renormalisée, alors le résultat suivant est
I'analogue pour les matrices aléatoires du théoreme 3.3 :

2. Le calcul du noyau associé a la mesure de Plancherel poissonisée de parametre 6 sera néanmoins repris et
généralisé dans la section 7.1.

3. Compte tenu de la décomposition de Cartan GL(n,C) ~ U(n,C) x H(n,C), la donnée d'une mesure U(n, C)-
invariante sur H(n, C) est équivalente a la donnée d’une mesure bi-U(n, C)-invariante sur GL(n,C), donc la loi du
GUE fournit également une mesure gaussienne « symétrique » naturelle sur le groupe linéaire complexe.
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Chapitre 5. Permutations aléatoires et matrices aléatoires.

Proposition 5.2 (Loi de Wigner, [Wig58]). Au sens de la convergence en loi, m — yq en probabilité,

ol
V4 —s?
=1 ——d
Ha [-2,2] (s) o 5
est la loi de Wigner du demi-cercle — c’est aussi la mesure de transition de la forme limite () pour les

diagrammes sous la mesure de Plancherel.

Une preuve possible de la loi de Wigner repose sur le développement topologique des
espérances [E[tr M¥] donné par la formule de Wick ; cette formule rentre dans le cadre des
techniques de diagrammes de Feynman en théorie quantique des champs. Ces interprétations
combinatoires des intégrales gaussiennes peuvent toutes étre comprises a partir du cas trivial
de la dimension n = 1. Ainsi, pour calculer le k-ieme moment

2

Ik T dx

_ 1 /xke
V21 JR

d’une gaussienne, il est utile de perturber le champ x?/2 par un terme linéaire tx :

2 k 2 k 2
L/ ke 5+ gy — a_k <L/ e-2+txdx> — a_k <et2> _
V2m Jr otk \ 2 Jr ot
2 2
;—; o (et7>, et lors de ce calcul, chaque dérivation de e” donne un
terme t qui doit étre compensé par une autre dérivation, car les termes en # restant a la fin du
calcul sont annulés en évaluant en t = 0. On en déduit :

{(2p — 1! sik =2p est pair,
0

sinon.

Par conséquent, Iy =

I, = nombres de facons d’apparier k points =

Exemple. Détaillons le calcul de I4 et I'interprétation combinatoire en termes d’appariements :

1425—:; <et22> e o o o
t=0
a3 2
:Et_0<te2> \o o o
:dd—;t_o <e§+t2e%> o _» o o + \/Yo °
:%t_o <3te§> «_» .\: + \./\. ° —+ o\é .
=3

\/\/+°\/\/~+\§'\'

Les mémes techniques s’appliquent au calcul de I'espérance [E[tr M|, qui pour des raisons
de parité est nulle si k est impair. Ainsi :
0% w2
e 2 |.
i ()

IE[tI' MZP] = Z IE[MilizMizi3 e Mizpil] = Z M

1‘1,.‘.,1'2;, 1‘1,.‘.,1'2;, 12

i2pi1 M=0
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5.1. Théorie asymptotique des matrices aléatoires hermitiennes.

Plagons les entiers 1,2,...,2p aux sommets d'un 2p-gone régulier; la dérivée partielle d'in-
dices iy, ..., ipp évaluée en M = 0 est le nombre d’appariements des cotés du 2p-gone qui sont
compatibles avec l'orientation canonique, et tels que deux sommets j; et j, sont identifiés si et
seulement si 1]1 = z . C’est donc le nombre de cartes* a p arétes et card {iy, ip, . . .,izp} som-
mets obtenues par recollement deux a deux des cotés d'un 2p-gone. Le nombre de sommets
s’écrit p +1 — 2g, ou g est le genre de la surface obtenue. Par conséquent :

Proposition 5.3 (Formule de Wick, [t'H74]). Si k = 2p est un entier pair et si M est une matrice
du GUE, alors
E[tr M*] = Y nP*1"% |Map(k, g)|,
820
oit Map(k, g) est 'ensemble des cartes planaires de genre g obtenues par recollement des cotés d'un
k-gone.

Exemple. A symétrie prés, les cartes obtenues par recollement des cotés d'un hexagone sont
toutes représentées sur la figure 5.1. L'espérance E[tr M®] vaut donc 5n* + 10n2.

LI

)
y
W)

i > —>
5__4 x3
1&2\
3
5—<17 i 2\
3 ‘
1 2
L)
<3, "

FIGURE 5.1 — Cartes obtenues par recollement des cotés d'un hexagone. Les symétries sont
indiquées en dessous de chaque carte.

De fagon générale, on obtient une carte planaire (g = 0) si et seulement si le graphe obtenu
est un arbre, et il y a C, fagons différentes de faire ceci. Or, les cartes planaires correspondent
au terme dominant dans le développement topologique de E[tr M??], donc :

E[tr M*] = E[ii(x*)] nP*! = C,nP 1 4 O(n? ).
Comme la mesure yq a pour moments pairs les nombres de Catalan et a ses moments impairs

nuls, on en déduit que E[#i(x¥)] tend vers pq(x¥) pour tout entier k. De plus, la formule de
Wick se généralise au cas d'un produit de traces de puissances de M :

Zli[trM'q] Z n
=1

4. Une carte est la donnée d’une surface de Riemann et d'un graphe tracé dessus dont toutes les faces sont
homéomorphes a des disques. On renvoie a [LZo4] pour la théorie des cartes et ses multiples incarnations; en
particulier, le lien avec les modeles matriciels est évoqué dans le chapitre 3 de cet ouvrage.

k1+ +kq
2

x(5)=s Map(k1, ..., ks;S)|,
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Chapitre 5. Permutations aléatoires et matrices aléatoires.

la somme étant effectuée sur toutes les classes d’homéomorphismes de surfaces compactes S
(éventuellement non connexes), et Map(ky, ..., ks; S) désignant I'ensemble des cartes tracées
sur une surface de type S obtenues par recollement d"un kj-gone, d'un k>-gone, etc., et d'un
ks-gone.

Exemple. A symétrie prés, les recollements possibles des cotés de deux carrés sont tous repré-
sentés sur la figure 5.2. L'espérance E[(tr M*)?] vaut donc 4n° + 24n* + 77n>.

FH o o~ m2er Fl FH x4 s2#1

Fl FJ x4, S2#82 @ x16, 2
@ %32, T2 d <—>|:I:|) %8, T2

TP @ s

FIGURE 5.2 — Recollements possibles des cotés de deux carrés. Les symétries sont indiquées a
coté de chaque carte, ainsi que le type de la surface obtenue.

On peut ainsi calculer E[(#(x¥))?], et pour k = 2p pair, le terme dominant correspond
aux cartes a deux composantes connexes planaires — c’est ce qui maximise la caractéristique
d’Euler x(S). Ainsi, E[(#1(x?))?] ~ (Cp)?, donc :

E[((x*) — pa(x*))?] — 0.

Ceci permet de conclure quant a la convergence de m vers la loi du demi-cercle yq. L'interpré-
tation géométrique des espérances de polyndmes traciaux E[[T;_; tr M¥] jouera de nouveau
un role essentiel dans une preuve de 1'équivalence de Baik-Deift-Johansson, voir la section 5.3.

Toujours dans le cadre du GUE, la déviation renormalisée /n (i1 — jq) peut étre décrite
par un théoréme central limite analogue a celui de la section 3.4, voir [Johg8]. D’autre part,
les valeurs propres Ay, ..., A, peuvent étre envisagées comme un processus ponctuel sur R de

densité 1
dQ[xl, o .,xn] = N7 A(xl, .. .,xn)z e*%):?:l(xi)z dxl s dxn ’
+Lin

c’est-a-dire que la k-ieme fonction de corrélation du processus s’écrit :

r ! dQ(x1, .-, Xk, Xks1, -+, Xn)
OR(1s e Xi) = (n—k)! /Rnk dx

dxpyq---dxy

Dans ce contexte, l'identité

E
i=1

ﬁ<1+f<xi))] N i%/ﬂzkpk(xl"“/xk)f(xl) oo o) dxg - dxg



5.1. Théorie asymptotique des matrices aléatoires hermitiennes.

permet de nombreux calculs de probabilités ; par exemple, en prenant f = —14 avec A C R,
on obtient

: = (—1)F
PVi, x; & Al =) ( k') / o (x1, ..., x) dxy - - dxy .
k=0 " Ak

Envisageons plus généralement un processus ponctuel sur R dont la densité s’écrit
dQ(x) = Z 1 A(x)?e 2 T R() gy

ott R(x) est une fonction suffisamment grande a l'infini. Soit (71 )ren la famille des polygones
orthogonaux associés a la mesure exp(—R(x)/2) dx, c’est-a-dire que 7y (x) = x* + - - - et

/ mi(x) 7ti(x) e dx = cicjdj.
R

Les fonctions ¢y (x) = (cx) ! exp(—R(x)/4) mx(x) forment une base orthonormale de L?(R),
et d’autre part, A(xy, ..., x;) = det((7;(x;))1<ij<k) pour tout entier k. Notons K, (x, y) le noyau

"o ¢i(x) ¢i(y). La structure particuliere de ce noyau (dit reproduisant) implique le caractere
déterminantal du processus ponctuel considéré :

Proposition 5.4 (Polyndmes orthogonaux et processus ponctuels déterminantaux, [Meho4]).
Dans le cadre précédent, le processus ponctuel {x1,...,x,} a pour densité

1
dQ(x) = m det((Kn(xi, xj))lgi,jgn) dx,

et les fonctions de corrélations s'écrivent p*(x1, ..., x¢) = det((Ky(xi, X}))1<ij<k)- De plus, le noyau
Ky (x,y) s’écrit a I'aide de la formule de Christoffel-Darboux :

Kn<x,]/) _ C;Z;l (Pn(x)(nbnl(yi:;fn(y)(,bnl(x) ‘

Exemple. Les valeurs propres d’une matrice du GUE renormalisées par un facteur \/n cor-
respondent au cas ot R(x) = nx?. Le polyndme 7ty s’écrit m(x) = Hy(y/nx)/n*/2, ot Hy
est le k-ieme polyndme de Hermite. L'asymptotique du processus ponctuel associé aux va-
leurs propres renormalisées se déduit donc dans ce cas des propriétés a l'infini des fonctions
de Hermite (voir [Sze39], en particulier le chapitre 8 et les formules de Plancherel-Rotach).
Précisons quelque peu ces résultats. Si B est une partie (borélienne) de IR, alors

card {i | x; € B} ~ nuq(B)

lorsque n tend vers l'infini. En particulier, si B = B,,, = [u —1/2n,u + 1/2n] est un intervalle
centré en u avec u € | — 2,2[ point a l'intérieur du spectre limite, alors

card {i | % € Bun} ~ pa(u) = Y221
i n,u (o] = o .
Par contre, si u = +2 est un point du bord, alors il faut choisir une renormalisation de

2/3

I'intervalle B en n</°, car :

2
2
card {i | x; € [2 =, 2]} ~ 5= /2 VA= dx ~ on(en)?.
e
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Chapitre 5. Permutations aléatoires et matrices aléatoires.

Pour comprendre 'asymptotique « locale » du processus ponctuel des valeurs propres d'une
matrice du GUE, on introduit donc deux noyaux renormalisés :

1 X
K (x, =—I<n<u+ Jut+—Y >;
oY) = ) mpa@ " T noam)

~ed 1 X y

Proposition 5.5 (Asymptotique du processus ponctuel des valeurs propres, [TWo4]). Lorsque
n tend vers l'infini, le noyau renormalisé a l'intérieur du spectre converge vers le noyau sinus :

sin7t(x — y)

““bulk(x, )_> n(x_y)

Yu, Vx,y, K,

De méme, le noyau renormalisé au bord du spectre converge vers le noyau d’Airy :

i i/ Ay .
Yy, RE8(x, ) — AOIA <y))c = ﬁl (x) Aily)

oit Ai(x) = L [0 cos(tx +13/3) dt est la fonction d’ Airy, c’est-a-dire I'unique solution de y" — xy =
0 qui ait pour asymptotique
e72x3/2/3

Ai(X) ~ysoo —— -
1() X— 2ﬁx1/4

En combinant ces résultats et la formule donnée pour la probabilité P[Vi, x; ¢ A], C. Tracy
et H. Widom sont parvenus a préciser 1'asymptotique de la plus grande valeur propre Amax
d’une matrice du GUE. Ainsi,

g

A No(=1)k ~ed
PRY; <al =P [n?? [ 2 _2) <qg| = / det (K578 (x;, x;) ) dx*
2% < [n (\/ﬁ > a] = K e ¢ ( w (T x])) *
LZ(}a,ooD)'

— i (-1)* det <KAiry(x‘ x)) dx* = det [ id — KA
= K St o

La loi obtenue, dite loi de Tracy-Widom, a pour fonction de répartition

F) —exp(- [ (=) )4,
X
ol g est I'unique solution de I'équation différentielle de Painlevé II

q"(x) = xq(x) +2¢°(x)

qui ait pour asymptotique g(x) ~ Ai(x). En particulier, la distribution de la plus grande valeur
propre du GUE est liée a la théorie des équations de Painlevé et a la hiérarchie de Toda, voir
les articles [FWo1, FWoz]. L'objectif de ce chapitre est de montrer que les premieres lignes (ou
colonnes) d"une partition sous la mesure de Plancherel ont la méme loi asymptotique.
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5.2 Equivalence de Baik-Deift-Johansson : I'approche
déterminantale

Dans la section 4.2, nous avons vu que si M, ;) est la mesure sur les partitions obtenue en
modulant le systéeme cohérent des z-mesures (M. ,),eN par la loi binomiale négative B(t, (),
alors les processus ponctuels F (M, g(17)) et Dx(M, (1)) sont déterminantaux. De plus, on
peut donner une expression explicite des noyaux correspondants en termes de fonctions hy-
pergéométriques (voir le théoréme 3.3 de [BOoo]). Lorsque z tend vers l'infini et { = 6/t tend
vers 0, la loi M, tend vers la mesure de Plancherel M, et la loi binomiale négative B(t, )
tend vers la loi de Poisson P(6). Par suite, la mesure de Plancherel poissonisée

dim)\)z

Mp(g) = P(8)(|A]) Mjyj(A) = 6" e (W

correspond a un processus ponctuel déterminantal D,(Mpg)) dont le noyau s’obtient par
passage a la limite du cas des z-mesures, cf. [BOOoo, théoremes 1 et 2].

Une autre approche possible pour le calcul du noyau de ce processus est 1'utilisation du
formalisme des mesures de Schur; en effet, M'p(@) est la mesure de Schur de parametres
t =t =(1/0,0,0,...), voir page 55. Si r est un parametre réel, on rappelle que la fonction de
Bessel de premiere espece J, est la série de fonctions

B o (_1)77 Z\ 7421
]’(Z)_,;)n! T(rtn+1) )

de sorte que Jy(z) est le coefficient de x™ dans le développement en série de Laurent de
e**/2e72/2%  cf. [Watsa, chapitre 2]. Or, pour les parametres t et t' précédemment décrits, la
fonction J(x) = exp(T(x)) décrite dans la section 4.2 est exactement e**/? e /2% avec z = 21/6.
Par conséquent,

Kp, (Mp ) (X, ) = Y Jeini12(2V0) Jyon1/2(—2V0)
n=0

= Z ]x+n+l/2(2\/§) ]y+n+1/2(2\/(_9)
n=0

VO (Je122V0) 11 22V0) ~ i1 2(2V0) Jy-1/2(2V0))
r—y

7

la seconde égalité découlant de l'invariance de la fonction | par la transformation x — —x~1,

et la troisieme égalité étant une conséquence des relations de Lommel pour un produit
Ju(2) ] (z) de fonctions de Bessel, voir [Wat44, §5.4]. En utilisant les formules de Debye pour
I'asymptotique des fonctions de Bessel lorsque 1’argument complexe z tend vers l'infini (cf.
[Wats4, chapitre 8]), ainsi que des techniques de « dépoissonisation » reliant Mpg) et My
lorsque 0 ~ n — co, on en déduit le résultat suivant :

Proposition 5.6 (Asymptotique du processus ponctuel associé a la mesure de Plancherel,
[BOOoo]). Soit (x")pen = (X} < -+ < X} )nen une suite de vecteurs d’entiers telles que les li-
mites finies ou infinies

n

= i . L= T .
“EEE 0 e e)
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existent pour tous indices i et j. On note p, la fonction de corrélation discréte du processus ponctuel
D, (My,), oit M, est la mesure de Plancherel d’ordre n.

1. Six" se scinde en deux parties y" et z" dont la distance tend vers I'infini, alors lim,_,c pn (x") =
(im0 Pn (")) X (limy—ye0 pr(2")). Autrement dit, les comportements locaux en des endroits
distincts sont asymptotiquement indépendants.

2. Si x" reste non scindée et sia = ay = - - - = ay est un point de | — 2,2[, alors lim, o pn (x") =
det(S(d;j)), ot S* est le noyau sinus discret :

sin(arccos(a/2) x)
X '

S'(x) =

Au bord de la forme limite (c’est-a-dire avec a = £2), le noyau sinus discret convenablement
renormalisé dégénere en le noyau d’Airy, ce qui compte tenu de la proposition 5.5 fournit une
preuve de 1’équivalence de Baik-Deift-Johansson, cf. [BOOoo0, §4]. Cette preuve est assurément
la plus naturelle, puisqu’elle repose simplement sur 1'étude asymptotique des fonctions de
corrélation des processus X = (X3, Xy,...) et X = (Y1, Y, ...). En contrepartie, elle utilise des
propriétés fines des fonctions de Bessel et des fonctions d’Airy, et ces arguments semblent
difficiles a généraliser ; nous reviendrons sur ce point dans la section 7.1.

5.3 Equivalence de Baik-Deift-Johansson : I'approche
géométrique

Une seconde preuve de nature plus conceptuelle est due a A. Okounkov ([Okooo]), et elle
repose sur des interprétations combinatoires (géométriques) des polyndmes traciaux de ma-
trices aléatoires et des polyndmes traciaux en les éléments de Jucys-Murphy dans l'algebre
du groupe symétrique. Nous concluons ce chapitre et la partie d’introduction de ce mémoire
en exposant les arguments principaux de cette approche, qui laisse entrevoir des connections
inattendues entre la théorie asymptotique des représentations et des problemes géométriques
tels que la théorie des invariants de Gromov-Witten et le décompte de structures combina-
toires sur des surfaces (cartes et revétements). Cette approche a motivé la recherche dune
interprétation géométrique des observables de diagrammes présentées dans le chapitre 2; on
renvoie en particulier a [So6a, So6b] pour de plus amples détails sur ce point.

Compte tenu du théoréme de Lévy reliant la convergence en loi d"une suite de variables
aléatoires a celle des fonctions caractéristiques (voir 'exemple 5.5 dans [Bil6g, chapitre 1]),
le théoréme 5.1 est équivalent a l'assertion suivante : si X(§) = Y2 exp(X;¢) et Y(¢) =
L1 exp(Y;¢) sont les transformées de Laplace des mesures )2, dx; et 3%, dy,, alors pour
tout entier s > 1 et tous parametres ¢, . .., §s strictement positifs,

lim E |X(&1) - X(&)| = Im E V(&) - V(&)

n—oo n—oo

I'existence de la limite pour le terme de droite étant garantie par le théoréme de Tracy-Widom.
Fixons des parametres positifs ¢i,...,Gs, et des entiers positifs pairs k; ~ ¢; n2/3 . on note

k =Y k. Le polyndme tracial

M(ky,... k) = (2y/n)FE

S
Htr Mkf]
i=1
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est principalement déterminé par les puissances des plus grandes valeurs propres en valeur
absolue (dong, celles au bord du spectre). Comme

/\] k; Y & n2/3
() = o)™ et

M(ky, ..., ks) a par conséquent la méme asymptotique que E[Y (1) - - - Y(&)]. De plus, la for-
mule de Wick fournit un développement topologique de M(ki, ..., kS) :

Mk, ..., ks) 2k2n7‘ *Map(ky, ..., ks;S)|,

la somme étant effectuée sur les classes d’homéomorphisme de surfaces compactes éventuel-
lement non connexes. Ainsi, du coté des matrices aléatoires, le probleme est ramené a celui
de I'asymptotique des nombres de cartes [Map(ky, ..., ks; S)|.

Du coté des partitions aléatoires, les analogues des fonctions M(ky, ..., ks) sont les poly-

nomes traciaux C(ky,... k) = 27K/’ klE[ _1(L)k], otr les L; sont les éléments de Jucys-
Murphy

Li=(1L2)+(1L3)+---+(1,n) ; Ly=(23)+---+(2,n) ;

et ou E[-] désigne l'espérance de l'espace de probabilité non commutatif CS,, c’est-a-dire
(1/n!)tr (). Notons que les L; ici définis different légerement des J; du paragraphe 1.5; ils ont
néanmoins les mémes propriétés, et en particulier, leurs actions sur un module de Specht V#
ont pour valeurs propres les contenus des cases de y. Ainsi,

1 . . .
E[LY] = 7 ) (dimp) ¢"(L) = — Z dimp Y [dim(p\ ()] (s — D)
Hesn 146?1 (i) coin de p
=Y Mu(w) Y 5 (mi—1),
HED (pi,i) coin de p

ott les 6* () = [dim(p \ (p;,i))]/[dim u] sont les probabilités de cotransition du processus de
Plancherel, c’est-a-dire les probabilités de transition de 1'unique processus markovien sur %
qui est décroissant, compatible avec les regles de branchement et qui conserve les mesures de
Plancherel. L’existence d"une forme limite () pour les diagrammes sous la mesure de Planche-
rel implique la convergence en probabilité

Vi, 6(1) Vi =1,

voir [Okooo, §3.2.2] — I'asymptotique est également valable pour les probabilités de transition
du processus de Plancherel. Fixons des paramétres positifs ¢1,...,Cs, et des entiers positifs

ki ~ & n'/3; on note comme précédemment k' = Y3_; k!. D’apres ce qui précede,
e B[] = T M) L (@G Vi) (f;j’_l)ki
21 (\/ﬁ) ! HEY, (pi i) coin de p \/E

et le rapport |(yu; — i)/2+/n| est maximal pour i = 1,2,... eti = £(u),¢(u) —1,... Dans le

premier cas,
i —i\" wi \M
2/ 2/
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1/3 et y; « n'/2 ; dans le second cas,

(wmi— (¢(p) —f))k’l . (_ N )
2/n 2vn )

Dans chaque cas, 67 (u) /n tend vers 1. En utilisant l'invariance par conjugaison des dia-
grammes de la mesure de Plancherel, on conclut que :

car kj «n

s ]~ £ oo (£ ()" (25) -

En réitérant ce raisonnement avec les éléments L, ..., Ls, on voit plus généralement que le
polyndme tracial en les éléments de Jucys-Murphy C(k), ..., k) a la méme asymptotique que

o0 VK ()R
ZMn()\){ Z (y11)<2\/ﬁ)(k]:lls) +}

]46% l’l,.‘.,l‘S:l

ou les points de suspension dans la somme correspondent a 2° — 1 autres termes mettant
en jeu les —p). De plus, comme dans le cas des matrices aléatoires, C(k,..., k;) a la méme
asymptotique que E[X (1) - - - X({s)], car

Nk X ginl/?
i \* j
(2\/ﬁ> ~ (1 + n1/3> — exp(X;{;).

La preuve « combinatoire » de I'équivalence de Baik-Deift-Johansson est donc ramenée a
'équivalence asymptotique M(ky, ... ks) ~ C(k},... k).

Ceci étant, on peut donner un développement topologique de C(k],..., k) analogue a
celui des fonctions M, mais en termes de revétements ramifiés de la sphere. Pour commencer,
on remplace chaque L; = };-;(i,j) par

Li=Li— Y. (i,j)=(,s+1)+(i,s+2)+-+(i,n);
j=i+1

ceci ne change pas l'asymptotique des polyndmes traciaux C(kj,..., ki) — nous noterons
C(ky,. Jk;) les polyndomes modifiés. Maintenant, comme E[c] = 1,_;4 pour toute permuta-
tion o, C(k},...,k,) est le nombre de solutions dans &,, de ’équation

L1)(L7) - (L) 2 Tn) - (2T ) - (5,70) = id

avec chaque 7; dans [[s + 1, n]. Le groupe &,_; agit sur cet intervalle, et donc sur 1'ensemble
des solutions de 1’équation par conjugaison ; de plus, ’orbite d"une solution 7 est de cardinal
(n—s)(n—s—1)---(n—s—d(t) —1) ~n¥?, ot d(1) = card {ty,..., T }. Ainsi,

KK~ T ),
{T}/Gn—s

A toute solution T = {17,..., T}, on peut associer un revétement ramifié de la sphere CP! en
procédant comme suit? :

5. On renvoie a [LZo4, §1.2] pour des détails sur le lien entre équations dans &, et revétements ramifiés de
CP! donné par la monodromie dans une fibre au-dessus d’un point base. Ce point sera également évoqué dans le
chapitre 13, avec quelques rappels sur la notion de revétement ramifié.
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1. Sur la droite projective complexe CPP!, on place un point base 0, et on répartit k' points
autour — on les notera 1,2,...,k". Le point 0 sera non ramifié, et les points 1,...,k
seront simplement ramifiés.

2. Le revétement a s + d(7) feuillets, dont s feuillets spéciaux marqués au-dessus du point
base 0.

3. Si 7; est la boucle issue du point base et contournant le point 7, alors la monodromie de
cette boucle au dessus de 0 est la transposition du feuillet spécial i avec un feuillet non
marqué T;, voir la figure 5.3.

d(7) feuillets

s feuillets spéciaux

p g e

Ccp!

FIGURE 5.3 — Revétement ramifié de Jucys-Murphy associé a une équation 7.

Nous noterons Covp (K}, . . ., ki) 'ensemble des classes d’équivalence de revétements ramifiés
de Jucys-Murphy de parameétres ki, ..., k., et si S est une surface orientable compacte, nous
noterons Covym(ky, ..., ki; S) I’ensemble constitué de ceux qui sont homéomorphes a S. Par la
formule de Riemann-Hurwitz (cf. [DS94, p. 39]), on a alors x(S) = 2(s +d(t)) — k/, donc

D’autre part, deux équations donnent le méme revétement ramifié marqué si et seulement si
I'une peut étre obtenue a partir de l'autre par conjugaison par &,_s. On en déduit le dévelop-
pement topologique (asymptotique)

1 (S)=s
Ck, - k) ~ 5 ) n" 2 |Covim(K,, ..., k;5)],
S

la somme étant de nouveau effectuée sur les classes d’homéomorphisme de surfaces com-
pactes. L'équivalence asymptotique M(ky, ..., ks) ~ C(k}, ..., kl) découle des lors du résultat
suivant :
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Proposition 5.7 (Equivalence asymptotique des nombres de cartes et des nombres de revéte-
ments de Jucys-Murphy, [Okooo]). Si k; ~ ¢;t avec t tendant vers l'infini, alors pour tout genre g,
il existe un fonction mg(C1,...,Gs) telle que

|Map(k], . .,kS;Tg)’
2k

~ 8T 2 (&, E).

Le résultat s’étend sans difficulté au cas d'une surface S non connexe. Dans le méme contexte,
’Map(kl, P ,ks;Tg)| [ad ’COV]M(kl, e ,ks;Tg)| y

ce qui implique 1'équivalence asymptotique M(ky, ..., ks) ~ C(k}, ..., ki) avec les normalisations des
k; et des k! en n?/3 et n'/3,

Exemple. Si ¢ = 0 et s = 1, alors [Map(2k; g = 0)| est le nombre d’appariements sans croi-
sement des cotés d'un 2k-gone, ou encore le nombre d’arbres généraux a k arétes; c’est donc
le nombre de Catalan C; = ﬁ(zkk) D’autre part, pour tout revétement de Jucys-Murphy,
appelons valence d'une feuille F non spéciale le nombre de points i de [1,k] tels que la mo-

nodromie autour de i permute la feuille F. Alors, val(F) > 2, et

Y (val(F) —2) =k —2d(t) = 2s — x(S).
F

Lorsque g = 0 et s =1, k = 2d(7), et la valence de tous les feuillets non spéciaux est donc 2.
Autrement dit, |Covyy(2k; ¢ = 0)| est le nombre de solutions de 1’équation

(1/ 11)(1, 12) o (1/ i2k) =id

telles que les i; soient réunis par paires. Il n’est pas difficile de voir que ce nombre est encore le
nombre de Catalan Cj; dans ce cas particulier, I’équivalence asymptotique [Map| ~ |Cov]
est donc une égalité. De plus, par la formule Stirling, la fonction m(¢) existe bien, et elle vaut

=)

La preuve de la proposition 5.7 donnée par Okounkov dans [Okooo] repose sur 1'utili-
sation des graphes de rubans comme objets combinatoires intermédiaires entre les cartes et
les revétements de Jucys-Murphy. Les graphes de rubans (métrisés) fournissent un modele
combinatoire des espaces de module des courbes .#; ¢ (cf. [Kong2]), et on peut interpréter
I'expression M(kj, ..., ks;) comme une somme de Riemann d’une intégrale sur le modele com-
binatoire de Kontsevich. D’autre part, il est bien connu que le décompte des revétements
ramifiés de la sphere est lié a la théorie de l'intersection sur les espaces de modules .Z; ; —
ce qu’il est convenu d’appeler la théorie de Gromov-Witten — et au calcul d’intégrales de
classes de cohomologie sur le compactifié de cet espace (cf. [ELSVo1, Zvoos] et le paragraphe
13.3). Par conséquent, les deux expressions M(ky, ..., ks) et C(k}, ..., k.) sont certainement des
discrétisations d’expressions intégrales sur les espaces de modules .#; ¢, ce qui laisse entrevoir
une connection entre permutations aléatoires et espaces de modules analogue aux résultats
de Kontsevich dans le contexte des matrices aléatoires, voir [Kong2, OPo1, OPoz]. Ceci ap-
porte une motivation supplémentaire a 1’étude asymptotique des représentations, et clot notre
premiere partie d’introduction.
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Deuxieme partie

Asymptotique des mesures de
Plancherel des algebres d’"Hecke
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La seconde partie de ce mémoire est consacrée a I'étude asymptotique de partitions distri-
buées suivant des mesures de probabilité issues de la théorie des représentations des groupes
réductifs finis de type Lie, et en particulier la théorie des algébres d’Iwahori-Hecke. Soit g
une puissance d'un nombre premier, et IF; le corps fini de cardinal g. Les groupes de ma-
trices GL(n, [F;) ont leurs représentations irréductibles indexées par des familles de partitions
N = (Aq, Ay, ...), et partant, on peut s’intéresser a 'asymptotique des mesures de Plancherel
des groupes GL(,[F;) lorsque 1 tend vers l'infini. J. Fulman ([Fulo6]) et A. Dudko ([Dudo8])
ont montré que si la famille \ est tirée suivant la mesure de Plancherel de la représentation
réguliere de GL(n,IF;), alors les partitions A; € \ sont asymptotiquement indépendantes, et
asymptotiquement réparties suivant certaines mesures de Schur; en particulier, ces partitions
restent presque stirement de taille bornée (par contre leur nombre tend vers l'infini). Ce résul-
tat et la théorie des représentations des groupes GL(#,IF;) sont rappelés dans le chapitre 6;
on s’inspire une nouvelle fois de [Macgs], et aussi de [DL76, DMg1, Henos].

Au cours de cette these, nous avons étudié les mesures de Plancherel d’autres représenta-
tions de GL(n, qu), a savoir, les représentations paraboliques induites a partir d’un caractere
d’un tore. Sous ces mesures d’induction parabolique, les partitions A; restent en nombre fini,
et ont bien leur taille qui tend vers 'infini ; une étude asymptotique semblable a celle du cha-
pitre 3 devient des lors possible. Dans le cas particulier ol le tore est scindé et le caractere du
tore est trivial, on obtient une mesure sur les partitions appelée q-mesure de Plancherel.

L'étude de cette mesure met en jeu la théorie des algebres d'Hecke de type A (cf. [Matgoa,
Ramg1, HR96, RR97]), qui sont les commutants des actions des groupes GL(1, F;) sur les in-
duits paraboliques; elle est progressivement exposée dans les chapitres 7 et 8, et on y reprend
les résultats des articles [FM10, Mé1ob]. Ainsi, la quantification &,, — %(Gn) se traduit par
une quantification de la base des caracteres centraux dans l'algébre des observables de dia-
grammes, et on obtient alors une loi des grands nombres (théoreme 8.5) et un théoreme central
limite (théoremes 8.7 et 8.15) tout a fait analogues aux théorémes 3.3 et 3.4 — en revanche, le
comportement asymptotique des partitions est tres différent de celui observé pour les mesures
de Plancherel des groupes symétriques.

Le chapitre 9 est consacré a des généralisations de ces résultats au cas d’autres algebres
d’Hecke, en particulier les algebres d’'Hecke de type B reliées aux représentations parabo-
liques induites dans Sp(2n,TF,) a partir du caractére trivial d"un tore scindé. On dispose ainsi
d’une loi des grands nombres et d'un théoréme central limite pour les parts d"une bipartition
aléatoire sous la B-g-mesure de Plancherel (théoreme 9.7), et d’'une conjecture pour la réparti-
tion des parts entre les deux parties de la bipartition (conjecture 9.8). On présente également
dans ce chapitre un cadre général dans lequel on peut espérer des résultats analogues aux
théoremes 8.5 et 8.7 : celui des algebres d’Hecke généralisées décrites par un théoreme de
Lusztig (cf. [Lus84, HL80]).
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Chapitre 6

Combinatoire des groupes linéaires
finis

Dans ce chapitre, nous exposons la théorie des groupes de matrices GL(#,k), ot k = I,
est un corps fini. Nous rappelons la combinatoire des classes de conjugaison de telles matrices
(section 6.1), et nous présentons un résultat analogue a 1'isomorphisme de Frobenius-Schur
1.5 (section 6.2), ce qui permettra de calculer les caractéres des groupes GL(n,[F;) (section
6.3). On montre alors que les caractéres irréductibles de GL(,F;) sont en bijection avec les
familles de partitions \ : L/® — % de poids 1, 'ensemble d’indexation L/ & étant en bijection
avec

IF,” / Galois(F, /),

c’est-a-dire 'ensemble des polynomes unitaires irréductibles sur IF; et différents de X. Enfin,
dans la section 6.4, on rappelle les résultats de Dudko et Fulman (cf. [Dudo8, Fulo6]) concer-
nant I'asymptotique de la mesure de Plancherel de GL(n,IF;) sur ces familles de partitions.

Il existe en réalité deux familles fondamentales de caracteres de GL(n,IF,) : les caracteres
irréductibles, et les caractéres de Deligne-Lusztig obtenus par induction parabolique a partir
de caracteres de tores. Ces derniers fourniront des mesures de probabilité sur des familles
de partitions \ réduites a un élément, ce qui menera a I'étude de la g-mesure de Plancherel
(chapitres 7 et 8).

6.1 Réduction de Jordan-Frobenius et classes de conjugaison

Si g = p° est la puissance d'un nombre premier, on rappelle qu’il existe a isomorphisme
prés un unique corps fini IF; de cardinal g, et on peut le réaliser comme corps de rupture (et
de décomposition) du polyndéme X7 — X sur IF, = Z/pZ. Les extensions de corps de [F; sont
les IF 4, et elles sont toutes galoisiennes; le groupe Galois(IF .« /IF;) est cyclique d’ordre d et est
engendré par le morphisme de Frobenius

o:x— xi.

La cloture algébrique [F, a pour groupe de Galois sur FF, la limite profinie Z = 1&“ Z/dZ, et
ce groupe contient Z = (r) comme sous-groupe dense.
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6.1. Réduction de Jordan-Frobenius et classes de conjugaison.

Soit G = GL(n,[F;) le groupe des matrices inversibles de taille n x 1 et a coefficients dans
k = F,. Par représentation matricielle, on peut voir G comme le groupe des isomorphismes
linéaires d"un espace vectoriel V de dimension 7 sur IF;. Un tel espace est de cardinal g", et le
nombre de familles libres de rang k dans V' = (IF;)" est

@ =0 =)@ =g @@= ) =T1@"—q".

i=1

En effet, pour construire une famille libre (vy,...,v;), on choisit un vecteur non nul v;, puis
un vecteur v, qui n’est pas dans l'espace vectoriel F,;[v;] engendré par vy, puis un vecteur
v3 qui n'est pas dans [F,[v1, v2], etc. jusqu’au vecteur v, qui n'est pas dans F,[vy,...,v,_1]. Il
y a ¢" — 1 possibilités pour le premier vecteur, 4" — q pour le second, etc. jusqu’a g" —¢" 1
possibilités pour le vecteur v,, d’ot1 le résultat. Comme un élément de G peut étre vu comme
la matrice de transition entre la base canonique et une base quelconque B’ de V, on en déduit :

card GL(n, F,) = nombre de basesde V = (¢" —1)(q" —q)--- (¢" —¢" ).

Dans cette section, on s’intéresse aux classes de conjugaison de GL(#n, ]Fq), c’est-a-dire les
classes d’équivalence de matrices pour la relation

gi~g < 3JheGL(nF,), g1=hgh .

Nous allons montrer que ces classes de conjugaison sont indexées par des familles de parti-
tions appelées polypartitions. Si u € M(n, k) est une matrice arbitraire de taille n x n (pas
nécessairement inversible), son action sur V = k" fournit une structure de k[X]|-module com-
patible avec la k-structure préexistante :

VP e k[X], YoeV, P-v=[P(u)](v).

Notons V, 'espace V considéré comme k[X]-module. Comme k[X] est un anneau principal et
V., est finiment engendré sur cet anneau (par exemple par une k-base de V), on peut appliquer
le théoreme de structure des modules finis sur les anneaux principaux : il existe des polyndmes
k-irréductibles unitaires ¢1, ..., ¢, et des partitions yy, ..., y, telles que

£(pi)

n=3 |l deggi et Vi B D KX/ (9]").
i=1

i=1 j=1

De plus, les polyndmes ¢; et les partitions y; sont entierement déterminés par u, et la décom-
position de V;, en modules primaires peut étre interprétée de la facon suivante : dans une
k-base B’ de V, l’action de u sur V est donnée par une matrice diagonale par blocs, les blocs

étant les matrices de Jordan J, gl —on rappelle que
0 —ay
10 —aq
Jp = 1 '
0 —Ap-2
1 —ap-1

si P(X) = X"+ a, 1X" '+ -+ +a1X + ap. Nous noterons g = , I'ensemble des paires
(¢i, 1i) ; c’est une k-polypartition de taille n. La matrice par blocs précédemment évoquée sera
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notée |, et elle est conjuguée a u par la matrice de transition de B a B, B désignant la base
canonique de V = k". En particulier, le polyndme minimal m, et le polyndéme x, peuvent
aisément étre retrouvés a partir de la polypartition p :

r r L)
ma(X) = TT@C0) 5 x(X) =TT TT (@)

i=1 i=1j

=

Il
—_

La matrice u est donc inversible si et seulement si X n’apparait pas dans la polypartition
Mu- Si ug et up sont deux matrices conjuguées dans M(n, k) par h € GL(n,k), alors h est un
isomorphisme de k[X]-module entre V,, et V,,, car pour tout polynéme P,

P(Mz)oh :]’lOP(Ml).

Par conséquent, V;, et V,, ont la méme décomposition en k[X]-modules primaires, et u; et
uy sont conjuguées a la méme matrice J,,. D’autre part, comme la décomposition d'un k[X]-
module fini est unique, deux matrices ], et J,, ne peuvent pas étre conjuguées. Ainsi :

Proposition 6.1 (Réduction de Jordan-Frobenius). Les classes de conjugaison de matrices dans
M(n, k) sont indexées par les k-polypartitions de poids n, et les classes de matrices inversibles corres-
pondent aux polypartitions dans lesquelles le polyndme X n’apparait pas. Un représentant de la classe
Cy, est la matrice diagonale par blocs de Jordan .

Notons M le groupe multiplicatif de IF,, et & le groupe Galois(IF,/F;). Si P(X) # X est
un polyndme unitaire irréductible sur F,, alors il se scinde dans F; sous la forme

deg P

P(X) = [T (X -d'(a)),

i=1

ol a est une racine (non nulle) de P qui appartient a 'extension FF aer. Par conséquent, l'en-
semble des polyndmes irréductibles unitaires différents de X s’identifie a 'ensemble quotient
M/&. Nous noterons % (IF;) I’ensemble des fonctions p : M/& — # qui sont presque nulles,
et %(qu) le sous-ensemble constitué des fonctions de poids 7, c’est-a-dire que

lpll = ). degP |p(P)|=n
PeM/&

sip € %,(IF,). D’apres ce qui précede :

Corollaire 6.2 (Classes de conjugaison de GL(n,IF;)). Les classes de conjugaison de GL(n,IF;)
sont en bijection avec les polypartitions de %, (IF,).

Exemple. Supposons k = IF3 et n = 2. Pour tout g et tout 7, le polyndme X7 — X se scinde
dans IF,[X] en le produit de tous les polyndmes irréductibles unitaires de degré d divisant n.
Par conséquent, comme

X - X=X(X+1)(X+2)(X®+1) (X*+X+2) (X*> +2X +2)

dans F3[X], les classes de conjugaison de GL(2,F3) sont indexées par les polypartitions de
% (IF3) suivantes :

{(X2+1:1} ; {X*4+X+2:1} ; {X*42X+2:1} ; {X+1:2}
{(X+2:2} ; {X+1:1%} ; {X+4+2:1%} ; {X+1:1; X+2:1}.
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6.1. Réduction de Jordan-Frobenius et classes de conjugaison.

Pour conclure cette section, calculons le cardinal de la classe de conjugaison C; dans
GL(n,IF,;), ot p est une polypartition arbitraire de #,(IF;). Le centralisateur de la matrice
Ju dans GL(n,F;) peut étre vu comme l'ensemble des automorphismes de k[X]-modules de
Vu; par la formule des classes, on a donc

card C;, = card GL(n,F;) / card Autyx) (V) .

Notons Vy, ,; la composante ¢;-primaire de Vy,, ott p = (@i, pi)ic[1,,]- 11 est clair que

Autk[X] HAutk[X V(p %)

donc le calcul du cardinal de Cy, se rameéne a celui du cardinal du groupe d’automorphismes
d’un k[X]-module primaire Vj,,. Dans ce qui suit, on note

r r

Ipll = }_(deg i) il =) (deggi)b

i=1 i=1

Si x # 1 est un nombre réel, (x;x),, est le symbole de Pochhammer usuel, ie., (x;x), =
(1—x)(1—x%)---(1—x™m).

Proposition 6.3 (Cardinal d'un classe de conjugaison dans GL(n,IF,)). Le nombre d’automor-
phismes d'un F,[X]-module primaire Vy ,, est

Q2200 TT(Q 5 Q

s>1
oit Q = q9¢8?. Par conséquent, le cardinal de la classe de conjugaison C,, dans GL(n,TF,) est
Q=g q jug b q

<q" D" —q) - (" ="
gIel+206) TT7_ TTisq (g~ 989~ 9801, ()

L'isomorphisme de Frobenius-Schur pour I'anneau de Grothendieck de la catégorie des re-
présentations des groupes linéaires GL(#,IF;) donnera une preuve indirecte de ce résultat,
cf. le paragraphe suivant. Une autre preuve repose sur la théorie de Hall des modules sur
un anneau de valuation discrete o, ¢f. [Macgs, chapitre 2, théoréme 1.6]. En effet, si Vj, est
¢-primaire — ce qui revient a dire que le polynéme minimal de tout élément de V,, , est une
puissance de ¢ — alors on peut considérer Vj, comme un k[X]s-module, k[X], désignant
I'anneau local constitué des fractions P/Q sans puissance de ¢ dans Q. Cet anneau o = k[X],
est un anneau de valuation discréte d’idéal maximal p = ¢ k[X],, et de corps résiduel I'unique
extension de corps de k de degré deg¢. Dans ce cadre, Vj, est un o-module de torsion de

type p :
Vou o D o/p
=1

et il suffit de montrer que Auty(x|(Vy,u) = Auto(Vy,) a le cardinal énoncé dans la proposition
6.3. Ceci peut étre fait par induction sur la hauteur du module de torsion, c’est-a-dire la taille
maximale d"une part de y. En effet, si V est un o-module de torsion de hauteur / et de type y,
alors p ®, V est un module de torsion de hauteur # — 1 etde type y —1 = (u1 — 1L, o —1,...).
De plus, tout automorphisme g de V fournit un automorphisme g = id, ® g de p ®, V, donc
il suffit de montrer que la préimage par ~ d’un automorphisme de p ®, V a

QM (Q7L0™)

éléments, ce qui n’est pas tres difficile.
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6.2 Isomorphisme de Frobenius-Schur pour GL(#,F,)

Détaillons maintenant la théorie des représentations du groupe G = GL(n, qu), en s’in-
téressant en premier lieu a l'induction a partir de sous-groupes diagonaux par blocs du
type GL(n1,F;) x GL(n2,F;) x --- x GL(n,,F;), ot n = ny + ny 4 --- 4 n, est une com-
position. Comme dans la section 1.4, il sera utile d’introduire la somme directe K(IF;) des
groupes de Grothendieck K(GL(n,IF;)), et ses versions tensorisées Kg(IF;) = R ®z K(IF;) =
@en Kr(GL(7,F;)). Nous aurons également besoin de la théorie des polyndmes de Hall-
Littlewood et des chaines de modules finis sur un anneau de valuation discrete ; rappelons-en
brievement les points principaux (voir [Macgs, chapitres 2 et 3]). Si 0 est un anneau de valua-
tion discrete de corps résiduel k = F; et si A AL A est une famille de partitions telle

que |A| = Y, [AD], notons GQ(U/“ (» le nombre de chaines

SA
0=MO MDD c...c M) =M

de o-modules de torsion, ot M est un module de torsion de type A fixé, et ou chaque quotient
M /MUE=D est de type A). On peut montrer que ces nombres GQ(U 1 (q) ne dépendent

que de g, et de fagon polynomiale. L'algebre de Hall de o est 1'espace vectoriel complexe H(o)
de base (u)),c, avec les regles de multiplication

Uy * Uy = ZGX,V(q) Uy .
P

Ces régles peuvent étre encodées au moyen de fonction symétriques. Pour toute partition A,
notons Py (x;t) la fonction symétrique de Hall-Littlewood limite inverse des polynémes

Xi — tx]-

[
1t A A
PA(xlzu'/xn;t):< I m) ) <x11x22...x2nnxi_xj>
ms

(M)>1 7es, i<j

dans Aft] = @n_m(f[xl,xz, .., Xy; 1], Lorsque t = 0, on retrouve les fonctions de Schur :
Py(x;0) = sy (x).

Proposition 6.4 (Fonction caractéristique d'une algébre de Hall, [Lit61]). Il existe un unique
isomorphisme d’algebres complexes 1 : H(o) — A tel que

n(n—1)

Vi €N, i) =T e(x)

Cet isomorphisme est donné sur la base (uy)yeo par Y(uy) = g~ "M Py (x;971).

Ceci étant, fixons un entier n, une composition n = n; + np + --- + n,, et des fonc-
tions centrales u; € Z(CGL(ny,F,)),...,u, € Z(CGL(n,,F,)). Si L est le groupe produit
GL(my,F;) x --- x GL(n,,F,;) et si G = GL(n,[F;), alors par analogie avec la construction du
paragraphe 1.4, on pourrait munir K¢ (F;) d"une structure d’anneau en posant

ulo---ou,:Indf(u1®~-~®u7).

Mais pour ce produit, les regles de branchement sont complexes, et il n’existe pas de structure
d’algebre de Hopf raisonnable compatible avec ce produit. Ainsi, il faut plutdt considérer le
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produit d'induction parabolique d’Harish-Chandra, qui est défini comme suit. Notons P le
sous-groupe parabolique de G constitué des matrices triangulaires par blocs

811 812 - Sir
0 g» - g

&= : .. .. : /
0 . 0 g”

avec chaque g;; dans GL(n;,F;). Si U C P est le sous-groupe des matrices par blocs unipo-
tentes (i.e., g;; = 1 pour tout i), alors on a une suite exacte scindée de morphismes de groupes

1 u P "L 1

avec 11(g) = (g11,- - -, &rr)- Autrement dit, tout élément p € P s’écrit de maniere unique p = ul
avec u € U et 1(p) =1 € L. Par conséquent, une fonction centrale u sur L peut étre relevée
en une fonction centrale sur P en posant u;_,p(p) = u(m(p)) — de fagon équivalente, un
L-module V peut étre relevé en un P-module en posant p -p v = 7(p) -1 v. Dans ce cadre, le
produit d’induction parabolique de fonctions centrales est défini par

ulouzo---ou,:Indg((u1®u2®~-®ur)L_>p).

On définit de fagon analogue le produit d’induction parabolique de modules (éventuellement
virtuels) Vi, ..., V, au-dessus des groupes GL(ny,[F;), .. .,GL(n,, IF;). Cette opération est clai-
rement distributive vis-a-vis de la somme directe de modules, d’otl une structure d’anneau
gradué sur K¢ (IF;), le degré d’une combinaison linéaire de GL(n;, IF;)-modules étant le plus
grand entier n; mis en jeu dans la combinaison.

Notons que l'opération d’induction parabolique fait sens dés que P est un sous-groupe
parabolique de G = GL(n, ]Fq), et L est un sous-groupe de Lévi, de sorte que P = U x L avec
U sous-groupe unipotent (cf. [DM91] et [Lus84]). Dans ce contexte plus général, nous noterons
R¢(u) ou R¥(V) la fonction centrale ou le module obtenu par induction parabolique de L vers
G. Le foncteur additif R¥ admet toujours un adjoint R*®, d’ot1 un coproduit

LGL(n,F,)
A<V € Ke(GL(n, Fy) > l Y. Rgp l]quGL(m,IFq)<V)
+m=n

sur Kc(IF;) et une structure d’algebre de Hopf graduée positive autoadjointe. L'objectif de
cette section est d’obtenir un isomorphisme entre cette algébre de Hopf et un produit tensoriel
infini d’algebres de fonctions symétriques.

Pour commencer, calculons plus explicitement la fonction centrale u obtenue par induction
parabolique a partir de fonctions centrales ujy, ..., u,. Si H C G sont deux groupes finis et si x
est un caracteére de H, alors le caractére induit 6 = Ind, (x) s’écrit

0(g) = Y, x(x'gx),
xHeG/H

étant entendu qu’on étend la fonction x par 0 en dehors de H. Ainsi,

u(g) = (uro--ou)(g)= Y, (m1®-- @u)rp(x'gx).
xPeG/P
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Or,siF =VyCVy C--- CV, estle drapeau standard de (IF;)" associé a la composition
n = ny+---+mn, alors x 'gx est dans P si et seulement si (x !¢x)(F) = F, dong, si et
seulement si g(x(F)) = x(F). On en déduit que si p est le type de g, alors

u(g) = u(p) =} ur () x uz(p2) X -+ X ur(py)
la somme étant effectuée sur les chaines de k[X]-modules
0O=VWCWcC--CV,=V,=V,

avec dim V;/V;_1 = n;, et p; désignant le type du quotient V;/V;_1. En regroupant les chaines
de modules en fonction de leurs types, on voit donc que

(upo---ou)(p) = Z F[EL...,%W) ur(pn) - ur(pr),

ol la somme est prise sur les familles de polypartitions py, ..., p, de tailles ny,...,n,, et out
Ff,......(q) est le nombre de chaines de F;[X]-modules 0 = Vo C --- C V;, = V, avec V module
fixé de type p, et chaque quotient V;/V;_; étant de type p;. Par unicité de la décomposition
d’un FF,[X]-module en modules primaires, ces nombres s’écrivent

_ H(9) deg ¢
B (1) —4761;[/6@“(4)),‘.‘,%((/))(‘7 5%).

Fixons quelques notations supplémentaires : pour tout polynome ¢ € M/&, (Xy,)i>1 est
un ensemble de variables indépendantes de degrés deg Xy, = deg¢; Ay est l'algebre des
fonctions symétriques complexes en les X, ; A(IF,) est le produit tensoriel infini @yepr/e Ag;
et 1, est 'isomorphisme d’algebres complexes entre H(IF,[X]y) et Ay de la proposition 6.4.
Un élément f(X) de Ay sera noté plus simplement f(¢) ; par conséquent, A(IF,;) est 'algebre
librement engendrée par les p,(¢), n > letp € M/®&.

Théoréme 6.5 (Isomorphisme de Frobenius-Schur pour les groupes GL(#,F;), [Zel81]). Si p
est une polypartition de %;,(I;), considérons la classe Cy, comme un élement de K¢ (GL(n,IE;)). Alors,
U'application linéaire

Cp— ® Up(p)
peM/®

est un isomorphisme d’algebres complexes entre K(IFy) et Qgpent/e H(Fq[X]p). Si l'on compose cette
application par Qg /e Yo, l'application caractéristique ainsi obtenue est un isomorphisme d’algebres
de Hopf graduées entre K(IF,) et A(IF;) qui vérifie

Ve ¥ (), ch(Cy) = T (9 98" @@ID, 4 (p;q 989) = P,.
PpEM/®

L’application ch est méme un isomorphisme d’algebres de Hopf positives autoadjointes
(cf. les derniers chapitres de [Zel81]), a condition qu’on munisse A(IF;) d"un produit scalaire
qui est le produit tensoriel infini de ges ¢-produits sur les anneaux Ay (voir [Macgs, chapitre
3, 84]). Pour ce produit scalaire, la base duale de (Py) e (r,) st (Qu)pea (r,), avec

Q, = II_MI/@(qdeW) () +b((9)) Quip (P:0~ deg¢)y
pe
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ot Qu(X;t) est la fonction symétrique [Ti>1 (£ £), () Pu(X;t). Avec ces formules, on retrouve
bien
1 B card C,,
card Aut(V;;)  card GL(n, F,)

= (Cul| Cp) = (Pu| Pp) = Pu/Qy
- 1
qI O Ty Tl (9~ 48254989 ) ()

Ainsi, la combinatoire dans GL(#n,IF;) de l'opération d’induction a partir de sous-groupes
diagonaux peut étre encodée comme dans la section 1.4 par des fonctions symétriques, et les
classes de conjugaison sont cette fois-ci en correspondance avec des produits de fonctions de
Hall-Littlewood.

6.3 Caractéres de Deligne-Lusztig et caractéres irréductibles

Il s’agit maintenant de décrire les représentations irréductibles de GL(n, [F;) avec le méme
formalisme ; les représentations de Deligne-Lusztig joueront un role intermédiaire dans notre
présentation. Dans le groupe multiplicatif M, on rappelle que ¢ est I'application de Frobenius
x — x1.Sin > 1, notons M, le groupe multiplicatif (F;x)*, qui est aussi M?"; le groupe M
est la limite directe des groupes M,. Le groupe M,, est cyclique de cardinal 4" — 1, donc son
groupe dual L, = (M,)* est également cyclique de cardinal 4" — 1. Notons L la limite directe
des groupes L, :

L= lim L, = lim Hom(M,,C*) = Hom(lim M,,C*) = Hom(M;,C*),

n—oo n—oo n—oo

la limite inverse M; étant prise par rapport aux normes x € M, — ]_[?:/ f o%(x) € My définies
pour d | n. Un élément ¢ € L est la donnée d’appariements (¢ | -), € L, pour n assez grand
(au sens de la divisibilité), de telle sorte que si d | n, alors

Vx € My, (€|x),=(C| Ngn(x)),,

N; , désignant I’application norme précédemment évoquée '. L’application de Frobenius agit
sur L, et L, s’identifie 2 L?". Dans 'ensemble quotient L/®, le degré d'une classe © = [{] est
deg® = card ©. Une polypartition duale est une fonction presque nulle\ : L/& — %/, et on
dit que X\ est de poids n si

M=) deg® \(©)| = 1.
@cL/6

Nous noterons #*(IF;) I'ensemble des IF;-polypartitions duales, et %, (IF;) 'ensemble des
polypartitions duales de poids n. Ces objets apparaissent naturellement dans la théorie des
représentations du groupe GL(n,[F;), car ils parametrent* les GL(n, F;)-classes de conjugai-
son de caractéres de tores maximaux; expliquons en détail ce point. Dans G = GL(n, E),
I'application de Frobenius F est la transformation qui agit par ¢ sur chaque coordonnée;
c’est un morphisme de groupes, et GL(1n,k) = Gf. Un tore de G est un sous-groupe commu-
tatif isomorphe & M” pour un certain entier r < 1; on appelle tore de Gf I'ensemble des points

1. En particulier, si x € My C My, alors (&| x),, = ((¢] x);)"/? est en général différent de (¢ | x) ;.
2. Notons que pour tout n, %,*(F;) et %,(F;) ont le méme cardinal; par contre, il n'y a pas de bijection
privilégiée.
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fixes TF dans un tore T C G qui est laissé stable par I'application de Frobenius F. Un tore T*
est dit maximal si son rang r est égal a 1, et il est dit scindé sur k s'il est déja isomorphe a k"
dans GL(n, k) ; dans le cas contraire, il existe une extension de corps minimale K|k telle que TF
se scinde lorsqu’on étend les scalaires® a K. Dans G = GL(n,E), un tore est toujours scindé,
et deux tores maximaux sont toujours conjugués sous l'action de G (cf. [Cheo4]). En revanche,
deux tores F-stables S et T ne sont pas forcément conjugués dans G sous I'action de GF, et on
peut montrer que les G'-classes de conjugaison de tores sont paramétrées par les F-classes de
conjugaison du groupe de Weyl* W de G, deux éléments w; et w, étant F-conjugués dans W
s’il existe ( tel que

w1 ={wrF(Q)™!

On renvoie a [DM9g1] pour ces questions de rationalité des groupes algébriques définis sur
un corps fini. Ici, GF admet un tore scindé maximal (a savoir, le sous-groupe diagonal k"), et
ceci implique que F agit trivialement sur W = &,,. Les F-classes de conjugaison sont donc les
classes usuelles, et les GF-classes de conjugaison de tores maximaux F-stables sont indexées
par les partitions A € %;,. Un tore maximal T de type A vérifie

—GLn]F [ My,

i>1

Si I’'on considére maintenant les G'-classes de conjugaison de paires (TF,{) avec { caractére
(unidimensionnel) de TF, alors on peut montrer qu’elles sont indexées par les polypartitions
duales de %;*(IF,) : les tores dans la classe \ vérifient

FN
T ~crmr,) 1 T Maegorio),-
OcL/® i>1

et modulo ces isomorphismes, les caracteres dans la classe \ s’écrivent

C~cLimgy 11 TTE@ )degorco

Qcel/6i>1

cf. [Henos, §1.3]. Dans ce qui suit, nous notons (Tx, CX) un tore et un caractére dans la
GL(n,IF;)-classe de conjugaison X.

Pour toute polypartition duale ), on peut construire un GL(n, IF;)-module virtuel R* par
induction a partir du caractére {* d’un tore T*. Si le tore T est contenu dans un sous-groupe
de Borel B C G qui est F-stable, il suffit d’utiliser I'induction parabolique de Tf a G* via
BF ; malheureusement, pour de nombreux couples (Tx, g*), le k-tore sous-jacent n’est contenu
dans aucun sous-groupe de Borel F-stable. Il y a néanmoins une facon de définir I'induction
parabolique de Tf a G méme lorsque T n’est pas inclus dans un sous groupe de Borel F-
stable. Cette méthode est due a Deligne et Lusztig (voir [DL76]), et peut étre utilisée des
que G est un groupe réductif de type Lie et T est un tore maximal F-stable. L'idée est de
considérer une certaine variété X sur laquelle G* agit a gauche et T* agit a droite. La somme
alternée H? (X) = ¥,50(—1)" HZ(X) des groupes de cohomologie a support compact de cette
variété de Deligne-Lusztig est un (GF, TF)-bimodule virtuel, et le produit tensoriel au-dessus

3. Il est utile de voir G et T comme des k-schémas en groupes, c’est-a-dire, des groupes algébriques déterminés
par équations polynomiales, et dont on peut considérer les solutions dans k ou dans toute extension de corps de
k; cf. [DGyo].

4. On renvoie au chapitre 7 pour un rappel de la définition du groupe de Weyl et des sous-groupes de Borel
d’un groupe algébrique.
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de C[TF] de H?(X) avec un TF-module a gauche produit un GF-module a gauche; nous le
noterons .
R7 (V) = HZ (X) ®@cprry V.

Cette opération constitue I'induction de Deligne-Lusztig, et on retrouve 'induction parabo-
lique d’Harish-Chandra lorsque T est contenu dans un sous-groupe de Borel F-stable. No-
tons qu’on peut remplacer T par un sous-groupe de Lévi L rationnel, auquel cas 'induction
de Deligne-Lusztig permet de passer outre I'absence éventuelle de sous-groupe parabolique
F-stable contenant L. Ceci étant dit, les caracteres de Deligne-Lusztig de GL(n, IFq), aussi
appelés caracteres basiques, sont les

F
R* =RG (7Y);

ces caracteéres virtuels ne dépendent du choix de représentants (T*,¢*) dans les classes de
conjugaison \.

La description des R* en termes de fonctions symétriques dans A(F,) est due a J. A. Green,
voir [Gres55]; nous reprendrons les notations de [Macgs, chapitre 4]. Si ¢ est un polynome
irréductible sur IF, et si f € A, nous avons déja défini le symbole f(¢) € A(IF,); voyons de
méme comment « évaluer » une fonction symétrique en un élément x € M, un caractere ¢ € L
ou une orbite ® € L/®. Comme A est librement engendré par les sommes de puissances, il
suffit de décrire les spécialisations py,(x), pn() et p,(©). Pour x € M, on pose :

o my) six € M,,
pn(x) = {g[ﬂ/d gmx]( ) .
simon.

Ainsi, p,(x) est homogene de degré n ou —oo, et met seulement en jeu les variables X, ; avec
¢ = m, polyndme minimal de x. Ensuite, si § € L, on pose :

pu($) = {(_1)n1 Yxem, (G| X), Pu(x) si¢ € Ly,

0 sinon.

La fonction p,(¢) est encore de degré n ou —co dans A(IF,;). Finalement, si © = [{] est une
orbite dans L/®, on pose py(©) = p|, qego](¢) ; le choix d'un représentant ¢ de © ne change
pas la définition. Dans ce contexte, le théoreme 14 de [Gres55] peut étre interprété comme suit :

Proposition 6.6 (Caracteres de Deligne-Lusztig et fonctions symétriques, [Gres55]). Pour toute
polypartition duale \, si B> = ch(R"), alors

B — (_DN—Z@eL/@ NO)| H Pre)(@).
OcL/®

Théoréme 6.7 (Caracteres irréductibles de GL(n,[F;) et fonctions symétriques, [Gres55]). Les
caracteres irréductibles de GL(n,TF,) sont indexées par les polypartitions duales \ € %, (IF;), et si

S* = ch(x*), alors
SX = H SX(@)(®) .
OcL/6

Par suite, les modules de Deligne-Lusztig <Rx>x6gyn*(ﬂ:q) forment une base linéaire du grou-

pe de Grothendieck K¢ (GL(n,F,)) — plus généralement d’ailleurs, si G' est un groupe ré-
ductif fini de type Lie, alors tout caractere irréductible apparait dans au moins un caractére
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de Deligne-Lusztig, et deux caracteres irréductibles qui interviennent dans le méme caractére
de Deligne-Lusztig ont des valeurs identiques en les éléments unipotents, ces valeurs étant
données par des polyndmes de Green (cf. [Lusy6]). Les matrices de transition entre la base des
caracteres irréductibles et la base de Deligne-Lusztig s’écrivent :

GX(Q)(@(@)))) s*

VO, MO)|=[p(0)] <®€L/®

eMs = % ( T M) B

v, NO)|=|p(®)] \OcL/®  Zp(©)

ot &(p) est le signe qui apparait dans la définition de B?, et ot les ¢*(p) sont les valeurs des
caracteres des groupes symétriques. Ainsi, la combinatoire des représentations irréductibles et
des représentations obtenues par induction de Deligne-Lusztig a partir de tores peut de nou-
veau étre traitée a partir de fonctions symétriques dans A(IFy) = Qgem/e Ap = Qocr/e Ao
les caractere irréductibles correspondent a des produits de fonctions de Schur, et les caracteres
de Deligne-Lusztig correspondent a des produits de fonctions puissances.

Exemple. On considere la polypartition duale p = ([1] : 1"), 1 désignant le caractere trivial
défini par (1| x), = 1 pour tout x et tout n. Elle correspond au tore scindé TF = k" et a son
caractere trivial {(xy,...,x,) = 1. Dans ce cas particulier, la représentation induite R? l'est
au sens d’Harish-Chandra, car Tt est inclus dans le sous-groupe de Borel rationnel B(1, k)
constitué des matrices triangulaires supérieures. On a donc :

. GL(n,F,)
RP = IndB(n,]Fq)q

(1) = C[GL(n,E;)/B(n,F,)].

Autrement dit, RP est simplement 1'espace des fonctions sur la variété des drapeaux com-
plets GL(n,F,;)/B(n,F,;). Compte tenu des formules de changement de base entre les S* et
les BP, les polypartitions duales qui interviennent dans la décomposition de ce module en
irréductibles sont celles qui sont supportées par la seule orbite [1]; notons-les pour simpli-
fier {[1] : A} = A, et notons U* les modules irréductibles correspondant, appelés modules
unipotents. Alors :

C[GL(n,Fy)/B(n,Fy)] = Y ¢*(1")Vv* = Y (dimA) U*.
AEX, AEX,

Ainsi, la multiplicité du module unipotent U* est égale a la dimension de la représentation
irréductible de &, indexée par la partition A. Une généralisation importante de ce résultat est
due a Lusztig; nous y reviendrons dans le chapitre 9.

Exemple. L'objet principal des deux chapitres suivants est I’étude de la mesure de Plancherel
du module C[GL(n,F;)/B(n,F;)]; compte tenu ce qui précede, pour calculer cette mesure de
probabilité, il suffit de connaitre les degrés génériques D, (q), c’est-a-dire les dimensions des
modules unipotents U*. Il existe en fait une formule générale pour la dimension d"un module
irréductible V* :

no deg®\b(V(0®))
. N (9 )
dim V* = <i|_1| 611—1> x ( [ deg@Yi(i)) —1>

ocr/e [ijene)(d
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On renvoie a [Macgs, chapitre 4, §6] pour une preuve de cette formule; il s’agit de calculer
dans A(IF;) le produit scalaire (S*|P(1.1r)), et on utilise en particulier I'identité

b(A')

1472, 1"
ITiijenr g0 =1

voir [Macgs, chapitre 1, §3, exemples 1 a 5]. Ainsi, la théorie des fonctions symétriques fournit
une formule des équerres pour dimX analogue a celle qui existe pour les représentations
irréductibles des groupes symétriques (cf. §1.4). Dans le cas particulier des modules unipotents
U*, la formule se spécialise en

7

n i
. ' i=1q —1
D)(g) = dim U* = ") L - .
[Tiijea ") —1

Nous reviendrons en détail sur ce point dans la section 7.1.

6.4 Asymptotique des mesures de Plancherel des groupes
linéaires finis

Pour conclure ce chapitre, exposons les résultats de A. Dudko et J. Fulman relatifs a
I'asymptotique de la mesure de Plancherel des représentations régulieres des groupes linéaires
finis GL(n, ;). Si \ € %, (IF;), on vient de voir que

dim\ = (Hqi - 1) I s;\(@)(q_deg(a,q_z‘ieg@, ce).

i=1 ®cL/®

La mesure de Plancherel de GL(n,IF;) s’écrit donc :

_ (dimk)z _ —ns) L i 2 —deg® _—2deg®
PlGL(n,IFq)[M—CardGL(n,]Fq)—q 2 gq 1 @BL/@SM@)({] ,q o).

Si v < 1 est un parametre réel, on rappelle I'identité d'Euler :

1 _ = - —ryn, | _ — —(ni2np+--Arn )
0o ) H<Z(W)> Z()( -

n1+...+nr+...:n

£o(z)-Ee (g o)

© 0 n
— o" —(my+2my+---+nmy) — % _
» <m12 1 ) L =)

n=0 seeesMlly n=0

I
M

Par conséquent, 1’'expression suivante est une mesure de probabilité sur I'ensemble des poly-
diagrammes duaux % *(F;) = |,en %, (IF,) :
n(n+1) n

MM\ =g 0" H (1=og7") [T(4" = 1)~ Plornr,) N

i=1

n I_I 1 —UC] I_I S%(@)(qfdegG,qudegG,'”)'
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Pour toute partie A de %, (F,), [T/-1(1 —¢q") ' Plgur ) [A] est le coefficient de 0" dans la
série [T (1 —vg~") "1 M[A]. Notons Em la mesure de Schur S de parametres

a= (q’l,q’z,q’?’,...) et b= (v, vqfl,vq’z,...).

Pour toute partition A,

LoglA] = <H<1 - vq_r>y> O (07072, ).

r=1

Fixons des partitions Ay, ..., Ay arbitraires, et des orbites @1,...,0; € L/®. Si A est I'événe-
ment {N®1) = Ay,...,N(Of) = A}, alors d’apres ce qui précede,

n

H(l - qii)il PIGL(H,]Fq)[A] = [ ] H 1 - vq -1 H»C deg@ deg@ ]
r=0

i=1

De plus, si f est une fonction holomorphe de rayon de convergence 1 et de série de Taylor
convergente en 1, alors f(1) = lim,_,«[0"] f(v) (1 — v)~!. Par conséquent :

Théoreme 6.8 (Dudko-Fulman, [Fulo6, Dudo8]). Pour toutes partitions A; et toutes orbites ®; €
L/®,

K
lim Plgp ,5,) M©O1) = A1, MO) = A] = Hﬁllqdewj (Al

Ainsi, sous la GL(#,F;)-mesure de Plancherel, les coordonnées \(®;), ..., \(®) sont asymp-
totiquement indépendantes, et asymptotiquement réparties suivant des mesures de Schur
dont les paramétres ne dépendent que des q9°8®i. En particulier, si une orbite @ est fixée,
alors la partition aléatoire \(®) avec \ répartie suivant la GL(#,IF,)-mesure de Plancherel
« reste de taille bornée » lorsque n tend vers l'infini, et une étude asymptotique semblable a
celle menée dans la premiere partie du mémoire n’a pas de sens.
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Chapitre 7

Algebres d’Iwahori-Hecke et g-mesure
de Plancherel

Dans ce chapitre, nous présentons finalement la q-mesure de Plancherel, et nous expli-
quons son lien avec la théorie des algebres d’Iwahori-Hecke. L'idée initiale est d’étudier la
mesure de Plancherel d'un module de GL(n,[F;) obtenu par induction parabolique a partir
d’un caractere ¢ d’un tore maximal T, et on s’interesse au cas le plus simple, i.e., T = k" est le
sous-groupe des matrices diagonales et { est le caracteére trivial ¢ — 1. La mesure sous-jacente
a été décrite pour la premiere fois par Kerov dans [Kergz], et elle a été étudiée en détail par E.
Strahov ([Stro8]); dans la section 7.1, nous donnons plusieurs expressions pour cette mesure,
et nous la relions a un modele combinatoire et a divers processus aléatoires.

La poissonisée des g-mesures de Plancherel est de nouveau une mesure de Schur, et les
noyaux correspondants s’expriment a 1’aide de fonctions de Bessel déformées, cf. la proposi-
tion 7.3. Malheureusement, on ne peut pas comme dans le paragraphe 5.2 en déduire I'asymp-
totique des g-mesures de Plancherel, car le comportement a I'infini de ces g-fonctions de Bessel
n’est pas connu.

Pour cette raison, I'étude asymptotique sera menée en utilisant des techniques d’obser-
vables de diagrammes, voir le chapitre 8. En particulier, nous construirons plus loin une
quantification de l'algebre &, cf. le paragraphe 8.1. Cette déformation s’inspire de la théo-
rie des algebres d’Hecke (cf. [Matgga, Iwa64]); nous en rappelons les points principaux dans
le paragraphe 7.2, et nous rappelons également dans la section 7.3 la théorie des caractéres
de l'algebre d’'Hecke de type A, en s’inspirant pour 'essentiel de l'article [Ramg1]. Le point
important a retenir est le suivant : la formule de Ram 7.7 exprime les caracteres de 'algebre
H3(6,) en fonction des caracteres du groupe &, et ceci permettra un changement de base
dans & et un calcul des espérances des observables X, sous la g-mesure de Plancherel.

7.1 g-mesures et g-processus de Plancherel

Soit n un entier positif, et g la puissance d'un nombre premier; on s’intéresse a la mesure
de Plancherel du GL(n, F;)-module C[GL(n,F,)/B(n,F,)] = RIM1"). Le cardinal du groupe

. . . L. . . n(n—1)
des matrices triangulaires supérieures inversibles est (§ —1)" g~z , donc

dimC[GL(n, F,)/B(n, )] = | ‘Z]__ll .
i=1
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Dans ce qui suit, nous utiliserons librement les notations des g-entiers (voir [CKoz]) : {n}, =
(9" —1)/(g — 1) pour tout entier n > 1, et {n'}, = [T_;{i};. On retrouve les entiers et les
factorielles usuelles pour g = 1, et dim C[GL(n,F;)/B(n,F;)] = {n!'},. En un certain sens, le
module que I'on étudie est donc une généralisation de 'algebre du groupe symétrique .

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les composantes irréductibles du module
C[GL(n,F,;)/B(n,F;)] étaient indexées par les partitions A € %}, et que la multiplicité du
module unipotent U”(g) était toujours dim A. On conserve cette indexation dans ce chapitre,
a une conjugaison des diagrammes pres : ainsi,

dim UM (g) = Dy(q) = ¢t L8 =1 oy At
i jenq" =1 [Tiijer{h(i ) }q

— par rapport a la formule du chapitre précédent, on a changé ") en ¢*}). Comme
dimA = dimA’, le changement d’indexation est compatible avec la décomposition du mo-
dule C[GL(n,F,)/B(n, F,)|.

Définition 7.1 (g-mesure de Plancherel). On appelle g-mesure de Plancherel la mesure de probabi-
lité sur les partitions associée a la décomposition du module C[GL(n,I;)/B(n, ;)] en composantes
unipotentes irréductibles U(q). Autrement dit,

My [A] = dimA x dimU*(q)  dimA x D,(q) _ n! bW
" IGL(n, Fy)/B(n, Fy)| — {nl} [iijyeah(i ) $h(i )}

Exemple. Pour n = 4, la g-mesure de Plancherel a pour valeurs :

40(4) = 1/(q% +3¢° +5¢* + 64° +5q +37+1)
1) =39/ (4" +29° +2¢° + 29+ 1)

(

4q(

10(22) =2¢7/(q* +3¢° + 44" + 39 + 1)
(
(

3
2

SRR

14(21,1) =3¢/ (¢ +2¢° + 29" +29 +1)
Ms,(1,1,1,1) = ¢°/(q° + 3¢° + 54" + 64° + 5¢* + 3q + 1)

On retrouve pour g = 1 les valeurs de la mesure de Plancherel M4 données page 35.
En plus de la g-formule des équerres, il existe une autre expression de D) (g) due a Steinberg
(voir [GPoo, théoreme 10.5.2]), et qui a l'avantage de se généraliser au cas du type B, cf. le

chapitre 9. Si A = (M, Az, ..., Ar), notons A 'ensemble des parts de A + 6, o1 J est la partition
en escalier (r — 1,7 —2,...,0). Ainsi,

A={Ai+r—ilicpy-
On peut montrer que D, (g) a pour expression :

[T, qi =1 Jlosweaq" — qa/
Da(q) = fg—1
A(q) q% [Licallizig' —1

(*=D(P-D)(*-1)(g-1) (4°—¢*)
syt s sy s s A

Par exemple, Dy»(q) =

1. On voit donc &, comme le groupe linéaire d'un espace vectoriel de dimension n sur le corps a un élément.
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Dans [Stro8], E. Strahov utilise une troisieme expression de D, (g) pour donner un modele
combinatoire de la g-mesure de Plancherel. Si ¢ est une permutation de &,, on appelle des-
cente de ¢ un entier i € [1,1] tel que (i) > o(i + 1). Autrement dit, la i-iéme case du ruban
standard associé a o est au-dessus de la i + 1-iéme case. L'indice majeur de ¢ est la somme
de ses descentes; par exemple, si ¢ = 352614, alors imaj(c) = 2 +4 = 6. D’autre part, si T est
un tableau standard de taille 77, on dit que i est une descente de T si i + 1 est dans une ligne
strictement au-dessus de la ligne de i dans T. Par exemple, les descentes du tableau standard

NEE

6
2

4]

sont 2 et 4. Comme précédemment, I'indice majeur d’un tableau standard est la somme de
ses descentes. Une récurrence permet de montrer que pour toute permutation ¢, I’ensemble
des descentes de ¢ est aussi 'ensemble des descentes du tableau standard Q(¢) = P(¢ ') qui
lui est associé par la correspondance RSK, voir [Stag1, volume 2, chapitre 7]. D’autre part, le
degré générique d"une partition A s’écrit

Dilg)= Y. gmi®.
TeStd(M)

Exemple. Si A = (2,2), les deux tableaux standards de forme A sont

3[4 2[4
1[2] o [1]3],

et ils ont pour indices majeurs 2 et 1+ 3 = 4, d’ot I'identité D22(q) = g* + 4%

Enfin, si ¢ est une permutation de taille et si V(o) est 'ensemble des permutations de
taille n + 1 obtenues en insérant n + 1 dans le mot de o, alors la fonction

T — imaj(7) — imaj(c)

est une bijection entre V(o) et [0,n] — plus précisément, si o a d descentes, alors T € V(o) a
d ou d + 1 descentes, et la fonction précédente va de d + 1 & n pour les permutations T avec
d + 1 descentes, et de d a 0 pour les permutations T avec d descentes, étant entendu qu’on liste
les voisins de ¢ suivant la position de la lettre n 4 1 dans leur mot (cf. [Gup78]). Par suite :

Proposition 7.2 (g-processus de Knuth et g-mesure de Plancherel). Pour tout entier n, la fonction
qilnaj(a)
{n'},

est une mesure de probabilité sur &, et c’est la n-ieme marginale du processus de Knuth déformé
(M) .en défini par les probabilités de transition

Ppg:0—

qimaj("r)fimaj(a)

p(o € ST € Syq) = {k+1}, siteV(o),
0

sinon.

De plus, la mesure image de Py ; par la correspondance RSK est la g-mesure de Plancherel My, 4.
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Démonstration. Comme {k+1}, = 1+ g+ 4>+ --- + ¢, la fonction de transition p est bien
une mesure de probabilité :

y v qimaj(r)fimaj(tr)
vo, Z p<0-' T) = 1T_T_ (:)_ 2 4 + k
TeV (o) q+4 g

La n-ieme marginale du processus markovien (U(”) )neN associé a ces probabilités de transition
est évidemment la mesure Py 4. De plus, si A est une partition de taille n, alors :

qimaj (o)

o1 Q(0)eStd(A) TeStd(N) Q(o)=T VF 11
1

= — Yo ¢ x card {o | Q(¢) = T}
{n'} TeStd(A)
dim A imai dim A x D,(q)
- Z imaj(T) _ IMA X DPAg)

= q = My 4[A].
1} resany {nl}q "

Ainsi, la mesure non uniforme Py, sur les permutations fournit un modele combinatoire de
la g-mesure de Plancherel : c’est I'image par la correspondance RSK de cette mesure. O

Il y a toutefois une différence avec la construction du paragraphe 3.2 : la projection par
RSK du g-processus de Knuth n’est plus un processus markovien. En effet, si tel était le cas,
alors pour tout tableau standard T de taille 7 4- 1, notant ¢ le tableau T moins la case n +- 1, et
A AN AL A A(141) 1a suite de partitions correspondant au tableau T, on aurait

]P[/\(O‘o) — /\(O)I~~~//\(Un+l) — A(n+1)] _ qimaj(T)fimaj(t) dim/\(n+l)
P[A(cp) = AD), ..., A(oy) = A(] (n+1}; dimA®

p(A(”),A(”+1)) -

On obtient une contradiction en prenant deux tableaux standards T et T' associés aux mémes
formes A" et A("*1), mais tels que imaj(T) — imaj(t) # imaj(T’") — imaj(#') ; par exemple, les
tableaux

5
4 et

5
2],

=[o]w)
>—\UJ»-J>‘

Le modéle combinatoire de la g-mesure de Plancherel ne fournit donc pas par correspondance
RSK une généralisation raisonnable du processus de Plancherel. 1l existe toutefois une généra-
lisation markovienne de ce processus, mais on doit la définir directement au niveau du graphe
Young . Ainsi, si l'on pose

1 Dalg)
pg(AA) = {{A|}q D(9) siA A,

0 sinon,

alors on a défini les probabilités de transition d"un processus markovien sur % de lois mar-
ginales les g-mesures de Plancherel, et lorsque g tend vers 1, on retrouve le processus de
Plancherel usuel. On appelle q-processus de Plancherel ces nouveaux processus. Leurs pro-
babilités de transition p, s’expriment facilement a l’aide de la g-formule des équerres :

(A)—b(M) H(i,j)eA{h<i/j)}q _ H:‘};ll{xk _]/i}q
Majeathiite  Tliadx — xikq

po(A,A) =g
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et ils sont donc tout aussi aisément programmables que le processus de Plancherel usuel. Des
exemples numériques seront proposés au début du chapitre 8; sur la figure 7.1, on a indiqué
les degrés génériques et les g-probabilités de transition pour les quatre premiers niveaux du
graphe de Young.

[] p=1

L
q+ F1

D= qE} [T] p=1

g+1 7*+q
P?+q+1

P?+q+1
q +q+l

= ‘7
D=g*+q
7 1
P +4>+g+1 P+q P++g+1
9203420742941 P g
9 +0’+q PP +a+1
74203 +24%+2q+1 D=1
= ‘7 + ‘7
D =q¢° gl
P4 +g+1
g+l T~ 24q+1
| q*+243 +2qz+2q+]
D=q+q"+q

D=¢+q*+4°

FIGURE 7.1 — Degrés génériques et g-probabilités de transition sur les quatre premiers niveaux
du graphe de Young.

Notons que les formules pour les probabilités de transition p, et les g-mesures de Plan-
cherel M, , font sens pour tout parametre g > 0, et pas seulement pour les puissances de
nombres premiers. De plus, comme

WA) = ). h(i,j) =b(A) +b(A) + Al
(ij)er
pour toute partition A, on voit facilement que I'image de la g-mesure de Plancherel (resp., du
g-processus de Plancherel) par la conjugaison de diagrammes est la 4~ !-mesure de Plancherel
(resp., le g~ !-processus de Plancherel). Cette symétrie permet d’étudier indifféremment les
g-processus de Plancherel pour g € ]1,+00[ ou g €]0,1[; ainsi, dans le chapitre suivant, nous
nous concentrerons sur le cas g < 1, méme si le cas le plus naturel d'un point de vue algé-
brique est g > 1. Notons qu’au niveau des permutations, la symétrie q <+ =1 correspond a la
multiplication par I'élément maximal i — n +1 —i.

Dans [Stro8], E. Strahov esquisse une étude asymptotique des g-mesures de Plancherel
en remplagant le g-processus de Plancherel par un analogue différentiel dont une g-fonction
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génératrice satisfait une g-équation de Burgers; il utilise également des g-observables de dia-
grammes. Malheureusement, les g-observables employées dans [Stro8] n’appartiennent pas a
I'algébre O, et d’ailleurs elles ne spécialisent pas en les observables usuelles correspondantes
lorsque le parametre g tend vers 1. D’autre part, 'étude asymptotique menée par Strahov
met en jeu des g-formes limites (); extrémement peu explicites (on ne sait pas du tout les
dessiner...), et qui correspondent a une renormalisation simultanée des diagrammes et du
parametre g par un facteur /n; nous verrons dans le chapitre suivant une forme beaucoup
plus simple de ces résultats. Enfin, la proposition 8.2.1 de [Stro8] ne donne rien de rigoureux
concernant I'asymptotique des g-processus de Plancherel — ou du moins nous ne voyons pas
comment l'exploiter.

Pour toutes ces raisons, nous avons été amené a abandonner 1’approche « différentielle »
dans le probleme de l'asymptotique des g-mesures de Plancherel. Dans le chapitre 8, nous
verrons que les observables de diagrammes (usuelles) permettent de résoudre entierement
le probleme; avant cela, voyons ce qu’il en est de 'approche « déterminantale ». Fixons un
paramétre g strictement inférieur a 1. On a vu dans le chapitre précédent que

q*b(A’) qh()\)*b(A’) qlAHb(?\)

a0 4, .) = = __
v ijera ™ =1 Tlapeal =" Tlgjerl —q"")

Par conséquent, s) (1 —q,q9(1 —q),4*(1 —g),...) vaut

g _Di(g)
Muper{hite  {nltg’

Posons b = (v/8(1—¢q),v0(1 —q)q,vV0(1 — q)4?,...); cette suite correspond aux parametres
de Miwa

1 05/2 (1 —q)*
fe= 2 pe(b) = = (1_22 :

Alors, sit = (\/5, 0,0,...), la mesure de Schur associée aux parametres t et t' est

s =7 (6% 2 ) x (6% s = g0 - )21 -0),...))

oM dimA x Dy(q)
—eMAl! {n'},

= PO)(IA]) My, (A),

c’est-a-dire que c’est la poissonisée de parametre 6 des g-mesures de Plancherel. Nous note-
rons cette mesure Mpg) .. Lorsque g tend vers 1, les parametres f et ¢’ tendent tous les deux

vers (\/@, 0,0,...), qui est le parametre de la poissonisée de la mesure de Plancherel standard ;
on a ainsi généralisé la construction du paragraphe 5.2.

Compte tenu du théoréme 4.7, le processus ponctuel D,(Mp(g),) est déterminantal; cal-
culons son noyau. La fonction | introduite dans le paragraphe 4.2 s’écrit ici

Jo(x) = exp (Z tax" =)t x”) — oV <H1 — bixl>

n>1 n>1

= eVl (ﬁl — V(1 - q)x‘1> = eV (VO(1 = )x g
i=0
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en utilisant les notations de Pochhammer. Compte tenu des résultats du paragraphe 4.2, la

fonction génératrice du noyau Kp_ (1, 0),) €St donc

w) = @ e\/é(z—w) (\/@(1 — Q)Zil;Q)OO
M=y (VO(1 = q)w;q)e

et le g-calcul permet de développer les symboles de Pochhammer infinis en séries entieres

TR o Vit P B
() =) A (t;q)oo_n;o(qq)n

= (@9

voir [CKoz]. Ainsi, A;(z, w) est la somme quintuple

_ < 1)t+u GQHWM q(g) —u—r—1/2 _ t— 1/2
Kp(k,l) ka I _ SS—u=T w v+r+ ,
L D sttt {u!}, {v!},

klez’ 7,8,t,1L,0

les indices 7, s, t, u, v appartenant a IN.

. . . . . N +y+1
Fixons deux demi-entiers x et y, et introduisons le parametre n = S+“§”+” - = f . Le

noyau Kp(x,y) est la restriction de la somme précédente a ’ensemble d’indices {r,s,t,u,v}
telsquex =s—u—r—1/2ety =v—t—r—1/2. Par conséquent, n = r 4+t 4 u, et on peut
écrire Kp(x,y) sous la forme :

i Z ( 1)t+u 9n+

n—0r+itu=n St {u!}q {ot}y

x+y+l

e

0o x+y+ _1),,6](;)
I K (
L r+t§ LHEx+1/72-0){ullg {n+y+1/2—-u'},

© 1VWH$# nx+ 3\ (nty+3 _—
-1 o Ul D (AR ISRl

n=0 X+Tl+ ) {y+”+i!}q r+t+u=n

=
O

Lorsque g = 1, la somme sur les indices 7, t,u se réduit par la formule de Vandermonde a
(*TUF2), et la somme

i (—1)" gn+ =% <x+y+2n>
a0 (x4 ) (y+n+3)! n

NG Je-1/2(2V0) Iy +1/2(2V0) —Jx11/2(2V0) 1 /2(2v/6)
=y

généralisent donc bien celles données dans le paragraphe 5.2. Finalement, si ’on introduit les

déformations de fonctions de Bessel

i —1)" () Z\ r+2n i —1)" z\ r+2n
]fl/q(z) - Z {(n!}q)rj—n! (E) 7 ]3/,1(2) - E”!{(” —1—)71!}L7 (E) !

n=0

. Nos formules

est bien le développement en série de

alors on obtient une expression semblable a celle donnée page 67 dans le cas g =1:

Proposition 7.3 (Noyau associé a la poissonisée des g-mesures de Plancherel). Etant donné un
parametre q < 1, le processus ponctuel D,(Mpg) 4) est déterminantal, de noyau

K‘i(x’y) = Z ]>1c+n+1/2,q(2\/§) ]§+n+1/2,q(2\/§) :
n=0
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Démonstration. En développant en séries les deux fonctions de Bessel déformées, on obtient
une somme triple qui est exactement la deuxieme ligne de la formule donnée précédemment
pour Kp(x,y). O

L’analogie avec les raisonnements du chapitre 5 s’arréte malheureusement ici, car on
connait pas 'asymptotique de K;(x,y) lorsque 6 tend vers l'infini. Les fonctions de Bessel
déformées que nous avons obtenues sont a notre connaissance inédites; en particulier, elles
different sensiblement des constructions usuelles de g-fonctions de Bessel, voir par exemple
[Jacos]. Le noyau K, (x, y) est a priori non intégrable, c’est-a-dire qu’on ne sait pas comme dans
le cas g = 1 I'écrire comme combinaison linéaire finie de produits de fonctions f(x) g(y). Et
meéme si ¢’était le cas, 'asymptotique des fonctions ]},q(z) et J2 ¢(2) lorsque z tend vers l'infini
semble difficile a déterminer, essentiellement parce qu’il s’agit de sommes alternées. Nous
devons donc également rejeter I'approche déterminantale ; a posteriori, nous verrons d’ailleurs
qu’elle avait peu de chances d’aboutir, puisque la simple densité K;(x, x) doit dégénérer apres
renormalisation en une somme de Dirac en les points (1 —g),q(1 —g),... voir le chapitre
suivant et le théoreme 8.5.

7.2 Algebre d’Iwahori-Hecke d"un groupe de Chevalley

Lorsqu’on a étudié la mesure de Plancherel standard a 1'aide de 1’algebre d’observables &,
le point de départ de la preuve était I'existence d'une base d’observables (X,),cx telle que

¢f. page 38. Dans la suite de ce chapitre, on cherche une base d’observables (X, ;),c» dont
on peut calculer aussi aisément les espérances, mais cette fois-ci sous les g-mesures de Plan-
cherel ; ces observables seront a la base de I'étude asymptotique des mesures M, ;. La théorie
algébrique sous-jacente est celle des algébres d’"Hecke, et dans ce contexte, on pourra donner
plus loin une interprétation de la g-mesure de Plancherel analogue a celle donnée au début du
paragraphe 3.2, c’est-a-dire en termes d’isométries d’espaces de probabilité non commutatifs.

Les algebres d’Iwahori-Hecke peuvent étre étudiées dans le contexte général des groupes
de Chevalley (cf. [Carg2, §1]), c’est-a-dire les groupes algébriques GF définis sur un corps fini
k = TF,, avec G groupe réductif défini sur F,. Nous adopterons ce point de vue général; ceci
nous permettra d’adapter les résultats relatifs au GL(n,F;)-module C[GL(n,F;)/B(n, ;)]
a d’autres cas, par exemple celui du Sp(2n,F,;)-module C[Sp(2n,TF,)/BSp(2n,TF,)], voir le
chapitre 9. On rappelle qu'un sous-groupe de Borel de G est un sous-groupe algébrique B
qui est connexe résoluble maximal; tout tore maximal T C G est inclus dans un tel sous-
groupe, et si N est le normalisateur de T dans G, alors BONN =T et W = N/T est un groupe
de Coxeter, c’est-a-dire un groupe engendré par des involutions et qui admet une présentation
du type

Wz(sGS!VsES, 2=1; Vs#AtecS, Img € [2,+0], (st)™t = (ts)" = 1),

voir [GPoo, chapitre 1]. On dit que W est le groupe de Weyl de G il ne dépend pas du choix
d’un tore T et d'un sous-groupe de Borel B, car toutes ces paires sont conjuguées dans G.
L’application de Frobenius F agit sur W, et WE = NF/TE. On parle de groupe de Chevalley
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non tordu si F agit trivialement sur W (ou, car c’est équivalent, trivialement sur le diagramme
de Dynkin de G); alors, W = N /TF. Dans ce qui suit, nous supposerons toujours que G est
un groupe de Chevalley non tordu. Dans ce contexte, le groupe G est muni d’une paire BN,
ce qui se traduit en particulier par ’existence d’une décomposition de Bruhat, valable sur k
etsurk:
G=|]BwB ; G'=|] B'wBF.
weW weW

On renvoie a [GPoo, §8.4] et a [Gargy] pour des précisions sur cette terminologie, et a [DMo1]
et [Carg2, §1] pour des précisions sur la théorie des groupes finis réductifs de type Lie.

Suivant [Iwa64], nous appellerons algébre d’Iwahori-Hecke d'un groupe de Chevalley G*
non tordu sur un corps fini FF, la sous-algébre de C[G'] constituée des fonctions qui sont
bi-Bf-invariantes, c’est-a-dire que

#(GF,BY) = C[BF\GF/Bf],

le produit des éléments de cette algébre étant bien stir le produit de convolution des fonctions.
Compte tenu de la décomposition de Bruhat, #(GF, BF) est engendrée linéairement par les
classes BFwBF, et on peut montrer qu’elle est engendrée en tant qu’algébre par les BFsBF, ou
s € S parcourt les générateurs du groupe de Weyl W. Plus précisément, si

w = silsi2 © S,
est une expression réduite > de w, c’est-a-dire une écriture de w comme produits de généra-
teurs s € S de longueur minimale, alors

BfwBf = (B*s; BF) (Bfs;,BF) - - - (Bfs; B),

voir le théoreme 3.2 de [[wab64].

Exemple. Si G = GL(n,TF,;), on peut prendre pour sous-groupe de Borel le groupe Bf =
B(n,TF,) constitué des matrices triangulaires supérieures, et pour tore maximal le sous-groupe
diagonal T" = (F,)". Le normalisateur N est le sous-groupe des matrices monomiales, i.e.,
celles qui ont exactement un coefficient non nul sur chaque ligne et sur chaque colonne. Le
groupe de Weyl W = Nf /Tt g’identifie donc au groupe symétrique &, et vu comme groupe
de Coxeter, ce dernier admet pour présentation

Vi, (s;)2=1
ViSn—2, $i5;+15/=5i118iSi+1 ) ,
Vi,j, |Z‘—]“22é5i5j25j$,‘

61’1 = <Sl/ <o/ Sn—1

ot les s; sont les transpositions élémentaires (7,7 + 1). Les relations autres que (s;)> = 1 sont
appelées relations de tresse; elles correspondent aux opérations sur les tresses représentées
sur la figure 7.2.

On doit & N. Iwahori une présentation explicite de l'algébre #(GF, BF) en termes des
générateurs T; = BFsBf, ot s parcourt un ensemble d’involutions S engendrant le groupe de

2. On dit dans ce cas que r est la longueur de I'élément w, ce qu’on note r = £(w).
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) /) )
f

( ( i i+1 jojtl i i+1 joj+1

i i+1 i42 i i+1 i42

FIGURE 7.2 — Relations de tresse entre les générateurs s; du groupe symétrique &,,.

Weyl W, ¢f. [lwab64]. Ainsi, si W = (S) admet pour présentation les relations quadratiques
s? = 1 et les relations de tresse

Vs,t, ststst--- — tststs---,
N — N’
mg termes mg termes

alors les relations entre les T; sont données par le théoreme suivant :

Théoréme 7.4 (Iwahori-Hecke, [Iwa64]). L'algebre d'Iwahori-Hecke 7 (G*, BF) admet pour pré-
sentation :

s, (T:)* = (9 - 1T +q

VS, t, TSTtTSTt e = TtTSTtTS cee

mg; termes mg; termes

Autrement dit, (G, BF) a les mémes relations de tresse que I'algebre de groupe CW, et les relations
quadratiques (s — 1) (s + 1) = 0 sont déformées en (T; — q)(Ts +1) = 0.

Plus généralement, un groupe de Coxeter (W,S) étant fixé, nous appellerons algebre
d’Hecke générique de W la C(g)-algebre engendrée par des symboles T vérifiant les relations
de tresse du groupe et les relations quadratiques (T; — q)(T; + 1) = 0. Cette C(g)-algebre sera
notée 7' (W) ; elle admet pour C(g)-base linéaire les

Ty =T.

S,‘l S,‘2 :

Ty,

ou w parcourt W et w = s; s;, - - - 5; est une expression réduite — le choix d’une expression
réduite ne change pas T, en vertu du théoreme de Matsumoto, voir [GPoo, §1.2]. Pour toute
spécialisation du parametre g différente de 4 = 0, on peut montrer que la C-algébre spécialisée
3 (W) est semi-simple si et seulement si le polynéme de Poincaré

W(g) =Y ¢
weW
ne s’annule pas, voir [GPoo, chapitre 7] et [Gyogs] — c’est le théoréeme de Gyoja-Uno.
L'algebre générique 7 (W) est également semi-simple, et dans le cas semi-simple, 1’algebre
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d’Hecke a les mémes représentations irréductibles que l'algebre de groupe CW, et avec les
mémes multiplicités, voir [GPoo, théoremes 7.4.6 et 8.1.7].

Exemple. L'algebre d’Hecke de type A, c’est-a-dire 1'algebre d’'Hecke du groupe symétrique,
est semi-simple si et seulement si

W(g) =Y, ¢ #0.

eSS,

Or, dans l'algebre du groupe symétrique, la somme de toutes les permutations admet pour
factorisation :

Y o= (1+sy1+Sp—2su-1+---+51-Su2sp-1) -+ (L+s2+s515) (14 51)

eSS,

En effet, les termes du premier facteur du terme a droite sont les cycles (1), (n,n —1),... et
toute permutation de &, s’écrit de maniére unique

c=mn-1,...,07n))ot

ol T est une permutation de &,,_;. L'identité est donc vraie par récurrence sur 1, et de plus,
cette factorisation des permutations ne donne que des expressions réduites. En spécialisant
'algebre du groupe symétrique par la regle s; — g, on obtient donc :

W)= Y ¢ =0+q+-+g") - (1+g+7) (1+9q) = {nt},

eSS,

L’algebre d’'Hecke du groupe symétrique est donc semi-simple si et seulement si g # 0 n’est
pas une racine de I'unité d’ordre 2 < i < n. Et dans ce cas, les modules irréductibles V*(g) sur
H;(6,) sont indexés par les partitions A € %, et ils ont pour dimensions et multiplicités les
dimensions usuelles dim A. En particulier, pour g réel strictement positif, %(6,1) est toujours
une algéebre semi-simple qui a la méme théorie des représentations que CS,,.

Expliquons maintenant le lien entre ces algébres d’Hecke et la mesure de Plancherel du
module des fonctions sur la variété de drapeaux GF/BF, ot G est toujours un groupe de
Chevalley non tordu sur FF,. On note V = C[Gf /Bf], et on considére une application linéaire
u € End(V) qui commute avec l'action de GF. Comme G' agit transitivement sur la variété de
drapeaux, u est entierement déterminée par la valeur de u(BF ), et nous noterons cette valeur

beBF geGr
L'image u(BF) est dans C[Gf/Bf], donc h est Bf-invariante a droite. De plus, bBF = BF pour

tout b dans Bf, donc & est aussi Bf-invariante a gauche. Par conséquent, le commutant de
l'action de CGF sur la variété de drapeaux est

Endgr (C[GF/BF]) = C[BF\GF/BF| = #(GF, BF) = (W),

c’est-a-dire que c’est 1'algebre d’'Hecke du groupe de Weyl W. On peut donc considérer
C[G"/BF] comme un (CGF, #(W))-bimodule, et la théorie du bicommutant de Schur-Weyl
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(voir le paragraphe 9.4) s’applique. Ainsi, en tant que bimodule, on a la décomposition sui-
vante en produits tensoriels d’irréductibles :

o~ {CIG"/B ]}, Z ut(q) ®@c VA(q).
AEW
ot les U*(g) sont les classes d’isomorphisme de modules intervenant dans la décomposition
de C[G/BF] en GF-modules irréductibles (les modules unipotents), et o1 les V*(g) sont les
classes d’isomorphisme de modules irréductibles sur .7; (W). En particulier, pour G = GL(n) :

610k~ ACIGL(L o) /B )]} ) = L UMN@) e VA (9).
AEX,

Soit T la restriction de la trace normalisée de End¢ (C[GF/BF]) a I'algébre d’Iwahori-Hecke
Endgr(C[GF/BF]) = J#(W). Sur la base (Ty,)wew de I'algebre d’Hecke, cette trace vaut

T(Tw) = Il(w:ew) ’

et la trace d’un produit 7(T,T,,) vaut 0 si ww' # ew, et ¢"®) si ww' = ey. On peut donc
considérer cette trace quelque soit la valeur du parametre g4, méme si ce n’est pas la puissance
d’un nombre premier; et ’algébre d’Hecke (complexe) .7 (W) a donc une structure naturelle
d’espace de probabilité non commutatif >. Pour cette structure, la base duale de la base « ca-
nonique » (T )wew est ("™ T,-1)wew. Ceci étant, étant donnée une mesure de probabilité P
sur W, on peut comme dans le chapitre 3 lui associer une structure d’espace de probabilité
non commutatif en considérant la trace normalisée

p = @ P(A tI'V/\
AEW
sur l'algebre @, i End(V*(g)). Alors, la transformée de Fourier abstraite
(W) — P End(V7(q))
AeW

est une isométrie d’espaces de probabilité non commutatifs si et seulement si 1’on prend pour
P la g-mesure de Plancherel

(dim U*(q)) x (dim V)
card GF /BF ’
en particulier, P = M, 4 si G' = GL(n,F,). Autrement dit :

P(A) =

Proposition 7.5 (Décomposition de la trace de I'algebre d'Hecke dans la base des g-caracteres).
Dans la base (x*(q)), s des caracteres normalisés des modules irréductibles (V*(q)) la trace
canonique T de I'algebre d’Hecke (W) admet pour décomposition

D x dim A
T= AEZW —A(qg\,(q) @)

AW’

Cette décomposition reste valable pour tout parametre q # 0 tel que W(q) # 0.

Compte tenu de cette proposition, il est naturel de prendre pour analogues des observables
X, des versions renormalisées X, , des g-caractéres x"(q) de l'algebre d’Hecke 7(&,). Le
prochain paragraphe est consacré a 1’étude approfondie de ces g-caracteéres.

3. Notons que T est une quantification de la trace usuelle de CW associée a la représentation réguliere gauche.
Si W est le groupe symétrique, il existe en réalité deux quantifications possibles de , voir [RRg7, §6] ; mais celle
que nous présentons est la seule intéressante dans le contexte des groupes linéaires finis GL(n, Fy).
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7.3 Caracteres des algébres d’'Hecke de type A

Dans cette section, g est un parametre complexe non nul et qui n’est pas une racine non
triviale de 1'unité, de sorte que (S, est une algebre semi-simple abstraitement isomorphe
a l'algebre de groupe C&,. Si yp = (p1,..., ) est une partition de taille 7, on note oy, la
permutation standard de type y, c’est-a-dire que

o= L2...,m) (1 +1..., m+p2) - (4 F 1 +1,--,0)

= (5182~ 5;41—1) <5u1+1 o '5;41+;42—1) T <SV1+“'+V7—1+1 cee Sn—l) .

C’est une permutation de longueur minimale dans la classe de conjugaison C, ; on note T}
I'élément correspondant dans 1’algebre d’Hecke .7 (&,,). La table des caractéres de 1'algebre
d’Hecke est la matrice (x*(q, Ty) = x*(q, 1)) rucw,. A priori, il n’est pas clair que cette table
des caracteres détermine entierement les caracteres de .7 (&,). En effet, si deux permutations
o et T sont conjuguées dans G, il n’est pas vrai en général que les éléments T, et T, soient
conjugués dans l'algebre 7;(&,), et étant donnée une fonction ¢ telle que

Va,b € H#;(S,), plab) = ¢(ba),

on peut avoir ¢(T,) # ¢(Tr). Ainsi, T, et T; ne sont pas forcément congrus modulo le sous-
espace [7;(6,), #;(6,)).

Exemple. Pour tout entier n > 2, I'algebre d’'Hecke J7;(&,) a exactement deux caracteres
irréductibles de dimension 1 : le caractere signature T, — (—1)%(%), et le caractere d’indice
T, — q'(9). Pour n = 3, les transpositions (1,2) et (1,3) sont évidemment conjuguées dans
G3, mais la premiere a pour longueur 1, et la seconde a pour longueur 3. Par conséquent, si x
est le caractere d’indice, alors

X(Tao) =9 # 4 =x(Taz)-

Néanmoins, si ¢ et T sont des permutations fortement conjuguées, c’est-a-dire qu’il existe
une suite de permutations o = 0y, 0y, ...,0, = T telle que

x0; = 0j1x et L(xo;) = £(x) + {(0})
ou o;x = x0i1 et £(o;x) = L(0;) + {(x),

Vi, dx € &, {

alors T, et T; sont conjugués dans .7;(S,), et ils sont donc congrus modulo [ (S,), 7#;(S,)]
dans % (&,,). Par suite, ils ont la méme image par tout caractere x*(q). En particulier, si o est
un élément de longueur minimale dans une classe de conjugaison C,, alors on peut montrer
qu'il est fortement conjugué a o;, (voir [GPoo, théoréme 3.2.9]), et on a donc

X9, To) = x"q, 1)

pour tout caractere irréductible. Maintenant, si ¢ n’est pas de longueur minimale dans sa
classe de conjugaison, alors il existe un algorithme qui donne une Z|[g]-combinaison linéaire

Z Cot TT

T minimal dans sa
classe de conjugaison

congrue a T, modulo (&), #4(6,)], voir [GPoo, §8.2] et [Ramg1, théoréme 5.1]. Les va-
leurs x(g, ) déterminent donc bien les caracteres de l'algebre d’Iwahori-Hecke Hy(Gy).
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Dans ce qui suit, nous utiliserons également les notations ¢*(g, 1), qui correspondent aux
caractéres non normalisés; ainsi, ¢*(g,#) = (dimA) x*(g, #). Notons que tous ces résultats
restent valables pour l'algebre d’Hecke de n’importe quel groupe de Coxeter fini : la table
des caracteres de 1'algébre est toujours doublement indexée par les classes de conjugaison du
groupe W.

Ceci étant, le calcul explicite de la table des caracteres (¢*(q, #))a uca, de I'algebre d’'Hecke
du groupe symétrique peut étre mené comme dans la section 1.5, c’est-a-dire a l'aide d’une
formule de Frobenius dans l'algébre A des fonctions symétriques. Ainsi, dans [Ramg1], A
Ram utilise la dualité de Schur-Weyl“ sur (CN)®" entre le groupe quantique U,(gl(N,C)) et
l'algebre d’Hecke .#;(&,) pour calculer les caractéres ¢*(q, 1), et il les relie aux polyndmes
de Hall-Littlewood modifiés (voir [RRWq6] pour les propriétés de ces polynomes) :

_n(X(g-1)

(X, q) p—

Ici, X est un alphabet et g est une variable ; X (g — 1) est donc la différence d’alphabets X — X.
Comme hy = sy, par la formule de Frobenius,

W(X)= Y (z) " 'pu(X) 5 g(X,q) = Zq”—l zu) " pu(X)

UED UE

ought—1= Hf&‘l) gti —1.Sip = (p1,..., pr) est une partition, notons q, (X, q) = [Ti—; 9,,:(X,q).
D’apres ce qui précede, 4,(X,1) = p,(X) pour toute partition .

Theoreme 7 6 (g-formule de Frobenius, [Ramo1]). La valeur du g-caractére non normalisé ¢*(q, i)

est ¢( = (sr | qu(q)). Ainsi, pour toute partition y € ¥,
= ) damsiX).
NEW,
H3(S3) | 3) | (21) | (1,1,1)
F6(6 2 1,1 1
ZACHING) ) [ @) 5 (¢ q | 1
’ LD [ 1| -1 1
H(Ss) | (4) | 31 | (22) | (211 | (11L11)
(4) ¢ | 7 q” q 1
Bl |- q¢—q|q¢—-29]2-1 3
(2,2) 0 —q | ¢#+1 | q-1 2
(2,1,1) g | —q+1|-2g+1| g-2 3
LL,LY | -1 ] 1 1 1 1

FIGURE 7.3 — Tables des caracteres des algebres d’'Hecke 7;(S,,) pour n < 4.

4. Nous donnerons un bref apergu de cette théorie dans la section 9.4.
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7.3. Caracteres des algebres d’'Hecke de type A.

Cette formule a de nombreuses conséquences; en particulier, elle implique une g-régle
de Murnaghan-Nakayama qui généralise celle donnée par le théoreme 1.6, et qui permet un
calcul récursif de tous les g-caracteres, voir la figure 7.3. Ainsi, si 4 = (y1,...,m), alors

c*(q, ) est égal a

m

H (<q o 1)cc()\j\/\j_1)fl H (_1)r(vj,k)fl qc(v]/k)l) ,

D=AgCMC--CAp=A j=1 Vj,kC/\j\Ajfl

la somme étant effectuée sur les suites de partitions telles que chaque A; \ A;_; soit un ruban
de poids y; avec cc(A; \ Aj_1) composantes connexes vj, chaque composante connexe ayant
r(vjx) lignes et c(vjx) colonnes — par rapport a la formule usuelle, notons qu’on autorise ici
des rubans éventuellement non connexes. On retrouve bien le théoreme 1.6 en spécialisant
la formule en 4 = 1. On renvoie a [RR97, §2] pour une preuve de cette g-formule; l'article
[[HR96] traite également le cas des algebres d'Hecke des groupes de Coxeter de type B et D,
mais nous y reviendrons dans le chapitre 9.

Exposons finalement la formule de Ram (cf. [Ramg1, théoréme 5.4]), qui relie les g-caracte-
res de l'algebre d’'Hecke 7;(&,) aux caracteres usuels du groupe symétrique &,,.. D’apres la
g-formule de Frobenius, ¢*(g, 1) est égal a

(a(%,0) | 52(09) = 57 (XG0 = 1) 51(0)

h v (X(g — sy (X
_ 1()Z<H|P><P((q 1) | sa(X))

(q—l)“‘ = (pv | pv)
= & T ) el )
q— VGW Zo

et dans la derniére expression, les produits scalaires (p, | s,) sont les caractéres usuels ¢! (v).
Ainsi :

Proposition 7.7 (Formule de Ram, [Ramogz1]). Pour toute partition A, les valeurs du q-caractere
irréductible c*(q) s’expriment en fonction de celles du caractére non déformé ¢* :

Vi, (q—1)"WeM g, p) = Z, %W—wm

Si %, est muni de l'ordre lexicographique inverse, alors cette « formule de changement de
base » entre g-caracteres de #(&,) et caractéres de &, est triangulaire : en effet, (h, | p,) =0
si v < u. On peut donc inverser la formule, et exprimer les caractéres en fonction des g-
caracteres (!). Ainsi, comme (m1,),co est la base duale de (h,),c» pour le produit scalaire
canonique sur l'algebre A, et comme (p,),c» est une base orthogonale, on peut écrire :

(" —1)¢ Z<p”|‘zg> —-1)¢M(p)
_ - <hV| Po) oy A
—§<Pu\ V> <PP‘ Pp> (° —=1)¢"(p)
= Z, (pu| my) (g =1 Mg, v).
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Chapitre 7. Algeébres d'Iwahori-Hecke et g-mesure de Plancherel.

Cette réécriture de la formule de Ram est quelque peu étrange, puisqu’on exprime maintenant
les caracteres du groupe symétrique en fonction d’objets beaucoup plus complexes, a savoir
les caractéres de 'algébre d’Iwahori-Hecke. C’est néanmoins cette forme de la proposition 7.7
qui va permettre le calcul des espérances M, 4[X,]| des observables de diagrammes sous les
g-mesures de Plancherel.
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Chapitre 8

Asymptotique de la g-mesure de
Plancherel

Dans tout ce chapitre’, g est un parameétre réel compris strictement entre 0 et 1, et on
s’intéresse :

- a la forme limite des partitions aléatoires A tirées suivant les g-mesures de Plancherel
M"fl ;
A7

- et a la distribution des observables de diagrammes vues comme variables aléatoires, en
particulier les g-caractéres de l'algebre d’Hecke J7;(&,,).

Comme M;4(A) = M, ,1(A'), nos résultats auront des analogues immédiats pour les parti-
tions tirées suivant les g-mesures de Plancherel de parametre g > 1.

FIGURE 8.1 — Diagramme de Young aléatoire tiré suivant la g-mesure de Plancherel de para-
metres g = 1/2, n = 200. Les parts de A sont (101,51,28,8,7,3,1,1).

La figure 8.1 présente un diagramme de Young de taille 200 tiré suivant la mesure de
Plancherel de parametre g = 1/2. Sur cet exemple (obtenu a l'aide du logiciel sage), les
premieres lignes du diagramme suivent presque une progression géométrique de parametre
1/2:101 ~ 200/2, 51 ~ 200/4, 28 ~ 200/8, etc. Ce résultat sera confirmé par le théoreme 8.5,
et nous étudierons également la déviation des lignes par rapport a la progression géométrique
attendue; cette déviation est asymptotiquement gaussienne, voir les théoremes 8.7 et 8.15.
Comme dans le chapitre 3, 'outil essentiel sera 1'algebre des observables de diagrammes &,
et nous commencerons en présentant une quantification de cette algebre correspondant a la
déformation des algebres de groupes C&, en algebres d'Hecke .77 (&, ) (§8.1). La plupart des
résultats de ce chapitre ont été obtenus en collaboration avec V. Féray.

1. Sauf a la toute fin de la section 8.3, apres la démonstration du théoréme 8.7, lorsqu’on évoquera des résultats
de Borodin relatifs a la forme de Jordan des matrices triangulaires unipotentes a coefficients dans IF;; dans ce
court paragraphe, g sera bien siir une puissance d’un nombre premier.
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Chapitre 8. Asymptotique de la g-mesure de Plancherel.

8.1 Quantification de 1'algebre des observables

Dans cette section, nous utiliserons librement les formules de changement de base entre
les bases de fonctions symétriques (h,),c, (€p)pew et (pp)peca. Ainsi:

hn:Z@ ’ enzzmr

o, 2P ocw, 2o

oueg, = (—1)lel=4(), La premiere relation est simplement la formule de Frobenius pour s, =
hy, étant entendu que la représentation irréductible de &, associée a la partition ligne (1) est
la représentation triviale de dimension 1. La seconde formule de changement de base s’en
déduit en utilisant ’antipode de 1’algebre de Hopf A.

Compte tenu des calculs présentés dans la section 7.3, les g-analogues naturels des obser-
vables X, sont les

5,0 () = nt Mg pu 1) sin = Al > ||,
A 0 sinon.

Notons qu’il n’est pas possible d'interpréter X, ; directement comme élément de l'algebre
des permutations partielles, ou méme comme élément d’une quantification de cette algebre
(une telle quantification sera présentée dans le chapitre 12). Si n = |A| = ||, alors d’apres la
formule de Ram 7.7,

(a— 1A =nt (g —1) M xMgp) =nt Y (| po) (9" — 1) x*v)
vew, (pv | pv)

— <h.” | pV> v
_;:/ ol poy D=

L'identité reste trivialement vraie si |A| < |u|. Maintenant, si k = |u| < |A| = n, alors les

pv ) s’écrivent :

produits scalaires <hy|_|1n—k

1
Myns | po) = (e (p1)" % | po ) = ————(P=(p)" | P
< U > < H ‘ > me%l,;nme%m Zoy - Zm, < T ‘ >
Ziyqn—k
= —  Lymmans
nle%’l,gnme%m an e Z7'L'm ( 7l )
Zy Zr Zy
= — L—p1n+ ———— L=y = — Lpymyins) (B Vk/ -+
ka ( vl ) T[leg}llf-..,ﬂme%m Z7Tl e erm ( ¢ ) ZVk ( v ) < ! ‘ p k>
Dong, si k = |p| < |A| =n, alors :
(9 =)W Zy5(1) = 0¥ (g = 1) x Mg pu1" )
ntk <hyu1”—k PV>
=g ) ————— @~ DX
<q - 1)1’1 k 1/6261/” Zy
h hy | pv
— ik Z < 14‘ ka> (qvk_l)XA(Vk) _ Z < M‘p > (qv_l)zv()\).
WE Zyg vew, {(pv | pv)

On déduit de ces calculs le résultat important suivant :
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8.1. Quantification de 1’algebre des observables.

Théoreme 8.1 (Quantification de l'algebre &, [FM10]). Pour toute partition y et tout parametre
q > 0, la fonction X, ; est une observable de diagrammes. La famille (X,,4),co est une base linéaire de
O, et elle constitue une quantification de la base des caractéres centraux. Les formules de changement
de base sont :

V) _ (hulpv) .
(=7 2 ;/k ey @
(@ =1 Z =Y (m|pu) (-1 2,

VEX

oit k = |u|. En particulier, deg X, 4 = |p|.

La nouvelle base d’observables (X, ;),e» est particulierement adaptée a 1'étude des g-
mesures de Plancherel, puisqu’on peut calculer sans mal M, 4[X, 4]. En effet, pour toute par-
tition y de taille k inférieure a 1, on peut écrire compte tenu de la proposition 7.5 :

My g[Zyq]) = nt Y Mug(A) Mg pu1mF) =tk T(Typnr) = ”U{]l(ix:l") :
T

Le résultat reste vrai si k > 1, car n*f est dans ce cas nul. En utilisant le théoréme 8.1, on peut
ensuite calculer les espérances des caracteres centraux sous la g-mesure de Plancherel :

Proposition 8.2 (Espérance des caracteres centraux sous la g-mesure de Plancherel). Pour toute
partition u,

(1—g)
M, (2, = ntlml T

Démonstration. On développe X, dans la base des g-observables X, ; :

1
Mn,q[zy] = P 7 Z <mv| py> (q o 1)£(y) Mn,q[zy,q]
VEX
ntk ) (q - 1)|H|
= o () (g =)' = miltle, oo

o o EuPyu . . P . , .
car my = e = Yy, Zn Le signe ¢, permet ensuite d’écrire le numérateur et le dénomina-

teur comme produits de termes positifs. O

Lemme 8.3 (Ordre de grandeur des espérances d’observables de diagrammes). L’espérance
E[X] d'une observable de diagrammes X sous la q-mesure de Plancherel M, est un O(n98X), et
cette estimation est optimale, au sens suivant : pour toute observable X, il existe une fraction rationnelle
X(q) dont les poles sont des racines de I'unité, et telle que

]E[X] — X(q) ndegX 4 O(ndengl) )

Démonstration. D’apres la proposition 8.2, le résultat est vrai si X = X, est un caractere central,
avec X,(q) = (1— 7)1/ (1 — g#). Maintenant, si X est une observable quelconque, décompo-
sons X dans la base des caracteres centraux :

X = Z cu Xy aveclesc, € C.
[nl<deg X
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Chapitre 8. Asymptotique de la g-mesure de Plancherel.

En passant a 1'espérance et en utilisant I’estimation précédente, on obtient :

— g\l
IE[X] — Z Cu (11 Q)ﬂ ndegX + O(TldegX_l) — X(q) ndegX T O<ndegX—l) )
ul=degx 1

Notons que la somme entre parenthéses peut étre une fraction rationnelle nulle, méme si X

est une observable non nulle ; en effet, les séries formelles

1 1 1
—1_q, T_g " Togn’

ne sont pas algébriquement indépendantes sur C. O

En fait, pour toute famille (P,),cN de mesures de probabilité sur les partitions, I'espérance
sous P, d'une observable de degré X est un O(n98X), car ceci est vrai pour les observables

Pu:

£(p)
’PH[PH” < Z Py(A) gpﬂi<A_<_B>)

()
< Y P(A) ( ny(A+B)>
=1

AED, AED, i
()
<Y P [ TImA+B)H = Y Py(A)nlH = nlkl.
AEX, i=1 AEX,

Le lemme 8.3 assure que dans le cas des g-mesures de Plancherel, cette estimation est « gé-
nériquement » optimale. Dans I'étude asymptotique des observables de diagrammes, ceci
permettra de remplacer une observable par une autre observable de méme composante de
plus haut degré.

Théoreme 8.4 (Convergence en probabilité des observables sous les g-mesures de Plancherel,
[FM10]). Si—m,, désigne la convergence en probabilité sous les g-mesures de Plancherel, alors

Py(A)_> Qg ZHO\)_) Q=g ZueA)
plul M T g ’ alil M T e ’ nli]

_>My,/q :[l]/[:]]<

pour toute partition p.

Démonstration. On renvoie a [Bil6g, §1.3] pour des précisions sur la notion de convergence
en probabilité ; pour des variables aléatoires réelles, cette notion est compatible avec la plu-
part des opérations usuelles sur les variables aléatoires, par exemple 'addition de variables.
Ceci étant, comme la composante homogene de plus haut degré de X, est p,, il existe une
observable X de degré inférieur a |u| — 1 telle que p, = X, + X. Alors, en vertu du lemme 8.3,

1 — g)lul B
Moglpu] = Mug[Z] + My g[X] = nt¥ % +o(nlr1,

et comme n*l# = nl#l 4-O(nl*1=1), on en déduit :

My q(py] _Q _CI)M -1
i~ =g TOUT
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8.1. Quantification de 1’algebre des observables.

Comme cette formule est multiplicative en i, 'inégalité de Bienaymé-Chebyshev implique
alors la convergence en probabilité de p,(A)/nl#! vers (1 —q)I#/(1—g*):

1 W a-gr’
IP[ <8] <821E|:<p:114 B 1—qqu )]

<1 (M”/’i[pﬂuﬂ] > (1—q) ¥ Muglpy] n (1- ‘1)2”>

pu(A)  (1—q)¥

n“ﬂ 1——qy

T2 n2lH 1—g*  nlvl 1 — gt
1,
< 50(n H —o.

en utilisant a la derniére ligne les estimations de M, 4[p,] et M, 4[puu]- La convergence en
probabilité des moments de Frobenius est donc établie. Pour les caractéres centraux, on utilise
la factorisation en plus haut degré

X, x X, = X, + observable X de degré au plus égal a 2|u| — 1,

voir le paragraphe 2.3. Alors, en utilisant de nouveau l'inégalité de Bienaymé-Chebyshev :

1m0 a-giy
<€]<82E|:< ;:\m 1—g¥ )]

(g(%ﬂ&ﬁduwwMMw+ﬂij

() (=g

nlul 1—g#

e n2lxl 1—g*  nld 1— grin
M, X] 1 1

Enfin, pour les g-caracteres, chaque X, ; s’exprime comme combinaison linéaire d"'un nombre
fini de variables aléatoires X,, et ces derniéres convergent toutes en probabilité apres renor-
malisation. La variable X, ;(A)/ nl# converge donc également en probabilité, et sa limite est

EvPv
sz>

vEX

h D — 1\l B
(q—ll)“") V;yk ipz;zvi g _1)8”(qq”—1)1 = (-1 <hu

= (q = DM (hy [ e) = (g = )M (g [ mge) =1,y

car (hy),co estla base duale de (m,),cu. O

La derniére partie du théoréme 8.4 peut étre interprétée comme suit : si x*(q) est un
g-caractere (normalisé) tiré aléatoirement suivant la g-mesure de Plancherel, et si T, est un
élément d'une algebre d'Hecke 77 (&,,), alors

K0, To) =, T(To),

ol T désigne la trace canonique des algebres d'Hecke — les traces des algebres .77;(S,) et
H;(Sn=n) sont compatibles avec les plongements canoniques ./75(&,) — (&), donc les
notations T, et T ne font pas ambiguité. On observe donc un phénoméne de concentration
des g-caracteres autour de la trace, et nous verrons dans la section 8.4 que cette concentration
est gaussienne, ce qui constitue un g-analogue de la premiere partie du théoreme 3.4.
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Chapitre 8. Asymptotique de la g-mesure de Plancherel.

8.2 Loi des grands nombres pour les premieres parts

Le comportement asymptotique des observables de diagrammes ayant été précisé, nous
sommes finalement préts pour démontrer :

Théoreme 8.5 (Loi des grands nombres pour la g-mesure de Plancherel, [FM10]). Soit g un
parametre réel positif strictement inférieur a 1, et A = (A > Ay > - -+ ) un diagramme de Young de
taille n tiré aléatoirement sous la g-mesure de Plancherel M, 4. Pour tout i > 1,

Ai -
; _>Mn,q <1 - q) ql ! *

On peut donner deux preuves distinctes de ce résultat : I'une est tout a fait élémentaire et met
en jeu une mesure aléatoire discréte sur IR, et I'autre découle de la théorie des représentations
de I'algebre d’'Hecke infinie (cf. [KVo7, Okogya, Okogyb]) et du théoreme de Kerov 4.2. Avant
de présenter ces deux approches, donnons un corollaire important de la proposition 8.5 :

Corollaire 8.6 (Longueur du plus long sous-mot croissant d’une permutation obtenue par
le g-processus de Knuth). Soit 0, une permutation aléatoire de taille n tirée suivant la mesure de
probabilité

qi-maj(a)

~

La longueur L(oy,) d'un plus long sous-mot croissant de o, a pour asymptotique

Py 4lo]

En effet, ceci est une conséquence immédiate de la proposition 7.2 et des propriétés de la
correspondance RSK.

Premiere démonstration de la loi des grands nombres. Pour commencer, remarquons que la limite
de pr(A)/n* sous la g-mesure de Plancherel s’écrit

1—

1

gk e ,
R (T
q -1

Si A est un diagramme de Young de coordonnées de Frobenius (a;,b;)1<i<q et de taille n,
notons X, la mesure de probabilité :

L ai(M) & bi(M)
Xn=) = %(A)/ﬁg o Ob

[y

1=

Le k-ieme moment de X, est exactement py.1(A)/ nktl, d’apres le théoreme 8.4, tous les
moments de X, convergent donc en probabilité vers ceux de la mesure

e

Il
—_

Xeog =Y (1 =49)q 7" 61_gyq1-

1

Dans ce qui suit, on considere X, comme une variable aléatoire a valeur mesure; sa loi est
I'image de M, ; par l'application A € % — X, € .#([-1,1]), .#([—1,1]) désignantl'ensemble
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8.2. Loi des grands nombres pour les premiéres parts.

des mesures de Radon signées sur l'intervalle [—1, 1]. Ce dernier espace est le dual topologique
de €([—1,1]), et 'ensemble des mesures de probabilité Z([—1,1]) C .#([—1,1]) est compact
métrisable pour la topologie *-faible . En effet, si (fx)ren est une suite de fonctions dense
dans ¢ (]—1,1]), alors

1
d(my,my) =) o max(1, [m(fy) —ma(fi)])
keN
est une distance compatible avec la topologie de .# ([—1,1]). On choisit { f }renw = Q[X]; cette
partie est dense par le théoreme de Stone-Weierstrass, et compte tenu de la convergence des
moments,
vk, X/\<fk) —)Mm Xoo,q(fk) e d(X/\, Xoo,q) —)Mm 0.

Dans l'espace des mesures muni de la topologie (métrisable!) de la convergence en loi, on a
donc convergence en probabilité de X, vers X« 4. Or, pour des mesures de Radon sur I'en-
semble des réels, la convergence en loi est équivalente a la convergence des fonctions de
répartitions

Fx, (x) = Fx, (x)

en tout point x ou la fonction de répartition limite Fx,,, est continue (c’est une partie du
théoréeme de Portmanteau, voir de nouveau [Bil6g, chapitre 1]). Par conséquent, pour tout

nombre réel x # (1 —g)g" !, ona

Y vl —wm, Y. (1—q)q".

ysx (1-q)q"'<x
nyeA(A)U—B(A)

La fin de la preuve est maintenant purement technique. Dans tout ce qui suit, on fixe un réel
e tel que 1 — g > ¢ > 0; d’apres ce qui précéde, pour tout point x qui n’est pas un (1 —g) '},

Fx,,(x) —e < Fx,(x) < Fx,, (%) +¢

pour n assez grand en dehors d’un événement de probabilité arbitrairement petite. Prenons
donc x = 1—g+# avec 7 > 0 suffisamment petit. Dans un voisinage de x, Fx,, = 1, donc
pour n assez grand, en dehors d'un événement de petite probabilité,

Fy,(x)= ) Iyl > Fx,,(x)—e=1-e>q.
<
nyeA(%\)lj—B()\)

Par conséquent, toutes les lignes > de A sont plus petites que nx. En effet, dans le cas contraire,
il y aurait au moins une ligne strictement plus grande que n(1 — g+ 7), et ceci impliquerait

Fx, (1) ZFyotl—g+n=21+y>1,

ce qui est impossible pour une fonction de répartition. Ainsi, on a montré que pour n assez
grand, a1(A)/n est plus petit que x avec probabilité tres proche de 1.

De méme, si I'on considere x’ = 1 —gq — 7, alors Fx, = g au voisinage de x, donc pour n
assez grand, en dehors d’un événement de petite probabilité, certaines des lignes de A sont
plus grandes que nx’. En effet, dans le cas contraire, on aurait

Fx,(1) = Fx, (¥') < Fx,,(X') +e=q+e <1,

2. C’est un cas particulier du théoréeme de Prohorov ([Bil69g, chapitre 1]) : si E est un espace séparable et
métrisable complet, alors 'espace des mesures de probabilité &7 (E) est également séparable et métrisable complet.
Le caractére métrisable permet en particulier de parler de convergence en probabilité d’une famille de mesures.

3. Pour étre plus précis, les lignes modifiées, c’est-a-dire qu’on regarde les a;(A) = A; —i +1/2.
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Chapitre 8. Asymptotique de la g-mesure de Plancherel.

On conclut que pour n assez grand, en dehors d'un événement de probabilité arbitrairement
petite, la premiére colonne renormalisée a1(A)/n est comprise entre x” et x. Ainsi, a1(A)/n
converge en probabilité vers 1 — g, et les mémes arguments s’appliquent clairement aux lignes
suivantes ap(A)/n, az(A)/n, etc. (faire une récurrence sur i). De plus,

aj(A)/n—Ai/n=(—-i+1/2)/n=0(1/n),
donc A;/n converge bien en probabilité vers (1 —g) g~ O

Remarquons qu’en utilisant la convergence des fonctions de répartition au point x = 0, on
voit que

d p.
bl (/\) —>Mn,q O ;
=1

n

1

'ordre de grandeur des colonnes de la partition est donc un o(n).

Seconde démonstration de la loi des grands nombres. Une autre démonstration du théoreme 8.5
utilise la théorie des représentations de l'algebre d’Hecke infinie /(S ); cette théorie est
en tout point similaire a celle exposée dans le paragraphe 4.1 pour le groupe symétrique infini
Se. Pour tous entiers n < N, on peut plonger 7 (&,) dans 7;(&y) en identifiant les généra-
teurs T; = T, pour i < n — 1; ces injections sont compatibles entre elles, et la limite inductive
des algebres d’'Hecke 7;(&,) relativement a cette famille dirigée de morphismes d’algebres
est 'algebre d’Hecke infinie

Vi, TiTi 11 Ti=Ti11 TiTi1

H(Sw) = (T, Ty, Ts, ... | ¥i TT..
Vl,], |Z—]‘22éTiTj:TjTi

Vi, (Ti—q)(T;+1)=0 >

Les caracteres irréductibles de cette algébre infini-dimensionnelle sont de nouveau indexés
par les points w = («, B) du simplexe de Thoma (), et toute mesure de probabilité m € Z2(Q2)
correspond a un caractere (positif, normalisé) x(q) de #(Ss), qui s’écrit :

e ([ stw)e'q Toymiae) )

En particulier, la trace réguliere* 7(T,) = 1(,_;q) de l'algebre d'Hecke infinie correspond au
Dirac en le point

ag By = (1-49,(1-9)q(1—-q)4"...),(0,0,...).

En effet, compte tenu des calculs effectués dans la section 7.1,

M,4(A) = (dimA) sy (1 —gq, (1 —¢)q, (1 — q)q°,...) = (dimA) sy (ag, By) ,

et d’autre part, 74(s,) = Lares, Mng(A) xM(q). Si T, est un élément de base de l'algebre
d’Hecke #;(S,), on a donc bien :

o(To) = Y salag B) 0. To) = Y ( [ i@ g%q,n)%,ﬁq(dw)) |

AEX, AEX,

4. Pour une algebre d’Hecke finie 7%5(&,,) ~ C[B(n,F;)\GL(n,F;)/B(n,F;)], 1a trace réguliére est la restriction
de la trace normalisée de End¢ (C[GL(n,F;) /B(n,TF,]). Il est naturel de se demander si la trace T de /% (Se) a une
interprétation semblable (avec g puissance d’un nombre premier). La réponse est oui, mais on doit prendre au lieu
de GL(c0,TF;) le groupe GLB(FF;) introduit par Kerov et Vershik dans [KV98, KVo7]; ce dernier contient GL(co, IF;)
comme sous-groupe dense. Alors, on peut montrer que T est la restriction de la trace canonique de 1’algebre de
convolution L' (GLB(IF,), M1aar) & la sous-algebre des fonctions a support compact et bi-B(co, 7)-invariantes, cette
sous-algebre étant isomorphe a 75 (Se).
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8.3. Théoreme central limite pour les premieres parts.

Dit autrement, le Dirac en le point («,, B;) correspond au systéme cohérent de mesures sur le
graphe de Young constitué par les g-mesures de Plancherel — la fonction M, 4(A)/ dim A est
bien harmonique sur le graphe de Young, car les g-caracteres ont les mémes regles de bran-
chement que les caracteres usuels. En vertu du théoréeme de Kerov 4.2, on a donc convergence
en loi de w, (M, 4) vers le Dirac en (a,, B;), ¢’est-a-dire que :

(al(}\),@(}\)’”';bl(}\)’bZ(/\),”) - (1—9,(1—9)gq,...;0,0,...).

n n n n

Sur un espace métrique (ici, le simplexe de Thoma ()), la convergence en loi vers une constante
implique la convergence en probabilité; on retrouve donc bien la loi des grands nombres

3.3. g

La seconde démonstration n"utilise absolument pas les techniques d’observables de diagram-
mes développées jusqu’ici; en contrepartie, elle s’appuie sur le résultat difficile de Kerov et
Vershik (théoreme 4.2), et surtout, elle ne permet pas d’étudier la déviation gaussienne des
diagrammes sous les g-mesures de Plancherel. D’autre part, elle ne s’adapte pas a 1'étude
d’algebres d’Hecke plus générales, par exemple celles de type B (voir le chapitre 9).

8.3 Théoreme central limite pour les premieres parts

Nous souhaitons maintenant démontrer un théoreme central limite pour les lignes d'un
diagramme A tiré aléatoirement suivant une g-mesure de Plancherel. Comme les lignes A; ont
toutes pour ordre de grandeur n, en vertu du théoreme central limite « usuel », il est naturel
de supposer que les déviations A; — 1 (1 — g) g~ auront pour ordre de grandeur /7. On pose

donc : N
Ying = V/n <;’ ~(1-q) q”) :

Théoreme 8.7 (Déviation gaussienne pour la g-mesure de Plancherel, [FM10]). Sous une g-
mesure de Plancherel de parametre q < 1, les lois fini-dimensionnelles du processus (Y;; 4)i>1 conver-
gent vers celles d’un processus gaussien (Y;eoq)i>1, avec :

Eiog =0 ;  E[(Yiwp)d=(1—g)q " —(1—g?¢iD ;
COV(Yi,oo,q, ’Y]‘,oo,q) = _(1 _ q)Z qi+j_2 '

En particulier, deux coordonnées distinctes Y o 4 €t Y] 0 4 SONt toujours négativement corrélées,
ce qui n’est pas tres étonnant puisque la somme des déviations doit étre nulle. Ainsi, si € > 0
et x1,...,x, sont des nombres réels positifs, alors pour n assez grand,

txo-1x

i — T ax

il vaaa Lo L

ot1 Q est la matrice symétrique de coefficients Q;; = 6;j (1 —¢q) g — (1 — 9)* 4" ~2, qui est
définie positive par la regle d’'Hadamard (sur chaque ligne et chaque colonne, le coefficient
diagonal est positif et strictement plus grand que la somme des valeurs absolues des autres
coefficients). Comme précédemment, notre théoreme central limite a un corollaire immédiat
pour les permutations aléatoires :

A i
- (1-q)q"! Sé

r {Vi <7,
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Chapitre 8. Asymptotique de la g-mesure de Plancherel.

Corollaire 8.8 (Déviation gaussienne pour la longueur du plus long sous-mot croissant d"une
permutation obtenue par le g-processus de Knuth). Soit 0, une permutation aléatoire de taille n
tirée suivant la mesure de probabilité

qimaj (o)
- {nl},

La variable aléatoire (L(0y,) — n(1 —q))/+/n converge en loi vers une gaussienne centrée de variance

(1-q) - (1-9>~

Py 4lo]

Remarque. Si l'on applique le processus d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a la matrice
de covariance donnée dans le théoreme 8.7, alors on peut exprimer les lois limites Y, en
fonctions de gaussiennes standards indépendantes. Ainsi, il existe une famille (¢;);>1 de gaus-
siennes indépendantes, centrées et de variance 1 telle que pour tout i,

i1,
Yieoq = 1/ (1= 4)q’ (Ci_ I-9) g é‘j) ,

j=1

l'égalité ayant lieu presque sirement si 1’'on définit les ¢; par :

1 i—1
fi=———= | Yieg+t (1=9) )} Yieoyq | -
Z (1—07)071(”1 qj;]q

Ainsi, pour simuler une déviation Y, avec n grand, on commence par tirer une gaussienne

V(1 —9)q' &, et on lui retranche la quantité /(1 — q)3¢’ Z;;i q# gj pour compenser les

déviations des lignes précédentes.

La preuve du théoreme 8.7 met en jeu les cumulants d’observables de la section 3.4, mais
nous devrons revisiter quelque peu la théorie de Sniady, car les espérances d’observables
n‘ont pas le méme ordre de grandeur sous la g-mesure de Plancherel et sous la mesure de
Plancherel standard : en effet,

My =0 (n) MdZMzO(mW).

Dans tout ce qui suit, on considére les variables X, comme éléments de l'algebre %, des
permutations partielles. La g-mesure de Plancherel M, ; peut étre vue comme une trace sur
I'algebre <%, engendrée par les variables commutantes X, d’otu une structure d’espace de
probabilité non commutatif sur <7, avec les regles :

_ g)I#l
_ i =)™
E[Z,] =n T

Les cumulants correspondants seront notés k(x1, ..., x,); d’autre part, nous rappelons l'exis-
tence d'un second produit e dans %, et les cumulants disjoints correspondants seront notés
k®(x1,...,x,). Comme < =~ O, les mémes notions sont disponibles pour des observables de
diagrammes. Ceci étant dit, la difficulté combinatoire principale de la preuve réside dans les
lemmes suivants :
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8.3. Théoreme central limite pour les premieres parts.

Lemme 8.9 (Ordre de grandeur des cumulants disjoints). Sous les g-mesures de Plancherel, pour
toutes observables de diagrammes x1, ..., X, k*(x1,...,x;) = O(ndeg(x1)++deglx)—r+1)

Lemme 8.10 (Ordre de grandeur des cumulants). Sous les g-mesures de Plancherel, pour toutes
observables de diagrammes x1,...,%,, k(x1,...,x,) = O(ndes(x)+tdeg(x)=ri1)

Il suffit en réalité de démontrer ces lemmes avec les x; dans une base algébrique graduée
de O'; en effet, les cumulants de variables aléatoires sont multilinéaires et se comportent bien
vis-a-vis des produits de variables, voir [LS59] et [So6b, théoreme 4.4]. Ainsi, dans tout ce qui
suit, les x; seront des caractéres centraux de cycles Zi]..

Preuve du lemme 8.9. Rappelons que les cumulants disjoints sont récursivement définis par les
relations :
IE[X1 .XZ."'.Xr] = Z k.(Xi€n1>k.<Xi€7T2)"’k.<Xi€7Tl>-
eQ([1,r])
D’autre part, le produit disjoint de caractéres centraux de cycles X; ,..., X; (avec iy > ip >
-+ > 1) est simplement X; ;, et 'espérance d’une telle variable est

<1 _ q)i1+i2+"'+i7

[T+ (1 —4")

E[Z;, ;] = nbirtist i

i1y

A T'exception du facteur n*1+ i tous les termes de cette expression sont multiplicatifs par
rapport a la partition (i1, ..., i,). Plus formellement, il existe des nombres «; tels que

r ) ‘ '
E[Zil,‘.‘,l‘r] == (H[Xl]> n»l/11+12+~~~+17,
=1

et la puissance décroissante de n peut s’écrire E[Z(lil+---+iy)]. Par récurrence sur r et en utilisant
la formule reliant espérances et cumulants disjoints, on voit donc que :

r
K (Ziy Ziyy o Biy) = (H“z}) K (Z iy Ziays - Zainy) -
j=

Or, XA(Z(P-)) = n* pour toute partition A, donc les cumulants correspondants ne dépendent
pas de la mesure de probabilité que 1'on met sur les partitions (!). On peut donc utiliser le
résultat de P. Sniady (cf. [So6b, lemme 4.8]), qui a montré que :

k.(z(m)fz(lfz), e Zainy) = O(nitizt+i—rtly

Il s’agit maintenant de relier cumulants classiques et cumulants disjoints, et nous utilise-
rons comme dans la section 3.4 les cumulants k'd. Ces derniers correspondent a « I’espérance »
Ed:x e 60— x € 0° etils sont définis récursivement par les relations :

X1 Xy Xy = Z kid(Xiem) i kid(Xiem) o0 kid(Xz‘em) .
meQ([Lr])
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On rappelle que dans ces conditions, cumulants classiques et cumulants disjoints sont reliés
par la formule :

kXi,..., %)= Y KK Xien), ..., K Xien,)),
meQ([1,r])

voir [So6b, proposition 4.1]. Avant d’étudier les cumulants kid(Zil, ..., Zi ), nous devons pré-
ciser quelque peu les résultats évoqués dans la section 2.3 au sujet des produits de carac-
teres centraux. On note X, , le projeté d'un caractére central X, dans l'algébre %, constituée
par les permutations partielles d’ordre n. Alors, si A(n, k) est I’ensemble des k-arrangements
(a1 # ay # - - - # ai) dans [1, n]], on peut écrire :

Z‘u,n = Z (a11/a12/- . -1“1]41) <ﬂ21,6122,. . -1“2#2) te <a7’1/a7’2/' . -/ary,)
11(,-/]-)6[[1,71]]
8, 70(i )
= ) C(A)C(Ay) --- C(A))
Vi, Aie A(n,p;)

Vi#j, AiﬂAjZQ

ott C(A) est le cycle associé a un arrangement A = (a3, ...,a;). Par conséquent, un produit
Xy Ly,n 8 écrit

Zy,n Zv,n = Z Z C(Al) T C(AV) C(Bl) e C(Bs) :
Vi, Ai€A(n, ;) Vi, Bi€A(n,v;)
Vl#], A,‘ﬂAjZ@ VZ#], BiﬂBjZQ

Ce produit n’est pas Xy, car les A; et les B; peuvent avoir des éléments en commun. Pour
prendre en compte les éventuels « recouvrements », associons a toute suite (al-]-, bkl) intervenant
dans la somme un appariement partiel M des ensembles I4 = (i, j)1<j<y, et Ip = (k,1)1<k<y, :

(i,j) ~m (k1) <= a;=by.

La somme des produits C(Aj) --- C(A,;) C(By) --- C(Bs) réalisée sur les arrangements cor-
respondant a un appariement partiel M donné est un caractére central Xy, car si l'on sait
exactement quels a;; sont égaux a quels by, alors on peut réécrire le produit

C(A1) - C(A) C(By) -+~ C(By)

comme produit de cycles a supports disjoints, et ce de fagon indépendante des valeurs précises
des a;; et des by. Ainsi :

Lemme 8.11 (Produits de caracteres centraux). Le produit X, X, de deux caracteres centraux est la
somme Y Xy de caractéres centraux, oit M parcourt tous les appariements partiels possibles entre
Uensemble 14 des indices des a et 'ensemble Ig des indices des b.

Exemple. A titre d’exemple, détaillons le calcul du produit X, X5. L'ensemble d’indices 14 est
{1,2}, et 'ensemble d’indices I est {1/,2/,3'}.

1. Si les arrangements A = (a1,42) et B = (by, by, b3) sont disjoints, alors C(A) C(B) est le
produit de deux cycles disjoints de tailles respectives 2 et 3. L'appariement partiel vide
correspond donc au caractére central X3.
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2. Si A et B ont exactement un élément commun, on peut a symétrie pres supposer que c’est
a1 = by. Alors, (a1,a2)(b1, b2, b3) = (a2,b1,b,b3) est un 4-cycle. En sommant sur toutes
les possibilités pour ay, by, by et bz (qui doivent étre distincts), on obtient le caractére
central X4. Par symétrie, on obtient aussi X4 pour tous les autres appariements partiels
de taille 1 (il y en 6).

3. Si A et B ont deux éléments en commun, on peut a symétrie pres supposer que 1'appa-
riement partiel est ay = by et ap = by. Alors, (a1,a2) (b1, b2, b3) = (a1)(az,a3) est le produit
d’un 1-cycle et d'un 2-cycle a supports disjoints. En sommant sur toutes les possibilités
pour ay, a; et a3, on obtient donc le caractere central 2o1. Et de nouveau, tous les autres
appariements partiels de taille 2 donnent ce caractére central (et il y en 6).

Ainsi, Xy X3 =237, +62, +627.

De fagon générale, la taille d"une partition p(M) apparaissant dans la somme }_y; X, (v) =
X, X, est toujours ||+ |v| — |[M|, ot M désigne la taille de I'appariement, c’est-a-dire le
nombre d’égalités a;; = by. Ce qui préceéde apporte donc une preuve de la propriété de
factorisation en plus haut degré évoquée dans la proposition 2.2. De plus, lorsqu’on effectue
des produits de caracteres centraux de cycles X; et X, tous les appariements de taille 1
donnent un caractére central X;,,,_;. Comme il y a ml appariements de ce type, on obtient le
développement suivant :

X%y =2y +mlE 1+ (termes de degré inférieur a [ +m —2).

Ce développement jouera un rdle important dans la suite. Ceci étant, revenons au probléeme
des cumulants kid(Zil, ..., %i). Pourr =1, Kid (X)) =ZXZj, etpourr=2,0na:
Zi i, = kid(zivziz) + kid(zil) o k¢ (Zil) ’ K (Zil’ziz) =2 X, — X

i1 i1ip

Or, le produit X;, X, projeté dans %, s’écrit

C(A)C(B),
AcA(n,iy), BEA(n,iz)

et le terme X, ;, projeté dans %, s’écrit

Z C(A)C(B).
AcA(n,iy), BEA(n,iz)
ANB=g

i1,i2

Par conséquent, le cumulant kid (Zi,, Xi,) est la méme somme, mais restreinte aux paires d’ar-
rangements qui ont une intersection non vide :

RUZZ) = 3 CA)C(B).
A€A(n,ir), BEA(n, i)
ANB#D

Plus généralement, étant donnée une famille d’arrangements (A1, A, ..., A,), considérons la
relation ~ définie par k ~ | <= AN A; # J. Cette relation peut étre complétée en une
relation d’équivalence sur [1,7], et nous noterons 7t(As,..., A,) la partition d’ensemble de
[1,7] correspondant a cette relation d’équivalence. Alors :
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Lemme 8.12 (Cumulant identité d"une famille de caractéres centraux de cycles). Projeté dans
B, le cumulant K4(Z; , %, ..., X;) vaut

) C(A1) C(Az) -+ C(A,).
V]', AJEA(T’Z,Z])
(Ay,...An)={[Lr]}
Démonstration. On raisonne par récurrence sur r; les cas r = 1 et r = 2 viennent d’étre
prouvés. Si le résultat est vrai jusqu’au rang s < r — 1, alors par définition du produit disjoint
e, pour toute partition d’ensemble non triviale 77 € Q([[1,7]), on a:

kid(zienl) i kid(zienz) .- .kid<2i€m> = Z C<A1) C(Az) s C(A,) .

Vj, Aj€ A(n,i;)

t(Ay,..., Ar)=m
En effet, 'hypothese de récurrence s’applique dans chaque part 775, donc la somme porte sur
des familles d’arrangements telles que si k et | sont dans la méme part 77;, alors k et | sont
dans la méme part de 71(Ay, ..., A;). Réciproquement, si k et I sont dans deux parts 7; et 7;
distinctes, alors le produit e force les arrangements Ay et A; apparaissant dans la somme a
étre disjoints (sinon, le produit disjoint des cycles correspondants est nul); donc, k et I sont
dans deux parts disjointes de 7(Aj,..., A;). On conclut que 7w = 7(Ay,..., A;) pour toutes
les familles d’arrangements apparaissant dans la somme, d’ott I'identité proposée ci-dessus.
La définition inductive des cumulants permet maintenant de conclure :

KU Zy, ) =% 5 — Y, BN Zieq) ok (Zicr,) o+ 0 K9 (Zicr,)
n#E{[Lr]}

- Y cay-ca) - ¥ ( c<A1>~-~c<Ar>)
Vi, A;€ A(n,ij) rA{[Lr]} N Vj, Aj€A(n,ij)

T[(A1,..~,Ar):77
= Y C(A)---C(A)
vj, A]-GA(i’l,ij)
7T(A1,.~/Ar):{[[1/rﬂ}

d’ot1 le résultat par récurrence sur r. O

Démonstration du lemme 8.170. On consideére le cumulant identité de caractéres centraux de
cycles X;, ..., %; . Pour toute famille d’arrangements Ay, ..., A, apparaissant dans la somme
définissant ce cumulant, on a d’apreés le lemme précédent

(A, ..., A) ={[1,r]},

donc le cardinal de |[A; U Ay U---U A,| est plus petitque iy + -+~ +i, — (r — 1), car il y a au
moins r — 1 égalités entre les éléments de ces arrangements. Le cumulant kid(Zil, ..., %) est
donc une combinaison linéaire de caractéres centraux X, avec [A| <iy +---+i, — (r —1), et
ainsi,
deg (K4(Z;,..., %)) <ir+---+i,— (r—1).

Notons que ce résultat est différent du théoreme 4.3 de [So6b]; en effet, on utilise une autre
graduation sur l'algebre d’observables &. Ceci étant, on peut maintenant controler le degré
des observables apparaissant dans les cumulants disjoints de la somme

k(zilr sy Zz}) = Z k. (kid (Zijenl)l kid(zijen2)’ ccy kid(zijenl)) 4
e ([1,r])
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et leur somme est toujours inférieure a iy + i + - - - + i, —r + £(71). D’apres le lemme 8.9, les
cumulants disjoints sont donc tous des

O(ni1+i2+...+ir7r+€(n)7(£(7r)fl)) _ O(ni1+i2+...+ir,r+l)

7

ce qui achéve la preuve du lemme 8.10. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le g-analogue de la premiere partie du
théoreme 3.4, c’est-a-dire la déviation gaussienne des observables X, correctement renormali-
sées. Dans ce qui suit, si k est un entier plus grand que 1, nous noterons

Wiy = V1 (Pk(@;{ﬂﬁ]) Ty = Vi <2k(/\)n—k15[2k]>

les déviations renormalisées des moments de Frobenius et des caractéres centraux, A étant un
diagramme aléatoire sous la g-mesure de Plancherel M, 4.

Proposition 8.13 (Déviation gaussienne des observables sous les g-mesures de Plancherel).
Les processus (Wi y,q)k>1 €t (Ziuq) k1 convergent en lois fini-dimensionnelles vers le méme processus
gaussien centré (Zy co,q)k>1, les covariances de ce processus limite étant :

1 1
COV(ZZ,OO,{/], Zm,oo,q) = lm (1 — q)l+m <1 — ql—l—m—l,l - 1— ql,ﬂl) .

Démonstration. Si | et m sont deux entiers positifs, alors le cumulant disjoint k*(X;, X,,) est
E[Zl,m] - ]E[Zz] ]E[Zm], c’est-a-dire :

_ 4\l+m _ \l+m
(11 —(Z)l _ <nu+m _ U nm) — m (11 _Qq)l _ =1 L o2y

En effet, les factorielles décroissantes ont pour développement

otk ok k(kz— D k1 O(nt-2),.
Calculons maintenant le cumulant standard k(X;, X,,), en utilisant le développement des pro-

duits de caracteres centraux de cycles donné plus haut :
k(X Zn) =E[5X,] —E[ZE[X,] =E[XXZ, — X, +k*(Z, Z)

— (1 — CI)Hm I+m—1 I+m—2
= lE[lm ZH»mfl] —Im W n + O(Tl )

=Im(1—q)"" (1 T ql,m> nttm=l L O(nltm=2),

Par construction, les observables Zy , , ont leur premier cumulant nul, et par multilinéarité et
invariance par translation des cumulants d’ordre 2,

1 1
K(Zimgs Zoumg) = I (1 — g+ ( ,m) o).

1— ql+m71,l 11— g
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Compte tenu du lemme 8.10, les cumulants d’ordre r > 3 des variables Z , , sont pour leur
part des O(n'="/2) :

O(nk1+kz+~~+kr—r+l) 1—r/2
k(Zkl,n,q/ e ~/Zkr,n,q) = Th—1/2 . k=172 = O(Tl r ) .

IIs tendent donc vers 0, et la convergence en lois fini-dimensionnelles de (Zk,n,q) k>1 vers le
processus gaussien (Zy e, q)k>1 est ainsi établie.

Pour les Wi n,q, l& lemme 8.10 montre que les cumulants d’ordre r > 3 de ces variables sont
encore des O(n'"/2). Le processus (Wi, ¢)k>1 converge donc en lois fini-dimensionnelles vers
un processus gaussien centré, et il suffit maintenant de montrer que k(p;, pm) et k(X;, X,,) ont
le méme terme de plus haut degré. Or, chaque X est un polyndme rationnel en les p;<x, avec
pour terme de plus haut degré pi. Par multilinéarité des cumulants, le cuamulant k(X;, Z,,) est
donc

k(p1, pm) + (cumulants d’observables a;, b; telles que dega; +degb; <I+m —1).

Le lemme 8.10 permet de conclure que k(X;, Z,,) et k(p;, pm), qui sont tous deux d’ordre de
grandeur O(n!*m=1), sont équivalents; ceci acheve la preuve du théoreme. O

Démonstration du théoreme 8.7. Comme précédemment, on note X, la mesure de probabilité
sur [—1,1] associée a une partition A, et X 4 la loi limite de ces mesures de probabilité sous
les g-mesures de Plancherel. Si f est une fonction de classe ¢! sur [—1, 1], on note

Ding(f) = Vi (Xa(f) — Xeo,g (f))

la variable aléatoire correspondant a la déviation renormalisée de X, (f); ici, pour toute pro-
babilité u, u(f) = filf(s) du(s). Calculons ces déviations lorsque f(x) = x :

A 1— I+1
DMI(xl) =Vn (pl;ll(l = <1 _ Zz)ﬂ ) = Witing-

Par conséquent, étant donnés deux entiers strictement positifs | et m, les déviations Dn,q(xl)
et D, 4(x™) convergent vers des lois gaussiennes centrées de covariance

(1 _ q)l—i—m—l—l (1 _ q)l—l—m—l—z
(I+1)(m+1) < 1_ gl 1 gitimtl

= Xoog (1 +1)(m +1) x' x™) — Xeo g (1 +1) x') Xeo g ((m + 1) x™)
— Xoo’q((lerl)/(merl)/) _ Xoo,q((xl+l),) Xoo,q((xm+l)/) )

Dans (51([—1, 1]), les fonctions polyndmes sont denses pour la topologie %'. En utilisant la
multilinéarité de la covariance et cette densité, on conclut que pour toutes fonctions fi, ..., f;
de classe ¢ sur [—1,1], le vecteur des déviations (D, 4(fi))icp,] converge vers un vecteur
gaussien (Deog(fi))ic[1,] de matrice de covariance

k(Doo,q<fi)rDoo,q(fj)) = Xoo,q(<xfi),(xfj),) - Xoo,q(("fi),) Xoo,q((xfj),) .

Sii > 1, notons f; une fonction positive de classe ¢ sur [—1,1], telle que fi(x) = 1 sur un
voisinage V; de (1 —q)g'~!, et telle que f;(x) = 0 en dehors d"un voisinage W; C V;, voir la
tigure 8.2.
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8.3. Théoreme central limite pour les premieres parts.

FIGURE 8.2 — Fonction test f; pour la déviation de la mesure X,.

On supposera également que tous les W; sont disjoints; alors, Xeq(fi) = (1 —¢q) 7"~ pour
tout indice i. Comme f/((1 —¢q)q'~') =0, on a donc:

(xf)(1-q) g ) = ()1 -g)q ) =1
Xeog (1)) = Xeog ((xf)')* = (1 =) 4" "1 = (1 — )2 20V

D’autre part, sii # j, alors comme W; et W; sont disjoints, les produits de fonctions f;f;, ﬂ fir
fif} et ff sont tous nuls. On a donc :

Xeog (i) (xfi)") = Xooq((x£i)) Xoogg ((x£})") = —Xeo,g ((x£i)") Xoo ((xf;)') ;
=—(1-9)%q"2.

Finalement, pour n assez grand, en dehors d'un événement de probabilité arbitrairement pe-
tite, a;(A)/n est dans Vj, a;_1(A)/n est dans V;_; et a;;1(A)/n est dans Vi ;. Dong, avec pro-
babilité trés proche de 1, a;(A)/n est la seule coordonnée de Frobenius de A dans le support
de fi, et X, (fi) = a;(A)/n. Ainsi, en dehors d’un événement de petite probabilité,

/i (ﬂfq_ﬂ (- qf—l) = Vit (X0 (f) — Xewq(£))) = Dug(fi),

donc les fonctions de répartition de ces deux variables aléatoires ont le méme comportement
asymptotique. Comme a;(A) = A;(1+0(1)), ceci achéve la preuve du théoréeme. O

Pour conclure cette section, mentionnons une analogie frappante entre les théoremes 8.5
et 8.7, et des résultats dus a A. Borodin concernant la forme de Jordan5 des matrices tri-
angulaires unipotentes sur IF; (voir [Borgg]; cette analogie nous a été signalée par Borodin
lui-méme). Dans ce qui suit, GU(n,[F;) désigne 'ensemble des matrices triangulaires supé-
rieures de taille n x 1, a coefficients dans IF; et avec des 1 sur toute la diagonale. C’est un
sous-groupe unipotent maximal dans GL(#,IF;), et son cardinal est

n(n—1)

cardGU(n,IF;) = q 2

On munit le groupe GU(n,F,;) de la mesure de probabilité uniforme m,,. Toute matrice
M € GU(n,IF,;) est dans une classe de conjugaison du type p = {X —1 : u}, ol i est une
partition de taille 7 ; on notera y = (M) cette forme de Jordan. Alors :

5. Cette analogie fournit ce qu’on peut considérer étre un modele matriciel des g-mesures de Plancherel (au
sens de la correspondance évoquée dans la premiére partie du mémoire).
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Chapitre 8. Asymptotique de la g-mesure de Plancherel.

Théoréme 8.14 (Borodin, [Borgo]). Lorsque n tend vers l'infini, pour tout indice i > 1, p;(M)/n
converge en probabilité sous my, 4 vers q~'(q — 1). De plus, la déviation des lignes de p(M) est gaus-
sienne, et les covariances limites des variables

Ting = Vi (B0 gig - )

sont cov(Tjeo g, Tiwoq) = 6ij(q — 1) g~ — (g — 1)*q~"~J. On retrouve donc les mémes résultats que
pour les colonnes d’une partition sous la (q > 1)-mesure de Plancherel.

La preuve du théoréme de Borodin repose sur une analyse approfondie d'un analogue du
g-processus de Plancherel. Plus précisément, si M est une matrice unipotente (aléatoire) dans
GU(n,IF,), alors on peut lui associer une matrice unipotente aléatoire M’ dans GU(n + 1,TF,)
en rajoutant une colonne dont les n premiéres coordonnées sont tirées aléatoirement dans

(IFq)n :

*
M=| M

*

0 1

On dispose ainsi d"un processus markovien dont les marginales sont les lois 11,4, et I'image de
ce processus par M — u(M) est un processus markovien sur le graphe de Young #. De plus,
on peut évaluer assez précisément les probabilités de transition, et montrer qu’asymptotique-
ment les lignes de (M) se comportent comme des sommes de variables indépendantes; ceci
mene au théoréme 8.14 via la loi des grands nombres et le théoreme central limite « usuels ».

Ceci étant, dans une approche naive de la g-mesure de Plancherel, il peut étre tentant
d’utiliser des méthodes semblables pour étudier 'asymptotique du g-processus de Plancherel,
c’est-a-dire évaluer avec précision les g-probabilités de transition (cf. §7.1)

A)—b(A) H(i,j)e)\{h(i/ ]) }q
[T jyeath(i ) g

et montrer que les lignes (ou colonnes selon la valeur de g) d'une partition se comportent
asymptotiquement comme des sommes de variables indépendantes. Incidemment, c’est la
premiere chose que nous avons tenté de faire, et on peut effectivement traiter de cette fagon
le cas de la premiere ligne (ou colonne selon la valeur de g) et obtenir une loi des grands
nombres A /n — (1 — q). Malheureusement, les autres lignes ou colonnes sont beaucoup plus
difficiles a étudier par cette voie. D’autre part, nous ne sommes pas parvenus a établir un
théoréme central limite en utilisant cette approche (ne serait-ce que pour la premiere ligne ou
colonne).

Pq()‘/ A) = qb(

8.4 Concentration gaussienne des g-caractéres

Pour conclure notre étude asymptotique des g-mesures de Plancherel, nous revenons sur
le phénomeéne de concentration gaussienne des g-caracteres autour de la trace canonique des
algebres d’'Hecke. Dans le cas du groupe symétrique, rappelons que sous la mesure de Plan-
cherel standard, 1’ordre de grandeur du caractere AM(1,2,...,k = 2)) est n—k/2 et la variable
renormalisée

2 xM(1,2,...,k))
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8.4. Concentration gaussienne des g-caracteres.

converge en loi vers un gaussienne de variance k (voir le théoréme 3.4); de plus, les caracteres
des cycles sont asymptotiquement indépendants. Le théoreme 8.15 énoncé ci-dessous donne
I’analogue de ce résultat pour les g-caracteres sous la g-mesure de Plancherel :

Théoréeme 8.15 (Asymptotique des g-caracteres, [Mé1ob]). Pour k > 2, notons Cy le « cycle »
TiT, - - - Ty_1 dans les algebres d’Hecke 7(S,,) avec n > k. Si A est tiré au hasard selon la q-mesure
de Plancherel, alors le g-caractere renormalisé

Sk,n,q =n X/\<q/ Cr)
converge en loi vers une gaussienne. Les covariances de ces gaussiennes limites sont :
{I+m—-1}{l+m—-2},{l+m—-3},"

Le seul point nouveau dans le théoreme 8.15 est en réalité le calcul des covariances limites des
g-caracteres. En effet, compte tenu des formules de changement de base entre les symboles X,
et X, 4, le degré d"une observable Zy,q est k; donc, les cumulants d’ordre r supérieur a 3

k <1’11/27k12k

tendent tous vers 0 en vertu du lemme 8.10 (c’est la méme preuve que pour les observables
2k)- Ceci implique bien le caractere gaussien de

n 27k g (M) ~ 12 M g, ),

COV(Sl,n,q/ Sm,n,q) =(q9— 512)1+m_3 (1- qz)

1/2—k 1/2—k,
1,47 n 22](2’,7, oo, n Zk,,q)

et il reste donc a démontrer que k(n'/ 2_121,,1, nl/2-my,, .) converge vers la quantité indiquée
dans 'énoncé du théoreme 8.15.

Pour commencer, nous allons donner une généralisation de la proposition 8.13 en exami-
nant les déviations d’observables

Zung = vn (M) ‘

nw
Comme pour les caractéres centraux des cycles, on décompose le cumulant simple k(X,, X,) =
Le cumulant disjoint se calcule exactement comme pour les cycles :
. (1 — g)l¥i+lel N
K (5, 5,) = T (num ol _ numnup\)

(1— q)\HHIpI
1— q?‘»UP
D’autre part, le produit X, X, a pour terme de plus haut degré X, , qui s’annule avec le
—X,1- Les termes de degré immédiatement inférieur — c’est-a-dire |u| 4 |o| — 1 — dans le
produit X, ¥, correspondent aux appariements partiels de taille 1 entre les ensembles d’in-

dices I et Ip correspondants aux partitions y = (p1,...,4ir) et o = (o1,...,0s). Si a;; = by est
un tel appariement, alors le type de la permutation correspondante est

= —|u| |o| n|V|+\P‘—1+O(n\]4\+|p|—2).

(,ul/ .. ‘I]’li—ll Vi-l—lr .. '/]/li’lpl/ .. ~/Pk71/Pk+l/ .. ~Ps/ ]’ll +Pk - 1) ’

étant entendu qu’on réordonne ensuite les parts de la partition. De plus, les parts y; et py étant
fixées, il y a exactement y;p0; appariements du type a;; = by. Ainsi :
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Chapitre 8. Asymptotique de la g-mesure de Plancherel.

Lemme 8.16 (Second terme d’un produit de caractéres centraux). La composante homogene de
degré |u| + |o| — 1 dans un produit Z, X, est

Z POk Z (s i 1o 01Ok 10k 105 5 —1)
HiEH
PrEP

L'espérance E[Z, X, — ,,] a donc pour terme dominant nl#+l°I=1 fois
)|V|+‘P‘ 1 <1_qﬂz)<1_qpk>
Z HiPk 1 ghHe 1—ghitee—t 7

Hi€Y
pKEP

et en écrivant |p| |o| = X; x i px, on a donc :

1 (1 —q)lmHlel 1 — ghiPx L

(2, Zp) = PP e Lo (7= g — 1) +O(ME)
l

( \M+Ip| 1 — ghi—teel

— ylul+lpl-1 -1 @
n 9= o qup Z‘ul _ qyi—&-pk—l,l

+ O(nlH*lel=2) ;

(1— q)lﬂlﬂp\ 1— qﬂﬁl,prl B
k(Zynq, Zong) =4 Ao g Zk:,’l/lipk T grrm it +0(n Y.
i,

Dans tout ce qui suit, nous noterons Ry, = nt/2-k X4 le comportement asymptotique
de ces variables est trivialement le méme que celui des Sy, ;. Compte tenu des formules de
changement de base du théoreme 8.1, et en utilisant la multilinéarité des cumulants, on a :

1 | pu) (B | P
k<Rl,n,q/ Rm,n,q) = W Z < ‘ ﬂz> <Z = ‘ p> (qyup - 1) k<Zy,n,q, Zp,n,q) .
= wZp
PED
Comme h; = s; et hy, = s, les produits scalaires au numérateur sont égaux a 1 par la

formule de Frobenius. En utilisant la formule donnée précédemment pour les k(Z,,4, Zpn,q),
on obtient donc

DA+ gim1k-1 B
k(Rlnq/Rmnq)—q l+m 3 Z Z Zlk I —|—O<n 1),
UeY Zpzp icu q
0EY kep
Dans la somme, isolons les termes correspondant aux partitions y = (I),(I —1,1) et p =

(m),(m —1,1). La somme de ces quatre termes est :
1— qlfl,mfl 1— qlfl,mfZ 1— qle,mfl 1— qle,mfZ
1— ql+m—1 o 1— ql+m—2 o 1— ql+m—2 1— ql+m—3

_ qm—Z(l B q) < 1— qlfl,l B 1— q172,lfl >
1— ql+m—2,l+m—1 1— ql+m—3,l+m—2

- =g"Y) ( 1-4 14
- 1— ql+m—2 1— ql+m—1 1— ql+m—3
" -9 —¢"H) 4P - A —g" )
- 1— ql+m—2 1— ql+m—1,l+m—3

{1 =1},{m -1},
{I+m—-1}{l+m—2},{l+m—3},;°

— ql+m74<1 _ qZ)
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8.4. Concentration gaussienne des g-caracteres.

En multipliant par le facteur (1 — g)'*"=3, on retrouve exactement la formule du théoréme

8.15. Il suffit donc de montrer que tous les termes de la somme double }, , se simplifient, a
I'exception des quatre termes correspondant aux paires (I)(m), (I)(m —1,1), (I —1,1)(m) et
(I1—1,1)(m —1,1). Dans ce qui suit, on note C(c) 'ensemble des cycles d’une permutation ¢.

Lemme 8.17 (Formule d’inversion de Mobius pour les permutations et les partitions). Soit f
une fonction des entiers, m un entier plus grand que 2.

2“1—1””(&@): Y (- <Zf!c>= fln=1) _ fom),

AED, kea ! [ SC ceC(0)

Preuve du lemme 8.17. La premiere égalité est obtenue en réunissant les permutations ¢ selon
leur type A = t(0), car (1) = |C(0)]| et zy, = n!/card C,. On démontre maintenant la seconde
égalité par récurrence forte sur m, en notant

1

F(m) = - (qu)

UEGm ceC(o)

L’identité est vraie pour m = 2. Si elle est vraie jusqu’au rang m, alors au rang m + 1, si
o E 6m+1 .

1. Si o est un m + 1-cycle, le terme correspondant dans la somme est —f(m + 1), etily a
m! termes de ce type, d’ol1 une contribution

1 :_f(m+1)'

Api1 = m<—m!f(m +1)) -

2. Si ¢ est un m-cycle qui bouge l'entier 1, alors le terme correspondant dans la somme est
f(m) + f(1), etil y a m! termes de ce type, d’ott une contribution

Ll fm) () = L0 S

m =

3. Sinon, I'entier 1 est dans un k-cycle avec k € [[1,m — 1], et le reste de la permutation peut
étre vu comme un élément de S,, .1 (. llyam(m—1)--- (m —k+ 2) cycles de longueur
k possibles permutant 1’entier 1, d’oti une contribution

_ m¥1 1)1+IC(o < )
ST T el

- L (—F(m 10 - &al_k<—1>'c<“>')

1 fm—k) f(m+1—k)

S om+1 <_ m—k T m+1—Fk )

En effet, 'hypothese de récurrence s’applique avec m + 1 — k € [[2,m]], et comme I'indice
m + 1 — k est plus grand que 2, la somme des signes des permutations est nulle.

La somme des contributions Ay pour k compris entre 1 et m — 1 est téléscopique et égale a
1 f(m)
[ —f)+ L,
m+1 < f)+ m
et en ajoutant les contributions A,, et A,1, on obtient bien % — f(nzn_;rll)’ d’ou le résultat au
rang m + 1. g
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Chapitre 8. Asymptotique de la g-mesure de Plancherel.

Fin de la démonstration du théoreme 8.15. Fixons un entier i, et considérons la fonction f(k) =
k(1 — g~ 1) /(1 —g"**=1). D’apres le lemme 8.17,

-1 £(p) 1— i—1k—-1 1— i—1,m—1 1— i—1,m—2
ZiZikqi.z—i G S, MG I
= Zp & 1— qz—l—k—l 1— ql+m 1 1— ql+m 2
PELn P

Par conséquent, la somme double mise en jeu dans le calcul de k(R;, 4, Ry,nq) s ramene a
deux sommes simples :

1 _qi—l,m—z z 1,m—1

Z Z Z 1—gitm=2 - Z ZZ gitm=1"

HEY Zp icu HEY Zp icpu

En réappliquant le méme lemme aux fonctions f,(i) =i (1 —q"1""2) /(1 —¢"*""2) et f1(i) =
i(1—g"=t"=1)/(1—g"*t™-1), on obtient :

Z _ ql 1,m—1 B 1— qlfl,mfZ B 1— qle,mfl N 1— qle,mfZ
l+m 1 1— ql+m—2 1— ql+m—2 1— ql+m—3 ’
C’est ce qu'il fallait démontrer. O

Ces calculs achevent notre étude asymptotique de la g-mesure de Plancherel des algebres
d’Hecke de type A. Notons que le théoréme 8.15 reste vrai pour g > 1, avec exactement la
méme formule pour les covariances; en effet, 'hypothese g < 1 des paragraphes précédents
n’a pas servi dans la preuve. Notons toutefois une différence entre ces deux cas : lorsque g est
strictement inférieur a 1, deux g-caracteres x* (g, Cx) et x*(g, C;) sont toujours asymptotique-
ment positivement corrélés, tandis que pour g > 1, le signe de la covariance limite dépend de
la parité de k + I.
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Chapitre g

Asymptotique des mesures d’induction
parabolique

Dans ce chapitre, nous étudions les mesures de Plancherel associées a d’autres algebres
d’Hecke, et en particulier la mesure de Plancherel de I'algebre d’"Hecke de type B. Cette algebre
est une déformation 77 (20,,) de l'algebre du groupe hyperoctahédral, et c’est le commutant
de l'action du groupe symplectique Sp(2n,IF,) sur sa variété de drapeaux, voir la section 9.1.
Les représentations irréductibles de 7 (20,) sont indexées par les paires de partitions (ou
bipartitions) de taille 7, et sous la B-g-mesure de Plancherel pour les bipartitions, on dispose
d’un résultat asymptotique tout a fait analogue aux théoremes 8.5 et 8.7, voir la section 9.2, et
en particulier le théoréme 9.7. La preuve du théoréme 9.7 est adaptée des raisonnements des
chapitres précédents, et 1'on considérera donc des observables de bidiagrammes, notamment
des caracteres et des g-caracteres renormalisés des groupes hyperoctahédraux.

Dans la section 9.3, on présente une conjecture concernant la répartition des parts entre les
deux parties d’une bipartition aléatoire (A1), A(?)) tirée suivant la B-g-mesure de Plancherel.
Nos résultats asymptotiques pour la B-g-mesure de Plancherel sont malheureusement partiels,
car la combinatoire des caracteres de 1'algebre d’Hecke de type B n’est pas entierement com-
prise. Plus précisément, dans le cas du groupe symétrique &, un outil essentiel des chapitres
précédents était la formule de Ram 7.7, qui relie les caracteres irréductibles du groupe aux
g-caractéres de l'algebre d'Hecke. Dans le cas du groupe hyperoctahédral 20, et plus géné-
ralement pour un produit en couronne (Z/rZ) ! S,, un résultat analogue a été démontré par
T. Shoji (cf. [SS99, Shooo]), voir le théoréme 9.13. Sa formule rentre dans le cadre de la dualité
de Schur-Weyl entre groupes quantiques et algebres d'Hecke cyclotomiques — les algebres
d’Ariki-Koike. Le probléme se raméne alors a comprendre les liens combinatoires entre deux
présentations de l'algebre J#;(20,) :

- la présentation comme algebre d’Hecke du groupe de Weyl d'un groupe algébrique,
c’est-a-dire, par la théorie d’Iwahori, comme commutant de l’action d'un groupe de
Chevalley sur sa variété de drapeaux;

- et la présentation comme algebre d’Ariki-Koike, c’est-a-dire le commutant de 1’action sur
un produit tensoriel d’espaces (C™)®" du groupe quantique associé a une sous-algebre
de Lévi

g=gl(m) ®gl(m) ®---®gl(m,) C gl(m =my +---4+m,).
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Malheureusement, les deux présentations semblent tres difficiles a relier, et en particulier, on
ne dispose pas de g-formule de Frobenius pour la valeur d'un caractere irréductible de l'al-
gebre d’Hecke de type B en un élément correspondant a une permutation signée de longueur
minimale dans sa classe de conjugaison. Ces problemes sont exposés en détail dans la section
9.4 ; cette discussion permettra aussi de comprendre 1'origine de la g-formule de Frobenius-
Schur 7.6, et préparera 1’'étude des mesures de Schur-Weyl dans le chapitre 10.

Finalement, on décrit dans la section 9.5 le cadre le plus général dans lequel il semble pos-
sible de généraliser les raisonnements des chapitres 7 et 8 : c’est le cadre des algebres d’'Hecke
généralisées, qui sont les commutants de l'action d'un groupe réductif de type Lie sur un
module obtenu par induction parabolique a partir d'un caractere cuspidal d’un sous-groupe
de Lévi rationnel (cf. [HL8o, Lus84]). A titre d’exemple, nous détaillons le cas des modules
(quelconques!) obtenus par induction parabolique a partir d"un tore scindé de GL(n, [F,).

9.1 Variété de drapeaux symplectique et algebre d’"Hecke de type B

Si m est un entier plus grand que 1 et si g est la puissance d’'un nombre premier, on
appelle forme antisymétrique sur (IF;)"” une forme bilinéaire b : (IF,)" ® (F;)" — T, telle
que b(x, x) = 0 pour tout vecteur x. Alors, pour tous vecteurs x et y dans (IF,)",

0=>b(x+y,x+y)=b(x,x)+b(xy) +b(yx)+blyy) =blxy) +blyx),

donc b(x,y) = —b(y, x). La forme est dite non dégénérée si la matrice de b (dans n'importe
quelle base) est inversible, ou, car c’est équivalent, si pour tout vecteur x non nul, la forme
linéaire b(x, -) est non nulle. Dans ce cas, la dimension de 'espace est paire, et si m = 2n, alors
il existe une base — dite base hyperbolique — (v, w1, v2, W, ..., vy, wy) telle que la matrice
de b s’écrive

]27’1 = 7

0 1
-1 0

voir [Lang3, chapitre XV, §8]. En particulier, toutes les formes bilinéaires antisymétriques non
dégénérées sur un IF;-espace vectoriel de dimension paire sont isométriques, et on peut sans
perte de généralité supposer que b est la forme donnée dans la base canonique de (IF;)*" par
la matrice écrite ci-dessus. Dans ce contexte, le groupe symplectique Sp(2n,F,) est le groupe
des isométries de b, c’est-a-dire le groupe de matrices inversibles de taille 21 x 2n telles que

b(gx,gy) = b(x,y)

pour tous vecteurs x et y. Un isomorphisme g € GL(2n,[F;) est symplectique si et seulement
s’il envoie une base hyperbolique sur une autre base hyperbolique de l'espace ; comme dans le
paragraphe 6.1, le cardinal de Sp(2n, [F,) est donc le nombre de bases hyperboliques de (FF,)?".
Pour construire une telle base, on choisit d’abord un vecteur v; parmi les g** — 1 vecteurs non
nuls. Le vecteur wq doit satisfaire I'identité

b<7)1,ZU1) = 1,
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et comme b(vy, -) est une forme linéaire non nulle, il y a g**~! solutions a cette équation. Par
conséquent, il y a g**~1(g?" — 1) choix possibles pour les deux premiers vecteurs v; et wy, et
les vecteurs suivants vy, w2, v3, w3, . .. doivent étre choisis dans l'orthogonal de [, [01,w1], qui
est un [F -espace vectoriel de dimension 2(n — 1) muni d’une forme bilinéaire alternée non

dégénérée. Par récurrence sur 7, on conclut que :
card Sp<21’l, ]Fq) — q(Zn—1)+(2n—3)+~~+1 (an _ 1) (qz(n—l) _ 1) . (qz _ 1)
n .
=q" [T -1).
i=1

Dans un [F;-espace vectoriel V' de dimension paire 21 et muni d’une forme antisymétrique
non dégénérée b, on appelle sous-espace totalement anisotrope un sous-espace U C V tel
que b|U®u = 0. Si tel est le cas, alors U C U™+, et comme

2n = dim U + dim U+,

la dimension de U ne peut pas dépasser n. Cette borne est atteinte en considérant par exemple
Fy[v1,...,04], ot (01, w1, ..., 04, wy,) est une base hyperbolique de V. Un drapeau totalement
anisotrope est une suite strictement croissante de sous-espaces totalement anisotropes de V,
et un drapeau totalement anisotrope complet est une suite

{0} =UgcUyjCUC--CU, CV=(F)"

avec chaque U; sous-espace totalement anisotrope de dimension i. Par exemple, si B =
(v1,w1,...,0,wy) est la base canonique de (IFq)Z”, et si b est la forme antisymétrique de
matrice J>, dans la base B, alors les sous-espaces

LIi = ]Fq[m,...,vi]

forment un drapeau totalement anisotrope complet. Il n’est pas difficile de voir que le sta-
bilisateur d'un tel drapeau (dans Sp(2#n,IF;)) est un groupe de cardinal g" (g — 1)". Nous
noterons ce groupe BSp(2n,F;) ; c’est un sous-groupe de Borel de Sp(2n,TF,), et il contient le
tore maximal

TSp(2n,Fy) = {M = diag(A1, A7, Ag, Ay, o A, A7) | Vi, A € (Fg) ™).

La variété de drapeaux symplectique est le quotient Sp(2n,IF;) /BSp(2n,IF;) ; elle parametre
les drapeaux complets totalement anisotropes dans (IF;)?", et a pour cardinal !

card Sp(2n,F;) /BSp(2n,IF,) = {2n!1}, = [ [{2i},.
i=1

Dans les trois premiers paragraphes de ce chapitre, on s’intéresse a la décomposition du
Sp(2n,TF,;)-module C[Sp(2n,F,)/BSp(2n,F;)] en sous-modules irréductibles, et & la mesure
de probabilité de Plancherel sous-jacente.

1. Cette identité découle du résultat suivant : le polynome de Poincaré Y ey ¢°(®) du groupe de Weyl (ici,
20,,) évalué en q est toujours égal au cardinal de la variété de drapeaux (ici, Sp(2n, ;) /BSp(2n,F;)), et ce compte

tenu de la décomposition de Bruhat et de I'identité card BFwBF = ¢/(®) card BF.
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La théorie d’'Iwahori-Hecke du paragraphe 7.2 s’applique, et I'action de Sp(2n,IF,;) sur
C[Sp(2n,F;)/BSp(2n, F;)] admet donc pour commutant I'algebre d'Hecke du groupe de Weyl
du groupe de Chevalley Sp(2n,IF;). Ce groupe de Weyl est le groupe hyperoctahédral 20,
qu’on peut aussi voir comme groupe des permutations signées de taille n. En effet, le norma-
lisateur du tore TSp(2n, [F;) est le groupe des matrices de taille 2n x 21 qui s’écrivent sous la
forme

M)
Myq(2)

Mmr(n)

ou ¢ est une permutation de taille 7 indiquant la position des matrices M, (;, et ou chaque
M, iy est un bloc de taille 2 x 2 qui est de I'une des formes suivantes :

A0 0 A
wao = (5 1) o (i 5):
Le quotient W = N/T s’identifie donc au produit en couronne (Z/2Z) S, c'est-a-dire,
le produit semi-direct (Z/2Z)" x &,, le groupe symétrique &, agissant (a droite) sur les
n-uplets (e1,...,€&,) € (Z/2Z)" par permutation des coordonnées. Nous noterons 20, =
(Z/2Z)16, ce groupe; les éléments du groupe sont les couples ((e1,...,&,) € {£}", 0 € &),
avec la loi produit :

((e1,...,€n),0) X ((61,...,00),T) = ((87(1)91,...,sr(n)en),m').

On peut donc voir les éléments de 20, comme des permutations signées, c’est-a-dire des
permutations de 'ensemble [—n, —1] U [1, 1] telles que o(—i) = —0c (i) pour tout i. En effet,
si g = ((£i)ien], o) est un élément de 2, alors son action est donnée par :

gli)y==%i0() ;  g(—i)=Fio(i).

Le cardinal de 20, est 2" n!; plus généralement, le cardinal d’un produit en couronne
(Z/rZ)" 1 &, est 1" n!. Déterminons les classes de conjugaison de 20,. Si ¢ = ((&);,0) et
h = ((6;), T) sont deux permutations signées, alors

gz h_lgh = ((9;,11(1.))1',1'_1) X ((€i)i,0') X ((Gi)i,T) = (( ;,11UT(Z.)€T(Z-)91')1',T_10’T) .

Appelons cycle d'une permutation signée ¢ = (¢,0) un cycle de o. Le calcul qui précede
montre que les longueurs des cycles de g sont les mémes que les longueurs des cycles de g.
Fixons un cycle ¢ = (x,0(x),...,0*7(x)) de la permutation signée g. Le cycle correspondant
pour g est T (c) = (7 !(x), T Ho(x)),..., T (c* (x))). De plus, si (ex,€5(x), - -+ s Egt-1(x))
est la suite des changements de signe de g le long du cycle c, alors la suite des changements
de signe de ¢ le long de 7 !(c) est :

il I I iC2) ey )Qr—lwk—l(x))
 ox e gy .
O0r-1(0(x)) 0 0r-1(0k(x))

(02 (x))

Les rapports de signes peuvent prendre n'importe quelles valeurs, a ceci pres qu’ils doivent
former un cocycle :

Oir) Ot (o)

—1.
O1(0(x)) Or1(02(x)) 010k (x))
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Autrement dit, le produit des changements de signe le long du cycle ¢ pour g doit res-
ter égal au produit des changements de signe le long du cycle T-!(c) pour . On conclut
que les classes de conjugaison de 20, sont indexées par les bipartitions de taille n, c’est-
a-dire les paires de partitions (A, u) telles que |A| 4 |u| = n. Les éléments d’une classe de
conjugaison C( ) sont les produits disjoints de cycles pairs de longueurs Ay, Ay, ..., A, et de
cycles impairs de longueurs p1, ya, ..., ps. Plus généralement, les classes de conjugaison de
W, , = (Z/rZ) ! &, sont en bijection avec les familles de partitions A = (A(l), .. .,A(’)) telles
que [AM| + -+ |A()] = n. Nous noterons cet ensemble %, ,; il est également en bijection
avec les modules irréductibles sur 20, ,, et nous noterons plus loin VA le module associé a
une suite de partitions A € %, ,.

Vu comme groupe de Coxeter, le groupe hyperoctahédral 20, admet pour présentation
0, = (So,51,--,51-1), avec

Vi

Vi

Vi,j, ’Z —]| =2= S§iS5j = §jS;

’ (Si)z =1

1, sisit18i = 8i4+18iSiv1 ; 50515051 = 51505150

VoV

ot les s;>1 correspondent aux transpositions élémentaires (i,i +1) € &, C 20,, et ol sp
correspond au changement de signe ((—1,1,...,1),id[[1,n]]). Compte tenu du théoreme 7.4,
le commutant de l'action de Sp(2n,[F;) sur le module de sa variété de drapeaux est donc
l'algebre d’Iwahori-Hecke .7#;(20,,), de présentation :

%(Qﬁn) = <T0, Ty, .. .,Tn,1>, avec: Vi>=0, (Ti — 6]) (Ti + 1) =0
T, T, ToT, = Ty ToTy T
VZ 2 1, T1T1+]Tl = i+lTiTi+l
Vi, j, li—jl =22= T,T; = T;T;.

Cette algebre d’Hecke de type B a génériquement la méme théorie des représentations que
le groupe hyperoctahédral; ainsi, pour g # 0 qui n’est pas une racine non triviale de 1'unité,
les modules irréductibles V2 (g) sur 5% (20,) sont en bijection avec les bipartitions A € %, 5.
De plus, C[Sp(2n,TF,) /BSp(2n,TF,)] se décompose en somme directe de (Sp(2n,F,), #5(20,))-
bimodules irréductibles :

sp(2nF,)~1C[Sp(2n, [Fq) /BSp(2n,Fy)] }n.%;,(m)
= Z Sp(2n,]Fq)m(uA(q)) ®c (VA(C]))J\%Z,(QIJ") ’

NS n,2

Définition 9.1 (B-g-mesure de Plancherel). On appelle g-mesure de Plancherel de type B la mesure
de probabilité sur les bipartitions associée a la décomposition du module de la variété de drapeaux
C[Sp(2n,1F,)/BSp(2n,IF,)] en composantes unipotentes irréductibles U™ (q). Autrement dit,

_ dimV2(g) x dimU?(q)  dim A x Da(q)
~ |Sp(2n,F,)/BSp(2n,F,)| {antt}, 7

My (A)

oit DA(q) est la dimension du Sp(2n, Fy)-module U (q).
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Donnons une expression plus explicite de cette nouvelle g-mesure de Plancherel. Si A =
(A, A(2)) est une bipartition, nous la représenterons par un bidiagramme de Young dont
la partie supérieure droite est le diagramme de Young de A;, et dont la partie inférieure
gauche est le diagramme de Young de A, renversé. Par exemple, le diagramme de Young de
la bipartition ((4,3,1), (5,2)) de taille 15 est :

FIGURE 9.1 — Bidiagramme de Young de la bipartition A = ((4,3,1), (5,2)).

Pour tout entier n > 1, le groupe 20, se plonge dans 20,1 en envoyant générateurs sur
générateurs. Dans ce contexte, les régles d’induction et de restriction pour les modules irré-
ductibles sont tout a fait analogues a celles énoncées dans la proposition 1.4 pour le groupe
symétrique. Ainsi, pour toute bipartition M € %/,.1,,

Res gw—l VM ~ca, @ VA

ol la somme directe porte sur les bipartitions A obtenues en 6tant une case du bord inférieur
gauche ou du bord supérieur droit de M. Par la propriété d’adjonction, on a une description
analogue d'un module induit de 20, a 20,1 a partir d'un module irréductible VA, Le dia-
gramme de Bratteli des groupes hyperoctahédraux est donc le produit gradué de deux arbres
de Young, et :

dim <A = (/\(1),/\(2))) = nombres de chemins reliant (2, @) a (A, A?)) dans #?

\A]) 12 A
= dimA® dimA“ =
(W”! [T jyeam B ) Tl jeae (i j)

Les regles de branchement subsistent pour les algebres d’Hecke génériques .7 (20,,), donc
dim VA(g) = dim A peut comme dans le cas du groupe symétrique étre calculée a l'aide
d’une formule d’équerres. Concernant les degrés génériques Dx(q), ils ont été calculés en
type B par P. N. Hoefmit, voir [Hoey4]. On renvoie également a [Oregg, Iano1] pour une
approche passant par la théorie des traces de Markov ; le calcul mené dans ces articles est
sans doute le plus simple permettant d’obtenir la formule donnée ci-apres. Si A et u sont deux
partitions, on note ¥ = max(¢(A) —1,¢(u)), et on introduit les suites

A= {A1—|—1’,/\2—|—1’—1,...,Ay+1} = {061,...,Dér+1}
B={m+r—1,uo+r—=2,...,u:y=1{B1,..., B}

étant entendu que les parts A; ou y; peuvent étre nulles si l'indice est trop grand. Alors, la
formule de Steinberg donnée dans la section 7.1 admet pour analogue en type B :

[T 4% — 1 TLswead” _q [T-vepd” _q [laca,veBq" ‘|'€]
Da—ap(q) = =D (Er1) 2 2
g s MocalTiy g% =1 Tloep T 4% — 1
Ceci permet de calculer explicitement en fonction de g les B-g-mesures de Plancherel des
bipartitions.
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Exemple. Pour n = 2, la B-g-mesure de Plancherel a pour valeurs :

My, (2,2) =1/(4* +2¢° + 24" + 29 + 1)
My, (1%, @) = q/ (24 + 49 +2)

M3, (1,1) = q/ (4" +1)

M3 (2,2) = q/ (247 + 49+ 2)

My (2,12) = */ (¢* + 24> + 24" + 29+ 1)

De nouveau, la g-mesure de Plancherel de type B fait sens pour tout parametre réel positif
q, et on a une propriété de symétrie analogue a l'identité M, 4(A) = M, ,1()A') en type A.
Ainsi :
B B
M?’l,q(/\’ Pl) = Mn,q—l (Au/’ /\/) :
D’autre part, on peut comme en type A construire un processus markovien (Ay),cn d’espace

d’états #2, et de lois marginales les B-g-mesures de Plancherel. La g-probabilité de transition
entre deux bipartitions est

1 Dm(q)
Pq(A,M):{{ZM_I}q Dag SIAM

0 sinon.

Les premieres probabilités de transition du B-g-processus de Plancherel sont représentées sur
la figure 9.2. Notons que lorsque g tend vers 1, on retrouve les mesures de Plancherel usuelles
des groupes hyperoctahédraux, qui vérifient :

Mag, (A1) = 2l<, M’fw) Me, (\) M, (1).

[]
]

_1 :
2(g+1) 7 g+1 q(q+1) q gt
Prgtqil 2(4?+1) 2(?+1) 2(q+1)

(11 4 N

N
D= i H £ H D=1
D:q4

FIGURE 9.2 — Degrés génériques et g-probabilités de transition sur les deux premiers niveaux
du bigraphe de Young.

N

Les expressions des probabilités de transition p,;(A, M) peuvent étre simplifiées comme
suit. On note r I'entier associé a une bipartition A pour le calcul des degrés génériques. Si
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M = (uW, u?) est obtenue a partir de A = (A(1), A(?)) en ajoutant une case a la I-iéme ligne
de AW avec I < r+1, alors

1 g —gat! g + qP
AM=———— —,
PaAM) = BT, lgﬂgﬂﬂ PO ({H IS

ot A = (a;)i<r+1 et B = (B;)j<r sont les coordonnées modifiées de la bipartition A. Si M est
obtenue a partir de A en rajoutant une case a la 7 + 2-iéme ligne de A1) (qui était vide), alors

2r+1 wp B
q q 1 41 i+1
pa(A M) = ( [ =5 ) ( [1 )
2 ie[Lr+1] 7" i jelLr] 4 PP +1 +1

De méme, si M est obtenue a partir de A en rajoutant une case a la /-iéme ligne de A2) avec
[ <r, alors

1 q.Bl+1 + q“1 q.B/ — qﬁl+1
PAM) = ( i it il
q 2B+ kg zeugﬂﬂ s jel[[_1£ﬂ 9P — qf
j#

et si M est obtenue a partir de A en rajoutant une case a la r + 1-iéme ligne de A2 (qui était

vide), alors
2r+1 o Bi _
q gti+1 gPi —1
2 ie[Lr+1] q* AR j€lLr] qﬁ]+l -1

Avec ces expressions simplifiées des probabilités de transition, on peut aisément programmer >
le B-g-processus de Plancherel en sage. La figure 9.3 présente un bidiagramme de Young tiré

FIGURE 9.3 — Bidiagramme de Young aléatoire tiré suivant la B-g-mesure de Plancherel de
parametres g = 2/3, n = 200. Les parts de A sont (67,38,10,8,3,2,1) et (47,14,6,2,2).

suivant la B-g-mesure de Plancherel de parametre g = 2/3. Donnons un autre exemple pour
qg=1/2:
|A| =200 ; A =(108,12,4), (47,25,3,1) .

Si l'on réordonne les parts des deux partitions, on obtient une partition dont les parts suivent
approximativement une progression géométrique de parametre 1 /2 :ainsi, 108 ~ 200/2, 47 ~

2. En type A, pour tirer aléatoirement un diagramme sous la g-mesure de Plancherel M, 4, on pouvait réali-
ser le g-processus de Knuth jusqu’au rang n, puis projeter par l’algorithme RSK la permutation obtenue. Il est
vraisemblable qu’en type B, la B-g-mesure de Plancherel Mg/q soit aussi I'image par RSK d’une statistique sur les
permutations signées de 20, mais ce probleme reste encore ouvert.
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200/4, 25 ~ 200/8, etc. On devine donc que les parts des deux partitions ont un comportement
asymptotique identique a celui observé en type A. Ceci sera démontré dans la section 9.2.

La répartition des parts entre les deux partitions de la bipartition — c’est-a-dire, quelle
partition recoit la plus grande part, quelle partition regoit la seconde plus grande part, etc. —
reste en revanche aléatoire lorsque n tend vers 'infini. Par exemple, la probabilité pour que la
plus grande part de A se trouve dans la premiére partition A(l), c’est-a-dire la probabilité

1 2
ME A = AP,

est asymptotiquement strictement comprise entre 0 et 1 : ainsi, sur 10000 tirages de bidia-
grammes sous la B-g-mesures de Plancherel de parametres n = 200 et 4 = 1/2, 7934 biparti-
tions avaient leur plus grande part dans A(1), et 2066 bipartitions avaient leur plus grande part
dans A2, En particulier, la taille de la premieére part d'une des deux partitions, disons A(l),
ne converge pas en probabilité vers une constante (contrairement a ce qui passe en type A).

Essentiellement, ce phénomeéne est lié au fait algébrique suivant : le plongement canonique
d’un produit de groupes hyperoctahédraux 20,,, x 20,,, dans 20—, 1+, n'est pas compatible
avec les structures de groupes de Coxeter, car 1'élément s, du second groupe 20,,,, originelle-
ment de longueur 1, est envoyé sur

Sl’ll ©+ 515051 - - 'Si’lll

qui est de longueur 2n; + 1. Dit autrement, le produit 20, x 20,, n’est pas un sous-groupe
parabolique de 20, ,, voir [GPoo, chapitre 2] pour des précisions sur cette terminologie.
Ceci conduit a la non-factorisation asymptotique des espérances de certaines observables de
bidiagrammes, et donc a la non-convergence de ces observables. Nous expliquerons ceci plus
précisément dans le paragraphe 9.3. En particulier, nous énoncerons une conjecture concer-
nant la valeur limite de la probabilité pour que la i-ieme part de A = A1) U A(?) tombe dans
A (cf. 1a conjecture 9.8). Néanmoins, ceci ne détermine que partiellement le comportement
des deux partitions, car les variables de Bernoulli associées a ces événements sont hautement
non indépendantes. Dans les deux prochaines sections, nous verrons qu’en utilisant des tech-
niques d’observables de diagrammes, on peut en théorie calculer tous les moments des lois
limites régissant la répartition des parts entre les deux partitions. Mais malheureusement, il
semble qu’il n’y ait pas de formule simple générale pour ces lois limites.

9.2 Résultats asymptotiques pour la B-g-mesure de Plancherel

Dans ce qui suit, on appelle observable de bidiagrammes une fonction sur les bipartitions
qui est combinaison linéaire de moments mixtes

Puw i (A= (AW, A8)) = p oy (AW) % p,e(AP),
i.e., une combinaison linéaire de produits de moments de Frobenius de A et de moments

de Frobenius de A(?). L'ensemble des observables de bidiagrammes forme une alggbre &8 ~
O ®¢ 0, et les moments mixtes (py)mew xo constituent une base de 0®. Comme dans le
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chapitre 2, on peut donner une autre base de & dont les évalutations sont des valeurs re-
normalisées de caracteres irréductibles, et qu'on peut interpréter comme éléments de la sous-
algebre des invariants d’une algébre des permutations partielles signées. Pour commencer,
donnons un bref exposé de la théorie des représentations des groupes hyperoctahédraux. Si
A= (A(l),}\(z)) et M = (;4(1), y(z)) sont deux bipartitions de méme taille 7, on note ¢* (M) la
valeur du caractere irréductible non normalisé de 20, de type A en une permutation signée
de type M. Alors, on peut donner pour ¢** (M) une formule de Frobenius analogue a celle du
paragraphe 1.4. Ainsi, si X et Y sont deux alphabets indépendants,

¢M(M) = <S/\(1>(X) Sy (Y) | P (X+Y) pue (X — Y)>

étant entendu que A(X) ® A(Y) est muni du produit tensoriel des produits scalaires sur A(X)
et A(Y). Plus généralement d’ailleurs, pour un produit en couronne 20,,, = (Z/rZ)1S,, on
peut donner une formule de Frobenius dans l'algébre ®;_; A(X;), voir [Macgs, appendice B].
Ainsi, étant donnés des alphabets indépendants Xj, ..., X, et une racine primitive r-ieme de
l'unité , notons :

R r .o
PA(Xy,.., X,) = Y T pi(X;)
j=1

r ro L))

Pu(Xy,...,X,) = HP;§2>(X1,...,Xr)
i=1 i=1 j=1

I
=2

r

SA(Xl,. . .,Xy) = I_IS/\(i)(Xi)
i=1

o A = (AN, Ay et M = (u),..., u(")) sont des r-uplets de partitions dans %,,. La
formule de Frobenius pour les caracteres de 20, , s’écrit alors :

VM€ %, Pu(X1, ..., X)) = Y ¢M(M)Sa(Xy,..., Xs).
N

On retrouve la formule pour les caracteres du groupe hyperoctahédral en posant r = 2 et

7=-1

Comme dans le paragraphe 2.3, on appelle permutation partielle signée d’ordre n la don-
née d'un couple (,S), olt S est une partie de [[1, n] et o appartient a 2. Dit autrement, o
est un élément de 20, tel que o(i) = i pour tout i ¢ S. La construction ferait également sens
dans un produit en couronne général 20, ,, voir [Wanoy, §5]. Le produit de deux permutations
partielles signées est de nouveau défini par

(¢,8)(t,T) = (c7,SUT).

L’algebre (complexe) %2 du semi-groupe correspondant a ces objets et a ce produit se projette
sur l'algebre de groupe C2U, en oubliant les supports des permutations partielles signées,
et exactement comme dans le paragraphe 2.3, on peut construire une limite projective %5, =
lim %® dans la catégorie des algebres filtrées ; ses éléments sont les combinaisons linéaires
éventuellement infinies de permutations partielles signées (sans restriction sur le support).

Le groupe We = lignHoo 20, agit par conjugaison sur les éléments de %5, et la sous-
algebre des invariants @78 = (%8 )%~ est une algébre commutative engendrée linéairement
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par les sommes formelles infinies Xy = Zﬂ(l)#@) de permutations partielles signées du type

r

S
I (Si, (ai1,. .. ,ﬂwgl))> o E <9j, (bj1,-- "bj,u,(-z))> , {ﬂz‘,k, b

i=1

ou les a;; et les b;; sont des entiers tous distincts, et ou

e =e(aip) e(aip) -~ ela, ) 5 6, =0(b1)0(;2) -~ 6(b; o)
i !

sont des éléments de (Z/2Z)(®) C 2, tels que le produit des signes d'un ¢; soit +1, et le
produit des signes d'un 6; soit —1. Ainsi, le premier produit correspond a des cycles pairs
m @ g
! ]
¢y est la projection canonique %5, — %5, alors ¢,,(X);) est donné par la méme somme, mais
avec les entiers a; ; et by | restreints a I'intervalle [1,7]. En particulier, le nombre d’éléments de

Pn(Zp) est

de longueurs ., et le second produit correspond a des cycles impairs de longueurs u

V== D) (g — 1) o (= | M|+ 1).

Par conséquent, si 7t, désigne la projection canonique %2 — €20, correspondant a 'oubli des
supports, alors Xy, = 70, (¢n(Zp)) vaut 0sin < [M| = |[uV| + |u(?)], et dans le cas contraire,
c’est un multiple de la classe de conjugaison Cyil)ulnf\M\,y(Z) :

_ oIM[—e(M) M| &
Spgn = 2MIZHM) ‘Cﬂu)uln—w\,ﬂm

ol pour toute bipartition A, 67\ = Cp/card C5. Comme en type A, ceci permet d’évaluer un
élément X, contre une bipartition A € %}, :

Zm(A) = xMEmp),

ot x” désigne le caractere irréductible normalisé, c’est-a-dire que (dim A) x* = ¢2.

De nouveau, il n’est pas du tout évident que ces évaluations définissent des observables
de bidiagrammes dans &8 = C[(ps)mes x# |- Ce point est une conséquence des deux lemmes
suivants :

Lemme 9.2 (Caractere central d'un cycle impair ou pair). Pour tout entier k et toute bipartition
A=AV, A2, 0na:

Lemme 9.3 (Graduation sur l'algebre des permutations partielles signées et factorisation en
plus haut degré). Pour toute bipartition M, on pose deg Xy = |M|. Ceci définit une graduation
d’algebres sur /5, et pour toutes bipartitions My et My,

Zm, * Zp, = Zmum, + (termes de degré inférieur) .
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Preuve du lemme 9.2. Supposons dans un premier temps |A| > k. La formule de Frobenius en
type B assure que :

6 (k1" 2) = (s30(X) 5,0 (V) | (X +Y) (pr(X +Y))" )
= (s10(X) s (0) | Pe(X) (1 (X +¥))"5)

(510 (X) 530 (V)| pe(Y) (pr(X + 1)) .

Examinons le premier terme de la derniere expression. Si [A()| < k, alors la partie droite du
produit scalaire n’a aucun terme de degré [A(V)| en X et de degré |A(?)| en Y. En effet, en
développant la puissance de p1(X + Y), on n’obtient que des termes de degré supérieur a k
en X. Le premier terme est donc nul si M(l)] < k, et dans le cas contraire, il vaut

n—k n—
% (") a0 (050000 i (30 pracs (1)
r=0

N <|/\T(ll)_|f k> <SA(1>(X) sy (Y) ‘ pkm“)\—k(x) Pl\A(2>\(Y>>

B (\Ai(qﬂ_\f k) (dim A®) ¢* (aM1=k)

2k (k) OI=k )
imA T (dimA®D) (dim A())

Si 'on multiplie par le facteur 3 , on obtient donc

A AW —k
|,\(1)|u< 9 d(-kl/\u) ) — M(l)’ik XW (k1|/\(1>|—k) _ Zk()»(l)),
m

et d’apres ce qui préceéde, le premier terme renormalisé par ce facteur vaut aussi X (A1) =0

)
lorsque |A(M] < k. De fagon symétrique, le second terme multiplié par di’;llkA donne X;(A(2)),

et ce quelque soit la taille de A(?). Ainsi, si |A| > k, alors

ntk

_ nk—1
Zio(A) =2 dim A

¢ (kA @) = 271 (£, (AW) + 5 (A1) .

Si|A| < k, alors le terme de droite est par définition nul, et les deux termes Z; (A1) et X (A(?)
le sont également, car |A(V| < |A| < k et [A?)] < |A| < k. L’identité reste donc vraie pour
|A| < k. Finalement, le cas de X x(A) se traite exactement de la méme fagon, en remplagant
pr(X +Y) par pr(X —Y). O

Preuve du lemme 9.3. Le principe est exactement le méme qu’en type A. Le degré défini dans
I'énoncé du lemme 9.3 est la restriction a 72 du degré sur %5, défini par deg(c,S) = |S|. Or,
étant données deux permutations partielles signées (o, S) et (7,T), on a

deg ((0,S) (1, T)) =deg(ot,SUT)| = [SUT| <|S|+|T|,
avec égalité si et seulement si S et T sont disjoints. L'inégalité assure déja que
deg(XZpr, * Zpm,) < deg Xy, + deg Xy, .

Lorsqu’on développe le produit de Xj;, par Xy, les produits d'une permutation partielle
signée (0, S) de type M; avec une permutation partielle signée (7, T) de type M, de support T
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disjoint de S donnent des permutations partielles signées de type M; LI M,. Ainsi, ces produits
contribuent a un terme X1, u1,, et les autres produits sont de degré inférieur & |[M;| + |[Mz| —1,
car ils correspondent a des ensembles non disjoints. Ainsi,

deg(Xpr, * Zp,) = deg Xy, +deg Xy, ,

et le terme de plus haut degré est bien X, um,- O

Proposition 9.4 (Algebre des observables de bidiagrammes). Les symboles Xy, appartiennent a
I'algeébre O des observables de bidiagrammes, et ils en forment une base linéaire lorsque M parcourt
Y x Y. Deplus, Xy = Z,0) ,2) @ méme composante de plus haut degré que

r S
SIMI— (M) N ) |
111 Pulo T Pou E py,(-z),@ pz,u,(z)

Démonstration. Grace au lemme 9.3, pour montrer que les X appartiennent a ¢, il suffit de
traiter le cas des symboles X 5 et X ;. En effet :

r S
ZM(IW(Z) = <H Zﬂgl) ®> (H Z@ y(z)) + (termes de degré inférieur) .
i=1 =1

]

Or, on sait en type A que Xj est une certaine combinaison linéaire d’observables p,, avec
comme terme de plus haut degré pj (cf. la proposition 2.2). En utilisant le lemme 9.2, on voit
donc que :

ko =25 (pro + Poy) + (combinaison linéaire de py,» et de pgy avec |u| < k);
Zor =2 pry — pox) + (combinaison linéaire de p,,» et de py , avec |u| < k).

Ceci prouve presque immédiatement 1’ensemble de la proposition. Ainsi, l'identification &' ~
ey en type A reste vraie en type B, avec 08 ~ 75, O

Finalement, on peut comme dans le paragraphe 8.1 quantifier la base (Xy)pew <o et
introduire des observables (Xj,)me# x# adaptées a la déformation de C2U, en .7;(2,).
Pour toute partition y, on note i la suite (j,, 4,1, ..., p1). Alors, si M = (uV), u(?) est un
bipartition de taille 7, on note o la permutation signée

y
T (R 2 G oo 2 ot )

i
i=1

<TI0, (n® 1+ 4+ 1, i@ 4V )
j=1

ouk=(1,...,1, 1, 1., 1) € (Z/22Z)", avec pour convention 0 = (1,...,1). La permuta-
tion oy est de longueur minimale > dans la classe de conjugaison Cyy.

Exemple. Si M = (2,2,1),(3,2), alors o = 1(1,2)3(3,4,5) (6,7)(8,9)(10)..

3. Cette longueur minimale vaut || + || 4 2b(u) — £(uM).
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On note Ty I'élément correspondant a oy dans %;(20,), c’est-a-dire 1'élément qui a la
méme décomposition réduite. Comme en type A, les caracteres irréductibles x*(q) sont entie-
rement déterminées par leurs valeurs en les Ty, voir [GPPoo, §8.2]. Ainsi, la table des caracteres
de l'algebre d"Hecke de type B .7 (20,) est la matrice (x(q, Tm) = x*(9, M)) mez,,. On pose
alors :
2AMI=EM) L IMI 3N (g M) sin = |A] > |M|,

0 sinon.

Zpg(A) = {

Pour g = 1, on retrouve les caractéres centraux signés Xj;. Pour q générique, il n’est pas clair
que les symboles Xy, forment une base de 6%, et d’ailleurs c’est seulement une conjecture
(nous donnerons plus loin les formules de changement de base pour n < 2). En effet, on
ne connait pas en type B de formule de Frobenius pour les g-caractéres, ou de formule de
changement de base entre caracteres et g-caractéres. Pour cette raison, la technique des obser-
vables de bidiagrammes ne donnera pour l'instant que des résultats partiels (essentiellement,
seulement des résultats découlant du comportement asymptotique en type A).

Lemme 9.5 (Restriction d’un module irréductible de 20, a &,,). Soit A = (A1, A2)) une bipar-
tition, et V™ le C20,,-module irréductible correspondant. On note ¢’ (1, les coefficients de Littlewood-
Richardson du produit de fonctions de Schur s, s, ), c'est-a-dire que

s, (X) 8,0 (X) = Z Cl;\(l)/\m sv(X
v
Le module restreint Resg” (VA admet pour décomposition en irréductibles :
ResG” VA ~ce, @ cY

Le résultat reste vrai pour les modules sur les algebres d’Hecke 7;(20,,) et #5(S,).

Démonstration. Les régles de branchement pour les modules de groupes de Coxeter et les
modules de leurs algebres d’Hecke sont identiques, voir par exemple [GPoo, chapitre 7]. 11
suffit donc de démontrer le résultat pour les groupes 20, et &,. Le caractére irréductible
associé a A et évalué en une permutation (non signée) o € &,, de type cyclique y s’écrit

(ResZr(c™)) (1) = (5100 (X) 510 (Y) | pu(X +7Y)) -

Remplagons provisoirement le produit de fonctions de Schur s,)(X) s, (Y) par un produit
de fonctions puissances p,q)(X) p,@ (Y), et calculons le produit scalaire

S= <P)\(1)<X) P (Y) { pu(X+ Y)> :

On note y = (p1,...,Hr), et pour toute partie I C [1,7], on note y; la partition obtenue en
prenant les parts y; avec i € I, et p\; la partition obtenue en prenant les parts y; avec i ¢ I.
Alors, en développant la fonction p, (X +Y), on voit que

S= ), <PA<1>( ) Pa ‘P;u py\I(Y)> Y Loy M@=y, 200 Zpe -
Ic1,7] IC[1r]

Si la partition A1) LI A(?) n’est pas égale a y, tous les termes de la somme sont nuls. Sinon,
il n’est pas difficile de voir que le nombre de parties I tel que AV = p; et A2 = 1 est
zu/(Z)0) 2,2 ), de sorte que S = z,,. Dans tous les cas, on a donc

S—<PA AR {PH <P)\ Pr@ |Pu>
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Maintenant, comme les p, forment une base de l'algebre A, pour toutes fonctions symétriques
h, ketl,

(H(X)E(Y) [ HX+Y)) ax)oacy) = k| 1) A

En prenant i = s,(1), k = s, et | = p,, on obtient donc :

(Resen”(gA)) () = Z e (v | pu)

= (; CK(l)A(Z) €V> (1) .

Comme les caracteres caractérisent les modules sous-jacents, ceci conclut la preuve du lemme.
g

Proposition 9.6 (Quantification partielle de la base des caracteres centraux signés). Pour toute
partition p, le symbole X, &) » est une observable de bidiagrammes dans OB, et plus précisément une
combinaison linéaire d’observables 2y . La relation de changement de base entre ces observables de
bidiagrammes est essentiellement la méme qu’en type A :

X h
) Sw2)g (hy | Po) o
G 20k~ peZ@:/k (Pol Po) -1

X0
2lpl—£(p)

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour toute bipartition A, la formule donnée dans
I’énoncé et évaluée en A est vraie. Si |[A| = n < k, c’est évident. Sinon, on peut écrire :

Euoa) Mg, (uU1 M, )
e Zw2) g\ () e &\ ’
@ - =y = @D dmA
v dim v 6" (g, (1" i, 2))

A v fixé, le terme entre parenthéses dans la somme est (g — 1)*(*) X, (v), et on peut utiliser
la formule de changement de base en type A donnée par la proposition 8.1. L'expression que
’on souhaite calculer devient donc

imv n—|pl
ZC imA<Zk<hﬂ|PP§ (6 —1)n ¢|p|€<q/P'—'1 p)>,

dimv

y hy | po) (¢ — 1) n'le (g, (Pd'l—'ril e, Q)),

c’est-a-dire le terme de droite dans la formule de 1’énoncé. Notons que la forme exacte donnée

par le lemme 9.5 de la restriction d'un 20,-module irréductible en un &,-module n’a pas

réellement servi : ainsi, on aurait pu écrire la preuve sans connaitre précisément les coefficients
I3

CAvA@" O
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Comme dans le chapitre 8, on envisage maintenant les observables de bidiagrammes et les
symboles Xy, (qu'il s’agisse ou non d’observables dans ¢®) comme des variables aléatoires
sous la B-g-mesure de Plancherel ME’q. Comme en type A, cette B-g-mesure de Plancherel peut

étre interprétée comme le poids des g-caracteres irréductibles normalisés x*(gq) dans la trace
canonique de l'algebre d’'Hecke 7, (20,) :

T(TU') = H(U:id[[l/n]]) .

Par conséquent, I'espérance d’un symbole Xy, ; est :

ntt siM = (2,1F),
IE[ZM'q] - {0 sinon.

Les mémes raisonnements qu’en type A permettent des lors d’établir :

Théoréme 9.7 (Asymptotique de la B-g-mesure de Plancherel). On suppose q < 1. Soit A =
(AW, A2)) une bipartition aléatoire tirée sous la B-g-mesure de Plancherel M5, et A = A1) LUA2) Iq

n,q’
partition obtenue en réordonnant les parts de A(V) et les parts de A%). Pour tout i > 1,

Ai i-1
-y, I=q)q

De plus, les déviations des parts renormalisées A;/n sont gaussiennes, et elles suivent les mémes lois
qu’en type A (voir le théoreme 8.7).

La preuve reprend essentiellement les arguments du chapitre 8. Ainsi, en inversant la
formule de changement de base donnée par la proposition 9.6, on obtient une expression
exacte pour 'espérance de X, o :

Zuo | _ g (=@
2lul=L(p) 1—g#

Comme en type A4, I'ordre de grandeur de l’espérance d’une observable de degré d est
un O(n“). Par conséquent, on peut remplacer dans les estimations une observable de bidia-
grammes par une autre observable de méme composante de plus haut degré, et compte tenu
de la proposition 9.4 :

£(w)

1 —g)lul
H Pu,o + Po,u; % + O(”il) .
i=1

1
—FE
1—qg#

n|ﬂ|

La méme preuve qu’en type A assure donc la convergence en probabilité

Pro(A) +poi(A)  pr(AD) + pe(A®) . (1—¢q)*
nk - nk Mg 1= gk -

Or, pr(A = A U AR)) est quasiment égal a pr(AD)) + pr(A?)); en effet, les coordonnées de
Frobenius de A sont a un décalage pres obtenues en prenant la réunion des coordonnées de

4. Pour démontrer ceci, il convient d’utiliser la remarque générale faite apres la démonstration du lemme 8.3.
En particulier, on ne peut pas adapter la preuve du lemme 8.3, car on ne connait pas a priori de formule générale
pour E[Zy].
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Frobenius de A(}) et des coordonnées de Frobenius de A(?). Tl est donc aisé d’adapter la preuve
du théoreme 8.5 pour montrer que

% —mg, (1-)q""

pour tout entier i plus grand que 1. Nous laissons les détails techniques au soin du lecteur; il
n’y a aucune subtilité supplémentaire par rapport au cas traité dans le chapitre 8. De méme,
la déviation gaussienne s’obtient en démontrant les exacts analogues des lemmes 8.9, 8.10,
8.11 et 8.13. Par rapport au type A, la seule légere différence est la description du produit de
deux observables X, X, a 'aide d’appariements. En effet, le type du produit d'un élément
({&ij,a;j}i;) de type My avec un élément ({6, bx;}r1) de type M; ne dépend pas seulement
des éventuelles égalités a;; = by ;, mais aussi des signes ¢; ; et 0 ;. Par exemple, dans le produit
X2 X0, les deux termes

(1,(1,2)) x (1,(1,2)) et (1,(1,2) x (2,(1,2))

correspondent au méme appariement de taille 2 des 4;; avec les by, mais le premier produit

vaut
(12,(1)(2))

et est de type cyclique (&, 12), tandis que le second produit vaut

(M(2)

et est de type cyclique (12, 9). Ainsi, 'appariement partiel détermine bien la partition y =
1M U u? dont les parts sont les tailles des cycles pairs et impairs de la permutation signée
produit (ici, # = 12), mais il ne détermine pas a priori la parité des cycles correspondants :
les parts de yu peuvent tomber dans 1) ou u(?. Par conséquent, I'analogue du lemme 8.11
en type B s’énonce comme suit : le produit Xj; Xy de deux caracteres centraux est égal a la
somme ) s Xr(s) de caracteres centraux de type B, ou S parcourt I'ensemble des appariements
partiels signés entre 1'ensemble I4 des indices des a (les entiers apparaissant dans les cycles
des permutations partielles signées de X)) et 'ensemble Iz des indices des b (les entiers appa-
raissant dans les cycles des permutations partielles signées de Xy). Ici, par appariement partiel
signé, on entend un appariement partiel et la donnée d’un nombre suffisant de signes pour
distinguer les cycles pairs des cycles impairs. Nous ne préciserons pas plus cette définition,
mais nous allons traiter un exemple en détail.

Exemple. Détaillons le calcul du produit X, 5 X (3). L'ensemble d’indices I4 est {1,2}, et
I’ensemble d’indices Ip est {1’,2/,3'}.

1. Siles arrangements A = (a1,a2) et B = (by, by, b3) sont disjoints, alors
(€4, (a1,a2)) (ep, (b1, b2, b3))

est le produit disjoint d"un 2-cycle pair par un 3-cycle impair, donc est de type cyclique
((3),(2)). L'appariement partiel vide correspond donc au caractére central X5) (3).

2. Si A et B ont un point en commun, on peut a symétrie pres supposer que c’est a; = by.
Alors,

(ar€py, (a1,01)) X (6,600,005, (b1,02,13)) = (o, Pp, P, Pbs, (a1, b1, b2, b3))
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est un 4-cycle, avec les signes ¢, = €4, ¢p, = Oy, Pp, = 0y, et ¢, = &,0p,. Le produit
des signes le long du cycle est donc

(€a,€p,) (Op,0p,0p,) = (1) x (1) = 1,

i.e.,, on a forcément un 4-cycle impair. Les 6 appariements partiels de taille 1 apportent
donc une contribution 6 X, (4).

3. Finalement, si A et B ont deux points en commun, on peut a symétrie prés supposer que
c’est ay = by et ap = by. Alors,

(eb,€8ys (D1,12)) X (0p,6,00,, (b1,b2,13)) = (Pb,Pp,Pps, (b1) (b2, b3))

avec les signes ¢y, = €,0p,, Pp, = O, et ¢, = €p,05,. Comme le produit de tous les signes
est impair, le type cyclique est donc ((1),(2)) ou ((2),(1)). Pour déterminer quel type
on obtient, il faut par exemple connaitre simultanément ¢, et 6, ; on connait alors la
parité du 1-cycle, et donc le type cyclique global. Les 6 appariements partiels de taille 2
apportent donc 6 x 22 = 24 termes, qui se répartissent en 12 Xy, + 1220 (1)-

Ainsi, 2(2),@ ZQ,(3) = 2(2),(3) -+ 6Z®,(4) + 12 Z(Z),(l) + 12 2(1),(2). Notons que si I'on projette
l'algebre %5 sur %, en associant a une permutation partielle signée ((¢,), S) la permutation
partielle (¢, S), alors I'image d’un caractére central de type B 2, () Par cette projection est
le caractere central de type A

W | 5@ (D) — (4@
oI+ = () = (p )Zy(l)Uy(2>'

L’identité que 1'on vient d’obtenir est donc compatible avec la relation établie en exemple
apres le lemme 8.11 : X X3 = X3, + 6254+ 62;1.

Comme en type A, dans un produit Xy Xy = } s Xg(s), le degré d’un terme X g corres-
pondant a un appariement partiel signé S est |M| + |[N| — |S|. De plus, lorsqu’on effectue un
produit de caractéres centraux de cycles pairs X)) 5 et X, 5, tous les appariements partiels
de taille 1 donnent un caractére central X, ,_1) - En effet, étant donnés deux cycles pairs

(Eul---8u1,<ﬂ1,...,ﬂl)) et (le"’gbmr<b1/---/bm))

s’intersectant en un seul point 4; = by, le produit des cycles est

(4)511 e ¢u1_1¢b1 e (Pbml <[ll, s ,a11, bll e /bm))

avec les signes ¢u,, |, = €a,, Pv,_,, , = O, €t Pp,, = €4,0p,,. Comme les deux cycles étaient pairs, le
produit des signes du cycle produit est encore pair, et le type cyclique est bien ((I +m —1), @).
En sommant sur les m! appariements partiels de taille 1, on obtient donc le développement :

Z1,0) Zmy,e = Z(m),e + Ml X im-1)e + (termes de degré inférieur a I +m —2).

Compte tenu de la proposition 9.4, les observables intéressantes pour 1’asymptotique des
lignes de la bipartition sont les X, / 2lu1=t()  Or, en divisant I'identité précédente par 2i4m=2
on obtient :

Zie Zme _ Zame | o Eem-ne
ol-1 pm=1 — pl+m-2 m S ol+m-2

+ (termes de degré inférieur a I +m —2),
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ce qui est 'exact analogue du développement obtenu dans le chapitre 8 pour les produits
de caracteres centraux de cycles. On peut donc raisonner exactement comme dans le para-
graphe 8.3, c’est-a-dire calculer les cumulants joints des caracteres centraux des cycles pairs
(on a les mémes estimations qu’en type A), établir leur déviation gaussienne et en déduire la
déviation gaussienne des lignes en associant a chaque bipartition une mesure de probabilité
sur [—1,1], et en montrant le caractere gaussien de ces mesures aléatoires. De nouveau, les
détails sont laissés au lecteur; le seul point qui nous semblait nouveau et non évident était le
développement du produit des caracteres centraux de type B démontré ci-dessus.

9.3 Caracteres des algebres d’Hecke de type B et répartition
des parts

Dans tout ce paragraphe, on suppose de nouveau g < 1, 'autre cas s’en déduisant par une
symétrie des bidiagrammes. Le théoréme 9.7 assure que dans l'algebre d’observables ¢, un
sous-espace d’observables converge en probabilité aprés renormalisation par n9¢8(), et ces ob-
servables renormalisées sont concentrées gaussiennement autour de leurs valeurs moyennes.
Ce « coeur gaussien » permet de comprendre 1'asymptotique des tailles des parts d"une bipar-
tition sous la B-g-mesure de Plancherel. Ceci étant, si I’'on souhaite maintenant comprendre
précisément quelles parts tombent dans quelle partie de la bipartition, il est nécessaire de
sortir du coeur gaussien et de considérer par exemple des observables du type :

L (So(A) + Zop(A) = Z(AD) ~ p(A)

2k—1
Il est donc tentant d’établir une formule générale pour l'espérance d'un caractére central
quelconque Xj;. Or, les seules « observables » dont on sait calculer les espérances sous la
B-g-mesure de Plancherel sont pour l'instant les symboles quantifiés Xy;,; comme dans le
paragraphe 8.1, on doit donc établir des relations de changement de base entre les X et les
X m,g qui généralisent celles données par la proposition 9.6. Ceci revient a décomposer dans la
base des pp(X,Y) des fonctions multi-symétriques gy (X, Y, q) telles que :

YA,M, Mg, M) = (sa(X,Y) [ qm(X, Y, 9)) ax)@a(y)

Par la formule de Frobenius pour les caracteres de 20, la spécialisation en 4 = 1 des fonctions
gmest qu(X,Y,q) = pm(X,Y), et d’autre part, la proposition 9.6 peut étre réinterprétée en :

Quo(X,Y,q) = qu(X+Y,q),

ot les fonctions g, sont celles introduites dans le paragraphe 7.3.

Pour calculer en pratique les fonctions g1, on peut utiliser la formule de Murnaghan-
Nakayama pour les caracteres d’algebres d’'Hecke .7;(20, ) ; une telle formule est démontrée
par A. Ram et T. Halverson dans [HR96], et on renvoie également a [GPoo, chapitre 10]. Ainsi,
siM = (uM), u?) avec £(uM)) = r et £(u'?) = s, alors ¢* (g, M) est égal a

Z A(AT\ Ao) -+ - A(A\ Arq) K<Ar+1 \A) - 'K(AHS \ Aris-1),
(2,8)=AgCA1C--CAyrs=A

la somme étant effectuée sur les suites de bipartitions telles que A; \ A;_1 soit composée de
(1) )

deux rubans (éventuellement non connexes) de poids total y; * pour i < r, et y;~, pouri > r.
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Les poids A et A s’expriment en fonction des formes des rubans, voir [[HRg6, théoréeme 2.22];
nous ne rentrerons pas dans les détails >, et nous nous contenterons de donner les tables de
caracteres qui se déduisent de ces formules pour n = 1,2, voir la figure 9.4.

(W) | (19,2 | (1),1) 2,092,222
(17),2 1 q q -1 | —¢
@), 1) 2 g—1 | 27 | qg-1] 0
a,(1?) 1 —1 1 -1 1
(2),2 1 q q q q
2,(2) 1 ~1 7 q —q

FIGURE 9.4 — Tables des caracteres des algebres d’'Hecke .77;(20,) pour n < 2.

La fonction qm(X,Y,q) est égale a Y rca,, ¢™(g, M) s)(X,Y). En décomposant gy (X,Y,q)
dans la base (pum(X,Y))um, on obtient une expression des g-caracteres de .#;(20,) en fonction
des caracteres de 20,,, qu’on donne ici pour les caracteres renormalisés de degré inférieur a 2 :

91),2(X, Y, q) = p1(X +Y) i e (X Y q) =pi(gX —Y)
112),0(X.Y,q) =pe(X+Y) 5 qu,0XY.q)=pn@X-Y)p(X+Y) ;

7 +1 2 -1
92,12 (X,Y,q) = 5= pr(@X = Y) +q(0 = 1" p1(X) p1 (V) + —5—p2(gX = Y) ;

1 +1
100X, Y,0) = = pr(X+¥) +1

G (XY, ) = 107 (gp(X) — pe() + T2 (gpa(X) — pa(Y))

paX+Y) ;

= Zwem=Ime i Xemg = % e+ % Zo)
Lo =Zwe 5 T = q—; Za2),6+ % W,)
Z(e,(12)q = (qz%)z Z(2), + qt = Z0y )+ % Zo,12)
- = ; i Lot q48— ! o2

5. On notera que dans l'article [HR96], la présentation de 1’algebre d'Hecke de type B est différente de celle
que nous donnons page 133, et I’'on doit modifier en conséquence toutes les formules. D’autre part, la définition
des coins sharp et dull donnée dans l’article ne tient pas compte des cas pathologiques, par exemple lorsque le
ruban considéré est réduit a une case ou a une seule ligne; nous avons du refaire tous les calculs compte tenu de
ces imprécisions.
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+1
Z(@.200 =@ = 1) Tzt qT Lo

~1)? 21 ~1)?
_ (-1 T 1y m+ (7 ; )’ &

,(12)

g —1 (+1)

t— Zoet 5 Zo-

Contrairement & ce qui se passe en type A, les fonctions multisymétriques gu(X,Y,q) ne
factorisent pas, c’est-a-dire que

W wW
am(X,Y,q) # [1] q( (X,Y,q9) 1 70X Y,1q).
i=1 Hi j=1 j

Par exemple, 4, (12)(X, Y, q) n'est pas du tout égal a (45,1(X, Y, q))*. Comme mentionné plus
haut, ceci est lié au fait que le produit de groupes hyperoctahédraux 20,, x 20, dans 20,4,
n’est pas un sous-groupe parabolique. Ainsi, on a besoin de tous les générateurs de 2,1,
pour écrire les éléments de 2U,, x 20,. Néanmoins, si I'on considere un produit 20, x &,
alors ce groupe est bien un sous-groupe parabolique de 20,1, (on enléve le générateur s,).
Ceci implique une factorisation partielle des polynomes gy (X, Y, q) :

QM:(H(1>,ﬂ(2))<X, Y,q) = qu(X +Y,q) x qQ,H@)(X’ Y,q).

ot g, est la déformation de p,) introduite dans le paragraphe 7.3. Le probleme se ramene
donc au calcul des polynémes g o) »(X,Y,q); dans le cas général, on ne sait pas faire ce
calcul, mais des expériences numériques nous ont néanmoins permis d’établir une conjecture
intéressante pour la répartition asymptotique des parts d'une bipartition sous la g-mesure de
Plancherel.

En effet, en petit degré, on a pu inverser les relations entre g-caracteres et caracteres,
’est-a-dire exprimer tous les symboles X en fonction des symboles Xy, de méme degré®.
Comme E[Xy,,] = 0 pour toute bipartition M qui n’est pas du type (&, (1¥)), les relations
présentées ci-contre ont donc permis de calculer 1’espérance sous ME,CI de tous les caracteres
centraux de degré suffisamment petit : il s’agit des coefficients d'une des lignes de la matrice
de passage. Ainsi :

P2 b3 gAY
_1 . mel| _ . o] _ 1—q)*
M| =1 : IE_nu]_l ; E[M]_l_qz ;
P2 b )2
P 20| _ _ oo _ 1-9)°
M| =2 : lE_nu}—l ; E[nw_}_l_qz ;
gl[Fem] - =907
| n¥? 1—q* '
glZ@e] (=92 p[Zee]_ (01-0°0-¢)
| 2ni2 1—g> 7 2ni2 (1-g)(1—9q*) ~

6. Au moins pour g petit, il est évident qu'une telle inversion est possible, car la matrice de passage dans un
sens est obtenue en perturbant la matrice identité.
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P2 b2 — )2
_3 . ®e] _ , o] _ A1=49"
M| =3 : E_n¢3]_1 ; IE[ o }_1_072 ;
gl|Fom] _ (=920 -4
B ’
gl|Fem] - 0=’ =)0 +q+4¢ + 3 +4")
L ¥ (1—=q)(1—¢*)(1—¢°) ’
glZene] _ (-9  p[fowe]_ 0=90-¢)
N I T s | T =)=
glZow] - =9  plZee] _ (1-4q)°
| 2ni3 (1—¢%)? ’ 4ni3 1—¢% 7
E 2@,(2,1)] _ (0= -)A+29+*+2¢° +q*)
L 2n¥? (1=¢*)(1 =g (1 —7q°)
[Ee] _ (-0
L 4nt | (1=¢)(1—gH)(1 - 6)

Des la taille 3, on obtient pour les espérances des caracteres centraux « purement impairs » des
fractions rationnelles mettant en jeu des polyndmes non triviaux en g tels que 1+ 2q + ¢* +
24> + g*. Néanmoins, ’espérance des caractéres centraux de cycles impairs semble prendre
une expression relativement simple. Ainsi, on a pu vérifier jusqu’en taille k = 6 l'identité
suivante :

b 2i 2k — 111
E{zk 1114 (1=q kH{{zz}q 1_Q)k{{T”}q}q

i=1

Dans ce qui suit et jusqu’a la fin du paragraphe, on suppose que cette identité est vraie pour
tout entier k > 1. Alors, la conjecture énoncée ci-dessous est également vraie :

Conjecture 9.8 (Répartition asymptotique des parts sous la B-g-mesure de Plancherel). Soit
(AW, A2)) une bipartition aléatoire sous la B-g-mesure de Plancherel, et A = AV LU A2), La probabilité
pour que la 2k + 1-ieme part de A tombe dans A1) tend vers

1 (79800 (4:9%)k k)
=z |1+ .
¢ z( (%P PN

La probabilité pour que la 2k + 2-ieme part de A tombe dans AV tend pour sa part vers 1/2. En
particulier, la probabilité pour que la plus grande part appartienne a A1V tend vers

Exemple. Pour q = 1/2, ¢g ~ 0.805, ce qui est trés proche de la statistique observée — 0.793 —
lors des 10000 tirages de bipartitions de taille 200 sous la mesure M}f,q

Preuve de la conjecture 9.8 en admettant la formule pour les espérances des cycles impairs.
Nous utiliserons une nouvelle identité pour les symboles de Pochhammer :

(1590 _ o= (Eq)n
(X q)eo _n;o(q;q)n
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voir [CKoz]. En utilisant la proposition 9.4, on voit que

(A1) Zp 5 (A) 4+ Zgk(A)

nk (2n)k +ow™),

le O étant uniforme sur 1'ensemble des bipartitions. Comme dans le chapitre 8, associons a
A une mesure (aléatoire) positive sur le segment [0, 1] :

AW
Xy =), ——08,0
i=1 o
On considérera également les mesures X, et X) = X,u) + X, 2. Cette derniére est une

mesure de probabilité, et le théoreme 9.7 peut étre reformulé en disant que X, converge en
probabilité dans I'espace (métrisable) des mesures de probabilité sur le segment [0, 1] vers

o]

Xoo,q = Z(:)(l - Q)qz 5(17q)q"
1=
Notons By la variable de Bernoulli définie de la fagon suivante : By = 1 si la k-ieme part de
A tombe dans A1), et By = 0 dans le cas contraire. Cette définition est ambigué si A possede
plusieurs parts A1 = Agyp = -+ = Agyr4s de méme taille, avec r parts de ce type tombant
dans A() et s parts tombant dans A(?) ; dans ce cas, on convient que

Byy1 =Bijo =+ =By, =1 ; Biyr41 = Bigr42 =+ = Byyyys = 0,

c’est-a-dire que les parts égales tombent d’abord dans AV (lorsque 7 tend vers l'infini, I'am-
biguité sera résolue, car les parts suivront une progression géométrique, donc seront avec
grande probabilité distinctes). Alors, les mesures aléatoires X, ) et X, 2 s’écrivent :

5y, .

i=1 " i=1 n

+0(n Y

(n) = E {Zk,@ (/\<)24n')f@,k(7\)

1—qg)k 1 2k — 1! B
:( q) <1_qk+{{2k!!}q}q> +O(n 1).

Le terme ((1—¢)¥)/(1 — g*) est exactement X 4(x¥~1). D’autre part, il est connu que la loi sur
[0,1] de k-ieme moment (2k — 1!!)/(2k!!) est la loi de I’arcsinus, qu’on peut aussi voir comme
la loi beta de parametre (1/2,1/2). Pour prendre en compte le terme {2k — 1!!},/{2k!!},, on
peut donc chercher un g-analogue de la loi de I'arcsinus. La g2-loi beta de parametre (1/2,1/2)
est la loi de probabilité sur [0,1] définie par

o / 00 5]/
Prp ool-zoqq

D’apres la formule donnée précédemment, le k-ieme moment de cette loi est

Bp(x") = q’ = 2 ‘7' g — @) (%) {2k~ 1ty
q (1% 0P (4% 50%)0 {2k},
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Par conséquent, si

(@9%)w v (5:9°)k 3i
Y, 0 = 1-— YOy
LTI 1;0 ) T Yo
alors les moyennes des moments de X, valent :

B [ (] = X 1) o,

Par linéarité de 1’équation et par densité des polyndomes dans ¢'(]0,1]), pour toute fonction f
continue sur [0, 1], I'identité ci-dessus reste valable :

B X0 (f)] = a0l 6 0y,

Or, les A;/n tendent tous en probabilité vers (1 — g)g'~!. L'expression ci-dessus est donc équi-
valente a .

Z%)E[Bi+1](1 — D)7 50 g4 (f),

i=
et remarquons par ailleurs que le membre de droite de I'équation est aussi une combinaison
linéaire de Dirac en les (1 — q)q'. En choisissant des fonctions tests f; semblables a celles de la
figure 8.2, on conclut que :

1 (9w (T &) .
ElBacn] > 3 <1 T E e P )

1
EB ~ .

[Bua] =~ 3
Ceci conclut la preuve, attendu que pour n assez grand, les k premieres parts de la biparti-
tion sont avec grande probabilité toutes distinctes, de sorte que By parametre sans ambiguité
'événement « A, tombe dans A1) ». O

Ainsi, si 'on est capable d’exprimer les g-caracteres de type B en fonction des caracteres
de type B et de valider 'hypothese faite sur les espérances des caracteres centraux de cycles
impairs, alors on peut décrire assez précisément la répartition asymptotique des parts de la
bipartition. Le paragraphe suivant est consacré a une tentative d’attaque du probleme des g-
caracteres de type B; cette tentative est un échec, mais on décrira au passage les phénomenes
de dualité de Schur-Weyl, ce qui motivera la discussion du chapitre 10.

9.4 Groupes quantiques, algebres d’Ariki-Koike et
dualité de Schur-Weyl

Pour résoudre la conjecture énoncée dans le paragraphe précédent, il suffirait de disposer
dune g-formule de Frobenius pour les caracteres de %(Qﬂn). Dans [Shooo], T. Shoji a dé-
montré une telle formule, mais celle-ci ne peut étre comprise que dans le cadre de la dualité
de Schur-Weyl entre groupes quantiques et algebres d’Hecke cyclotomiques. Ce paragraphe
est consacré a I'exposé de ces résultats de dualité, ce qui préparera les raisonnements du cha-
pitre suivant. Pour commencer, rappelons ce qu’est la dualité de Schur-Weyl classique. Si m
et n sont deux entiers positifs, alors 1'espace des tenseurs V = (C™)®" est un bimodule pour
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l'action du groupe linéaire complexe GL(m, C) et du groupe symétrique &,. Ainsi, le groupe
linéaire agit sur les tenseurs simples de V par

g n@n® - ®x)=gx)@gr)® - ®g(xn),
et le groupe symétrique agit (a droite) sur les tenseurs simples de V par
(M@0 ®@Xn) T = Xp(1) @ Xg(2) @+ * @ Xg(n) ;

il est évident que ces actions commutent. On renvoie a [Wey39, §3.9] pour une preuve du
résultat suivant :

Théoréme 9.9 (Dualité de Schur-Weyl, [Wey39]). Soient A et B les algebres engendrées dans
End(V) par les actions respectives de GL(m,C) et de &,,. Le commutant de A est B, et le commutant
de B est A. Par suite, V se décompose en somme directe de (GL(m,C), &,)-bimodules irréductibles :

cLmc)~ L€M)} o =D (GL(m,C)mM/\) ®c (VAf\Gn) :
A

Les indices A parcourent I'ensemble des partitions de taille n et de longueur inférieure a m ; avec cette
indexation, V" est le module de Specht de type A, et M* est la représentation algébrique irréductible de
GL(m,C) de plus haut poids A.

Ce résultat de dualité fournit une preuve de la formule de Frobenius du paragraphe 1.4, a
condition de connaitre le caractére de l'action de GL(m, C) sur le module M*. Ce dernier est
donné par la formule des caracteres de Weyl, voir [Wey39, Var89]. Ainsi, sit = diag(ti,...,tm)
est une matrice diagonale dans GL(m, C), alors

v (F) =sa(ty, ..o tm),

et ceci détermine entierement g\, car les matrices diagonalisables sont denses dans GL(m, C).
Maintenant, si (t, o) désigne 'endomorphisme de V = (C™)®" produit de I'action de t par 'ac-
tion de o, et si p = t(0), alors il est facile de voir que la trace de (t,0) sur V est p,(t1,t2, ..., tn),
puisqu’on peut écrire explicitement la matrice de représentation. Ainsi,

Vm, pp<t1,...,tm) = Z S)\<t1,...,tm> g/\(p),
A=n
Z‘()\|)<m

d’ott la formule de Frobenius en faisant tendre le nombre de variables m vers l'infini.

Ce raisonnement peut étre généralisé dans deux directions : ainsi, on peut remplacer le
groupe symétrique par un produit en couronne (Z/rZ)! S, et on peut également remplacer
le groupe symétrique ou le produit en couronne par son algebre d’Hecke ou d’Ariki-Koike,
a condition de remplacer le groupe linéaire GL(m, C) par un groupe quantique. Ceci conduit
in fine a une g-formule de Frobenius en type B, voir le théoreme 9.13 énoncé plus loin. Avant
de décrire ces généralisations, il est utile de reformuler la proposition 9.9 en remplagant le
groupe GL(m, C) par 'algebre enveloppante universelle U(gl(m), C). Cette algebre parametre
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les opérateurs différentiels invariants par translation sur le groupe GL(m, C), et en tant qu’al-
gebre a unité complexe, elle est engendrée par des générateurs (e;)i<m—1, (fi)i<m—1, (hi)i<m-1,
avec les relations :

relations de Cartan : [, ¢j] = ajje; ; [hi, fil =wij fi 5 lei fil = 6ijhi
relations de Serre :  [e;, [ei+1,6]] =0 ; [fi, [fix1, fi]] =0 ;
Vij, li—jl=22 = lene]=0 ; [fifj]l=0.

ol &;; est le coefficient (7,j) de la matrice de Cartan de type A, c’est-a-dire que
wij = 20ij — 6iji—1 — jji41-

L'algebre U(gl(m),C) agit sur C™ par

e — v; Qv ; fim v ®0 ; hi — v; @0 — v Qv
ou (vy,...,0y,) est une base de V. = C™, et ou l'on utilise les notations d’Einstein pour les
tenseurs de End(V) = V ® V*. D’autre part, elle admet une structure d’algebre de Hopf pour
le coproduit

Ae)=e@1+1®e ; Afi)=fi®1+10fi ; Ah) =ho1+1h;.

Soit A : U(gl(m),C) — U(gl(m),C)®" les morphismes d’algebres définis récursivement

par:
AP =A ;A= (Al Y gid)oA

Ces morphismes permettent de faire agir U(gl(m),C) sur un produit tensoriel : si p dé-
signe la représentation U(gl(m),C) ~ C™ décrite ci-dessus, alors la représentation canonique
U(gl(m),C) ~ (C™)®" sera p(") = p®" o A", Dans ce contexte, la dualité de Schur-Weyl

s’écrit :
U(gl(m),C)~ {(Cm)m}nen = @ (U(g[(m),C)mMA> Xc (VAnen) .
[A|=n

L(A)<m
et ceci est réellement une reformulation du théoréme 9.9, car les actions de GL(m,C) et de
U(gl(m),C) engendrent la méme sous-algebre fermée de l'algebre des d’endomorphismes
Endc(V).

Ceci étant, dans la dualité de Schur-Weyl, on peut remplacer le groupe symétrique par
un produit en couronne, et dans ce cas, le commutant de l'action sur un produit tensoriel
est une sous-algebre de Lévi de U(gl(m),C). Fixons un entier r plus grand que 2, une racine
primitive r-iéme de l'unité ¢, une composition m = my + --- + m,, et une base (v;;)i<s,j<m,
de C™ adaptée a la décomposition en somme directe C"" = C"™ @ - -- @ C™, c'est-a-dire que
le sous-espace C™i est engendré par les vecteurs v;1,...,9;,,. On rappelle que le produit en
couronne (Z/rZ) ! &, est le produit semi-direct (Z/rZ)" x &,, ou &, agit sur (Z/rZ)" par
permutation des lettres. Ce groupe est un groupe de réflexions complexes engendré par des
éléments sg, sy, ...,5,_1 Vérifiant les relations :

. 2 _ .
(s0)'=1; (siz1)°=1 ;
50515051 = S1S0S1S0 Vi Z 1, S$iSi+1S; = Si+1SiSi+1 »
\V/l.,]', ’l — ]‘ > 2= SiSj = SjS; .
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On fait agir 20, , sur les tenseurs simples de (C™)®" en suivant les regles :

7 .
S0(Viyjy ® Uiy, @ -+ @0, 5 ) = T (03, @0y, @ @0, i)
Sk1(Viyjy ® Uiy @+ @i, 5) = Vg jy @ @iy @0 j @+ @0y i -

Ces regles sont clairement compatibles avec les relations définissant 20, ,, d’oli une représen-
tation 20, , ~ (C™)®". De plus, comme &,, = (s1,...,5,_1) estinclus dans 20, ,, le commutant
de cette action est inclus dans 1'image de U(gl(m),C) sur l'algebre Endc(V), et on peut mon-
trer que c’est I'image de l'algebre enveloppante de la sous-algébre de Lévi

g =gl(my,C) ®gl(my,C) & - - ® gl(m,,C).

L'algebre enveloppante U(g,C) est la sous-algebre de U(gl(m),C) obtenue en retirant les
générateurs ¢; et f; avec i indice dans

{my,my+my,my +my+ms,...,my+---+m_q},

c’est-a-dire dans l'ensemble des descentes de la composition m = my + my + - - - + m,. Ainsi,
a partir de la dualité de Schur-Weyl classique, il n’est pas difficile de montrer que :

Proposition 9.10 (Dualité de Schur-Weyl cyclotomique). Soient A et B les algebre engendrées
dans End¢ (V) par les actions respectives de U(g,C) et de C2,,,. Le commutant de A est B, et le
commutant de B est A. Par suite, V se décompose en somme directe de (U(g, C), C2y,,)-bimodules
irréductibles :

U(g.C)~ {(Cm)m},\@nw = P (u(g,c)mMA> ®c (VAm@nW) ,

|/\(1>‘+...+‘)\(f)‘:n
Vi, ((AD)<m;

Comme les caracteres irréductibles de GL(m;,C) x GL(my,C) x - - - x GL(m,,C) sont donnés
par des produits de fonctions de Schur, on peut comme dans le cas du groupe symétrique
en déduire la formule de Frobenius pour les caracteres irréductibles de 20, , (voir [Macos,
appendice BJ).

Dans une toute autre direction, on doit a M. Jimbo une quantification de la dualité de
Schur-Weyl U(gl(m),C) — CS, faisant apparaitre a droite 1’algebre d'Iwahori-Hecke (géné-
rique) J(&,), et & gauche un groupe quantique (voir [Jim86]). Pour commencer, décri-
vons une représentation de l'algébre d’'Hecke sur le produit tensoriel V = (C(g'/?)™)®".
Si (v1,...,0m) est une base de C(ql/ 2)m les éléments de base du produit tensoriel w =
v, @ -+ ® v;, peuvent étre vus comme des mots de longueur n sur l'alphabet [1,m]. On
fait agir un générateur T; de l'algebre .7#(&,,C(q'/?)) = C(4"/?) ®c(q) H(Sy) par:

qw si i]- = i]-+1,
ZU‘T]‘: (C]—l)w—f—ql/zi(?] Siij<ij+1,
ql/z w! si ij > ij+1,

ot @/ désigne le mot obtenu a partir de w en échangeant les lettres d’indices j et j + 1. On
montre sans difficulté que ces formules sont bien compatibles avec les relations définissant
H(6,,C(g"/?)). On a donc bien une représentation d’algebres, et le calcul du commutant
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de cette représentation met en jeu une quantification U(gl(m),C(q'/?)) de l'algebre envelop-
pante universelle U(gl(m),C). Ainsi, considérons la C( 1/2) algebre a unité U(gl(m),C(q"/?))
engendrée par des générateurs (e;)i<m—1, (fi)i<m—1, (§°5)i<m, avec les relations :

g-relations de Cartan : g** qil&f = qilef gt gt =g figti =1,
g V2%e sij=i—1,
qieiq T =144q"%¢ sij=i,
ej sinon ;

12 s
q/fj sij=1—1,
& £ 478 — —1/2 s
g fig =g f sij=i
f]- sinon ;
€i—E&i41 q€i+1—€i

_ 5.1 .
lei, fil = 6 gz g1z’

g-relations de Serre : [, [eix1,€ilqlg =0 ;  [fi, [fix1, filglg
Vij, li—jl=22 = lee]=0 ; [fif]=0

On vérifie sans mal que les relations du groupe quantique U(gl(m), C(g'/?)) sont compatibles
avec les associations

e; — v; @ vt ; fir i1 ®0 ; gre — qﬂ/zvi®vl+20j®v]
J#i

d’ott une représentation canonique de U(gl(m),C(g'/?)) sur C(g'/?)™. Pour la relever en une
représentation sur un produit tensoriel (C(g'/2)")®", on utilise la g-structure d’algebre de
Hopf7 :

Ale) =g @ei+e®1 ; Af)=1@fi+fi®q™™ ; A=) =g @4
Par itération du coproduit, on obtient des morphismes d’algebres

A™ U (gl(m), C(q"%)) — U(gl(m),C(q"/%))®"

et ainsi des représentations canoniques de U (gl(m),C(q'/?)) sur V = (C(q'/2)™)®". Dans ce
contexte, I’analogue de la proposition 9.9 est :

Proposition 9.11 (Jimbo, [Jim86]). Soient A et B les algebres engendrées dans Endc(q1/2)<V) par

les actions respectives du groupe quantique U(gl(m),C(q"/?)) et de 'algebre 5 (S,,C(q'/?)). Le
commutant de A est B, et le commutant de B est A. Par suite, V se décompose en somme directe de
(U(gl(m),C(q"/?)), #(&,,C(q"?)))-bimodules irréductibles :

1/2\m\®n
utamcans L €@

= @D (um[(m),«:(qlﬂ))mMW)) Bc(q12) (VAW)mﬂen,cw“%)) -

|A|=n
L(A)<m

7. Ainsi, par groupe quantique, V. G. Drinfeld et M. Jimbo entendent une g-déformation d’une algebre de Hopf
obtenue en considérant ’algebre enveloppante universelle de 1’algebre de Lie d’un groupe (ou plus généralement
une algebre de Kac-Moody), voir [Dri86, Jim86]. Nos notations de groupes quantiques — U(gl(m),C(g"/?)) —
différent des notations classiques — Uy (gl(1m)) — mais nous souhaitions rappeler tout au long de I'exposé ’anneau
des coefficients sur lequel on raisonne — ici, R = C(q'/?), et plus loin R = C(q'/?,u).
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Pour q générique, le résultat subsiste en spécialisant la valeur de g et en considérant tous
les objets comme C-espaces vectoriels ou C-algebres. La formule de Ram 7.7 s’en déduit en
regardant la trace de l'action du produit d’un élément « diagonal » du groupe quantique
U(gl(m),C(g"/?)) et d"un élément de I'algebre d’'Hecke®, voir [Ramg1, paragraphes 3 et 4].

Finalement, on peut réunir les deux généralisations de la proposition 9.9 et décrire une
dualité de Schur-Weyl entre le groupe quantique U(g,C(4'/?)) et une algebre d'Hecke cy-
clotomique obtenue par déformation de l'algebre de groupe C20,,. Ces algeébres d'Hecke
cyclotomiques ont été introduites par S. Ariki et K. Koike dans [AK94], et elles dépendent de
parametres g, uq, ..., U, :

H (W) = (To, Ta, - -+, Tu-1) g,y @Vec: (To—u1)(To —u2) -+ (To —uy) =0
Vi>1, (Ti—q)(Ti+1) =0
ToTy ToTy = TyToTy T
Viz 1, TiTiq Ty = TiaTiTi
Vij, li—jl22=T,T; = TT;.

Exemples. Lorsqu’on spécialise g en 1 et u; en {7/, on retrouve l'algebre de groupe C20,,.
D’autre part, si r = 1, alors pour toute valeur du parametre u;, ’algebre obtenue est simple-
ment l'algebre d’Iwahori-Hecke du groupe symétrique. Enfin, pour r = 2, si l'on spécialise 1
en g et up en —1, on obtient I'algebre d’Iwahori-Hecke du groupe hyperoctahédral. De fagon
générique, l'algebre d’Ariki-Koike .72 (20,,,) est semi-simple, et a la méme théorie des repré-
sentations que l'algeébre de groupe C20,,,. Ainsi, les représentations irréductibles de . (20,,,)
sont indexées par les r-uples de partitions dans %, ,.

L'action de l'algébre d’Ariki-Koike sur le produit tensoriel V = (C(q'/2,u)™)®" étend
celle de 7 (6,,C(q"/?)) C #(W,,,C(q"/? u)), et il suffit donc de décrire l'action de Tp.
Sik € [1,n—1], on définit un endomorphisme Sy € End¢ (12, (V) par son action sur les
tenseurs simples :

T (w Sl = ijuq,
Sk(w = Vipjy Vi j -+ & Ui,,,j,,) = f/(z Zk . .k .kH
P s £ g,
étant entendu que les indices (i, jir) sont ordonnés par I'ordre lexicographique. D’autre part,
siw = v, ;, ®0;,), ®--- @0, ; onnote @(w) = u; w pour k entre 1 et n. Alors, 'action de Ty
est donnée par :
To(w) = Tl_sz_l s Tn_flSn,lsn_z -+ 51001 (ZU) .

Il est vrai, mais tout a fait non trivial, que cette regle est compatible avec les relations de
l'algebre d’Ariki-Koike, voir [SS99, théoréme 3.2]. Alors, la dualité de Schur-Weyl généralisée
s’écrit :

8. Compte tenu des résultats évoqués dans la section 7.2, et au vu des raisonnements du présent paragraphe,
il est tentant de penser que les caracteres des algebres d'Hecke peuvent aussi étre calculés en regardant la bitrace
d’un élément de #4(S;) et d'un élément de GL(n,IF;) sur le module C[G/B]. C’est effectivement le cas, et ce
calcul a été réalisé par T. Halverson et A. Ram dans [FHR9g].
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Proposition 9.12 (Sakamoto-Shoji, [SS99]). Soient A et B les algebres engendrées par les actions
respectives de U (g, C(q"/%,u)) et de 5 (W, C(q"/?,u)). Le commutant de A est B, et le commutant
de B est A. Par suite, V se décompose en somme directe de bimodules irréductibles :

1/2 &
wtacmnn { €@ 2Ty

= & <u(g,«:(q1/2,u))mMA(ﬂl)) ®c <VA(q'u)ni%(ﬂﬁn,r,C(ql/z,u))) :

A4 AT |=n
Vi, ((AD<m;

Le résultat de dualité de Sakamoto-Shoji mérite la précision suivante. Si les entiers m;
sont tous plus grands que n, alors tous les modules irréductibles de .7’ (20, ,) interviennent
dans la décomposition de (C(g'/2,u)™)*", donc la représentation de 'algebre d’Ariki-Koike
est fidele. Ceci permet de définir un élément de 7 (20, ,) directement par son action sur un
produit tensoriel n-ieme, en supposant que I'espace de base est de dimension assez grande. En
particulier, I’analogue quantique et cyclotomique de la formule de Frobenius-Schur pour les
caracteres irréductibles des algébres d”Ariki-Koike s’énoncera dans ce cadre, voir le théoreme
9.13. Jusqu'a la fin de ce paragraphe, on considérera donc J#(20,,,R = C(q'/?,u)) comme
une sous-algebre de Endg(V), les parametres m; étant tous supposés suffisamment grands.

La remarque du paragraphe précédent s’applique en particulier aux opérateurs Sy et @ :
comme ils sont dans le commutant du groupe quantique U(g, R), ils appartient a 1’algebre
d’Ariki-Koike 77 (20,,,, R). Décrivons les relations qu’ils entretiennent avec les générateurs
usuels T;. On introduit le déterminant de Vandermonde

A(u) = det((ui) ™) jepg = H (uj —ui),
i<j

et les polyndomes Fj(X) = A(u) [Tkxj(X — ux)/(uj — ux). Alors, on peut montrer que :

—1
T] (D]'—&-l — (D] T] = (D]'_H T] — T] (D] = —qu Z (ub — I/lu) Pu((D]') Fb(wj—H) .
1<a<b<r

D’autre part, si |i —j| > 2, alors T;@; — @; T; = 0. Il s’en déduit que les S; s’expriment en
fonction des T; et des @; :

Vj, Sj=T;— qA%l Y F(®@)) B(®@j41)-
1<a<b<r
Comme Ty s’exprime en fonction des S; et de @, ceci fournit une nouvelle présentation de
l'algebre d’Ariki-Koike. Ainsi, 5 (20,,,R) = (Ty, ..., T,—1,@1,...,@y)R, avec les relations :
Vi>1, (0;j—u)(@i—up) - (0;j—u) =0
Viz1l, (T;—¢q)(Ti+1)=0
Viz1l, TiTinT; = T TiTiq
Vi j, |i—jl=2=T,T =TT,
Vij, li—jl=22=Tioj=aT;
Vi, j, @;®@;=®;w;
Vizl, Ti@i1—@iTi=@iTi—Tioj=(q—1)A2 Y. (up—uy) Fa(@;) Fy(@i41) -

1<a<b<r

9. En supposant bien stir que la dite action est dans le commutant de U(g,C(q'/?,u)).
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Par rapport a la présentation usuelle, on a 6té 1'élément particulier Ty, et on 1’a remplacé par
n éléments « symétriques » @;,...,@,. Lorsqu’on spécialise les valeurs de g et de u pour
retrouver 1'algebre de groupe C20,, ,, les éléments @; spécialisent en les éléments

T =50 ; 72 =S515051 ; 7T =Si-1°""515081"""Si-1,
et vu comme permutation en couronne, chaque élément 77; correspond a 1’élément

((1,...,1,&0,1 .. -;1)/id[[1,n]])

ol { est une racine r-ieme primitive de 1'unité. Par suite, tout élément de ¢ (20,,,, R) s’écrit
de maniere unique comme combinaison linéaire de produits

L

ou chaque c; est un entier compris entre 1 et 7, etou T, = T - - - T;

ij sio = s ---s; est une
expression réduite de la permutation ¢.

Nous sommes finalement préts a décrire I’analogue de la formule de Frobenius-Schur dans
le contexte des algebres d’Ariki-Koike. Pour tout entier i € [[1, ], on pose :

a(n,i) =@, Ty 1Ty o--- Ty € (W, R).
Si u est une partition d’un entier 7, on définit de méme
a(p i) = a(p1,i) @ alpz, 1) @ - @a(py, i),
étant entendu que l'algebre parabolique (W, , R) ® - - - @ A (W, r, R) se plonge canoni-

quement '© dans ¢ (20,,,, R), voir [Shooo, §4]. Enfin, si M = (y(l), ..., y(’)) est un r-uplet de
partitions dans %, ,, on note

AM — ﬂ(;l/l(l),:l) ® a(‘u(z),2> ® e ® a(y(ﬂ[r) ,

R @ e @ AWy
rabolique de #(20,,,, R). Par construction, sous la spécialisation ¢ (20,,,R) — C2,,, les
éléments A); sont envoyés sur des permutations en couronne de type M.

ou de nouveau l'on identifie (20,1, R) a une sous-algebre pa-

Notons .7, , I'ensemble des suites d’entiers positifs ou nuls s = (ny,...,n,) telles que
ny +ny + - -+ + n, = n. Etant donnée une telle suite, on note ¢(s) le nombre d’entiers k tels
que n; # 0, et us = uy, out k est le plus grand entier tel que n; # 0. On introduit alors des

déformations des polyndmes multi-symétriques Py (X1,...,Xp)
Qi (X1, %) = X () (q= 1) [T n (Xiq)
SES s k=1

Lorsque uy = { Fetq = 1, les polyndmes gy, (Xx, q) spécialisent en p,,, (Xx), et on retrouve bien
les fonctions P,gl)(Xl, ..., X;). Finalement, si M = (;4(1), e, y(r)) est un r-uplet de partitions,
on note :

Om(Xy, ..., X, HQ (X1, %) =T | Q(i8i>(X1,...,X,).

10. C’est l'intérét principal de la seconde présentation de 1'algebre d’Ariki-Koike; comme les éléments @; ont
tous un role symétrique, on peut plonger « diagonalement » un produit d’algebres d’Ariki-Koike de tailles res-
pectives ny,...,n; dans l'algébre de taille 71 + - - - 4 14, simplement en envoyant générateurs sur générateurs. Ce
n’est pas possible avec la présentation originale, car Ty joue un role particulier dans chaque algebre 2 (20, ).

159



Chapitre 9. Asymptotique des mesures d’induction parabolique.

Théoréme 9.13 (Shoji, [Shooo]). Les caracteres irréductibles de I'algebre d’Ariki-Koike 7 (20,,,, R)
sont donnés par la formule :

VM € %,y, QM(Xl,...,Xr) = Z gA(q,M,AM) SA(Xl,...,Xr).
NEX, v

Le théoreme 9.13 peut étre complété par les deux remarques suivantes. D'une part, il existe
un algorithme simple qui transforme tout élément @7' @3* - - - @;" Ty en une R-combinaison
linéaire de Apr qui prend les mémes valeurs contre tout caractere irréductible (voir [Shooo,
proposition 7.5]) — c’est 'analogue pour les algebres d’Ariki-Koike du résultat présenté page
103 pour les algebres d’Hecke des groupes de Coxeter. Ainsi, la formule 9.13 donne bien toutes
les valeurs des caracteres des algebres 7 (20, ,, R). D’autre part, on peut comme dans le para-
graphe 7.3 décomposer les polyndmes Qu(Xy, ..., X;) dans la base de ®;_; A[X;] constituée
des Pp(Xj, ..., X;), et ainsi obtenir I'analogue cyclotomique de la formule de Ram. Si A € %;, ,,

alors on note
,
{(A
zn ="M Tz,
i=1

q)‘(i> — 1. D’autre part, si A est une partition, on note .#,, =

et ¢* — 1 est bien str [T,
Hfg) 7, ensemble des matrices de taille /(1) x 7 et a coefficients ¢;; > 0 tels que 2}:1 cij =

Ai. Pour A € ) ,, on note
(A)

Ua = H Uiei)igjer 7
i=1

et T(A) = (t(,...,7(") est I'élément de %, , dont la j-iéme partition () a pour parts les Cij-
Si A est une multipartition, alors .#x, = [Ti_; #, ,, et pour B = (B;) € .#, on note

r

Up = H(“Bi)i/

i=1

et 7(B) = L!_;7(B;). Finalement, pour toute multipartition A € %, ,, on introduit le groupe
(1) (")
War = (&) @ AT - (30) % (@/72)71)

et on note de méme 7 (W, ,) la sous-algebre « parabolique » de l'algebre d’Hecke cycloto-
mique 57 (20,,). Alors :

Proposition 9.14 (Formule de Shoji, [Shooo]). Pour tout A € &, 0, désigne le caractére complexe
de dimension 1 de 5 (2Wy ;) défini par Ox(Ti»1) = 1 et O5(@;) = {', oit i est choisi de telle sorte
que AV . 4 A < f < AW 4. 4 |AU)|. On note @ le caractere induit Indﬁggz/'))(e)\).
Alors : ’

Orp)(AN)
WM, (- )M Mg uAn) = Y Y up

L (g - ).
Ne%,, BeM, N

Exemple. Si r = 1, alors on retrouve exactement la formule de Ram 7.7. En effet, u; = 1, et
d’autre part, les caracteres ®, (M) interviennent dans les formules de passage entre les Py et
les mp(Xy,...,Xy) = [Ti=q M0 (Xi). En effet :

Py(X1,...,.X) = Y, Oa(M)mp(Xy,...,X).
A€,
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Ainsi, en taille r = 1, il y a exactement un élément B € .#) 1, et le coefficient up ©(p)(A)
n’est nul autre que (hy; | pn), ce qui donne la formule 7.7.

Au premier abord, la formule 9.13 semble étre exactement ce dont on avait besoin, et
pour r = 2, en spécialisant u; en g et u en —1, on obtient effectivement une formule de
changement de base entre les ¢ (g, A, ) etles ¢ (vM),v(?). Mais malheureusement, les g-
caracteres sont maintenant exprimés en les éléments Ay, et on ne sait pas comment les relier
aux Ty ; plus généralement, on ne sait pas comment passer de la présentation de Coxeter
(To, Th, ..., Ty—1) & la présentation « symétrique » (Ty,..., Ty_1,@1,...,@,) dans une algebre
d"Hecke cyclotomique.

Exemple. Supposons n = 2 et r = 2; 2, est le groupe des permutations signées de taille
2, et il contient 222! = 8 éléments. L'algébre d’Ariki-Koike 77 (20,5) est engendrée par les
éléments Tp, T1, ou, alternativement, par les éléments T7, @1, @;. Exprimons les éléments de
base associés a la premiere présentation de 7 (2,,) en fonction des générateurs pour la
seconde présentation :

—1
TO:(Dl+(1/lj_7ul)zu1<@2—uz)(&71—ul)’r1 ;
-1
TlTozcﬂle—l—huz (wz—ul) ((Dl—uz) ;

ToThTo = @1 @, Th + RERLE (@2 — u2) (@1 — u1) + (@2 — u1) (@1 — u2)] T} .

(up —u

Ces formules permettent d’exprimer tout élément de la base {1, To, T1 To, ToT1To, T1, ToTh,
T1ToTh, ToT1 ToT1} comme combinaison d’éléments de la forme a)il w§2 Tf . On peut ensuite
inverser ces relations, ce qui permet en particulier de calculer les espérances des caracteres
x (g, Ap) sous la g-mesure de Plancherel (on spécialise u; en g et up en —1). Mais malheu-

reusement, ces expressions sont extraordinairement compliquées ; par exemple,

q(q—1)(g®—59" +99° — 64° +7¢° + 54> + 49 + 1)
2(9+13°(9°=3¢° +49* = 3¢° = 29> —1) =

E[x*(q,A2),0)] =

Ainsi, la formule de Shoji ne permet pas de résoudre le probleme des g-caracteres de type
B, car elle est donnée pour une présentation de .77;(20,) qui est en pratique impossible a relier
a la présentation de Coxeter. Pour autant, I'idée d’utiliser une dualité de type Schur-Weyl pour
calculer des caracteres d’algébres d’Hecke est sans doute la bonne; ainsi, il est vraisemblable
qu’il soit possible d’établir une g-formule de Frobenius en type B et pour la présentation de
Coxeter en utilisant comme dans [HR99] la dualité entre %(QUW) et le groupe symplectique
Sp(2n,F;) pour I'action sur le module de la variété de drapeaux symplectique.

Remarque. Le cadre des algébres d’Ariki-Koike permet de définir des généralisations cycloto-
miques des g-mesures de Plancherel de type A et B. Ainsi, considérons la trace canonique de
l'algebre d’Ariki-Koike 7 (20,,,) définie par T,,(1) = 1 et 7,,(Ty) = 0 pour tout w € 20,,,
différent du neutre. Cette trace est un barycentre des caracteres irréductibles x*(q) :

Tus() = Z Mn,r,q(A) XA(q/ ).
AED,,
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On définit ainsi la g-mesure de Plancherel r-cyclotomique M, 4 et I'on retrouve les g-
mesures de Plancherel de type A et B lorsque r = 1,2 (on retrouve aussi les mesures de
Plancherel des groupes 20, , lorsque g = 1). Malheureusement, pour r > 3, on ne connait pas
de formule de type équerre pour les valeurs de M, ,4; d’autre part, comme en type B, on ne
connait pas de modele combinatoire correspondant sur les permutations r-colorées de 20, ;.
En I’état, on ne peut donc méme pas proposer d’exemple de r-uplets de partitions aléatoires
sous ces mesures cyclotomiques.

9.5 Mesures d’'induction parabolique et algebres d’"Hecke
généralisées

Pour conclure notre étude asymptotique des g-mesures de Plancherel, nous souhaitions dé-
crire le cadre le plus général dans lequel il semble possible de généraliser les résultats des trois
derniers chapitres et d’établir la concentration gaussienne de mesures de Plancherel. Dans ce
qui suit, on fixe un groupe de Chevalley G (non tordu, a centre connexe) défini sur F,. Une
représentation irréductible de GF est dite cuspidale si elle n’apparait dans aucune représenta-
tion obtenue par induction d’Harish-Chandra a partir d"une représentation irréductible d’un
sous-groupe de Lévi strict LF C GF (cf. [Cargz2, §4]). Fixons un sous-groupe parabolique ra-
tionnel PF et une décomposition de Lévi rationnelle P = UL avec U radical unipotent de P,
et Pf = UF x LF. Ce cadre inclut en particulier le cas ott P¥ = Bf est un sous-groupe de Borel
rationnel et LF = TF est un tore maximal scindé. Soit p un caractére irréductible cuspidal de
LF; lorsque Lf = TF est un tore maximal scindé, ceci revient simplement a demander que p
soit un caractére de dimension 1, car TF n’a pas de sous-groupe de Lévi strict. On s’intéresse
au GF-module

R (o)
obtenu par induction parabolique d"Harish-Chandra. La mesure de probabilité sous-jacente
au sens de la définition 3.2 est appelée mesure d’induction parabolique du caractere cuspidal
p; on la note M,.
Exemples. Si GF = GL(n,F,), LF = (IF;)" et p = 1 est le caractere trivial, on a déja expliqué
qu’on obtenait la g-mesure de Plancherel de type A. Le cas de la g-mesure de Plancherel de
type B est tout a fait analogue avec G = Sp(2n, FF,).

Ceci étant, un théoréme conjecturé par Springer et démontré par Howlett, Lehrer et Geck

permet une indexation des composantes irréductibles du module induit Rf[f (p) tout a fait
analogue a celle donnée par le théoréme d’Iwahori 7.4 dans le cas ot p est le caractére trivial

d’un tore scindé (auquel cas REFF (p) = C[GF/BF]). Introduisons le groupe de ramification
W(p) ={w e N(LF)/LF | pow = p}.

Par exemple, si L = TF est un tore scindé maximal et si p = 1 est le caractere trivial, alors
W(1) est simplement le groupe de Weyl de GF.

Théoréeme 9.15 (Lusztig, Howlett-Lehrer, Geck, [HL8o, L.us84, Gecg3]). Le groupe de ramification
W (p) est un groupe de Coxeter fini engendré par des réflexions s € S(p). L'algebre

Endgr (RS (0))
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commutante de I'action de G sur le module parabolique induit est abstraitement isomorphe '* a I'al-
gebre de groupe CW(p), et plus précisément, c’est une algebre d'Hecke a plusieurs parametres de W (p) :

Endgr (RS (0)) = (Ty, s € S(p))c, avec: (Ts)? = (4 — 1)Ts +q° ;
TwTw = T sil(ww') = £(w) + £(w').

Par suite, Rﬁf (p) se décompose en somme directe de (G, # (W (p), S(p), {g%}))-bimodules irréduc-
tibles :

F
GFm{R(L;P (P)}nyf(w(p),S(p),{qu}) - Z <GFmMA> ®e (VA(‘?)ﬂ%”(W(p),s(p)f{qfs})) :
AEW(p)

Les composantes irréductibles de REFF (p) sont donc en bijection avec les caracteres irréductibles de
W(p), et elles ont pour multiplicités les dimensions de ces caracteres irréductibles.

Ainsi, exactement comme dans les cas précédemment étudiés, on peut remplacer un mo-
dule pour le groupe de Chevalley G' par un module pour l'algeébre d’Hecke généralisée
A (W(p),S(p), {9=}), et de plus, le caractere normalisé T associé a l'action de cette algebre
sur REFF (p) est la trace symétrique canonique de l'algebre d’Hecke (voir [Lus84, théoréme
8.6]) :

T(Tw) = {1 S% Y= W
0 sinon.

Ceci signifie que l'espérance dans 1'espace de probabilité non commutatif

(A (W(p),S(p), {9°}),T)

est trés facile a calculer. On a donc une famille d’observables des irréductibles A dont les
moments sont accessibles, et le probleme devient le méme que dans les chapitres 2, 3 et 8 :
relier les valeurs des caracteres

X/\<q/ Tw)

avec A € W(p) a des caractéristiques « géométriques » des indices A des composantes irréduc-
tibles. En particulier, lorsque W est un groupe de Coxeter produit de groupes classiques de
type A, B ou D, les indices A correspondent a des familles de partitions; on peut alors tenter
d’exprimer les X (9, Tw) en fonction des moments de Frobenius des partitions de ces familles.

I est a peu pres clair que les calculs ne peuvent pas étre menés a bout dans un contexte
aussi général; le simple cas des algebres d’Hecke (a un parametre) de type B a montré a
quel point ’expression des caracteres (g, T,,) en fonction d’autres observables des indices
A pouvait étre délicate. On peut néanmoins conjecturer le caractere universel des phéno-
menes de concentration gaussienne dans la classe des mesures d’induction parabolique; a titre

11. Initialement, R. B. Howlett et G. I. Lehrer avaient montré que l'algébre commutante était isomorphe a
CW(p)y, oit u est un cocycle déformant les relations dans 1’algebre CW(p). Mais Lusztig, puis Geck ont mon-
tré que pour un groupe algébrique réductif a centre connexe, ce cocycle y était toujours trivial. La présentation de
I'algebre commutante donnée dans [HL8o] devient sous cette hypothese celle d’une algébre d’Hecke a plusieurs
parametres.
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Chapitre 9. Asymptotique des mesures d’induction parabolique.

d’exemple, concluons ce chapitre en examinant toutes les mesures d’induction parabolique ob-
tenues a partir de caracteres de tores scindés d’un groupe G = GL(n,F,). Si T = (IF)" et si
p est un caractere irréductible de T, alors p peut s’écrire sous la forme :

P=0100Q Qb

ot chaque 6; est un caractere du groupe cyclique F;. Or, le dual L; de F est lui aussi cyclique

de cardinal 4 — 1, donc chaque 0; est un 0k ot 6 est un générateur de L; (avec les notations
du chapitre 6), et k; € [1,9 — 1]. Quitte a conjuguer le tore par un élément du groupe de Weyl
W = &,, on peut donc supposer que

0= (91)@111 ® (92)®n2 R ® (eq—1)®nq_1

avecn = ny+np+---+n,_1. Alors, il est aisé de voir que 0 € &, laisse stable p si et seulement
s’il appartient au sous-groupe de Young

W(p) =6 x Gy, X -+ X S, -

Ainsi, les composantes irréductibles du module parabolique R sont indexées par les éléments
de %, X %, X -+ X %H, et d’autre part, avec les notations du chapitre 6, si p est de type
(ny,..., nq,l), alors R% n’est nul autre que R¥, ou p est la polypartition duale

6] : 1M [92] 1" e [9‘7_1] s 1M1

Ici, [6¥] désigne la classe dans L/® de I'élément de L = ligqn_m L, donné par l'appariement
(6k| ), = 6%(-) (cette identité est suffisante pour décrire un élément de L). Dans A(F,), R¢
correspond donc a la fonction B¥, c’est-a-dire, d’apres la formule de changement de base
donnée dans le paragraphe 6.3, a

q—1
( g/\i(ln,»)> S{[9}:/\1,...,[9q_1}:/\q_1} .
)\16%1,‘.‘,)\4,16%11_1 i=1

Autrement dit, en tant que GL(n, qu)—module, R% admet pour décomposition en irréductibles :

q-1 ‘ i )
Rf = 3 (H dim/\(’)> yABAD, [ :A Y
i=1

AV ez, Lo A1) e%q_l

Les multiplicités ]_[?:_11 dim A() sont les dimensions des .#(W(p))-modules irréductibles in-
tervenant dans la décomposition de R¢ en somme de (GL(n, F,), 7 (W(p)))-bimodules irré-
ductibles ; on peut d’autre part montrer que dans le cas qui nous intéresse, les parametres de
(W (p)) sont tous égaux a g, de sorte que 1'algebre d’Hecke est exactement la sous-algebre
de Young J7;(&,, x &y, X - - X Gnkl) C H#;(6,). D'apres [Macgs, chapitre 4, §6], la dimen-

Ala—1

. oz . 1 N . . . N
sion de la composante irréductible VA AT et (3 conjugaison des diagrammes pres)

g—1 qb(/\(ﬂ)
| . r
e L ey,

i=1

Enfin, la dimension de R¢ est {n!}, : comme le tore est scindé, on est en effet dans la méme
situation que pour la g-mesure de Plancherel de type A. On en déduit que la mesure d’induc-
tion parabolique sur I'espace %}, x --- X &}, | paramétrant les composantes irréductibles de
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R% n’est nulle autre que
g-1 ,
Mp (/\(1), e ,/\(q_l)) - H Mni,q()\(l)) .
i=1

Autrement dit :

Proposition 9.16 (Mesures d’induction parabolique des caracteres des tores scindés des grou-
pes linéaires finis). Soit o un caractere irréductible d'un tore scindé de GL(n,IF;), et (ny,...,n,_1)
les exposants des caractéres 0" dans la décomposition en produit tensoriel de p. La mesure d'induction
parabolique M, est le produit de g-mesures de Plancherel de type A de parametres ny, ..., ng 1.

Dans ce nouveau cas, la concentration gaussienne est donc trivialement vraie, puisque les
partitions A1), ..., A7=1) sont tirées indépendamment suivant des mesures asymptotique-
ment gaussiennes au sens du théoreme 8.7. Ce résultat va dans le sens de notre conjecture
d’universalité des phénomenes gaussiens pour les mesures d’induction parabolique.



Chapitre 9. Asymptotique des mesures d’induction parabolique.
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Troisieme partie

Asymptotique des mesures de
Schur-Weyl et des mesures de Gelfand
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Dans cette troisieme partie, nous revisitons la théorie asymptotique des représentations
des groupes symétriques, en nous penchant sur deux familles de représentations :

— les représentations de Schur-Weyl, qui correspondent aux actions des groupes symé-
triques par permutations des lettres des tenseurs simples dans des produits tensoriels.

— les représentations de Gelfand, qui correspondent au cas ol toutes les multiplicités des
composantes irréductibles sont égales a 1.

Dans ces deux cadres, nous établissons des lois des grands nombres et des résultats de dé-
viation gaussienne semblables a ceux exposés dans le chapitre 3, et 1'outil principal mis en
jeu dans les preuves de ces résultats est de nouveau 'algebre d’observables présentée dans le
chapitre 2.

On constate ainsi que I'étude asymptotique de partitions aléatoires peut a chaque fois étre
décomposée en trois étapes :

1. On détermine une renormalisation adaptée a la forme typique des grandes partitions
aléatoires, qu’on peut deviner en simulant un processus aléatoire sur le graphe de Young
dont les lois marginales sont celles que l'on souhaite étudier. On choisit ensuite une
graduation de 'algébre &' adaptée a cette renormalisation : cette graduation était le degré
canonique pour les mesures des algebres d’Hecke, et sera le poids pour les mesures
de Schur-Weyl de parameétre a > 1/2, le a-degré pour les mesures de Schur-Weyl de
parametre « < 1/2, et le degré de Kerov pour les mesures de Gelfand.

2. On trouve une base graduée d’observables dont les espérances ont une propriété de
factorisation asymptotique, et on relie ces observables a des observables de nature ana-
lytique telles que les moments de Frobenius ou les cumulants libres. La propriété de
factorisation asymptotique implique la convergence en probabilité des observables re-
normalisées, ce qui permet le plus souvent d’établir une loi des grands nombres.

3. Pour les phénomeénes de déviation gaussienne, on utilise la théorie des cumulants d’ob-
servables due a Sniady, et on en déduit le caractere gaussien de certaines observables
de diagrammes, puis éventuellement le caractere gaussien de la forme des diagrammes
aléatoires.

Dans un contexte de théorie des représentations, la base graduée d’observables dont on peut
espérer calculer les espérances est celle des caracteres centraux, et ce compte tenu de la re-
marque faite a la fin de la section 3.3. C’est effectivement cette base qui jouait un role pivot
pour les mesures des algebres d'Hecke, et il en sera de méme pour tous les cas étudiés dans
cette troisieme partie.

Détaillons maintenant les résultats obtenus, en commengant par les mesures de Schur-
Weyl, qui sont liées au phénomene de dualité de Schur-Weyl entre les actions de GL(N,C)
et de G, sur (CN )¥". Lorsque N est de l'ordre de n* avec a« > 1/2, la forme limite des
diagrammes aléatoires sous ces mesures de Schur-Weyl a été déterminée par P. Biane (voir
[Biao1a]). Nous montrons dans le chapitre 10 que le théoreme central limite de Kerov reste
vrai dans ce cadre — c’est le résultat de l'article [Mé1oc] — et nous étudions également le
cas & < 1/2. Dans ce dernier cas, nous présentons une famille de filtrations d’algébres sur
O qui interpolent la filtration des poids et la filtration des degrés, et sont adaptées a I'étude
d’asymptotiques « intermédiaires ». Ainsi, sous une mesure de Schur-Weyl de parametre
a < 1/2, une partition a asymptotiquement des lignes de I'ordre de 7'~ et des colonnes de
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I'ordre de n*. Dans ce méme cadre, on peut tenter d’adapter la théorie de Sniady aux filtrations
des a-degrés pour obtenir des résultats de concentration gaussienne. Malheureusement, ces
arguments ne permettent pas de traiter l'ensemble de l'intervalle ]0,1/2[, et I'asymptotique
des fluctuations des mesures de Schur-Weyl de parametre inférieur a 1/2 reste en partie un
probléme ouvert.

Le théoreme central limite de Kerov s’applique également aux mesures de Gelfand ; sous
ces mesures, la probabilité d"une partition est proportitionnelle & dim A (au lieu de (dim A)?
pour les mesures de Plancherel). La forme limite des partitions renormalisées sous ces mesures
est la méme que dans le théoreme 3.3, mais les fluctuations sont plus grandes; néanmoins,
la déviation est de nouveau essentiellement décrite par le processus gaussien généralisé de
Kerov, voir le théoreme 11.13.
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Chapitre 10

Asymptotique des mesures de
Schur-Weyl

Entre la renormalisation « isotrope » en 1/+/n des diagrammes de Young sous la mesure
de Plancherel et la renormalisation en 1/n des lignes des diagrammes de Young sous une
g < l-mesure de Plancherel, il est naturel de se demander s’il existe des familles de repré-
sentations des groupes symétriques donnant lieu a des renormalisations « intermédiaires »,
c’est-a-dire qu’avec grande probabilité les lignes ont pour ordre de grandeur n'/2*¢ et les co-
lonnes ont pour ordre de grandeur n'/2~¢. Des phénomeénes asymptotiques de ce type peuvent
étre observés dans le contexte des mesures de Schur-Weyl, qui sont les mesures de probabilité
associées aux représentations des groupes &, sur des produits tensoriels d’espaces V". Plus
précisément, si I’'on considere la mesure de Plancherel associée a la représentation de &,, sur
le produit tensoriel (CN)®", alors on observe trois régimes asymptotiques distincts :

1. SilogN/logn ~ a > 1/2, alors le comportement asymptotique est identique a celui
observé pour la mesure de Plancherel standard.

2. SilogN/logn ~ 1/2, la forme limite des diagrammes renormalisés dans les deux di-
rections suivant un facteur 1//n dépend du parametre ¢ = /n/N. La déviation des
diagrammes par rapport a la forme limite (). est décrite dans un intervalle de taille 4
par le méme processus gaussien généralisé que dans le cas &« > 1/2.

3. Enfin, si logN/logn ~ « < 1/2, alors on observe un comportement asymptotique
intermédiaire, avec des lignes qui ont pour ordre de grandeur n'~* et des colonnes qui
ont pour ordre de grandeur n*.

Ces trois régimes sont étudiés en détail dans les sections 10.2 et 10.3, et on y démontre les
résultats nouveaux 10.15 et 10.22 (le premier est 1’objet de 'article [Mé1oc], et le second théo-
réme a été obtenu en collaboration avec V. Féray). A ’aide d"une correspondance RSK généra-
lisée, on peut réinterpréter tous ces résultats en termes de longueurs des plus longs sous-mot
croissants d’un mot aléatoire de longueur n sur un alphabet de taille N; on rappelle cette
correspondance dans la section 10.1.
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Chapitre 10. Asymptotique des mesures de Schur-Weyl.

10.1 Mesures de Schur-Weyl

Soit « et ¢ deux réels strictement positifs. La mesure de Schur-Weyl de parametres (1, «, ¢)
est la mesure sur les partitions de taille n associée a la représentation

(CNH®" A~ 6,

ou n* ~ cN et &, agit comme dans le paragraphe 9.4, c’est-a-dire par permutation des lettres
dans les tenseurs simples. Nous noterons cette mesure SW,, ,; elle dépend bien str de la
valeur précise de la dimension N, mais nous verrons que pour I'étude asymptotique, la donnée
des parametres « et ¢ suffit. Compte tenu du théoreme 9.9, la mesure SW,, . charge seulement
les partitions de longueur inférieure a N, et elle s’écrit :

dim M* x dim A
SWT’Z,D(,C [)\:I - Nn .

ott M* est le GL(N, C)-module irréductible de plus haut poids A.

Notons que les mesures de Schur-Weyl rentrent elles aussi dans le cadre des mesures de
Schur (8§4.2). Ainsi, la poissonisée de parametres (6, N) des mesures de Schur-Weyl est la
mesure de probabilité sur % définie par

oM e  dim M* x dim A

et c’est aussi la mesure de Schur de parametres t = (6/N,0,0,...) ett' = (N,N/2,N/3,...).
Cette approche est suivie dans l'article [BOo7]; de nouveau, nous préférerons ’approche des
observables de diagrammes.

Soit A = {1,2,..., N} un alphabet de taille N, et m = mym, - - - m, un mot de taille n sur
'alphabet A. Comme dans le paragraphe 3.1, on peut construire deux tableaux P(m) et Q(m)
de taille n en appliquant 'algorithme d’insertion de Schensted au mot m.

Exemple. Supposons N =5, n = 9 et m = 233154243. Si I’on applique l'algorithme décrit page
34, alors on obtient les deux tableaux :

4
3[3[4] et

NSE
=[N

3
2

9
3

6
2[3]5[8].

Par construction, le premier tableau P(m) est semi-standard, c’est-a-dire qu’il est croissant
suivant les lignes et strictement croissant suivant les colonnes. Le second tableau Q(m) est
pour sa part un tableau standard. On peut retrouver P(m) en appliquant 1'algorithme du jeu
de taquin au ruban semi-standard obtenu a partir du mot m, voir la figure 10.1.

Comme l'algorithme d’insertion de Schensted peut étre inversé, on obtient 1'identité com-
binatoire suivante :

N'= )
AEY,
1EISY,

tableaux standards
X d ¥

et a entrées dans [1, N] e forme A

tableaux semi-standards de forme )\}
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10.1. Mesures de Schur-Weyl.

[2]3]3

5 [2]3]3

5 [2]3]3]5

2[4 4

3 - 2[3 — 2[3
5] 5] 5]
2]3[3[4]4 2[3[3]4 2[3[4

— — —
2|3 1[2]3]4] 1(2[3]3]4]

FIGURE 10.1 — Algorithme du jeu de taquin et tableau semi-standard associé a un mot.

De plus, on peut montrer que la dimension du GL(N,C)-module M* est précisément le
nombre de tableaux semi-standards de forme A et a entrées dans [[1, N] (voir [Macgs, ap-
pendice A, §8]). Enfin, comme dans le cas des mots des permutations, la premiere ligne de
la partition A(m) qui est la forme commune des tableaux P(m) et Q(m) associés a m a pour
taille la longueur d'un plus long sous-mot croissant dans m. Par conséquent :

Proposition 10.1 (Interprétation combinatoire des mesures de Schur-Weyl). La mesure de Schur-
Weyl de parametres (n,a,c) a pour expression

X de forme A

tableaux semi-standards de forme A
et a entrées dans [1, N|

{ tableaux standards } ‘

SWﬂ,lX,C [)\:I = Nn
De plus, la loi de la longueur du plus long sous-mot croissant d'un mot choisi aléatoirement parmi les
N" mots de taille n sur l'alphabet A = [[1, N est la méme que la loi de la premiere part d'une partition
sous la mesure de Schur-Weyl SW,, 4 ..

Ainsi, comme pour la mesure de Plancherel et la g-mesure de Plancherel de type A, on
dispose d'un modele combinatoire des mesures de Schur-Weyl. Une autre propriété impor-
tante pour la suite est le calcul des traces des permutations pour ces représentations (voir le

paragraphe 9.4) :
tr (oy,)

1
_ . 4 . _ _ nC(p)—ul —
tr(oy) = pu(1,1,...,1) = N W . SW,, o] = NG = N‘® |V|_NW.

En particulier, les traces ont une propriété de factorisation exacte, c’est-a-dire que si o7 et o>
sont deux permutations a cycles disjoints, alors :

Swn,ac,c [(71 UZ] = SWn,ac,c [(71] Swn,ac,c [(72] .

Ceci implique la nullité des cumulants joints k, (01,02, ...,0;) pour r > 2 et des permutations
a cycles disjoints.
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Chapitre 10. Asymptotique des mesures de Schur-Weyl.

10.2 Asymptotique pour « > 1/2

Supposons le parametre « strictement supérieur a 1/2. Alors, si 0; désigne un cycle de
longueur I, SW, ,c[07] ~ ¢!~ n=*(=1 donc

lim SW,, 4 c[07] neT = {1 s%l =1
n—roo 0 sinon.

D’autre part, on vient de voir que les cumulants joints k,(0y,,...,07,) avec r > 2 et des cycles
disjoints étaient tous nuls. Le théoréme de Sniady 3.5 s’applique donc, et les paramétres
asymptotiques sont les mémes que pour les mesures de Plancherel usuelles des groupes &,
(voir la page 42). On a donc les mémes résultats asymptotiques que dans le chapitre 3 :

Proposition 10.2 (Asymptotique des mesures de Schur-Weyl de parametre « > 1/2, [Biao1a]).
Si o > 1/2, alors sous les mesures de Schur-Weyl SWy, o ¢, les partitions aléatoires A € %, obéissent
aux lois asymptotiques des théorémes 3.3 et 3.4.

FIGURE 10.2 — Diagramme de Young aléatoire tiré suivant la mesure de Schur-Weyl de para-
metresn =500, a =1/2etc=1.

Supposons maintenant « = 1/2 (voir la figure 10.2). Les cumulants joints k, (o7, ...,07,)
avec r > 2 restent nuls, et pour r = 1, les limites des espérances renormalisées des cycles
s’écrivent :

. =1 . _ 141 _
llm SWﬂ,lX,C [07] nz = llm SWﬂ,lX,C [Zl] n 2 = Cl 1 .
n—oo n—oo

On peut remplacer les caractéres centraux X par leurs composantes de plus haut poids, c’est-
T . 4 1 . .
a-dire les cumulants libres R;;q; par conséquent, notant A* = A» un diagramme de taille n
renormalisé en abscisse et en ordonnée par un facteur 1/+/n, on voit que

lim SWn,a,c[Rl+l ()‘*)] = Cl_l'

n—oo
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10.2. Asymptotique pour & > 1/2.

Alors, la propriété de factorisation asymptotique permet d’établir la convergence en probabi-
lité (et en moments) :
Vi > 2, R1<A*) > SWpae Cli2 .

Le calcul de la forme limite correspondant a ces cumulants libres est di a P. Biane, cf. [Biao1a].
Un parametre c étant fixé, notons y. la mesure de transition de la forme limite, G, sa transfor-
mée de Cauchy et R, sa R-transformée. Alors, par définition des cumulants libres :

1 ad 1 z
Rc(z) = Z <1+ZRZ(P‘6)ZZ> =i &

=1

En évaluant cette relation en z = G.(y), on obtient 1’équation

(14cy) [Ge(y)]* — (c+y) Ge(y) +1 =0,

et comme G¢(y) ~y 00 1/, ceci conduit a

G():c+y—\/(c—y)2—4: 2
W 2(14cy) y+e+/(y—co? -4’

ol y est une variable complexe, et la racine carrée holomorphe est définie sur C \ R_ et choisie
de telle sorte que v/1 = 1. Des techniques d’inversion de Stieltjes permettent finalement de
retrouver les formes limites correspondantes (). Ainsi, notons (), le diagramme continu défini

par:

2 <sarcsin(%) + V4 - 52) si|s| <2,

H sinon;

Oo(s) = Q(s) = {

2 <s arcsin (=) + %arccos(2+sc_cz) + 4_(S_C)2> si|s—c| <2,

ch}Ol[(s) — 2v/1+sc 2y/14+sc 2
|s| sinon;
sty 1 <(s—1)arcsin(%)+ 4—(5—1)2) sils—1/<2
M (s) = "
Is| sinon;;
2 - -1
s+ £ sise]—,c—2],
2 4—(s—c)? .
Qc=1(s) = % (s arcsin 2\;%) + %arccos(zzt/sﬁ—;c) + gs 2 ) sils—c|<2

sinon.

Notons que 4(s € [—1,3]) est bien la limite des Q(s) avec ¢ < 1 ou ¢ > 1; de méme,
Qo(s € [—2,2]) est bien la limite des Q).(s) avec 0 < ¢ < 1. Les diagrammes continus qui
correspondent aux formules ci-dessus sont représentés sur la figure 10.3 — on a repris exac-
tement la figure 2 de [Biao1a].

Proposition 10.3 (Formes limites des diagrammes sous les mesures de Schur-Weyl de para-
metre « = 1/2, [Biao1a]). Pour tout parametre ¢ > 0 et tout € > 0, SWy, 1,2 [[|A* — Qeclleo = €]
tend vers* 0. Le cas ¢ = 0 correspond aux parametres o« > 1/2, et on a alors le méme résultat avec ()
pour forme limite.
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Chapitre 10. Asymptotique des mesures de Schur-Weyl.

c=1/2

c=1 c=2

FIGURE 10.3 — Formes limites (). des diagrammes de Young tirés suivant des mesures de
Schur-Weyl de parametre « = 1/2.

En particulier, on observe une transition de phase lorsque le parametre ¢ s’approche de
la valeur 1 : par exemple, la tangente a la courbe limite en (¢ —2)* vaut —1sic < 1, 0 si
c = 1et +1sic > 1. Le comportement asymptotique local au voisinage de s = —1 et pour
c = 1 peut étre décrit par des processus déterminantaux reliés au noyau d’Hermite discret,
voir [BOo7]. Dans la suite de cette section, on s’intéresse aux déviations des diagrammes de
Young par rapport a leur forme limite ();; ce probléeme était jusqu’alors resté non résolu,
et nous avons découvert que le théoreme central limite de Kerov 3.4 se généralisait dans ce
cadre (cf. [Mé1oc]). Pour commencer, calculons la mesure de transition y. dont la transformée
de Cauchy est la fonction G, précédemment décrite. D’apres le chapitre 3, si ¢ = 0, alors

4 — g2

dpo(s) = Lse[—22 BT ds

est la loi de Wigner du demi-cercle.

Lemme 10.4 (Déformations de la loi de Wigner). La mesure de transition p. a pour expression :

4—(s—c)?
27t(1 +cs)

Démonstration. Supposons dans un premier temps ¢ < 1; alors, la fonction G.(z) est holo-
morphe sur C \ R_ et reste bornée au voisinage de la demi-droite R_ (en particulier, sa
singularité en z = —1/c est effacable). La loi y, dont la transformée de Cauchy est G, peut
dans ce cas étre retrouvée a l'aide de la formule d’inversion de Perron-Stieltjes :

dpe(s) _ lim Ge(s —ie) — Ge(s +1ie)
ds e—0" 2im ’

S5

dpc<i(s) = Lscre—2,c42)

dpte>1 <S) = 156[c72,0+2}

1. En réalité, on a méme convergence en probabilité au sens de la topologie ultra-forte sur 4%/, car il n’est pas
tres difficile d’évaluer la distribution des longueurs des plus longs sous-mots croissants et décroissants d’un mot
aléatoire de [[1, N]".
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10.2. Asymptotique pour & > 1/2.

c=1/2

1

FIGURE 10.4 — Déformations de la mesure de Wigner correspondant aux mesures de Schur-
Weyl de parametre &« = 1/2.

cette formule classique découle d'un calcul de résidu. Si s est strictement compris entre ¢ — 2
et ¢ +2, alors (s — ¢)? — 4 est un réel strictement négatif, donc

lim /(s +ie—c)2 —4 = +iy/4— (s —¢)?.

e—0+

D’autre part, tous les autres termes dans 'expression de G, sont continus au voisinage s ; par
conséquent,

dic(s €le—2,c+2)) (iWVE—(5—0)) — (-iVE—(G-02) i—(5-0)p

ds 4irt(1 + cs) ~ 2m(1+cs)

Si |s —c| > 2, alors (s — c)?> — 4 est un réel positif, donc la racine carrée reste continue au
voisinage de ce point. Par conséquent,

duc(s ¢c—2,c+2|)
ds
L'expression de p.<1(ds) est donc établie, et notons qu'un calcul permet effectivement de

retrouver oo .
/ WVl Gl ds = G(z) ;
s=c—2 <1 + CS) (Z - S)
il suffit d’effectuer le changement de variable s — c = 2sin 6, de développer en série entiere les
expressions ainsi obtenues et d'utiliser les formules de Wallis pour les intégrales de puissances
de la fonction sinus. Lorsque ¢ > 1, les mémes formules sont valables pour tout point s #
—1/¢, mais il faut rajouter un Dirac en —1/c pour prendre en compte le pole de la fonction

=0.

Gc(z) en z = —1/c. Comme le résidu de G.(z) en —1/c est
—1/ctec—/(c+1/c)* =4  —(c—1/c)—/(c=1/c)> (1
2c - 2c - 2)’
on obtient bien la formule? de I'énoncé. O

2. Notons que ces mesures déformées sont en réalité bien connues : il s’agit des lois images par des homothéties
des distributions de Mar¢enko-Pastur reliées aux valeurs propres de matrices aléatoires de Wishart, cf. [Biao1a].
On renvoie d’autre part a [LPog] pour 1’analogue dans le contexte des matrices aléatoires et des distributions de
Maréenko-Pastur de nos résultats de déviation gaussienne.
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Pour la mesure de Wigner i, les moments pairs sont donnés par les nombres de Catalan :
hon (Qo) = uo(s*") = C,.. Déterminons de méme les moments des lois déformées ..

Lemme 10.5 (Deux identités hypergéométriques). Pour tous entiers positifs m et k,

ko (2k +24+u—21) m+21 +2 —u! 2k — 2] + u!
l;};(m—u—i—l—|—2)(m—u+l+1)m—u!u!l!l+1!k—l!k—l+1!
_m42k+4 omt 2%k 2

m+k+2 mlklk+2!°

D’autre part, pour tous entiers positifs Z et « < f3,

Z x+z!(Z ., wlB—a+Z-—1
Z—.<z>(_1) T B—a—1B+Z!

Démonstration. Ceci rentre dans le cadre des identités hypergéométriques (multivariées) que
I'on peut démontrer a 1’aide de la théorie de Wilf-Zeilberger, voir [PWZ9y, WZg2a, WZ92b].
Ainsi, dans chaque cas, il existe un algorithme qui exhibe des relations de récurrence vérifiées
par les deux membres de 'équation, et d’autre part, il est aisé de vérifier que les identités
sont vraies pour suffisamment de valeurs des parametres (m et k pour la premiére identité,
et Z pour la seconde); partant, les identités sont effectivement vraies pour toutes valeurs des
parameétres. Nous laissons les détails du calcul des relations de récurrence au lecteur, ou a
tout logiciel de calcul formel (par exemple Mathematica). O

Lemme 10.6 (Moments des lois de Wigner déformées). Le n-ieme moment de la loi p. est égal a :

12k

13)
_ ny __ n—2k
in(Qe) = pie(s") _k; (n—k+1)(n—Kkik—11°

Le n-iéme moment entrelacé correspondant est égal a :

(5] 12k

PnQ0) = L G r 11

n—2k

Démonstration. On a vu dans le chapitre 2 que les moments des diagrammes continus étaient
reliés aux fonctions génératrices des diagrammes par la formule :

271G,z ) =1+ iﬁk(w)zk = exp (ki ﬁk;{w) zk> .

k=1

I suffit donc a priori d’effectuer deux développements en série; c’est ce que nous faisons
dans la suite, mais les calculs sont assez apocalyptiques. Notons H.(z) = z ! G,(z7!) =

1 (1 —J(A_2_4) = 2 PR P
gz te (1 —c)>—4) = e a2 D’apres ce qui précede,

Hoz) =1+ i%n(nc)z" ; Z:’(i? — D) = ilﬁnmc)z".

178



10.2. Asymptotique pour & > 1/2.

Le développement en série de 2/H.(z) donne

2 z 2
H.(2) —1+cz+(1—cz)\/1—4<1_cz>
) z 2(m+1)
:1+cz+(1—cz)<1—2¥0Cm<1_cz> )
Z2m+2
( ZC CZ 2m+1>’

étant entendu que Y50, Cy ¥ = 1= v2i74x . Par conséquent,

2m+2r

0 o0 z
Z):l‘}'mgo}g{ Z lecmzcmr}m

mi+mo+---+m,=m

Soit f(m,r) la somme entre crochets. On a f(m,0) = 0, f(m,1) = C,, et compte tenu de la
formule de récurrence pour les nombres de Catalan, f(m,r) = f(m+1,r—1)— f(m+1,r—2).
Par conséquent, on peut démontrer par récurrence que

2m +r—1!
m!m 4+ r!

f(lm,r)=r

Finalement, on utilise le développement W =Y (zm“H Y ¢!z! pour obtenir :

- O 2mAr+l—U2mAr—1 | 5o
Hc(Z)—1+ZZZ N2m+r—1" m!m+r! €

m=0r=11=0
0 5] / & 1)kt
1Y z;(zr(” i )a«—%
n=2 k=1 \r=1 A

Pour tous entiers positifs 4, betc, (,771 ) = ¥,1 (;)(°.") — cette identité peut étre démontrée

bijectivement en regroupant les parties de taille b 4 ¢ + 1 dans [1,a + 1] suivant la valeur de
leur (b + 1)-iéme élément. En particulier,

Z . n—r—1\ n
= \n—k-1) \n—k+1
silonprenda =n—1,b =1etc = n—k—1. Ainsi, le terme entre parentheses dans

'expression précédente de H.(z) est simplement

2k
(n—k+1)(n—kkk—1"

et on obtient bien I'expression attendue pour /1, ().

La preuve de l'identité pour les moments entrelacés est tout aussi laborieuse 3. Pour com-

3. On pourrait aussi utiliser les relations de Newton pour calculer récursivement les p,, (Q)¢) a partir des h, (Qc),
mais ces calculs reviennent essentiellement a ceux présentés ci-apres.
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mencer, on remarque que :

P(z) = — z o c(l1—cz)+4z
T 14+ /O —cz)2—42 (1—cz)? —4z22

_ zH( )( c(1—cz)+4z —c)

2 (1 —cz)?2 —4z22

() () B () () )
0 (§ o1 ) () ) )

Siny > 2, le coefficient de z™" dans la série z Hc(z) /2 est d’apres ce qui précede égal a

ng — 1! m-2%-1
TR0 —k—1)kk—1ln —1— 2K /

1
2 =
et si ny > 1, le coefficient de z"2 dans le second terme T.(z) du produit P.(z) est égal &
121 %)

np — 1! —2l—1 = ny — 1! —21-1
2 & 4 &
m— 2l — 241 ¢ L o

Tl2+1! 1y —21—1
ny = o —21 =111+ 1! '

De plus, le coefficient de z dans z H(z) /2 vaut 1/2. Par suite, comme

Z"](Pe(2)) =} [Z"](zHe(2)/2) x [2")(Te(2)),

ny+npy=n
on voit que pour 1 > 3, p,,()) est la somme des expressions suivantes :

. n! Cank .
n—2k'kl'k —1! !

n—lk:1

B= Y (n2+1)ny —1ny —1lng — kg —2! o2k —2ky 2
—ki'ki'ky —1'ny — 2k — 1'np — 2k, — 11 kpl ky + 1!

n+no=n
1122, np>1
2<2k1<1’11—1
0<2k2<1’12—1
(n2+2)ny +1ny!ng —ky — 1! 1—2k; — 2k, —4

— k1 + 1k 'k +1'nq — 2k — 11y — 2kol ko ky + 1!

ny+ny=n—3 nm
1120, 1220
0<2k1<1’11—1
0§2k2§7’12
f(k1,k2,u n)n—2ky —2 — u!2ky + u! n—2k—4

“u 2k —4luk 'k +1'k2'k2+1'

\ _ 2y +2+ ~ .
ou f(ky, ko, u,n) = (n—lt—k1—2k2—22)(n—uu—k1—2k2—3)' Les moments p,().) sont donc bien des po-

lynémes en c avec tous les termes de degré pair ou tous les termes de degré impair. Le terme
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10.2. Asymptotique pour & > 1/2.

de degré n — 2 en c provient seulement de A, et est égal a

1 n! nt?
n_1n—20 " n_110"
Ainsi, la formule de I'énoncé est vraie pour le coefficient de c"~2, Pour les autres coefficients,
il s’agit de montrer que sik > Oetn —2k —4 > 0, alors :
f(ky, ko, u,n)n —2ky — 2 — u! 2ky + u! pi2k+4

—u—2k—4ulki'ky + Ukolko + 11 (n—k—2)(n—1)k+21k!"

o<u<n—a-2k 1

k=k +ko
En effet, le terme de droite est la différence des coefficients de ¢"~* 2% dans la formule de
I’énoncé et dans le terme A. Cette derniere identité est équivalente a la premiere partie du
lemme 10.5. Finalement, on laisse au lecteur le soin de vérifier que la formule pour p,(Q)
reste vraie pour n = 1,2. O

Dans 'algebre des observables étendue ¢, introduisons les éléments

Bt L5 fl2i-1

k+1

]
~ . k+1-21 1/2
q"'c_(k+1)(21)k/2 l; (k+1—l)l!l—1!c (217

Lorsque ¢ = 0, on retrouve les observables g, présentées page 43.

Lemme 10.7 (Moments de la déviation d'un diagramme). Soit A un diagramme de Young, A*
le diagramme continu renormalisé en abscisse et en ordonnée par un facteur 1/+/n, et Ay (s) =
A*(s) — Qc(s). Pour tout entier k,

\/ﬁ k _ q~k+l,6()‘)
5 /Rs Apc(s)ds = 1

Démonstration. D’apres la seconde partie de la proposition 10.6, I'observable gy .(A) est sim-
plement égale a

1/2 =~ ”
S (et - (@) = 2 (e (0~ e (00)).

De plus, pi2(A) = [ 5207 (s)ds = (k+1)1(k+2) Jr s (A(S)Z_M) ds pour tout diagramme continu
A € €% . Ainsi,

B = oD o)~ Fria(00)

= [0 = ) — (uls) o) s = B [ o).

0

Lemme 10.8 (Moments décalés de la déviation d'un diagramme). Avec les mémes notations,
pour tout entier k et tout diagramme de Young A,

\/TE /IR (5 — ) Ane(s) ds =

/n k+2) A - N
weries (BT i LB ) o)

2<I<k+2 2<L2m<k+2
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Démonstration. On développe (s — c)¥ par la formule du bindme de Newton :

2 =\ 2 Jr
1 & <k+1> el ~
=t (=6)" " q111,(2)
k+1l§ I+1 ‘
= (=01 (1)
+145\ 1

n k+2 /g pr(A
— Vi < +2> (—c)kt+2! (Zféf\)gl/_z —VnA(c),

ot A(c) est ’expression suivante :

A+ k41 k!

TR T B P Y e Ty s g

A(C) — _1)k+1—lck+2—2m

m=1 |=2m—1

H

ZQ: k—ZZ:m k —2m (_1>k—u—2m Ck72m
=k — 2m'm'm—|—1' = u u+m+1 '

1 L
= [y x**"dx. Ainsi,

Le terme entre crochets peut étre calculé en écrivant +m P

k—ZZ:m k—2m ( k u—2m /1k 2m k —2m (_1)k7u72mxu+mdx
u u—l—m—l—l u

u=0
— I'm!
— / XM (x o 1)k—2m dx = (_1)k—2m k —2m!m!
0

k—m+1!"
k
Par conséquent, A(c) = Zm o W (—c)k=2m = m Z,Ef:JO (5;21) (—c)k=2" et on en
déduit la formule de 1’énoncé. O

Ceci étant, sous une mesure de Schur-Weyl de parametres &« = 1/2 et ¢ > 0, le théoreme
de Sniady 3.5 s’applique de nouveau, avec pour parametres :

1 I+1 1—1

Cly1 = nlgrc}ok (Z)n 2 = 11m kn(Rig1)n= 2 =c+;
. ,[L _l4m
Ol41,m+1 = &E}Iolo kn<zl/ Tu)n~ 2 = Jg{}okn <Rl+1/ Ryp)n 2
I+m I+m—2 Im
:glnolok (01,0m)n 2 —Imc "2 4 Z — Caytby " Captb,
l:gl+...+ar r
m:bl++br
Im I\ (m
— —Im Cl+m—2 + Z e Cl+m—2r — Z r Cl+m—21"
_ r r r
I=a1+---+a, r>2
m=by+---+b,

Ainsi, les observables (généralisées)

x _ R _
Wl;l — <21)1/2 (711“ _Cl 1) ; Xl>2 — <21)1/2 (_ll _Cl 2)
( (Z1)2
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10.2. Asymptotique pour & > 1/2.

sont asymptotiquement gaussiennes centrées, avec les covariances limites indiquées par la
formule ci-dessus. Dans ce qui suit, nous développons les moments décalés de la déviation
d’un diagramme en fonction de ces nouvelles observables.

Proposition 10.9 (Comportement asymptotique de fonctionnelles linéaires de la déviation).
Soit p(s) un polyndéme en s, et A € %, un diagramme de Young aléatoire tiré suivant une mesure de
Schur-Weyl de parametres o« = 1/2 et ¢ > 0. La variable aléatoire

Vi (p(s) | Aae(s)) = v/ /m p(S) A e(s) ds

converge en loi vers une variable gaussienne centrée.

Démonstration. La partie importante de la proposition est en fait 1’existence d"une limite et son
caractére centré, voir la preuve de la proposition 10.13 ci-apres. D’apres ce qui précede, pour
tout [ plus grand que 2,
R;(A _
N <¥ ¢ 2> = Vi (R(A) = Ry(O)
nz2
converge vers une variable gaussienne centrée, et on a méme convergence en loi jointe vers
un vecteur gaussien (centré). De plus, le résultat reste vrai pour /| = 1 (dans ce cas la variable
aléatoire est nulle pour tout n). Soit 4 = (p1,..., ;) € #. La déviation /i (R, (A*) — R, (Q))
peut étre développée en

r—1
Z Rﬂ1~~ﬂr—;—1<}\*> [\/ﬁ (R.”r—i(/\*) B Rﬂr—i(Qc))] Rﬂr—fﬂwﬂr(QC) :

i=0

Chaque Ry, .4, , ,(A*) converge vers la constante Ry, , ,(Q), et d’autre part, chaque dé-
viation [/ (R, ,(A*) — Ry, ,(Q))] converge vers une variable gaussienne centrée; de plus,
toutes ses convergences sont jointes. Par conséquent, la limite des /n(R;(A*) — R, (€))) est
un élément d'un espace gaussien dont toutes les variables sont centrées :

Vi, Due(Ry) = Vi (Ry(A*) = Ru(Q))  — N(0,(030)7).

Comme précédemment, on peut méme raffiner ce résultat et montrer que pour tout vec-
teur (Anc(R,m), .-, Bne(R,)) de déviations, on a convergence en loi jointe vers un vec-
teur gaussien centré. Comme les R, forment une base de l'algebre €, on a le méme résul-
tat pour toute famille d’observables f(),..., f®) : le vecteur des fluctuations renormalisées
(Ane(fD), ..., Anc(F©)) converge en loi jointe vers un vecteur gaussien centré. Or, le lemme
10.7 assure que

9 o) -

est une fluctuation renormalisée d’observable; la proposition est donc démontrée. [l

Lemme 10.10 (Formule de changement de base entre les moments entrelacés et les caractéres
centraux). Pour k > 2, py est la composante de plus haut poids de I’observable

L)
Z feH I—I(Zl>m,

p=1"2"...gMs Hi>l mi! i>1
[l+€(p)=k
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Démonstration. On renvoie a [IOoz2, proposition 3.7]; il s’agit essentiellement de combiner la
formule de changement de base entre les moments de Frobenius et les moments entrelacés et
la formule de changement de base entre les caractéres centraux et les moments de Frobenius,
voir page 24. Notons que cette formule permettra de se passer du degré de Kerov + introduit a
la fin du chapitre 3 ; ainsi, tous nos raisonnements utiliseront la filtration du poids sur I'algebre
d’observables &. O

Exemples. Les premiers moments entrelacés s’écrivent dans la base des caractéres centraux :
p1=0 i =25
ﬁg, =33, ; ﬁ4 =435+ 621’1 + 234

ps = 5%4 + 20,1 + 15%,
Pe = 625+ 30231 + 15255 +20%; 11 + 30X 1 + 6023 + 2%,

Ainsi, on voit par exemple que ps est la composante homogene de plus haut poids de 6X5 +
30251 + 15X, + 20X 11, et compte tenu de la factorisation en plus haut poids des caracteres
centraux, ceci est en accord avec le lemme énoncé ci-dessus.

Lemme 10.11 (Deux identités sur les partitions). Pour tous entiers positifs s > I,

3 11 <s—1>
|V|:S ]__L'>1 ml(]/l)' l' l —1 )

£(p)=l

Plus généralement, étant données des variables (aléatoires) Yp>1,0na

! 1 & 1-2+ u>
T . (- Y _ Y B o
|M|Z—S Hi?l mi(ﬂ)! <;;4 p) I -1 L;) ( u s—I+1—u

0(0)=1 B

Démonstration. La premiére formule est équivalente a

%_;S <m1(ﬂ),..l.,ms(y)> = (?:D ,

£(p)=l

et les deux termes décomptent le nombre de I-uplets d’entiers strictement positifs (s1,...,s;)
tels que 51 + - - - 4+ 5; = s. La premiere identité est donc vraie, et pour la seconde formule, on
peut effectuer la manipulation suivante :

|pl=
£(n)= W)=
s—I1+1
)BEDY ! Y;.
=s i=1
e'&l):sl <Hj‘il‘ mj(‘u)!> (max(0, m;(p) —1))!
j#i

4. La filtration de Kerov est néanmoins intéressante, et nous verrons dans le chapitre suivant qu’elle est tout a
fait adaptée a 1’'étude asymptotique des mesures de Gelfand.
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10.2. Asymptotique pour & > 1/2.

En effet, la plus grande part possible d'une partition de longueur / et de taille s est s — I 4- 1.

Alors, en intervertissant I’ordre de sommation, on obtient :

s—I+1 1 1 sl /s—i—1
Sy = Y; = ( > Y
i; Z ]42_1- [Tiz1 mi(p)! -1 5\ 1-2 )
Lp)=1-1
[l

d’ou1 la seconde formule en effectuant le changement d'indices u = s —1+1 —1i.

Lemme 10.12 (Développement gaussien des moments entrelacés sous les mesures de Schur—

Weyl). Pour tout entier k > 1, I'observable renormalisée py(A)/ n'T est égale a

LIE(J k! LIE(J k! k=21 ]1—2
: k—21 : —2+u
\/E<Z (k—Dk—2n7—111 ¢ +l_zlk—1!1—1! (E( u )Cuw”k—z"”)

1=1
plus une variable aléatoire Vi.(c) qui sous les mesures de Schur-Weyl SW,, 12 . converge en probabilité

vers une constante Li(c).
Démonstration. La proposition 10.10 permet d’écrire :

Le(p)
Pi ( ). kyuH(Zi)m’)ﬂLth

P =
-t =i Tz i)t iy

olt Dy_1 est une observable de poids k — 1. Décomposons Dj_; dans la base (graduée) des

cumulants libres :
Dioi= ), duxRy.
|p<k—1
my(p)=0

Comme Ry/ nlnl/2 converge en probabilité et en moments vers C|V|_2€("), la variable Vi(c)

Dy_q/nk=1/2 converge en probabilité vers

Lo)= Y dy,kc"“_w”)~
|nl=k-1

ma(p)=0

Concentrons-nous maintenant sur la partie restante py — Dy_;. On utilise 'astuce de calcul

suivante :

P — D1 - ( He(m)

) < z; >m,(ﬂ)
yo Ll mi(p) g \n'?

k=1
n?2 lul+e(n
() W mip)
_ \/H e i + Cl—l)
|y|+éz(y)—k Hl}l ml(l’l)' i>1 n

+ Ci_l) mi(y). Les deux premiers

Wi

Une partition u étant fixée, développons le produit [ ;> ( Wi

termes du développement sont

B(.”) —{ 1 —0(n)—p+1

Ap) + = cll=t) o —_ Y W, clul=tu)—p+1
Vi o
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et le reste est un O(n 1), de sorte que :

ﬁk - Dk—l kig( )A(‘u) kJ,Z(‘u) B(]/l) I
I Moy mi(! | © = | +0 ,
k=1 vn (;H—KZ: =k [Ti1 mi(p)! 14+€Z(;:4)—k [Tis1 mi(p)! (n )

On utilise alors le lemme 10.11 pour simplifier les deux sommes. La premiére somme est
simplement égale a

NI

k! k=2 L) k! -2
Vil Y ¥ k=1 [Ty mi(n)! Z k—Dk—20l — 1111 € ’

I=1 ue#_, 1:1
lul=l

et pour la seconde somme, on pose Y, = W, /c? ~1, de facon a obtenir

5] k! kZZY L’z‘J k=2 ) oy

Z Z Z k-1 k—111—1! l'l 1! (Z ( >Y1+k21u> k=2

I=1pe_ PE [Tiz1mi(u k=11 u
t(p)=l

Comme Y7 ¢ 21—y K2l = Wy k_o1_u c*, le lemme est démontré. O

Proposition 10.13 (Développement gaussien des moments décalés de la déviation d'un dia-
gramme). Le k-ieme moment translaté de la déviation A, . examiné dans le lemme 10.8 est égal a

B () ) o)

plus une variable aléatoire qui converge vers 0 sous les mesures de Schur-Weyl de parametres x = 1/2
et c.

Démonstration. Compte tenu des lemmes 10.8 et 10.12, 4 Jr(s = ¢)¥ Ay (s) ds est la somme
des quatres termes suivants :

5] k!
B ! \k2-1 k2-2m | .
Aﬁ( Z Z<l_m)k+2—l!l—2m!m—1!m!( 2 ‘ '

2<I<k+2 m=1

1£] 1—2m . .
B= Y ) Z : < ) (—1)f2] ety
scichiammt umo k+2 -1 —mlm—1!

u
cC= ) L (=) 271 (c) ;
s Mk+2 -1
k!
b= _\/E — (—c)k+2—2m ‘
<2<2m2<k+z m!k +2—m!

Dans A, on intervertit 'ordre de sommation pour obtenir

A ki (—c)k+2=2m { kt2 k+2— 2m! }

Vi rcomeipo Mk +2—=2mtm —1!

_ 1\
z:Zz;m( 2 (I—m)k+2—111—2m!
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10.2. Asymptotique pour & > 1/2.

et on calcule I'expression entre crochets en écrivant :

k+2—2m k+2—2m —1)H 1 [k+2—2m k+2—2m B
([ (e
=0 u u+m 0 =0 u
1
k+2—-2m!'m—1!
_ o\ 2-2m . m—1 —
-

Ainsi, A+ D = 0. D’autre part, B est une combinaison linéaire de variables asymptotiquement
gaussiennes centrées, et C tend vers Ypjcrio s (—¢) 27" Li(c), qui est une constante.
Mais compte tenu du lemme 10.9, le k-ieme moment translaté de la déviation converge vers
une variable gaussienne centrée, donc

k!

Y i (o) L) =0.
2<I<k+2 Nk+2-1!

Finalement, on peut simplifier B comme suit. D'une part, comme W; = 0, on peut supprimer
les termes tels que 1+ 1 — 2m — u = 1. D’autre part, si ’on effectue le changement d’indices
1+1—-2m—u=k+1—xavecx € [0,k — 1], alors on obtient :

5 ki Weor_s y (=12 =2m+2 00 | —m — k4 x — 2!
= ktzz}ng%ﬁizk+2—l!l—m!m—l!m—Z!l—Zm—k+x!
T w L2] x—2y (1) [y 4z — 1
A T B S yy -kl —xty+zlx—2y 2

avecy = m —letz =1—2m — k+ x. Enfin, compte tenu de la seconde partie du lemme 10.5,
posant Z = x —2y,x =y —let p =y +k+1— x, on peut clore la troisieme somme :

1]

o) WE LYy 14z Z .
B_zwkm zoy e L yreera ()

%J x2yk|k+1_2|
Y
=Y Wi
,;0 o yzoy'x 2ytk+1—xtk+1-y!

1 k=l 2 1 (k1 -2y ,
- o)
f1 2 e Z( >< x—2y >( )

y=0\ Y

On laisse au lecteur le soin de vérifier que ’abus de notation qui est fait en considérant des
expressions telles que y — 1! avec y = 0 ne change pas le résultat. O

Soit ui(s) le polyndme de Chebyshev de seconde espece, qu’on normalise de telle sorte
sin(k+1)6
sin 6

que ug(2cosf) = . Ces polynomes vérifient la relation de récurrence

ups2(X) = Xugy1(X) — ug(X).

Les premieres valeurs sont ug(X) = 1, u1(X) = X, up(X) = X2 -1, u3(X) = X> —2X et
us(X) = X* —3X2 + 1.
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Chapitre 10. Asymptotique des mesures de Schur-Weyl.

Théoréme 10.14 (Polyndmes de Chebyshev de seconde espece et déviation d'un diagramme).
Pour tout entier k, I'observable ‘/_ (up(s —¢) | Are) = v = [ uk(s —¢) Apc(s) ds est égale

1 k1 k41
k+—12< ; ><—C)1Wk+1—1(7\),
120

plus des observables qui sous les mesures de Schur-Weyl de parametre 1/2 tendent en probabilité (et en

moments) vers O lorsque n tend vers l'infini.

Démonstration. On suit essentiellement le raisonnement de [I002, §7]. Le développement ex-
plicite du polynéme u(X) est :

15) k—
— Z (_1)m< m> Xk—2m
m=0 m
— ceci peut par exemple étre démontré a ’aide de la formule de récurrence sur les polyndmes
de Chebyshev. Etant donnés deux ensembles de variables ag, a1, ... et by, by, ..., les relations

suivantes sont équivalentes :
2k (k—m
< aj = mgo(—l) m( m ) bk,zm
k=0

{bk = nEZZk—{o C;) akZm}

voir [[002, p. 36]. Notons By 1/ (k + 1) la variable aléatoire calculée dans la proposition 10.13.
Alors, la fonctionnelle linéaire de la déviation associé au polyndme de Chebyshev translaté
ug(s —c) s’écrit :

k=0

!

[T

m ]
= (ur(s =) [ Bac(s)) =

™

k—m Bk+1—2m
J— m e
(=1) ( m ) k+1—2m

— J(_l)m k+1—m Bk+1—2m .
m k+1—m

m=0

,7
NI=

Comme By = By = 0, l'indice m peut en réalité étre pris jusqu’a |“tl|, donc I'expression
ci-dessus est exactement Ay,1/(k+ 1), out les A et les B vérifient les relations présentées
précédemment. Il suffit donc d’identifier les variables aléatoires Ay telles que

k-1 LéJ k L%J
F1\ (k+1—2m . B k+1
Vkl I;O (mzo ( m ) ( l —2m ) < C) ) Wk-l—l—l - mz::o < m > Ak+1—2m .

Dans le membre de gauche, inversons 1’ordre de sommation :

k+1—2m _
(7122 e meml)

=2 (k+1—2m
(172" (o) Moz

k

'z <k+1><

Bii1 = -
= !
=) kg1 [
m ]

M
Y gl

3
=}

m

>_n

[
gl

m=0 =0
) k1) (R k1 om !
- Z m Z I (—¢) Witr1-2m-1 car Wo =W; =0.
m=0 1=0
On a donc Agyq = Z (kﬂ) (— C)l Wi41-1, ce qu'il fallait démontrer. 0
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10.2. Asymptotique pour & > 1/2.

Finalement, la proposition 10.14 conduit a un théoréme central limite pour les mesures de
Schur-Weyl tout a fait analogue au théoreme 3.4 :

Théoréme 10.15 (Déviation des diagrammes par rapport a leur forme limite sous les mesures
de Schur-Weyl de parametre « = 1/2, [Mé1oc]). Soit (Gi)i=2 une famille de variables gaussiennes
indépendantes, centrées et toutes de variance 1. Sous une mesure de Schur-Weyl de parametres « = 1/2
et ¢ > 0, pour tout k > 1, la variable

4<uk(s—c)\%> - 4/]Ruk(s—c) Areo(s)ds

converge en loi vers Ci11/ vk + 1. Par conséquent, au sens des distributions tempérées sur l'intervalle
[c —2,c+ 2], le processus \/n Ay «(s) converge en loi vers le processus gaussien généralisé

Ac(s) = A(c+2cos0) —%Z sin(k0),

c’est-a-dire le processus du théoreme 3.4 décalé en abscisse de c.

Ainsi, le processus de théoréeme central limite de Kerov est universel pour les mesures de
Schur-Weyl de parametre «a = 1/2, ¢ > 0 ou a > 1/2 (ce qui correspond au cas ¢ = 0).

Démonstration. Par rapport au cas ¢ = 0, une différence essentielle est la non indépendan-
ce asymptotique des variables W : ces variables convergent en lois fini-dimensionnelles vers
un vecteur gaussien (W« );>> dont la matrice de covariance n’est pas diagonale. Néanmoins,
si l'on applique le processus d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a la base (W, )= de
I'espace gaussien limite, on peut retrouver des variables gaussiennes indépendantes. Ainsi,
étant donné un vecteur gaussien (Wl,oo)l>2 dont les covariances sont données par

l
COV(Wl,oor Wm,oo) = Z ( ) <m> rcl+m72r’
S \r)\r
notons (7T} «);>7 la famille de variables aléatoires définies par :
-2 i ]
Theo = ), <]> (=) Wi-jeo

j=0

Les relations de changement de base inverses sont bien str W, o, = 2;';% (;) cl T _jeo, et On
déduit de ceci les covariances des variables gaussiennes T}, :

COV(TI,OO, Tm,oo) = ]11:7,1 l.

Autrement dit, (&);52 = (Tje/V/1)12 est Vorthonormalisée de Gram-Schmidt de (W o)i>2
dans l'espace gaussien. Or, d’apres le théoreme 10.14,

NG 1 Kk <k+ 1) ; Ths1 00 Fein
Y — Ay o) Moo —— —C)" Wii1-1eo = — =
5 <uk<S C) | A, > — k—|— 1 g l < C) k+1-1, k"— 1 \/m

lorsque n tend vers l'infini. La premiere partie du théoréme est donc établie, et la seconde
partie s’en déduit exactement comme dans la section 3.4. O
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Lorsque ¢ < 1, le théoreme 10.15 décrit entierement la déviation asymptotique, puisque
celle-ci est entierement incluse dans l'intervalle [c — 2,c + 2]. Au contraire, lorsque ¢ > 1,
la zone s € [—1/c,c — 2] est imparfaitement décrite par le théoreme, car les polyndomes de
Chebyshev « décalés » uy(s — ¢) forment une base orthogonale de I'espace L?(duq(s — c)), et
cette mesure — c’est-a-dire la loi de Wigner décalée d"un facteur ¢ — ne charge pas l'inter-
valle [—1/c,c — 2]. Un fait trivial mérite néanmoins d’étre mentionné : dans cette zone, le
diagramme reste toujours sous sa forme limite, puisque la mesure de Schur-Weyl ne charge
que les diagrammes de longueur /(1) < N = n!/2/c.

Concluons cette section par une remarque. Il faut admettre que la preuve que nous don-
nons du théoreme 10.14 repose sur des simplifications miraculeuses dans les calculs, et 1'uni-
versalité du processus de Kerov ne parait pas en I'état étre un résultat profond sur les par-
titions aléatoires. Dans le cas de la mesure de Plancherel, nous avions noté la coincidence
suivante : les polyndmes orthogonaux de la mesure de transition limite g (la loi de Wigner),
c’est-a-dire les polyndmes de Chebyshev de seconde espece, formaient également une base
orthogonale de I'espace L?(A), c’est-a-dire que les

lim \/TE/IRuk(s)AA(s)ds = %/}Ruk(s)A(s) ds

n—oo

sont des variables gaussiennes indépendantes engendrant 1’espace gaussien limite. Mais pour
les mesures de Schur-Weyl, les polyndmes de Chebyshev décales u(s — ¢), qui forment une
base orthogonale de l'espace L%(A.), ne sont pas les polynomes orthogonaux associés a la
mesure . — ce sont les polyndmes orthogonaux associés a la mesure

4—(s—c)2d

5t S.

]156 [c—2,c42]

Il semble donc qu’on ne puisse pas employer dans un contexte général des méthodes de
polynomes orthogonaux, et I'apparition des polyndomes de Chebyshev de seconde espéce dans
I’étude des déviations semble plus liée a la combinatoire des observables de diagrammes qu’a
I'expression de la forme limite.

10.3 Asymptotique pour a < 1/2

Finalement, étudions le troisieme régime asymptotique des mesures de Schur-Weyl, c’est-
a-dire avec « < 1/2 et ¢ > 0. Comme précédemment, on peut calculer explicitement les
espérances SW,, . c[Z,] pour toute partition y :

SWiac[Zu) = I NEG =il ~ clul=E(n) 4y 1l +al(p)—alp]

Dans ce contexte, il est utile d'introduire une nouvelle filtration sur l'algébre &'. Ainsi, pour
a < 1/2, définissons le a-degré d"une observable p, par

deg, (pp) = (1 — a)|p| + al(p)
= (1 =2a)[p] +a(lp| +£(1)) = (1 = 2a) deg(py) + awt(py) .

Comme deg(p,) = ¥,y deg(py,) et wt(p,) = ng) wt(py,), le a-degré est multiplicatif, et

peut donc étre étendu en une filtration d’algebres sur &. D’autre part, on constate que le a-

degré interpole le degré des observables et le poids des observables; ainsi, deg,(-) = deg(-)

et degl/z(-) = %()

£(p)
=1
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10.3. Asymptotique pour & < 1/2.

Lemme 10.16 (Factorisation asymptotique pour le a-degré). Pour toute partition u, X, est d'a-
degré (1 — a)|p| 4+ al(p), et sa composante homogene de plus haut a-degré est p,. Par conséquent, les
caracteres centraux ont la propriété de factorisation asymptotique en plus haut x-degré :

Xy x Xy, = Xy, + (termes d'a-degré inférieur) .

Démonstration. On décompose X, dans la base des p,, et on utilise I'expression de deg, comme
interpolation entre le degré et le poids des observables. Ainsi, si X, = }_, ¢, py, alors pour
toute partition v telle que ¢;, # 0, on a:

- |v| < |p| avec égalité si et seulement si v = p.
= I+ 0) < ul +£(w)-
Comme 1 —2a > 0, on en déduit que le a-degré de X, est égal a

(1 —2a)|p| +a(lp] + £(w)) = (1 = @) | + al(p),

et 'unique moment p, apparaissant dans X, et d’a-degré (1 — a)|pu| + al(y) est p,. La pro-
priété de factorisation asymptotique s’en déduit immédiatement. O

Théoréme 10.17 (Convergence en probabilité des observables sous les mesures de Schur-Weyl
de parametre & < 1/2, [FM10]). Sous les mesures de Schur-Weyl SWy, 4 avec « < 1/2,0na :

pu(d) PR Zu(A) I —C(x)
(=) [+l (1) e © P ety W ©

pour toute partition p.

Démonstration. Pour toute observable de diagrammes f, SW,, . c[f] = E[f] est un O(nde8.(/));
en effet, ceci est vrai sur la base des caracteres centraux. On sait déja que

2y Ikl~£(0)
E L(l«)waam} e

2
lorsque 1 tend vers l'infini. Mais de plus, E [(W) ] est égal a

Xy E[observable d’a-degré inférieur a 2(1 — a)|u| + 2 (p)]
n2(1—a)[pu[+2al(p) n2(1—a)[pu|+2al(p)

= (M=t 1 o(1)

Par Bienaymé-Chebyshev, on en déduit la convergence en probabilité de X,/ ndeg.(Zy)

clk=t(#) Et comme la composante de plus haut a-degré de X, est p,, on a la méme propriété
pour les moments de Frobenius renormalisés. O

vers

Ce théoreme impliquera 1’existence d’une forme limite pour les diagrammes renormalisés de
fagon non isotrope; cf. le théoreme 10.22.

Compte tenu des résultats connus pour les mesures de Plancherel, les g-mesures de Plan-
cherel et les mesures de Schur-Weyl de parametre « > 1/2, il est naturel de chercher a préciser
le théoreme 10.17 par des résultats de déviation gaussienne. Dans ce contexte, les techniques
de cumulants d’observables fonctionnent a nouveau, mais elles donnent seulement un résultat
partiel. Pour commencer, démontrons 1’analogue pour le a-degré des lemmes 8.9 et 8.10. Dans
ce qui suit, on note k, les cumulants d’observables sous les mesures de Schur-Weyl SW,, . .
avec & < 1/2, et kj, les cumulants disjoints sous ces mémes mesures.
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Lemme 10.18 (Ordre de grandeur des (¢« < 1/2)-cumulants disjoints). Pour toutes observables
de diagrammes x1,. .., X, k3(x1,...,x;) = O(ndeg(x1)++deg, (x))—r+1)

Démonstration. De nouveau, il suffit de montrer le résultat pour une base algébrique de &,
par exemple les caracteres centraux des cycles. Ainsi, dans tous ce qui suit, les x; seront des
observables Zi].. Le produit disjoint de telles observables X; , ..., X; est simplement X
et l'espérance d’une telle variable est

1,00, 0y 7

1
NE=1D++(G-1)

E[Z;, i]= gttt
Treeertr
Exactement comme dans la preuve du lemme 8.9, il existe donc des nombres «; tels que
r . . .
IE [Zil,...,iy] = I_ll: (Xz.j nill+l2+-..+lr ,
]:

et la seule différence par rapport au cas précédemment traité est que les a; = N~(~1) dé-
pendent maintenant de n. Néanmoins, on peut suivre exactement le méme raisonnement que
pour le lemme 8.9, et ainsi,

k; (Zill R ,Zir) g (H Dél]> k[;<2(1‘1)’ .. IZ(]if)) — (H Dél]> O<n11+12++17_7’+1) .
=1 j=1

Maintenant, H]r':l D‘ij — sz(11+...+zr—r)nar—zx(11+...+zr), donc

k; (Zilz - /Zi,) _ O<n(1—o¢)(i1+~~~+i7)+o¢r—r+1) — O(ndega(Z,-l)+~~~+dega(2,-r)7r+l) ) -

Lemme 10.19 (Ordre de grandeur des (¢ < 1/2)-cumulants). Pour toutes observables de dia-
grammes X1,. .., Xy, ka(x1,...,%;) = O(ndeg(x1)++deg, (x,)—r+1)

Démonstration. De nouveau, on est amené a estimer les cumulants identité k'Y d’observables,
cette fois-ci vis-a-vis de la filtration du a-degré. Dans la preuve du lemme 8.10, on a montré
que :

deg(k(xy,...,x,)) < deg(x1) + - -- +deg(x,) —r + 1.

D’autre part, il est démontré dans [So6b] que :
wt(K9(xq, ..., ) < wt(xg) + -+ wi(x,) —2r +2.
Comme deg, (-) = (1 —2a) deg(-) + awt(-), on en déduit immédiatement :
deg, (K(x1,..., %)) < deg,(x1) + - +deg,(x,) —r+1.

Ainsi, un cumulant identité de caracteres centraux de cycles kid(Zl-l, ..., %) est toujours d’a-
degré inférieur a (1 —a)(iy + - - +1i,) + ar — (r — 1). On écrit alors :

ka(Zi Z) = Y K (RAE )R (Z ), R ()
meQ([1,r])

Le a-degré d'un kid(ZijEﬂk) est inférieur a (1 — &) Yjcr, 1j + a|mme| — (|7x| — 1) d’apres ce qui
précéde. Une partition 77 étant fixée, la somme de ces a-degrés est donc toujours inférieure
a(l—a)(iy+---+i —r)+£(m), et en utilisant le lemme 10.18, on conclut que le cumulant

disjoint correspondant est un

O<n(lfa)(i1+~~+ir7r)+l) _ O<ndegw(Z;l)+~'+degw(2,-r)fr+l> )
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Soit B > 0 un parametre réel. On introduit exactement comme dans le chapitre 8 des

déviations renormalisées Se(A) — E[Z]
— B [ 2K T k]
Zknae =1 ( n(1—a)k+a > '

Calculons les covariances de ces variables centrées. Pour commencer, remarquons que dans
un produit X; X, :

1. Vis-a-vis de la filtration du degré, les deux principaux termes sont %; ,,, (de degré [ 4- m)
et ml 2,1 (de degré | + m — 1); tous les autres termes sont de degré au plus égal a
I+m—2.

2. Vis-a-vis de la filtration du poids, le principal terme est X; ,, (de poids [ 4 m + 2), et tous
les autres termes sont de poids inférieur a [ + m (et non [ + m + 1), voir par exemple
[So6a, corollaire 3.8]. En particulier, ml X;,, 1 est exactement de poids [ 4 m.

En utilisant 1’expression du a-degré en fonction du degré et du poids, on conclut que :

1. Le terme X, est d’a-degré (1 — a)(l + m) + 2a, et le terme ml X, ,,_1 est d’a-degré
1—a)(l+m—-1)+a=1—a)(+m)+2a—1.

2. Tous les autres termes sont d’a-degré au plus égal a (1 —2a)(I +m —2) +a(l+m) =
(1—wa)(I+m)+4a —2.

Comme dans la preuve du théoreme 8.13, on décompose k, (X}, Zy) en k3 (Z;, Zy) + E[Z) ] —
E[X)] E[X,]. Le premier terme donne

E[S1 Z — Spn] = E[ml D] +O(n- 0 mae2),
— ml cl+m72n(lfa)(l+m)+21xfl + O(n(lfa)(l+m)+4a72)
et comme dans la preuve du théoreme 8.13, le second terme donne

N2=lmm (giem bl — gy lm=2 py (1=e) (em)+20=1 4 (5 (1=) (Hm)+20-2)
Ainsi, les deux termes de plus haut degré se simplifient, et
ke (Zinuer Zmmae) = O(n*1272) 4 O(n?P-2) = O(n?*+26-2).
Pour tout § < 1 — a, les covariances tendent donc vers 0, et :

Proposition 10.20 (Déviation des observables sous les mesures de Schur-Weyl de parametre
x < 1/2). Sia < 1/2, lorsque n tend vers l'infini,

Z(M) —E[X] 1
Ve >0, Ty U

la convergence s’entendant par exemple en probabilité.

Partant, il est naturel de s’intéresser aux déviations renormalisées de parametre p =1 — «,
et on fixe donc cette valeur de 8 dans ce qui suit. Compte tenu du lemme 10.19, les cumulants
d’ordre r > 2 des variables Zj , , . sont des O(n!=%") :

n(l—a)r O<n(1—o¢)(k1+~~~+kr)+zxr—r+l)

kac(zk1,n,oé,c; ey, Zk,,n,zx,c) = o i o — O<nlfacr) )
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Malheureusement, cette estimation n’est pas suffisante pour démontrer la convergence gaus-
sienne : par exemple, si « = 1/3, alors on sait juste que les troisiemes cumulants sont des
O(1). Le calcul qui précede pour r = 2 montre que l'estimation n’est pas optimale : en effet,
pour toute valeur de a, les cumulants d’ordre 2 sont bien des O(1), et non des O(n'~2*). Nous
reviendrons plus loin sur ce probleme.

Supposons pour l'instant & > 1/3. Alors, 1 — ar est bien strictement inférieur & 0 pour
r = 3, donc (Zy,uc)k=2 converge en lois fini-dimensionnelles vers un processus gaussien
(Zkcoc)k>2- Les covariances de ce processus limite correspondent aux termes de a-degré
exactement égal a (1 —a)(l + m) +4a — 2 dans le produit X; X,,. Si 1’on écrit ce produit comme
somme sur des appariements M de termes X, ), alors les termes X, d’a-degré égal a
(1 —a)(l 4+ m)+4a — 2 correspondent a des produits d'un I-cycle et d"un m-cycle s’intersectant
en deux points, et donnant deux cycles disjoints; en effet, il faut a la fois [p(M)| =1+ m —2
et [o(M)| 4+ ¢(p(M)) = I +m. Or, un produit de deux cycles de longueurs [ et m s’intersectant
en deux points d’écarts (i,I — i) dans le I-cycle et (k,m — k) dans le m-cycle est toujours un
produit de deux cycles disjoints de longueursi +k —1etl —i+m —k —1; cf. la figure 10.5.

1 i—1 P =

| =—— | I+k e +m—2

FIGURE 10.5 — Le produit de deux cycles C; (en bleu) et C,, (en violet) s’intersectant en deux
points d’écarts (i,] — i) dans C; et (k,m — k) dans C,, est égal au produit de deux cycles
disjoints de longueurs respectives i + k — 1 (en rouge) et (I — i) + (m — k) — 1 (en orange).

194



10.3. Asymptotique pour & < 1/2.

De plus, le nombre de termes de ce type est le nombre d’appariements de taille 2 entre

[1,1] et [[1/,m], c'est-a-dire
2<é> (rg) _ - 1)r;z(m -1) ,

(1—a)(I+m)

et chacun apporte une contribution n +4a=2 (l+m=4 dans le calcul du cumulant disjoint
k3 (X, Z) (quelque soit la valeur de i et de k). On conclut que

. Im(l —1)(m — 1) cHHm—4
lim kﬂc<Zl,7’Z,Dé,C/ Zm,n,ac,c) = < )( )

1100 2

sil > 2 et m > 2. Ainsi, sous les mesures de Schur-Weyl de parametre « strictement compris
entre 1/3 et 1/2, les observables

_ (M) - E[X)]
Zinac(A) = D) Ta

convergent conjointement vers un processus gaussien (Z; «, , );>2 de matrice de covariance

l m _
k<Zl,00,Dé,CI Zm,oo,zx,c) =2 <2> <2> Cl+m 4.

Comme cette expression est multiplicative en [ et en m, 'espace gaussien correspondant est
de rang 1, et

V122, Ziou=V2 (;) 2x

avec X variable gaussienne centrée de variance 1. Ainsi :

Théoréme 10.21 (Déviation gaussienne des observables sous les mesures de Schur-Weyl de
parametre 1/3 < a < 1/2). Sous les mesures de Schur-Weyl de parametre « strictement compris
entre 1/3 et 1/2, les observables

Zl()\) - IE[ZZ]
Zl,n,a,c()‘) = m

convergent conjointement vers un vecteur gaussien N'(0,1) x (/2 (é) c=2) 5.

En réalité, on conjecture que le théoréme 10.21 reste vrai pour toute valeur de « comprise entre
0 et 1/2; en effet, il semble que les cumulants d’ordre r > 2 des variables Z; , , . soient des
O(n>=1%) < O(n'~*), ce qui impliquerait le résultat directement. Malheureusement, 1’outil
du a-degré n’est pas suffisant pour ce type d’estimation. Notons néanmoins que le calcul fait
jusqu’ici montre que les Zj , , . sont asymptotiquement de deuxiéme moment fini; ainsi, les

estimations
(M) —E[X] o2
n(l—a)k+a - nl—«

sont exactes, étant entendu que la constante du O est une variable (!) de carré intégrable. On
a donc un résultat un peu plus fort que la proposition 10.20.
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Remarque. Le théoreme 10.21 ne se traduit pas directement par un résultat sur les déviations
des p;(A). En effet, on sait que p; et X; ont méme composante de plus haut a-degré (a savoir,
a+ (1 —w)l), et la différence est en fait d’a-degré 2a + (1 — a)(I — 1). Par exemple,

145 219 1627
26 = P6 - 6P4,1 + T p4 - 6P3/2 + 18P2’1’1 — T P2,1 _|_ ? PZI

et les termes de plus haut a-degré dans X¢ — ps sont donc —6 py1 — 6 p32, et ils sont d’a-degré
20 +5(1 — ). L'observable p; — Z; est donc d’ordre de grandeur n?**+(!=1)(1-2) et d’autre part,
l'ordre de grandeur de la déviation gaussienne de X est n** (179 qui est strictement inférieur.

Donnons finalement une interprétation géométrique des résultats de convergence des ob-
servables de diagrammes. On dessine le diagramme de Young en redimensionnant les lignes
par un facteur 1/n'~%, et les colonnes par un facteur 1/n%. Notons A** cette région du plan
— elle a pour aire 1. Alors :

Théoréme 10.22 (Forme limite des diagrammes sous les mesures de Schur-Weyl de parametre
« < 1/2, [EM1o0]). Sous les mesures de Schur-Weyl de parametres o« < 1/2 et ¢ > 0, lorsque n tend
vers l'infini, la région A** converge en probabilité vers le rectangle de longueur c et de hauteur ¢ '.
Plus précisément, étant fixées des constantes positives 1 et €, pour n assez grand, la probabilité pour

que le bord de la région A* appartienne a la région hachurée de la figure 10.6 est plus grande que 1 — e.

xn*

o

-
c

anﬂx

FIGURE 10.6 — Forme quasi-rectangle typique des diagrammes de Young renormalisés sous les
mesures de Schur-Weyl de parametres « < 1/2 et c > 0.

Démonstration. Comme dans le chapitre 8, on associe a toute partition A une mesure de pro-
babilité sur IR :

5{1[()\)/”1—:1' + 5—5[(/\)/1’117"‘ .

n £

i=1 i

4 bi(A)
- 1

Par construction, le k-ieme moment de X, , est py,1(A)/n1-0E)+ done converge vers ck.

Les moments de X, , convergent donc vers ceux de J, qui est une mesure de probabilité sur
R caractérisée par ces moments; par conséquent, X, , converge pour la topologie faible vers
Jc (en probabilité). Notons que l'on sait déja que la hauteur /(1) est majorée avec probabilité
1 par N = n*/c. Par conséquent, le poids de la partie négative

= =bi(A)/nt
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de la mesure (aléatoire) X, , est majoré avec probabilité 1 par

N NZ Zafl
M= Z—:— 5 0.

On peut donc remplacer X, , par la mesure Y, = Y4, % &A) Oa,(A)/ni-= * SON poids converge
vers 1 et elle converge en probabilité vers J. (au sens de la convergence en loi des mesures

de Radon). Finalement, on peut remplacer les a4;(A) par les A;. En effet, fixons une fonction
a;(A)—A; N -l
A =

f bornée et uniformément continue sur R. La différence

donc pour n assez grand,
Ai a;(A)

pour tout i, et ce par uniforme continuité de f (l'inégalité est vraie presque stirement, et pas

seulement avec grande probabilité). Alors, notant Z, , = YN, % Op,/ni-a, 0N A :

1 (22 (5) [ 2 5 (442) 1 (2))

|Y/\,rx (f) - Z/\,tx (f +

N
Ai o A
|8 ()
xRN
N2 Moo
< —|Iflleo +e+ ( )3 j) £l
i=d+1

De plus, YN ;1% < [Yae(1) — Zan(1)] + N{, qui tend vers 0 car Z,, est une mesure de
probabilité, et le poids de Y) , tend vers 1. Ainsi, on a montré que pour toute fonction f bornée
uniformément continue sur R, |Y) ,(f) — Z, 4(f)| tend vers 0 (avec probabilité 1), et par suite,
Z)«(f) converge en probabilité vers 6.(f) = f(c). Or, les fonctions uniformément continues
suffisent pour tester la convergence en loi des mesures de probabilité, voir [Bil6g, chapitre 1,
théoreme 2.1]; ainsi, la mesure Z) , converge en probabilité vers J. pour la topologie faible
sur les mesures de probabilité.

Fixons maintenant des réels positifs 6, 1 et ¢, et considérons une fonction f continue, qui
vaut 0 en dehors de [c(1 —#%/2),c(1+1/2)] et 1 en c. Comme f(c) = 1, pour n assez grand,
avec probabilité plus grande que 1 — ¢,

;) <1+,

o<y 2 (2
= n
La somme au milieu est majorée par Y ;| A, /u1-vefc(1-y/2),c(144/2)]} %, et donc par

cd+7y/2) card {i

nﬂé

nf‘i‘,x €le(1—7/2),c(1+ ;7/2)]} _

Ainsi, le nombre de lignes A; telles que c(1 —17/2) < A;/n'™1 < c(1+17/2) est plus grand que
1-96 na><1_9)<1_’7/2)na>1_’7na
c(1+n/2) c c

pour 0 assez petit, et ce avec probabilité plus grande que 1 — e. C’est exactement ce qui est
représenté sur la figure 10.6. O
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Chapitre 10. Asymptotique des mesures de Schur-Weyl.

En réalité, on peut raffiner le résultat donné par le théoréme 10.22 et 6ter la partie inférieure
droite de la zone hachurée. Ainsi, pour tous ¢, > 0 et tout n assez grand, les diagrammes
choisis sous les mesures de Schur-Weyl SW,, , . sont aprés renormalisation compris dans la
zone hachurée de la figure suivante ave probabilité plus grande que 1 — ¢ :

xn*

o

¥
c

1—«a

Xn

FIGURE 10.7 — Forme rectangle typique des diagrammes de Young renormalisés sous les me-
sures de Schur-Weyl de parametre « < 1/2 et ¢ > 0.

En effet, K. Johansson a montré dans [Joho1, théoréme 1.7] que pour toutes les mesures de
Schur-Weyl SW,, 4 ¢, la longueur de la premiére ligne d"une partition pouvait s’écrire sous la
forme

/\1 — Cnl—zx +2\/ﬁ+ (1 + Cnl/Z—a)Z/S 1’11/6 Xl

ou Xj suit asymptotiquement une loi de Tracy-Widom (la méme que dans le chapitre 5). Ainsi,
lorsque & < 1/2, Ay = cn!'™* +2\/n+c/nn=2*/3X; ~ cnl=%, d’ott le résultat raffiné de la
figure 10.7.
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Chapitre 11

Asymptotique des mesures de Gelfand

L'un des résultats marquants du chapitre précédent était la validité (a une translation pres)
du théoreme central limite de Kerov dans le cadre des mesures de Schur-Weyl de parametre
x = 1/2 (cf. le théoreme 10.15). Partant, il est naturel de se demander s’il existe d’autres
mesures sur les partitions qui présentent ce méme comportement asymptotique. Dans ce cha-
pitre, nous reprenons les résultats de l'article [Mé1oa] et nous étudions une derniére famille
intéressante de mesures sur les partitions associées a des représentations des groupes symé-
triques : les mesures de Gelfand. Il s’agit des mesures de probabilité définies par :

Gulh € %) = = HmA
Zye% dim K

La fonction de partition }_,c4, dim u peut étre interprétée combinatoirement comme le nom-
bre d’involutions de taille 7 ; nous expliquerons ceci dans la section 11.1, et nous présenterons
des représentations explicites des groupes &, dont les mesures de Plancherel (au sens de la
définition 3.2) sont ces mesures de Gelfand. La figure ci-dessous représente un diagramme de
Young tiré sous la mesure de Plancherel de parametre n = 400 (a gauche), et un diagramme
de Young tiré sous la mesure de Gelfand de parametre n = 400 (a droite) :

K A
QIRRSED o AR
$2RIBBREELEKIRRLL
ZORERIRIRELIRRELRLILRRLARLLS
QRHRIRRIERIRILAIIARRKS
R RRRRRRAIKIKRLES
& % SRR

FIGURE 11.1 — Les mesures de Plancherel et de Gelfand ont la méme asymptotique au premier
ordre, mais les mesures de Gelfand ont des fluctuations différentes, et plus grandes.

Clairement, les formes limites semblent identiques, et nous donnerons dans la section 11.3
une preuve rigoureuse de ce fait, et une explication intuitive. En revanche, les fluctuations du
diagramme par rapport a sa forme limite semblent plus grandes dans le cas des mesures de
Gelfand que dans le cas des mesures de Plancherel — ce point est nettement moins clair sur
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le dessin, et éventuellement difficile a constater a 'oeil nu'; comme nous le verrons par la
suite, ’est parce que les fluctuations sont seulement /2 fois plus grandes. De nouveau, nous
donnerons une preuve rigoureuse de ces observations dans la section 11.3. Notons que les
mesures de Gelfand, et plus généralement les f-mesures de Plancherel, ont déja été étudiées
dans [BRo1]; en particulier, J. Baik et E. Rains ont établi un résultat analogue au théoréme
5.1 pour la longueur de la plus longue ligne ou colonne d’une partition sous la mesure de
Gelfand (il suffit de remplacer le GUE par le GOE dans I'énoncé du théoréme). Ainsi, la vraie
nouveauté dans notre travail est la détermination des fluctuations globales. Les raisonnements
de ce chapitre seront sensiblement identiques a ceux effectués dans le chapitre précédent, mais
ils mettront aussi en jeu l'expression asymptotique du nombre d’involutions de taille # (voir le
paragraphe 11.2), et le degré de Kerov des observables de diagrammes. A un terme constant
et un facteur multiplicatif v/2 pres, nous retrouverons le processus gaussien généralisé de
Kerov ; ainsi, ce processus semble jouer un role universel dans le contexte des modéles de
partitions aléatoires issus de la théorie des représentations.

11.1 Modeles de Gelfand des groupes symétriques

Si G est un groupe fini, on appelle modele de Gelfand de G une représentation de G dans
laquelle toute représentation irréductible A € G apparait exactement une fois. Dans le cas des
groupes symétriques, une description combinatoire d’une telle représentation a été proposée
par Adin, Postnikov et Roichman dans [APRo7]; la suite de cette section est consacrée a
I'exposé de cette construction, qui a depuis été généralisée au cas des produits en couronne
(Z/rZ) 1 &, et des groupes de réflexions complexes G(r, p, n) (voir [APRo8, CF10]).

Si M est un modele de Gelfand du groupe symétrique &,, alors sa dimension est néces-
sairement égale a ) )y dimA. Or :

Lemme 11.1 (Dimension d'un modéle de Gelfand du groupe symétrique). Pour tout entier n, la
quantité Y,y dim A est aussi le nombre de permutations de &, qui vérifient 0> = idpy ), ¢'est-a-dire
le nombre d’involutions de taille n.

Démonstration. Notons J,, I’ensemble des involutions de taille n. Si ¢ est une involution, alors
¢ = 0!, donc la paire de tableaux standards (P(¢),Q(c) = P(c~!)) attachée a ¢ par la
correspondance RSK vérifie 'identité P = Q. Réciproquement, comme la correspondance
RSK est une bijection, si P = Q, alors comme

RSK(¢) = (P,Q) <= RSK(¢™') = (Q,P),
onac = ¢ 1; ainsi, ¢ est une involution si et seulement si les deux tableaux standards qui
lui sont associés sont identiques. Par suite, la correspondance RSK établit une bijection entre
tableaux standards de taille n et involutions de taille n, et

card J, = ) card Std(A) = ) dimA.
AEX, AEX, 0

1. Pour rendre apparent le phénomene, on peut colorier 1’aire comprise entre le diagramme et sa forme limite;
il est alors tout a fait clair que 1’aire coloriée est plus grande dans le cas des mesures de Gelfand.
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Compte tenu de cette identité, il est naturel de rechercher un modele de Gelfand de &,
sous la forme d’une action de &,, sur 'espace CJ,, des combinaisons linéaires formelles d’in-
volutions de taille n. Si v € J,, notons B, 'élément de base correspondant dans CJ,. On
rappelle que les descentes d'une permutation ¢ € &, sont les indices i € [1,n — 1] tels que
l(os;) < l(o),ous; = (i,i +1) est I'une des transpositions élémentaires engendrant le groupe
de Coxeter &,,. Nous noterons D(c) I'ensemble des descentes de ¢. Alors :

Proposition 11.2 (Description combinatoire d’'un modele de Gelfand du groupe symétrique,
[Mé1oa]). Soit p : &, — GL(C3J,) la représentation linéaire complexe définie par :

. —B, sisjvs;=wveti€ D(v),
Si- By =
e Bsvs, sinon.

Cette représentation est bien définie, et constitue un modele de Gelfand du groupe symétrique.

La preuve de la proposition est liée au fait suivant : pour tout groupe fini G, on peut calculer
explicitement la somme de caracteres irréductibles ), _& ¢*(g), voir [Isags, chapitre 4]. Dans
le cas particulier ot toutes les représentations de G sont réelles (ce qui est le cas pour tout
groupe de Coxeter), on a ainsi :

VgeG, Y ¢Mg) =card{he G |M =g}.
reG

Or, la représentation décrite dans la proposition 11.2 a exactement ce caractere, voir [APRo7];
ceci démontre la proposition, et on retrouve au passage l'identité I, = card J, = } )¢y, dimA
en évaluant la formule qui précede en g = 1.

La mesure de Gelfand G, est la mesure de probabilité sur les partitions de taille n associée
a la représentation de &, décrite par la proposition 11.2; ainsi, G,[A] = dimA/I,, ou I, est
le nombre d’involutions de taille n. C’est aussi la mesure image de la mesure uniforme sur
J, par la correspondance RSK. Comme d’habitude, on va s’intéresser a I'asymptotique des
partitions sous ces mesures, en utilisant ’algebre des observables de diagrammes pour mener
une « technique de moments non commutatifs ». Si x* est un caractere irréductible normalisé
de &, tiré aléatoirement suivant G,, alors pour toute permutation o,

A 1 _ A 1 A trp(c) card{tr €&, |?=0}
n = — /\ = — = - = - .
G [7( ((7)] 1, AEE%(dlm )X <0') 1, AE@%Q <0') trp(ld) card {T €6, ‘ 2 — 1d}

Ceci va permettre de calculer facilement I'espérance des caracteres centraux X, sous les me-
sures de Gelfand.

11.2 Décompte des involutions et des racines carrées dans le groupe
symétrique

Soit p = 1™ 2™M2 ... ¢"s une partition de taille n, et 0, € &, une permutation de type

cyclique p. Compte tenu de ce qui précede, il est utile de savoir dénombrer le nombre de

permutations 7 telles que 0, = 72. Commengons par le cas oty = 1" et 0, = id[y,,), c’est-a-
dire par I'énumération des involutions. Une permutation T est une involution si et seulement
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si c’est un produit de transpositions a supports disjoints, donc si et seulement si elle est de
type cyclique 1"~2k 2. Par suite :

L3 L3
I = dC n— = _— .
! kgocar Tkt kg(:) Zln—zkzk k=0 k' n— 2k' 2k

n!

Dans le cas général, la permutation 0, n’a pas forcément de racines carrées. En effet, si T est
de type cyclique 1% 2% ... % alors :

1. Le carré de tout cycle impair est un cycle impair de méme longueur, donc les parts
impaires 1% 3% 555 ... sont conservées par 1’élévation au carré T — 2.

2. Le carré de tout cycle pair de longueur 2/ est un produit de deux I-cycles disjoints, donc
les parts paires 2f2 4k 6% ... deviennent 122 22k« 32k ... par élévation au carré.

On conclut que le type cyclique de 72 est :

1k1+2k2 92ky k3 +2ke g2ks . . (21 + 1)k21+1+2k4l+2 (21 + 2)2k41+4 .

Ainsi, 0, admet des racines carrées si et seulement si 71,; est pair pour tout entier pair 2i. Dans
ce cas, pour choisir une racine carrée de T, il faut :

1. Pour chaque entier impair i, choisir les entiers k; et ky; tels que m; = k; + 2ky;. Puis,
choisir un appariement partiel de 2ky; des i-cycles de 7, et pour chaque paire (c1,c2) de
cet appariement, choisir un 2i-cycle dont le carré est cic;; il y a & chaque fois i cycles de

ce type.

2. Pour chaque entier pair 2i, choisir simplement un appariement complet des my;-cycles
de longueur 2i de 7, et pour chaque paire (c1,cz) de cet appairement, choisir un 4i-cycle
dont le carré est cicp; il y a 2i cycles de ce type.

Le nombre d’appariements de 2k éléments parmi i est m ; on en déduit la formule sui-

vante pour le nombre de racines carrées d'une permutation dans &,,.

Proposition 11.3 (Nombre de racines carrées d’'une permutation). Si o a pour type cyclique
po=1m2m ...g" glors card {t € &, | T2 = ¢} = [[}_; f(i,m;), avec :

0 si i est pair et m est impair,

. 2 . ,
fli,m) = (%)m/ si i et m sont pairs,
z ik .. . .
Zlgjé M ()" siiest impair.
Notons que f(1,n) est bien le nombre d’involutions I, pour tout entier #.

Exemple. Déterminons le nombre de racines carrées de o = (1)(2)(3)(4,5)(6,7)(8,9,10) dans
S1p. Si T2 = 0, alors les trois points fixes 1,2,3 de ¢ correspondent soit a une composante
(1)(2)(3) dans T, soit a I'une des transpositions (1,2)(3), (1,3)(2) et (1)(2,3); ceci donne
f(1,3) = 4 choix possibles. Le produit de transpositions (4,5)(6,7) provient de l'un des deux
4-cycles (4,6,5,7) et (4,7,5,6), d’ou f(2,2) = 2 possibilités. Finalement, le 3-cycle (8,9,10)
dans ¢ provient nécessairement du 3-cycle (8,10,9) dans 7, d’ou f(3,1) = 1 possibilité. Ainsi,
le nombre de racines carrées de ¢ dans &1 est

£(1,3) £(2,2) £(3,1) = 8.
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Fixons alors un caractere central X, avec |u| = k, et un entier n > k. L'espérance du
caractére central sous la mesure de Gelfand G,, s’écrit :

GulZ,] = G, [x A(yulnf\m)] =il g, (X A<1n7|ﬂ|+m1 22 .. g

d{te & =
| car {t [: | 2 ‘714} bl L ‘”Hml <Hf i,m; ) .

Il est alors important de connaitre un équivalent de I, lorsque n tend vers l'infini. Pour com-
mencer, déterminons la série génératrice exponentielle des nombres I,,. Elle s’écrit :

= n o, L2 n2k z p Zz ¢ 22
6= L= = 1 Y g (‘) LY om? (3) =ee(:+3)

p=0k=0

En écrivant n! = [T e ' t"dt = [;" e 'T"18! ft et en utilisant la méthode de Laplace, on peut
démontrer le célebre équivalent de Stirling

n n
n! ~, oo (g> 2ntn .

D’autre part, étant donnée une série génératrice de rayon de convergence non nulle, il existe
de nombreuses techniques analytiques donnant I'asymptotique des coefficients de la série,
voir en particulier [FSog, chapitre 8] et [Wilo6, chapitre 5]. Lorsque le rayon de convergence
est infini, il convient d’utiliser la méthode d’Hayman, voir [Wilo6, §5.4]. Nous la détaillons
ci-apres dans le cas ou G(z) = exp(z + z%/2), voir [FSog, chapitre 8, p. 559]. Pour tout rayon
R, on peut retrouver a, = I,,/n! par la formule de Cauchy :

1 T 0 0 1 T 0 R2
_ i —ni _ i _
= 5 /_HG(Re )e "de = 27'[R”/ exp (Re + = 1119) de .

Notons f(0) la fonction dans l'intégrande. Le module |f(6)| est égal a :

R? R?
exp (Rcosf) + 5 cos29> exp <R + 5 > f(R).

Le module maximum vaut donc m(R) = f(R), et m(R)/R" s’écrit :

m(R R?
én) = exp <R+7—nlogR>.

A n fixé, m(R) est minimum lorsque R + R? = n, c’est-a-dire lorsque R = Y +1=1 1+4” L~ /n.
Dans ce qui suit, nous supposerons que R a cette valeur. Le développement hmlte de f(Re'?)
autour de 6 = 0 s’écrit alors :

. 2 2
f(Re'?) = exp (R + Rif — % + Ro(6?) + R? + R%i0 — R?0* + R?0(6?) — ni9>
R 2
=m(R) exp | — E+R (14+0(1))67).
Notons que la fonction £(f) = o(1) est une fonction de 6 qui converge vers 0 uniformément
en R : ainsi,

Ve >0, 3y >0, VR, |0 <7 = [e(0)] <e.
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En découpant l'intégrale en trois parties correspondant a des intervalles [—7t, —7], [—7, 7] et
[, 7], on voit donc que :

m(R) " R 2 m(R) R?
— — [ = < — 7 —
ay 271 R" / exp ( (2 + R <1 + E(Q)) 6<)do NS C R exp R cos + > cOS 2;/]

-1
C R 2 2 2.2

Prenons alors 77 = n~!/3; notons que 5 tend vers zéro, mais Ry tend vers l'infini; on a aussi

Ry? qui tend vers zéro. Le majorant est alors plus petit que
/

= &P (= (Ry)* + (Rn)*e(y)) ,

et I'intégrale restante est équivalente a

o 2
m(R) [t mR) _ exp(R+5)
271 Rt 2R 2 /R
V14+4n—1
2

Ainsi, a, est équivalent a W exp(R + RTZ), et comme R = , on obtient :

o \% <%)2 exp(\/zn—nl/él) L e \% <g)% exp(vii — 1/4).

En injectant cet équivalent dans 'expression précédemment donnée pour G,[Z,], on conclut
que :

Proposition 11.4 (Asymptotique des espérances des caracteres centraux). Lorsque n tend vers
linfini,

Gu[Z,] ~ (ﬁf(z,ml)> nr
i=2

En effet, le terme nt#| peut étre remplacé par nl#!, et

bk <”—k>"2k (e} evitvia 1

I, n n ni

=~

avec k = |u| — my(u). Cette expression asymptotique va permettre d’appliquer notre méthode
usuelle de moments; notons que pour toute observable de diagrammes f € €, on a G,[f] =
O(n9e8«(f)/2), car ceci est vrai sur la base linéaire des caractéres centraux — rappelons que le
degré de Kerov des observables est défini par degy (X,) = || + m1 (i) pour toute partition .
Comme le degré de Kerov est toujours inférieur au poids des observables, on a aussi G,[f] =
O(n"tf)/2) pour toute observable f.

11.3 Asymptotique des caracteres centraux et des formes des dia-
grammes

La proposition 11.4 permettra d’établir la convergence des formes des diagrammes sous les
mesures de Gelfand vers la courbe () du théoreme 3.3. D’autre part, elle permet de déterminer
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la distribution asymptotique précise des caracteres centraux des cycles X;. Sous les mesures
de Plancherel, rappelons qu’on a asymptotiquement

xz
Vk > 2, "k(/?_) vk,
n
ol les §i sont des gaussiennes indépendantes centrées de variance 1. Le théoréme suivant est
I’analogue de ce résultat pour les mesures de Gelfand :

Théoréeme 11.5 (Distribution asymptotique des caractéres centraux des cycles sous les mesures
de Gelfand, [Mé1o0a]). Sous les mesures de Gelfand, le vecteur des caractéres centraux renormalisés
(Zk(A)/1k/2) 15 converge en lois fini-dimensionnelles vers un vecteur gaussien (V2k & + ex) k2, Oil
les ¢y sont des gaussiennes standards indépendantes, et e, vaut 0 si k est pair, et 1 si k est impair. Ainsi,

lim Z(A) ~ N (e, 2k).

n—oo pk/2

Lemme 11.6 (Degré de Kerov et produits de caracteres centraux). Si k et | sont deux entiers
distincts plus grands que 2, alors Xy ; est la composante de plus haut degré de Kerov de X X;. Dautre
part, si k > 2 et m > 1, alors la composante de plus haut degré de Kerov de (Xj)™ est

17 k p
; 2P p! <5> Fririe

Démonstration. La premiere partie du lemme est démontrée dans [[Oo2, proposition 4.13];
la seconde partie est essentiellement équivalente aux propositions 4.11, 4.12, 6.2 et 6.3 du
méme article, et peut étre démontrée de maniere purement combinatoire en utilisant I’algebre
des permutations partielles. Pour commencer, remarquons que le degré de Kerov défini sur
O >~ g, peut étre relevé a I'algebre %, des permutations partielles en posant :

degy (0, S) = card (Fix(c) N S) + card S.
Cette définition fournit bien une filtration d’algebre sur %, car

degy ((c,5)(t,T)) = degy (o7, SUT)
= {Card (Fix(eT) N (SUT)) —card SN T} 4cardS +card T,

et le terme entre crochets est plus petit que card (Fix(c) N S) + card (Fix(7) N T). En effet, si
x € SN T vérifie ot(x) = x, alors :

1. L'élément x peut étre dans S \ T, mais dans ce cas T(x) = x, donc o(x) = x, et ainsi
x € Fix(c) N S.

2. De méme, x peut étre dans T \ S, et dans ce cas il est aussi dans Fix(7) N T.

3. Enfin, siles deux hypotheses précédentes ne sont pas vérifiées, alors x appartienta SN T.

On conclut que card (Fix(ct) N (SUT)) < card (Fix(c) NS) 4 card (Fix(t) N T) +card (SNT),
de sorte que deg, ((¢,S)(7, T)) < degy(c,S) +degy (7, T). En tant qu’élément de l’algebre des
permutations partielles,

(Z)™ =) (c1,51)(c2,S2) - - - (Cs Sm)

ol la somme est prise sur les m-tuples de k-arrangements (a;3, . ..,a;) donnant un cycle ¢; =
(ai,...,ai) et un support S; = {a;1,...,a;}. Comme degy (Z) = k, degy ((Zx)") < km, et
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cette inégalité est une égalité, car km est le degré de Kerov d'un produit (c1,51) - - - (¢p, Sm)
de k-cycles disjoints. Ceci étant, déterminons tous les produits qui ont ce degré maximal. Si
degy ((c1,51) -~ (cm,Sm)) = km, alors comme le degré de Kerov est une filtration d’algebre,
ceci impose :

degy ((c1,51)(c2, 52)) = 2k
degy ((c1,S1)(c2, S2)(c3,S3)) = 3k

degy ((c1,51)(c2,S2) -+ (ci, Si)) = ik

Considérons les deux premiers termes (c1,51) et (¢2,S2). On a montré que :

2k = degy ((c1,51)(c2, 52)) = {card((Fix(cic2) N (S1USz)) —card S1 N Sy} + card S1 + card S,
= 2k + {card ((Fix(cic2) N (51U Sy)) —card S1 N S, } .

On a donc card (Fix(c1c2) N (S1U S2)) = card S1 N Sy, et ceci impose que tout point de l'inter-
section 51 N Sy soit un point fixe de cjcy. Soit u I’exposant de c¢1¢a, de sorte que (¢1¢2)* = id. On
raisonne par I’absurde en supposant que S; et S, ont une intersection non vide, mais sont deux
parties de cardinal k qui ne sont pas égales. Notons alors ¢; = (ay,...,a;) etco = (b1, ..., by);
par hypotheése, I'un des b; est dans S, mais pas dans S;. On itere cic; sur cet élément. Si b4
nest pas dans S, alors c1cz(bj) = c1(bj+1) = bj;1, et on peut recommencer avec bj1, bji,
etc. On construit ainsi une chaine b]-, b]-+1, ..., bj_1 dont tous les éléments sont dans S, \ Sy, et
vérifient donc cic2(by) = byi1. Comme S; NSy # J, il doit exister un by qui est dans S; N S.
Alors, a; = c1(by) est un certain (c1c2)*(b;), et est dans Sy. Il ne peut pas étre dans S; N S5 :
sinon, ce serait un point fixe de c1cy, et tous les (c1c2)!(a;) seraient égaux a a;, en particulier
(c162)"7*(a;) = (c1c2)"(b;) = bj. Ceci est absurde car b; n’est pas dans S;. Ainsi, a; € S\ Sa,
et en continuant a itérer cjcy, on obtient a;,1, 4,1, efc. jusqu’a un élment a; qui est dans S et
dans S, (voir la figure 11.2). Cet élément a; est un certain (c; cz)s/(bj), et est un point fixe de
c1cz. Alors, en prenant a; = (clcz)t/ (ar) avec ' = u —s', on retrouve b;, ce qui est absurde car
bj n’est pas dans SN S.

i 102 bj+1 c102 o c102 b]_l Co b]
S\ S1 S\ S1 S2\ 51 51NS;y
€1
i €162 o €162
S1\ S, $1NS, 222

FIGURE 11.2 - Si S§1 # S; et S1 N Sy # @, alors I'identité degy ((c1, S1)(c2,S2)) = 2k fournit une
contradiction. Les produits de k-cycles de degré de Kerov maximal 2k sont donc ceux pour
lesquels les supports sont disjoints ou identiques.

Ainsi, si (c1,51)(c2, S2) a pour degré de Kerov 2k, alors soit les cycles sont disjoints, soit
S1 = S;. Dans ce cas, le nombre de points fixes de cic, doit étre égal a k, et ceci impose
c1=¢, 1. Ainsi, ¢, doit étre soit disjoint de ¢y, soit égal a c;° 1. Pour les mémes raisons, c3 doit
étre soit disjoint de c; et de ¢y, soit égal a I'inverse d"un de ces cycles, en supposant dans ce
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cas qu'on n’a pas déja c; = c;'. Par récurrence sur m, on conclut qu'un cycle ¢; mis en jeu
dans un produit de degré de Kerov km est soit disjoint de tous les autres cycles, soit apparié
avec un (et exactement un) autre cycle dont il est I'inverse. Le type cyclique d'un produit de
degré de Kerov km est donc toujours de la forme 17 k=27, ot1 p est le nombre de paires de
cycles inverses 1'un de I'autre. L'entier p étant fixé, il y aura un facteur

m!
m — 2p! p! 2P

devant le terme Xk, ;n-2 correspondant au nombre d’appariements partiels avec p paires;
et aussi un facteur k?, car étant donné un arrangement (a;1,...,a;) donnant un cycle ¢, il
y a exactement k arrangements distincts (aj,...,a;) correspondant au cycle inverse (les k
permutations cycliques d"une écriture du cycle inverse). On conclut que le terme de plus haut
degré de Kerov de (Z;)™ est bien

_
S

Lom k\?
L (3) B

Exemple. (X4)* = 41 +24 X140 + 48 X1s + (termes de degré strictement inférieur a 16).

Preuve du théoréme 11.5, premiére partie. Soit k un entier pair, et m un entier impair. Alors, le
terme Xk m-2, mis en jeu dans le développement de (X;)"™ a une espérance nulle sous la
mesure de Gelfand, car m — 2p est impair, et les permutations qui ont ce type cyclique n’ont
donc pas de racines carrées. Par conséquent, G,[(XZx)"] est dans ce cas égale a I'espérance
d’une observable de degré de Kerov inférieur a km — 1, donc :

%\ _ o172 ~1/2

Supposons maintenant k et m pairs. Alors, les espérances des termes de degré de Kerov infé-

rieur a km — 1 sont négligeables dans 1’asymptotique de G, K%) m} , donc

G”KW) ]_p_om—%)!rﬂ <5> G”[ nkn/2 }_p_om—%ﬂp! <5> fllom =2p)

k m/2 \_%J m' /2 ml /2
= By —_— = m - - m _1n
- ( > m2—pipl " w2 (2K)™ (m —111).

Mais on a vu dans le chapitre 5 que les doubles factorielles étaient justement les moments
pairs d’une variable gaussienne standard centrée, les moments impairs étant pour leur part
nuls. Comme les variables gaussiennes sont caractérisées par leurs moments, on conclut a la
convergence en loi

2k
sous les mesures de Gelfand. Le cas ot k est impair peut étre traité de facon tout a fait
similaire. Pour les mémes raisons que précédemment, on peut négliger les termes qui ne sont
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pas de degré de Kerov maximal dans ’asymptotique des moments de X, et ainsi,

" & p 3] )
2\ oy m (K g | g5 mt (K _
Gy, [(nkm) ] - Z%)m 2p!p! <2> Gy [ nkm/2 - m—2plp! \2 f(k,m 2p)

P p=0
TS i platm =2(p+q)! \2 Sm—21\2) \ & plq!
N 2 .
Hm =2

La fonction génératrice correspondant a ces moments limites est donnée par :

o 5] n o 7] 1
5 S e B

m=0r=0

m (kZz)erizr = eXp (Z + kZZ) P

et c’est donc la fonction génératrice [E[e?*] d"une variable gaussienne de loi A/ (1,2k). Ainsi,
on a la convergence en loi

X
sous les mesures de Gelfand, et on a établi la convergence (pour le moment non jointe) de
chaque caractere central renormalisé vers une variable gaussienne. O

Pour démontrer l'indépendance asymptotique des caractéres centraux renormalisés, on
doit de nouveau utiliser la théorie des cumulants d’observables. Ainsi, nous allons montrer
I’'annulation asymptotique des cumulants d’ordre plus grand que 3 :

Lemme 11.7 (Convergence jointe des caractéres centraux renormalisés).

DYDY 2,
V>3, VoL 22, k<nzl}z'nzzfz"~'nzr/z> — o(1).

Comme les X, sont de degré de Kerov /;, on sait déja que 1'expression précédente est un O(1).
En effet :

Ky, %)= Y 1—[11; [M=l= % Ho<z‘€"‘> 0 (n"=").

neQ([[l,rﬂ) ien; rea([1r]) 7

On doit donc seulement gagner un ordre de grandeur. Rappelons que le cumulant standard
peut étre exprimé en fonction des cumulants disjoints et des cumulants identité :

k(zlll"-/zly) = Z k. <kid(zli€n’1>/'--/kid(zliETL’S)) .
meQ([1,r])

Lemme 11.8 (Degré de Kerov d’'un cumulant identité de caractére centraux). Soient I4,...,1I;
des entiers plus grands que 2. Si ces entiers ne sont pas tous égaux, alors :

degy <kid(211,...,21t)) <h4-+1l—1.
Si ces entiers sont tous égaux et si t > 3, alors

deg, (kid(zl,...,zl)> <t —1.
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Démonstration. Le lemme 8.12 donne une description explicite des produits de cycles interve-
nant dans le cumulant identité :

Yz, %) = Y C(A1)C(Az) - C(A)).
Vi, Aje A(l)
7t(Ay. A)={[1H}

ott A(lj) est 'ensemble des /;-arrangements d’entiers, et ot la restriction 7w(Ay,..., A;) =
{[1,#]} impose que ces arrangements « se recouvrent les uns les autres ». Dans le premier
cas, comme les /; ne sont pas tous égaux, quitte a les permuter, on peut trouver un entier
u < t tels que les Iy, ..., I, soient identiques, et distincts de tous les I,,11, ..., ;. Considérons
alors un produit de cycles C(A;) --- C(A;) apparaissant dans la somme. Si le produit partiel
C(Aj) --- C(Ay) n’est pas de degré de Kerov maximal /; + --- 4+ 1, = ulj, alors comme le
degré de Kerov est une filtration sur l'algebre des permutations partielles, on a bien

degy (C(A1) --- C(Ay)) <h +---+1—1.

Dans le cas contraire, d’apreés le lemme 11.6, le type cyclique du produit partiel des u premiers
cycles est forcément un l{"Zk 11K, Drautre part, il existe un indice v € [u + 1, t] tel que le cycle
C(A,) ait son support intersectant le support S du produit des u premiers cycles; prenons
le premier d’entre eux. Notons que la longueur /, n’intervient pas dans le type type cyclique
[4=2k1hk Or, d’apres la premiére partie du lemme 11.6, si deux permutations partielles ont
des types cycliques sans parts communes, alors soit elles ont des supports disjoints, soit leur
produit est de degré de Kerov strictement inférieur a la somme des degré de Kerov. Comme
les supports s’intersectent, on conclut que le produit partiel C(A;) --- C(A,) est de degré de
Kerov inférieur a I; 4 - - - 4+ I, — 1, et en rajoutant les derniers cycles, on obtient :

degy (C(A1) --- C(AY)) <h+---+1—1.
Tous les produits de cycles intervenant dans la somme vérifient donc bien 1'inégalité annoncée.

Dans le second cas, considérant de méme un produit de I-cycles C(A;) --- C(A;) appa-
raissant dans la somme, comme t > 3, il y a forcément un arrangement A; qui intersecte deux
autres arrangements Ah et Ajz. En effet, la condition de recouvrement des arrangements im-
pose que le graphe de la relation i ~ j <= A; N A; # & soit connexe, donc ait plus de t — 1
arétes. Alors, la somme des valences des sommets 1,2,...,t est plus grande que 2(t — 1) > ¢
pour t > 3, ce qui impose qu'un sommet ait une valence supérieure a 2. Ainsi, fixons trois
entiers i, ji, j2 tels que A; N Aj # @ et A;NAj, # J; on ne perd pas de généralité en sup-
posant que i < ji < jo,etquesiu € [i+1,j1 —1JU[j1 +1,jo —1], alors A;NA, = & et
Aj, N Ay = &. Dans ces conditions, on peut permuter les cycles et regrouper le facteur

c(Ai)e(Aj) c(Ap),

et il suffit de montrer que ce facteur est de degré inférieur a 3/ — 1. Si le produit c(A;) c(A;) est
de degré de Kerov inférieur a 2/ — 1, c’est évident. Sinon, comme A; N Aj, # &, la condition
degy (c(A;) c(A;)) = 21 impose que les deux premiers cycles soient inverses 1'un de I'autre, et
le produit c(A;) c(Aj,) est I'identité sur le support de A;. Mais dans ce cas, comme A; N Aj, #
@, notant t > 1 le cardinal de cette intersection, le produit c(A;) c(A;,) c(A;,) est un I-cycle sur
un support de taille 2/ — t, donc a un degré de Kerov égala (21 —t) + (I —t) =31 -2t < 3l. O
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Lemme 11.9 (Formule d’inversion de Mobius pour les partitions d’ensembles). Soit F une
fonction sur les couples d’entiers strictement positifs, et (1,...,1,2,...,2,...,s,...,s) une suite de
r entiers avec r1 > 1 entiers 1, r; > 1 entiers 2, etc. Si 7w € Q([1,7]) est une partition d’ensemble
de parts my Ump U -+ - U TUy(r), O Note T le nombre d’entiers i tombant dans T, en particulier,

|7ti| = Y rijetri = ng) rij. Supposons s > 2. Alors,

£()
S(ri,...,rs)= Y, (=1 (m) -1t T [T FG ri) =0.
ﬁeQ(Hl,Vﬂ) ]:1 f’;j}l

Exemple. Supposons r = 4. On a alors 15 partitions d’ensemble : {1,2,3,4
(1,2,4} U {3}, {1,3,4} L {2}, {2,3,4} U{1}, {1,2} LU {3,4}, {1,3} U {2,4}, {1,4} U {2,3},
(12} 03y Uay (1,3} U {2f U Y, {L4F U2 D 1a), {3,3) U {1} L{4Y, (2,4} D {1} {30,
{34} U{1tu{2}et {1} U{2} U {3} LI {4}. Sis =2 etsila suite est (1,1,2,2), alors la somme
correspondante S(2,2) s’écrit

/45, {{1,2,3} U {4},

~

F(1,2) F(2,2) — F(1,2) F(2,1)> — F(1,2) F(2,1)*>— F(1,1)?F(2,2) — F(1,1)2F(2,2)
— F(1,2) F(2,2) — F(1,1)?F(2,1)*> — F(1,1)? F(2,1)> + 2 F(1,2) F(2,1)> + 2 F(1,1)?F(2,1)?
+2F(1,1)2F(2,1)* +2F(1,1)*F(2,1)> +2F(1,1)*F(2,1)> + 2 F(1,1)*F(2,2) — 6 F(1,1)* F(2,1)?

ce qui donne bien 0.

Démonstration. La preuve suivante est due a M. Sage?®. On raisonne par récurrence sur les
ri. Si r; = 1 pour tout i, alors le multi-ensemble considéré est simplement {1,2,...,r}, et la
somme S(rq,...,7s) = S(1,...,1) s’écrit :

S(1") = Y wu(m [1,7]) H I] FGri) (Z u(rm [[1,r]])> (ﬁp(m)) =

me, j=1ri=>1 TEQ,

car r > 2, et la somme ci-dessus est le produit de convolution

¢ p (Ui i}, [0, r]) = 6 (Wi {i, [ 7])

dans 'algebre d’incidence du treillis Q([[1,7]), donc vaut 0 car r > 2 et U!_, {i} # [1,r]] dans
Q([1,r]]) — on renvoie a la section 13.1 pour des précisions sur les fonctlons de Mobius, les
algebres d’incidence d’ensembles ordonnés et les notations employées ici.

Supposons maintenant que 1'un des entiers i € [1,s] apparait plus d'une fois; & permuta-
tion pres, on peut supposer que c’est i = 1, et on notera donc r; 4 1 le nombre d’occurrences
de cet entier, et r +1 = (r; +1) +r2 + - - - + 15 le cardinal total de 'ensemble. Par hypothese
de récurrence, étant données des variables indépendantes (X ;)i >1, le polynome

£(r)
Z }1(7‘(, [[1' 7’]]) H H Xi,r;j
7'[€Dr ]:1 f’;j}l

est formellement nul. Si 7t est une partition d’ensemble, notons v;,(7r) le nombre de parts de
7T qui contiennent exactement g symboles i; alors, par hypothése de récurrence,

P(<Xi,q>i,q211r1/---/rs) Z :[_J:[_[}(U“7

TED, i=1g21

2. « Entre minuit et une heure du matin... »
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en tant que polyndéme, avec u(7r) = u(m, [1,7]) = (=1)D=1(¢(x) —1)!. Ceci étant, une
partition 7t dans 9,41 du multi-ensemble (1’1“,2"-, ...,s’s) peut étre obtenue a partir d’'une
partition 77’ du multi-ensemble (1,22, ...,s") soit en rajoutant 1 a 1'une des parts déja exis-
tante de 77/, soit en mettant 1 tout seul dans une nouvelle part.

1. Dans le premier cas, la fonction de Mobius p(77) reste égale a u(77'), et le poids w(7') =
]_[] 1 ]_[,1]>1 F(i,r;;) est multiplié par un facteur F(1,a; +1)/F(1,4;), ot1 a; est le nombre
de 1 dans la part 7; de 77’ & laquelle on adjoint le 1.

2. Dans le second cas, la fonction de Mobius p(7r) vaut —¢(7c") u(77'), et le poids w(7) est
égala F(1,1) x w(7').

Par conséquent, la somme S vérifie la relation de récurrence

F(1, a]+1)
1a]

5(1’1—}—1,... Z Z

e, j=1

u(r) () — ) FADLUA) p(n) w().

e,
La premiere partie s’écrit aussi

1 —|—1 oP(r,...,r
L ¥ o) e e(r) = TE(Lg+1) Fiet)

q=1n'eQ, g=1

(Xig)ig=1=(F(i,9))ig>1

car le polyndome est par hypothése de récurrence formellement nul. De méme, la seconde
partie est proportionnelle a :

dP(rq,...,r
Yo ) v () u(r)w(n') =Y F(1,q) % —0.
g=11eQ, g=1 1g (Xig)ig=1=(F(i,4))iq>1
On conclut que S(r1 +1,...,75) = 0 est encore nulle. 0

Démonstration du lemme 11.7. Compte tenu de la convergence simple (non jointe) vers des
gaussiennes, le cas ot tous les /; sont identiques est déja traité; on peut donc supposer que
certains des /; sont distincts. Nous noterons d’autre part L = [; + - - - + [,. Comme le produit
disjoint e des observables est compatible avec le degré de Kerov, dans la décomposition du
cumulant standard k(X;,...,%;) en cumulants disjoints, si pour une partition d’ensembles
7t I'un des cumulants identité est de degré de Kerov strictement inféireur a la somme des [;,
i € 7j, alors le cumulant disjoint correspondant

kn =K (K9(Zhem ) K (D))

est un O(n!F=1/2). D'apres la premiere partie du lemme 11.8, il reste donc a traiter le cas des
cumulants disjoints k,, ol 7t est une partition d’ensembles telle que pour tous indices 7; et iy
dans la méme part de 7, [;, = [;,. Autrement dit, on doit évaluer des cumulants disjoints du

type :
k* (kid(zml,...,Zml),...,kid(ZmS,...,st)> .

Ensuite, si 'un des cumulants identité kid(ij, eee, ij) contient n; termes avec n; > 3, alors

la seconde partie du lemme 11.8 s’applique, et k, est donc de nouveau un O(n(--1/2). On
peut donc encore restreindre ’ensemble des partitions d’ensembles a étudier, et supposer que
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tous les n; valent 1 ou 2. Bien stir, si n; = 1, alors kid(Zm].) = Zm].. D’autre part, d’apres la
seconde partie du lemme 11.6, le terme de degré de Kerov maximal 2m; dans kid(ij, Zm].) est
mj X,m; ; et on peut bien stir négliger les autres termes. Au final, le cumulant de 1'énoncé que
l'on souhaite évaluer est a un O(n(L=1)/2) pres égal a une somme de cumulants disjoints du
type

K (Zmy, oo Zmy Zmust s« ooy Bmuso)

avec mq + - - - +my +2(my41 + - -+ + my4p) = L. Alors, le lemme 11.9 montre que ces cumu-
lants disjoints sont encore des O(n(L=1)/2). En effet, réordonnons les caractéres centraux dans
un tel cumulant disjoint pour I'écrire sous la forme :

k. 22,...,22,...,ZS+1,...,ZS+1,212,...,2121,...,ZlH—l,...,ZlH—l

r1 termes rs termes rs41 termes 7s+t termes

Ona2r+---+(s+1)rs +2(2rs41 + - - + (t + 1)rs44) = L; d’autre part, I'hypothese faite au
début de la preuve du lemme garantit que s + t > 2. Notons alors F la fonction définie par :

E(i,r) = f(i—i—l,r)n(HTl)r siie[1,s],
’ plit1=s)r sii€s+1,s+t].

Alors, compte tenu de 1'expression des espérances G,[X,| donnée par la proposition 11.4, et
en utilisant la formule de Mobius

KXp,.0 X)) = Y (DO - TTE | TIX |

meq([Lr]) e | iemn;

on voit que le cumulant disjoint a pour terme de degré L/2 en n

£(r)
Yo (=) () ) TT [T FGory),

meQ([1,5+t]) j=1 1zl

étant entendu que par rapport a la formule exacte la différence est de degré inférieur en n.
Le lemme 11.9 montre que ce coefficient est nul; ainsi, le terme de plus haut degré en n est
d’ordre inférieur, ce qui achéve la preuve. O

Preuve du théoréme 11.5, seconde partie. D’apres le lemme 11.7, les caractéres centraux renorma-
lisés convergent conjointement vers un vecteur gaussien; il suffit des lors de montrer que les
covariances tendent vers 0, c’est-a-dire que

Gu[Z Z1] — Gy [ %] G, [X)]

ktl
n?:2

—0

si k # 1. Mais dans la preuve du lemme 11.7, 'hypothése r > 3 a seulement servi dans le cas
exclus tout au début, c’est-a-dire lorsque tous les /; étaient identiques. Ici, k # I, donc la preuve
s’adapte et on a bien convergence des covariances vers zéro, et indépendance asymptotique.

g
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11.3. Asymptotique des caractéres centraux et des formes des diagrammes.

Le théoréme 11.5 décrit le comportement asymptotique des observables décomposées dans
la base algébrique des caracteres centraux; en changeant de base comme dans la section 10.2,
nous allons maintenant en déduire 'asymptotique des formes A* des diagrammes de Young
renormalisés. Pour commencer, établissons 1’équivalent du théoreme 3.3 pour les mesures de
Gelfand :

Théoréeme 11.10 (Formes limites des diagrammes sous les mesures de Gelfand, [LS77, Mé1oa]).
Le diagramme continu Q) est la forme limite des diagrammes de Young tirés suivant les mesures de
Gelfand : pour tout € > 0, G, [||A* — Q|eo = €] tend vers 0.

Démonstration. Comme dans le chapitre 3, on montre que les cumulants libres convergent en
probabilité :
1 sij=2,

0 sinon.

Pour tout k > 2, on écrit Ry 1 = Xy + h avec wt(h) < k. Alors,

k1 k+1

Ri1(A) =17 % Repy(A) =n~ 7 Zp(A) +n~ % h(A).

Pour tout observable de diagrammes f, G,[f] = O(n"t(/)/2), donc le second terme vérifie
2
G [(n—% h(/\)) ] — =) G, [(A)?] = O(n 1) — 0

et converge en probabilité vers 0. D’autre part, pour les caractéres centraux Xi>,, (Xx)? est de
degré de Kerov 2k, donc en utilisant 1’estimation plus précise des espérances d’observables
données par le degré de Kerov, on voit que

Gy {(n—% Zk(A)>2] — oY) 0.

Ainsi, le premier terme converge aussi en probabilité vers 0, donc Ry, converge bien vers 0
si k > 2. D’'autre part, Ry(A*) = X1(A*) = 1 pour tout diagramme de Young, donc Ry(A*)
converge bien en probabilité vers la constante 1. Le méme argument que pour les mesures de
Plancherel — c’est-a-dire, le contenu de la proposition 2.5 — permet de conclure quant a la
convergence uniforme en probabilité des diagrammes renormalisés vers (). O

De nouveau, on a en réalité convergence en probabilité au sens ultra-fort, ¢’est-a-dire qu’en
plus de la convergence uniforme en probabilité, les bornes a(A*) et b(A*) des supports des
diagrammes renormalisés convergent en probabilité vers les bornes a(Q)) = —2 et b(Q)) = 2.
De fagon équivalente, la longueur ¢_ ,, d’un plus long sous-mot décroissant, et la longueur
{4, d'un plus long sous-mot croissant dans une involution de taille # tirée au hasard unifor-
mément vérifient :

. f —n . £+,n

A T, =2
les limites s’entendant en probabilité. Ce point est démontré dans l'article [BRo1], et la distri-
bution asymptotique de ¢_,, — 2\/n et {1, — 2\/n y est décrite par un résultat analogue au
théoreme 5.1, et mettant de nouveau en jeu les équations de Painlevé II. Notons que si 'on
interprete une involution par un appariement partiel des entiers de [1, n], alors ce résultat se
traduit par des estimations sur les nombres de croisements et d’imbrications d’appariements
aléatoires, voir [CDD " o5].
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Chapitre 11. Asymptotique des mesures de Gelfand.

La correspondance des formes limites pour les mesures de Plancherel et les mesures de
Gelfand n’est en réalité pas tres étonnante, a condition d’utiliser la méthode originale de
preuve du théoreme de Logan-Shepp-Kerov-Vershik, c’est-a-dire celle de l'article [LS77]. Ainsi,
en utilisant la formule des crochets, Logan et Shepp ont construit une fonctionnelle énergie
I sur les diagrammes de Young continus telle que, pour A partition de taille 1, (dim A)? ait
un comportement asymptotique grossierement équivalent a exp(—nI(A*)). Or, la courbe Q
est I'unique diagramme continu qui maximise I. Par conséquent, il est intuitivement évident
que la mesure de Plancherel charge surtout les diagrammes qui sont proches de cette courbe
(a renormalisation pres). Cet argument variationnel peut étre rendu rigoureux, voir [LS77].
Maintenant, si I'on remplace (dim A)? par dim A, on peut clairement utiliser le méme type
d’argument, en divisant simplement 1’énergie par 2. En réalité, on pourrait adapter la preuve
au cas plus général des f-mesures de Plancherel, qui sont les mesures définies par :

dim A)#
ME[A] = (dim4) 5
Zye% (dlm V)
Notons qu’on retrouve les mesures de Plancherel pour g = 2, et les mesures de Gelfand pour

B = 1. Ces B-mesures sont les analogues pour les partitions des p-ensembles, qui sont les
distributions ponctuelles de densité

B>0.

1

|A(x1, .. .,xn)|l5 e 2 X ()’ dxy - dxy,
Zup

dP[x1,...,x,] =

voir par exemple [DEoz2]. En particulier, on conjecture que la correspondance de Baik-Deift-
Johansson s’étende a ces B-ensembles : ainsi, la déviation de la plus grande valeur d"un point
d’un B-ensemble par rapport a la valeur 2y/n est probablement équivalente en loi (apres
renormalisation) a la déviation de la plus grande part d’une partition sous la f-mesure de
Plancherel par rapport a la valeur 24/n (on sait que c’est le cas lorsque § = 1,2).

Ceci étant, revenons a notre étude asymptotique des mesures de Gelfand, et introduisons
comme dans la section 10.2 la déviation A, (s) = A*(s) — Q)(s), et les polyndomes de Chebyshev
de seconde espece 1, (X), avec la condition de normalisation

sin(k +1)0

ug(2cosh) = i d

On note W, la variable aléatoire % ; pour k > 2, elle converge vers une gaussienne N (e, 2k).
Le lemme suivant est 1’'exact analogue du lemme 10.13 pour les mesures de Gelfand :

Lemme 11.11 (Développement gaussien des moments de la déviation d'un diagramme). Le
k-ieme moment de la déviation

4 /Rsk (A*(s) — O(s)) ds.

est égal a \/n %, et c’est aussi
L] k! W
7 Wkt1-2j,
= k1t e

plus une variable aléatoire qui tend en probabilité vers O sous les mesures de Gelfand.
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11.3. Asymptotique des caractéres centraux et des formes des diagrammes.

A

Démonstration. La premiere partie du lemme a déja été démontrée a la fin du chapitre 3; on
renvoie sinon a [[Oo2, proposition 7.2]. Rappelons que les moments entrelagés du diagramme
continu () sont :

p(Q) = <2kk> ; Pa+1(Q2) =0

voir la proposition 10.6. D’autre part, il existe un résultat analogue au lemme 10.10 pour le
degré de Kerov :

55 k¢]+1 (172) (Z1)¥/% sik est pair,

S (X)) + {0

Pr =

j=0 sinon,

plus une observable de degré de Kerov inférieur a k — 2, voir [IOo2, proposition 7.3]. Par
conséquent,

k1 . .
Pra2(A%) _ LZ;_;J k! Zk+1—2j(/\) n ((kﬁjz/z) si k est pair,
(k+1)(k+2) =0 k+1—jtj 52 0 if k est impair,

plus n="%" fois une observable de degré de Kerov au plus k. En soustrayant py.»(Q2), on se
débarrasse du second terme a droite, et en multipliant par /7, on obtient finalement

=
T
Z Wk—l—l —2j

plus n~'3" fois une observable de degré de Kerov plus petit que k, donc d’ordre de grandeur
au plus n%. Ce terme résiduel est donc négligeable a 'infini, et le lemme est établi. [l

Lemme 11.12 (Polyndmes de Chebyshev de second espece et déviation d'un diagramme).

Pour tout entier k, I'observable
Y = 4/@(5) Ap(s)ds

est égale a Yﬁf, plus une observable qui sous les mesures de Gelfand tend en probabilité vers O lorsque
n tend vers l'infini.

Démonstration. On rappelle que le développement explicite du polyndme uy(X) est

5] —m
— Z (_1)711( ) Xk—Zm‘
m=0 m

Par conséquent, si @, désigne 'observable du lemme précédent, alors

L¥]
l2)

4] A C
Y = Z <_1)m ( m ) Ok—2m ; Z < > Xk+1_2]' .
m=0

Les mémes arguments que dans la preuve du théoréme 10.14 montrent que ces relations sont

essentiellement inverses l'une de l'autre, et ainsi, Yy ~ L4, qui est asymptotiquement une

gaussienne (pas forcément centrée). O
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Théoréme 11.13 (Déviation des diagrammes par rapport a leur forme limite sous les mesures
de Gelfand, [Mé1oa]). Soit (Cx)k>o une famille de variables gaussiennes indépendantes, centrées et
toutes de variance 1. Sous les mesures de Gelfand et au sens des distributions tempérées sur l'intervalle
[—2,2], le processus \/n A (s) converge en loi vers le processus gaussien généralisé

_7”47_[_52_;_\/5A(5):%_4T_52+\/§<2Z—smk9)>

1
2 2

avec s = 2cos 6. A une fonction déterministe pres, le processus gaussien de Kerov (multiplié par /2)
décrit donc encore les fluctuations des diagrammes par rapport a leur forme limite.

Démonstration. Si f est une fonction de ¥'°([—2,2]), on peut la développer dans la base ortho-
normale de #?([—2,2],mq) constituée par les polyndmes de Chebyshev. Ainsi,

(/ f(s) ug(s _Szds> ug(s).

La fonctionnelle linéaire de la fonction f associée a la déviation renormalisée 4 A (s) s’écrit
donc asymptotiquement
/ Z Weer, (o VEZ\
k+1" 27 ’

et ainsi, en tant que distribution, \/n A, (s) converge faiblement vers le processus gaussien
généralisé

%Z (exy1,2(k+1)) uk(s) /—4_52_ Z ek,2k sin (ko) ,

k+1

avec s = 2cosf et 0 € [0, 77]. Décomposons les variables N (e, 2k) sous la forme e + v/ 2k &
avec les ¢ comme dans 1’énoncé du théoreme. Alors, le processus limite est somme des deux
contributions :

%im%—l—l)@ 1 2sing 1 VA-& 2\[<Z—sm(9)>=ﬁA(S)'

2k+1 _2 T 2 T T

2

ol I’on reconnait dans le second terme le processus A(s) des théoremes 3.4 et 10.15. O

Ainsi, le processus gaussien de Kerov décrit les fluctuations des formes des diagrammes
dans au moins deux autres cadres que celui des mesures de Plancherel : le cadre des mesures
de Schur-Weyl et le cadre des mesures de Gelfand. On peut raisonnablement conjecturer que
pour tout parametre S, les fluctuations des formes des diagrammes de Young tirés aléatoire-
ment selon les f-mesures de Plancherel sont encore décrites par un multiple 3 de ce processus,
plus éventuellement une fonction déterministe. L'idéal serait de disposer de théoremes uni-
versels pour les partitions semblables a ce que 1’on connait pour les modéles de matrices aléa-
toires (voir en particulier [LPog]); d’apres les deux chapitres de cette partie, il semble qu’on
puisse établir un théoreme central limite semblable a celui de Kerov des que les caractéres
centraux cycliques renormalisés convergent conjointement vers un vecteur gaussien.

3. On peut conjecturer que le facteur multiplicatif est \/% .






Chapitre 11. Asymptotique des mesures de Gelfand.
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Quatriéme partie

Identités génériques dans les algebres
de groupes
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Les trois premieres parties du mémoire ont mis en évidence les propriétés de concentration
des mesures issues de la théorie des représentations des groupes symétriques &, de leurs
algebres d’Hecke 7 (S,) et des groupes de Chevalley finis GL(n, F;) ou Sp(2n,[F,) ; de plus,
on a presque toujours un comportement asymptotique gaussien. L'un des arguments centraux
dans les preuves de ces résultats était la propriété de factorisation asymptotique des caracteres
centraux dans l'algébre des observables de diagrammes &' :

X, * X, = Xy + (termes de degré strictement inférieur)
= X,y + (termes de poids strictement inférieur)

= X,y + (termes de a-degré strictement inférieur) .

De plus, les covariances des lois gaussiennes limites sont liées aux termes suivants des déve-
loppements de X, X,.

Cette propriété de factorisation asymptotique est tout a fait évidente si 1’on interprete les
X, comme éléments de l'algébre des permutations partielles (voir [[K99]) : en effet, dans
un « grand » groupe symétrique &,, une permutation de type p L 1"~ I#| et une permutation
de type v L1 1"~I"| ont une trés grande chance d’avoir leurs supports essentiels disjoints, donc
la contribution principale d’un produit X, X, est bien X, ,. Notons d’autre part que 'exis-
tence de l'algébre des permutations partielles permet une preuve trés simple du théoréme de
Farahat-Higman 1.7.

Dans cette derniere partie, nous cherchons a généraliser ces raisonnements au cas d’autres
groupes ou algebres, et & construire des algébres d’Ivanov-Kerov pour la famille des algebres
d’Hecke de type A ((6,))s>1 et la famille des groupes linéaires finis (GL(n,[F;)),>1. Le
premier cas que nous traitons est celui des algébres d'Hecke (chapitre 12), et apres avoir
rappelé les détails de la construction d’Ivanov-Kerov, nous démontrons l'exact analogue du
théoreme 1.7 pour les algebres 77 (S,,), les classes de conjugaison de Z(C&,,) étant remplacées
par les éléments de Geck-Rouquier dans Z(.7;(S,)), cf. le théoréme 12.5 — cest le résultat
principal de l'article [Mé1od]. Notons que la preuve est nettement plus alambiquée que dans le
cas du groupe symétrique; c’est parce que les centres des algebres d’Hecke ont une structure
combinatoire beaucoup plus riche que les centres des algebres des groupes symétriques (voir
[Laso6, Jongo, Fragg, GRg7]).

Les algebres de permutations partielles et leurs analogues Hecke rentrent dans le cadre
plus général des fibrés de semi-groupes par des semi-treillis; dans le chapitre 13, nous
donnons un autre exemple important relié au probléme des nombres de Hurwitz, et nous
expliquons la construction générale. L'idée est de combiner les constructions suivantes :

1. Btant donné un semi-groupe M et un semi-treillis L qui « fibre » les éléments de M,
on peut construire un semi-groupe fibré M x L. La théorie des représentations de ce
nouveau semi-groupe est aisée a déterminer a partir de celle de M et de ses sous-semi-
groupes.

2. Etant donnée une tour de semi-groupes (M, ),cN et une famille croissante (L,),cn de
semi-treillis fibrant les L,, on peut sous certaines conditions construire une limite pro-
jective des M,, X, L,, qui vient s’ajouter a la construction naturelle de limite injective
des M, et joue un rdle dual.
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A la fin du chapitre 13, nous présentons des conjectures concernant les produits de classes
de conjugaison de GL(#,[F;). D’apres le chapitre 6, ces classes sont indexées par des polypar-
titions ; on conjecture que les produits de classes complétées Cy,_,, vérifient des relations du
type
Gy * C[pan = Z aux/[p (Tl, Q) Co—n
@I <INl

avec les constantes de structure a5, dans Q(¢q",9), et qu'il existe une algebre de type Ivanov-
Kerov impliquée dans ces identités génériques. Les éléments d"une telle algebre limite pro-
jective 0(GL(IF;)) seraient également des candidats naturels pour des observables de po-
lydiagrammes, ce qui permettrait une étude asymptotique fine des caractéres des groupes
GL(n,TF,).
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Chapitre 12

Algebres d’Ivanov-Kerov et
d’Hecke-Ivanov-Kerov

Dans ce chapitre, nous donnons une preuve tres simple du théoréeme de Farahat-Higman
1.7, et nous en démontrons un analogue dans le contexte des algébres d’Hecke de type A (cf.
[Mé1od]). Ces résultats constituent ce que nous appellerons des identités génériques, c’est-a-
dire des identités entre éléments d’algebres (de groupes, ou générales) A, qui mettent en jeu
les « mémes » éléments pour tout 7, et avec des coefficients dépendant d"une maniere explicite
de n.

Exemple. Dans les algebres des groupes symétriques CS,,, si Ci_;, désigne la somme (formelle)
de toutes les transpositions et si Co—, (resp., C(q1)-,,) désigne la somme de tous les 3-cycles
(resp., de tous les produits de deux transpositions disjointes), alors

nn-—1) .
Cion * Crun = 2C(1,l)—>n +3Cosn + % 1d[[1,n]] .

(n—1)(n—2)(n—3)

2
—n(nzfl) éléments du terme de gauche, “— """ sont des produits

En effet, parmi les <

disjoints, et donnent I'un des produits de deux transpositions de C(y 1)_,,,, chacun de ses pro-
duits 7y 7> étant atteint deux fois (par 71 X 7 et T, x 7y); n(n —1)(n — 2) sont des produits
de transpositions avec un point commun, donc donnent un 3-cycle, qui peut s’écrire de trois
fagons comme produit de transpositions; et @
donnent un terme id[y .

sont des carrés de transpositions, donc

L'idée des preuves de ces résultats est de construire une algebre A® qui se projette sur
toutes les algebres A,, et dans laquelle on peut effectuer les calculs; alors, toute identité dans
A% donne une identité valable dans tous les A,. Malheureusement, lorsque les A,, forment
une tour d’algebres — i.e.,

CAnCAn+lC

pour tout n — 1’objet universel naturel est la limite injective A, = li seo Ay, etil n’existe pas
de limite projective (qui serait un candidat naturel pour A%). L'algebre d’Ivanov-Kerov (cf.
[[K99]) permet de contourner cette difficulté, et 'essentiel de cette derniere partie est consacrée
a des généralisations de cette belle construction, qui est rappelée dans la section 12.1.

Ainsi, le résultat nouveau principal de ce chapitre est le théoreme 12.5, qui assure que le
théoreme de Farahat-Higman reste vrai dans les centres des algebres d’Hecke, & condition
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Chapitre 12. Algeébres d'Ivanov-Kerov et d"Hecke-Ivanov-Kerov.

de remplacer les classes de conjugaison par les éléments de Geck-Rouquier (voir [GR97]),
et les coefficients polynomiaux en n par des coefficients polynomiaux en n et en g (ceci avait
été conjecturé par A. Francis et W. Wang dans [FWog]). Ces éléments de Geck-Rouquier ont
une définition implicite, et on ne dispose pas d’expression explicite a priori; il est donc tres
difficile de construire une algébre « limite projective » les contenant tous. Fort heureusement,
les centres des algebres d’Hecke de type A admettent d’autres bases plus faciles a mani-
puler, en particulier des bases constituées de normes. Nous expliquons ceci dans la section
12.2, en nous appuyant pour l'essentiel sur [Laso6]; ainsi, la base canonique de notre al-
gebre d’Hecke-Ivanov-Kerov sera constituée de normes génériques, voir la section 12.3. Des
exemples d’identités génériques dans les centres des algebres CS,, et 7;(&,) seront donnés
tout au long du chapitre.

12.1 Permutations partielles et permutations composées

Dans tout ce qui suit, si y est une partition et n est un entier plus grand que |u| + ¢(u),
nous noterons y — n la partition complétée de taille n obtenue en rajoutant 1 aux n — |y|
premiéres parts (éventuellement nulles) de u. D’autre part, si u = (p1,...,4,), alors p —1
désigne la partition (y1 —1,..., 4, — 1), étant entendu qu’on supprime ensuite les éventuelles
parts nulles. Ainsi, pour toute partition, y LU 1" * = (4 —1) — n. On adopte les mémes
notations avec y + 1.

Sin > 1, on rappelle qu'une permutation partielle de taille n est la donnée d'une partie
S C [1,n] et d’'une permutation o € &(S), qu’on peut également voir comme une permutation
dans &, laissant fixes tous les points hors de S (mais éventuellement aussi des points dans S).
Par exemple,

o=(1,2,5), S=1{1,2,4,57} C [1,8]

est une permutation partielle de taille 8. Ainsi que nous l’avons expliqué dans la section 2.3,
les permutations partielles peuvent étre multipliées entre elles par la régle

(0,8)(t,T) = (¢7,SUT),

et l'algebre complexe %, du monoide ainsi constituée se projette naturellement sur C&, en
oubliant les supports des permutations partielles (nous noterons 7, cette projection). Enfin,
en autorisant des supports dans I'ensemble des parties finies de IN, on peut construire une
limite projective Zoo = lim %, dans la catégorie des algebres filtrées, et relativement aux
morphismes d’algebres

(0,S) siScC|[1,n],
0 sinon.

Pnn(0,S) = {

de #yn dans &, <n. Les éléments de A, sont les combinaisons linéaires formelles (éventuelle-
ment infinies) de permutations partielles de degrés restant bornés.

Un premier point nouveau qui mérite d’étre précisé est la théorie des représentations des
algebres de permutations partielles %,,. Ainsi :
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12.1. Permutations partielles et permutations composées.

Proposition 12.1 (Théorie des représentations des algebres de permutations partielles, [[Kg9]).
L’algebre 9B, des permutations partielles de taille n est isomorphe a la somme directe

P cs(s).

Scin]

Elle est donc semi-simple, et ses classes de modules simples sont indexées par les partitions de taille
inférieure a n.

Démonstration. Nous suivons la preuve de [[Kgg, proposition 3.2]. Si ¢ € &(S), nous noterons
os = [0,...,0,0,0,...,0] le vecteur de @scp1,,y C&(S) qui a toutes ses coordonnées nulles
dans les sous-espaces CS(T) avec T # S, et pour coordonnée ¢ dans CS(S). Lorsque S
parcourt P([1,n]) et o parcourt &(S), (0s) forme une base linéaire de Dgc-[1,,) CS(S). Le
point difficile de la proposition est la détermination de I'isomorphisme : en effet, I'application
linéaire
(0,5) € By —ose P CS(S)
Sc[1,n]

est seulement un isomorphisme d’espaces vectoriels. Considérons plutot ’application linéaire
définie par

p:(0,8)— ) or.

SCcT

Ceci a bien un sens, car si une permutation ¢ laisse fixe tous les points hors de S, alors a fortiori
elle laisse fixe tous les points hors d'une partie T contenant S ; ainsi, ¢ est bien un élément de
S(T) pour tout T O S. On montre sans mal que ¥ est bien un morphisme d’algebres :

P(0,9)p((r,T)) = ) ogtr =} (eT)u= }, (¢T)u

scs’ scu SUTcUu
TCT Tcu

= (o7, 5UT)) = ¢((0,5)(7,T)).

De plus, si u(S, T) = (—1)®@dT—cadS alors I’application linéaire

0:05— Y u(S,T)(0,T)
ScT

est la réciproque de ¢. En effet,

0(y(0,5))) =0 <ZUT> = ), uTu)(eu) =}, ( ) M(T/U)> (o, u),

SCT SCcTcu ScU \T|ScTcu

etsik = card U — card S, alors le coefficient entre parentheses s’écrit Y5, (’:) (—1)F = (1-1)F
en réunissant les parts T suivants leur cardinalité. Tous les coefficients sont donc nuls, sauf
celui de (,S), qui vaut 1; on a donc bien 6(y((c,S))) = (,S), ce qu’il fallait démontrer.
Ainsi,
n
B~ P Ce8S) P P & End(Vy),
Sc1n] k=0 SePBi([Ln]) r e

donc %, est semi-simple et a bien ses classes de modules simples indexées par les partitions

de taille inférieure a n. O
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On donnera plus loin des résultats (et des preuves) analogues pour les algebres (d’'Hecke) de
permutations composées, pour les algebres de permutations scindées et plus généralement
pour les algebres de fibrés de semi-groupes par des semi-treillis, voir la proposition 13.2.

Comme %, se projette sur les %, puis sur les CS,, cette algebre peut étre vue comme
une limite projective ' des algébres des groupes symétriques. Voyons maintenant comment
construire une limite projective des centres de ces algebres. Malheureusement, le centre de
l'algebre %, n’a que peu de rapports avec Z(CS,); d’aprés ce qui précede, on peut juste
dire qu'il est isomorphe a @gcp1,,] Z(CS(S)). Par contre, on peut considérer la sous-algebre
gty C 9By, constituée des invariants pour l'action du groupe symétrique par conjugaison sur
les permutations partielles :

oc-(1,T) = (10 L, 0(T)).

Etendons cette action en une action linéaire de &,, sur %, et notons <7, = (,%’n)en la sous-
algebre* des invariants pour cette action. Si deux permutations partielles (¢, S) et (7, T) sont
conjuguées par &, alors on a évidemment k = card S = card T, puis, le type cyclique de
o € 6(S) doit étre le méme que le type cyclique de T € &(T). Par conséquent, les classes
de conjugaison de permutations partielles sont elles aussi en bijection avec 'ensemble des
partitions de taille k inférieure a n, et une base de %, est donnée par les :

Ay’n — Z Z (U, S) .
SeB([1,n]) ce6(S)
card S=|u| t(o)=p

Si A, désigne la méme somme formelle de permutations partielles avec S n‘importe quelle
partie finie de IN, alors on a d'une part

Ayn sinz 1P

0 sinon,

‘Poo,n(Ay) = {

et d’autre part, A, est un multiple de ’élément X, défini dans la section 2.3.

Définition 12.2 (Algébre d’Ivanov-Kerov). L'algebre d’'Ivanov-Kerov des groupes symétriques est la
sous-algebre de P, engendrée (linéairement) par les A, (ou les X)) ; cette algebre est aussi

oo = (Boo) ™ = lim .

n—oo
Elle est commutative et graduée par le degré deg(A,) = ||, et aussi par deg_, ,,(Ay) = |u| — £(n).

Démonstration. Ces faits affirmés des le chapitre 2 sont en réalité relativement aisés a démon-
trer. Notons <7, 1'espace vectoriel engendré par les A, dans %«. Pour les mémes raisons
que dans le cas fini, 7, est égal a l'espace des invariants (% )®~. Mais comme l'action de
S est compatible avec le produit, cet espace d’invariants est une sous-algebre; ainsi, <7, est
bien une sous-algebre, et elle est graduée par deg(A,) = |u|, car ceci est la restriction de
la filtration canonique de %o aux éléments de o/,. D’autre part, comme ¢oon(Ay) = Apn,
cette algebre est également la limite projective des algébres graduées o, = (%,)®". Pour le
caractere commutatif, on peut utiliser la définition des A, pour montrer qu’ils commutent

1. Dans ce chapitre et le suivant, nous utiliserons le terme « limite projective » de facon quelque peu abusive ;
par exemple, au sens strict du terme, %, est la limite projective des %, mais nous dirons aussi que c’est une
limite projective des algebres CS,,.

2. Comme l’action est compatible avec le produit des permutations partielles, on obtient bien une sous-algebre.
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avec toutes les permutations partielles; ainsi, %, C Z(%), mais l'inclusion est stricte. Fi-
nalement, deg_,,, est bien une autre graduation d’algébre sur ., car si une permutation
partielle (¢,E) = (c,5)(t7,T) de type p apparait dans un produit A, A, avec t(0,S) = u et
t(t, T) = v, alors le nombre minimal de transpositions nécessaires pour écrire o est || — (),
et ce quelque soit la taille |u| de S; de méme pour 7 avec |v| — £(v) et pour ¢ avec |p| — ¢(p).
Comme ¢ = 07, on en déduit

ol = £(o) < [pl = €(p) + |v] = £(v),
ce que 'on voulait démontrer. O

Nous noterons gﬁv les coefficients de structure de @ dans la base A,; ainsi, A, A, =
Lo 8w Ap.

Maintenant, remarquons que les A, , ont pour projetés sur les algebres CS,, des multiples
des classes de conjugaisons® C(,,_1)_,,. Plus précisément,

_ (n= I+ m(p)
) = ("0 G

car une permutation partielle de type y et de taille 1 est entierement déterminée par la donnée
d’une permutation ¢ de type cyclique u LI 1"~# et d'un marquage de m1(u) points fixes dans le
support de la permutation partielle (les autres points du support sont déja déterminés par les
cycles de ¢). En particulier, si  n’a pas de parts égale a 1, alors 77,(A;,n) = C(,_1)—s- Notons
Pr, = 74 © oo la projection de %, vers CS,, qu’on restreint en une projection de ., vers
Z(C6,,). Alors, étant données deux partitions A et y, on peut écrire :

Crsn * Cumsn = pr, (Ars1) P, (Apt1) = pr, (Arc1 Aps1) = pr, ). &hin A
lol—L(p)<|A]+|pl

n— || +mi(p)
- Z g§\+l,y+l< C(pfl)an'

ol —€(0) <Al + Il mi(p)

Les partitions p’ = p — 1 que l'on obtient ont une taille |p|" = |p| — ¢(p) < |p| + |v|, et les
coefficients devant les classes C,_,, sont bien des polyndmes en n. Ainsi, I'algébre d’Ivanov-
Kerov fournit une preuve trés simple du théoréme 1.7.

Exemple. L'identité générique présentée dans l'introduction du chapitre découle de l'identité
suivante dans Moo : A(Z) * A(Z) = 2A(2’2) + 3A(3) + A(1,1).

L'objectif du chapitre est d’étendre ce résultat et ces méthodes dans la direction des al-
gebres d’Hecke de type A. En particulier, il convient de se demander s’il est possible de
définir des « algebres d’Hecke de permutations partielles » qui seraient des déformations
des algebres #,. La réponse est non, et ceci est la source de nombreuses difficultés sup-
plémentaires : en particulier, la base canonique de l'algébre d’Hecke-Ivanov-Kerov que nous
construirons dans la section 12.3 ne sera pas directement reliée aux classes de conjugaison
dans les centres Z(.77;(6,)) — ou plutot les éléments de Geck-Rouquier, voir la section 12.2.
Essentiellement, c’est parce que la notion de support se comporte mal vis-a-vis de la structure
de groupe de Coxeter de &, ; 'exemple qui suit illustre ce point.

3. On convient que C)_,, = 0si A+ £(A) > n.
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Exemple. Dans G4, considérons la permutation (1,3); ses supports admissibles sont {1,3},
{1,2,3}, {1,3,4} et {1,2,3,4}. D’autre part, les décompositions réduites de (1,3) sont de
longueur 3, et il s’agit de :

(1,3) = 525150 = 515251 -

Sil'on attache des supports S; et Sy aux transpositions s; et sy, les seuls supports admissibles
pour (1,3) que l'on obtient dans les produits (sz, S2)(s1,51)(s2,S2) = (s1,51)(s2, S2) (51, 51)
sont les supports « connexes » {1,2,3} et {1,2,3,4}. Or, les éléments de base T, des algebres
d’Hecke 7;(S,,) sont définis a partir de ces décompositions réduites; par conséquent, on ne
peut pas attacher n’importe quel support a un élément T, et il n'y a pas d’équivalent Hecke
de l'algebre des permutations partielles %,,.

L’obstruction constatée précédemment amene a considérer un autre modele de permuta-
tion fibrées, a savoir, les permutations composées. On rappelle qu'une composition de taille n
est une suite finie ¢ = (cq,...,¢,) de nombres entiers strictement positifs tels que }j_; ¢; = n.
On note ¢, I'ensemble des compositions de taille 1, et € = | |,cy €, 'ensemble de toutes les
compositions. Les descentes d"une composition ¢ = (cy, ..., c,) sont les entiers

c1,1+ ¢, 1 +C2+¢C3,...,0+- -+ Cr.

Ces entiers caractérisent clairement la composition, et ils forment une partie de [1,n] qui
contient n; par conséquent, le cardinal de €, est 2"~!. Notons que l'on inclut |c| = n dans
I'ensemble des descentes de c; cette convention n’est pas la plus courante.

D’autre part, une partition d’ensembles de taille  est la donnée d’une partition [1,n] =
LI"_; IT; en parts non vides. Les partitions d’ensembles sont ordonnées par la relation de
raffinement :

II<® < VI €1], Hq)jéq), Hl‘CCI)j

et il est bien connu que I'ensemble 9, des partitions d’ensembles de taille 1 est un treillis pour
cet ordre non total, c’est-a-dire que deux partitions IT et & ont toujours une borne supérieure
ITV @ et une borne inférieure IT A ®@. En effet, une partition d’ensembles I1 de taille n peut
étre vue comme une relation d’équivalence Ryy sur [1, 1] (de classes les parts de IT), et dans ce
cas, IT A ® est la partition d’ensembles associée a la relation Ry ET Re, et I1V @ est la partition
d’ensembles associée a la cloture transitive de Ry oU Rg en une relation d’équivalence.

On peut associer a toute composition de taille n une partition d’ensembles de [1,n] en
intervalles : ainsi, on notera

IMc) =L, a]uUea+1Lec+e]uU---Uleg+---+c1+1,n].

D’autre part, on peut associer a toute permutation de taille 7 une partition d’ensembles orb(c)
dont les parts sont les orbites de ¢. Alors, on appelle permutation composée de taille n la
donnée d'une permutation ¢ € S, et d’une composition ¢ € €, telle que orb(c) < I1(c). Ceci
revient a dire que ¢ appartient au sous-groupe de Young &, et si (¢, ¢) est une permutation
composée et j = (i), alors il n’y a pas de descente de c entre i et j.

Exemple. Le couple (32154867, (5,3)) est une permutation composée de taille 8. On notera
cette permutation composée 32154(867.
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Le produit de deux permutations composées est défini par (o, c) (t,d) = (¢7,c VvV d), ot
¢ V d est I'unique composition telle que IT(c V d) = I1(c) V I1(d) dans le treillis des partitions
d’ensembles. Par exemple,

12]435|687 x 321|54/867 = 42153|768.

On obtient ainsi un monoide d’élément neutre 1|2|3|--- |n, et nous noterons %, 1'algebre
complexe de ce monoide. Elle se projette évidemment sur CS,, par le morphisme d’oubli de
la composition.

Par rapport aux algebres de permutations partielles %,,, les algebres de permutations com-
posées 7, ont 'avantage d’admettre une présentation de type Coxeter. Plus précisément, no-

tons S; la permutation composée 12| -- - |i — 1|i+1,i|i +2| - - - |n, et I; la permutation compo-
sée1|2|---|i —1|i,i+1]i+2|-- - |n. Alors, les S; et les I; entretiennent les relations suivantes :
Vi, (Si)* =1

Vi, §iSit1Si = Si11SiSit1
Vj—il =2, SiS;=S;S;
Vi j, Sil; = IS;

Vi j, Ll = LI,

Vi, S;I. = S;

Vi, (I)?>=1.

Nous verrons dans quelques instants que ces relations constituent une présentation de 1'al-
ebre Z,. Plus généralement, notons w) la -algebre engendrée par des éléments
gebre Z,. Plus général t, not (D) la C(q)-algeb gendrée par des élé t
(S;, Ii)ie[[l,nfl}] qui vérifient les six dernieres relations de la liste précédente, et la relation qua-
dratique
(8)*=(q-1)Si+qL.

Nous dirons que 7 (2,) est I'algebre d’Hecke (générique) des permutations composées de
taille n.

Théoreme 12.3 (Algebre d’'Hecke des permutations composées, [Mérod]). L'algebre (2, )
spécialise en Py, lorsque q = 1; en H(S,,) lorsque ) = I, = - - = I,_1 = 1; et en 'algebre d’ordre
inférieur 7 (Dy,) lorsque m < net I, = --- = I, =0et Sy, = --- = S,_1 = 0. L'algebre
(D) admet une C(q)-base (T(y,)) indexée par les permutations composées de taille n, et il existe
un isomorphisme de C(q)-algeébres entre

A (D) et P A (S,),

ceC,

oit H(S¢) = H(S¢) @ H(S,) @ -+ @ H(B,,) est la sous-algebre de Young de 7 (S,,) associée
a la composition c.

Démonstration. Si ¢ est une composition de taille 1, nous appellerons code de ¢ 'ensemble
des entiers de [[1,1] qui ne sont pas des descentes de c. Par exemple, le code de (3,2,3) est
{1,2,4,6,7}. Si c est une composition de taille 1, notons I, le produit des I; avec i dans le code
de c; ainsi,

li303) = hiblslel7.
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Ces éléments sont des idempotents centraux, et I, correspond a la permutation composée
(id[[l,n]], c). D’autre part, si ¢ € &, admet pour décomposition réduite o = $i,8i, - * * Si,, notons
comme dans le cas des algebres d’Hecke

Ty =SS, S,

'’ r
Finalement, si (¢, c) est une permutation composée, notons T, . le produit T, I dans l'algebre
H(Dy). D'apres le théoreme de Matsumoto, si o admet deux expressions réduites s; s;, - - - s;,
et s sj, - - - sj,, alors il est toujours possible de passer d"une expression a l'autre par des mou-
vements de tresse s;s;;15; <> ;15541 et des commutations s;s; < s;s; lorsque [j —i| > 2.
Comme les S; vérifient les mémes relations de tresse dans l'algebre .7#°(%,), on conclut que
les éléments T, ne dépendent pas du choix d’expressions réduites. Maintenant, considérons
un produit arbitraire IT d’éléments S; et I; (dans n'importe quel ordre), et montrons qu’on
peut toujours 1’écrire comme combinaison linéaire d’éléments T, .. Comme les I; sont des
idempotents centraux, on peut toujours se ramener au cas ol

IT=5,S

S I,

i 9,
ol ¢ est une composition de taille 7, et s; s, - - - Si, n’est pas a priori une expression réduite. De
plus, comme S; I; = S;, on peut également supposer que le code de c contient {i,7,...,i,}.
Supposons l'expression s;;s;, - - - s;, non réduite; alors, en utilisant des mouvements de tresse
et des commutations, on peut transformer I'expression en un expression avec deux lettres

consécutives identiques, i.e.,
(— S]'1 o 'S]'ks]'k+1 B 'S]'p = Sjl B -S]-kfls]-kﬂ B 'S]'p car Jx = Jk+1-

On peut appliquer les mémes mouvements dans J#(%y), et ainsi, [1=S; ---5;S; ., ---§; I

avec ji = ji4+1; notons que le code de c contient toujours {ji, 2, . . .,j, }. La relation quadratique
dans 7 (2,) donne alors :

= (q-1{S; " 55iSjcra "~ Sjp Iy +a{Sj -+ Sjy 1 LS+ Sj e}

(@ =D8Sj - Sjc s SjiSjve S Ley T a{Si -+~ Sj 1Sz Sj I}
car I; I, = I.. Par récurrence sur p, on conclut que IT est une Z|[g]-combinaison linéaire d’élé-

ments T, ), avec la méme composition ¢ pour toutes les permutations ¢ de la combinaison
linéaire. Ainsi, les produits réduits T, . engendrent linéairement l'algebre (%, ).

Si c est une composition de taille 7, notons ¢ le morphisme de C(g)-algebres entre .72 (%;,)
et /7 (6,) défini par :

S; siiestdansle code dec, 1 siiestdansle code dec,
Pe(Si) = . ’ Pe(l) = .

0 sinon, 0 sinon.
Les éléments ¢.(S;) et . (I;) vérifient dans 77 (S,) les relations des éléments S; et I; dans
I'algebre (2, ); par conséquent, on peut bien définir un tel morphisme de C(q)-algebres

Yo : H(Dy) — H(S,.), et on voit facilement que :

T, sill(b) <TI1(c),

0 sinon.

Ye(Tiop)) = {
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Considérons alors la somme directe de morphismes ¢ = @.c¢, Y : H(Zn) = Bece, (Sc).
Les vecteurs de base [0,0,..., (T, € #(&)),...,0] de #(S&¢,) = B.c¢, H(S.) seront notés
Tyce,. D'apres ce qui précede,
P(To0) = Y Toee,
c=d
pour toute permutation composée (o, c). Or, les compositions forment un sous-treillis (hy-
percube) du treillis des partitions d’ensembles, et la fonction de Mobius*+ de ce sous-treillis

est:
p(c,d) = (—1)H0-1a),

Par suite, ¢ est un morphisme d’algebres surjectif, puisque

% (Z ]’l(c/ d) T(cr,d)) = loes,

c=d

pour toute permutation composée (o,c). Or, la dimension de .#(S¢,) est exactement le
nombre de permutations composées de taille 7; par conséquent, le rang de la famille (T(,))
dans (%) est plus grand que ce nombre, et on conclut que (T )) forme une base de
H(Zy) lorsque (o, ¢) parcourt 'ensemble des permutations composées de taille n. De plus, i
est bien un isomorphisme d’algébres.

Finalement, étudions les spécialisations évoquées dans 1’énoncé du théoreme. Si g est spé-
cialisé en 1, alors T, ) — (0, c) est un isomorphisme d’espaces vectoriels entre (%) et Zy,
et c’est un isomorphisme d’algébres car il envoie une famille génératrice sur une famille gé-
nératrice vérifiant les mémes relations. Ainsi, la liste des relations entre les S; et les I; donnée
plus haut était bien une présentation de Z,. Les autres spécialisations 71, : 7 (%,) — H#(S,)
et ppm: H(Zy) — A (D) sont tout a fait triviales. O

Comme les spécialisations ¢n=, : H#(In) — H#(Zy) forment un systeme dirigé de mor-
phismes d’algebres, il existe une limite projective 7 (Zw) = lgn Lt (2y) dans la catégorie
des algebres > ; ses éléments sont les combinaisons linéaires formelles (éventuellement infinies)
de T(,,) avec ¢ permutation finie dans &, et ¢ composition infinie compatible avec ¢ et telle
que c a une infinité de parts égales a 1. Ainsi, on a construit une algebre qui se projette sur
toutes les algebres d’'Hecke (S, ) (on notera comme précédemment pr,, les projections), et
dans laquelle on peut espérer étre en mesure d’établir des identités génériques.

Pour trouver dans 7 (%,) un équivalent de la sous-algebre <, C %, il conviendra de
connaitre la théorie des centres des algébres d’'Hecke de type A; nous la rappellerons dans
la section suivante. Avant cela, concluons ce paragraphe en étudiant les projections pr, =
Ty O Poon @ H (Do) — H(S,). Deux éléments distincts x et y de l'algebre d’Hecke des
permutations composées peuvent avoir les mémes projections pr, (x) = pr,(y) dans toutes les
algebres d’Hecke : par exemple, c’est le cas de

T[21|34/56]--- ] = S1L1I; et T[2134[5|6]--- ] = S5 I3

4. On renvoie au paragraphe 13.1 pour des précisions sur cette terminologie, et aussi a [Rot64].

5. Par rapport a la construction d’Ivanov et Kerov, notons qu’on ne prend pas la limite projective dans la
catégorie des algebres filtrées; en particulier, on ne pourra pas utiliser directement de filtration dans ().
Fort heureusement, il existera une filtration d’algebre sur 1'équivalent Hecke (o) C (%) de V'algebre
d’Ivanov-Kerov, mais ceci résultera d’un résultat de A. Francis et W. Wang, cf. la section 12.3.
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qui se projettent sur T ) si n > 4 et sur 0 sinon. Néanmoins, le résultat devient vrai si I'on
se restreint a la sous-algebre J#’(Z,,) engendrée par les T(, ) avec ¢ = (k,1%) :

Proposition 12.4 (Séparation des vecteurs dans J#(%L,)). Soit 7 (Z),) le sous-espace vectoriel
de 7 (D) engendré par les T(, o avec c de la forme (k, 1"=%). Ce sous-espace est une sous-algebre, et
dans la limite projective 7 (D},) C (Do), les projections pr, séparent les vecteurs :

Vx,y € #(Z), (Vn €N, pr,(x) =pr,(y)) < (x=y).

Démonstration. Le supremum de deux compositions (k, 1"7%) et (I,1"!) est (m,1"™) avec
m = max(k,1). Par conséquent, .77 (Zj;,) est bien une sous-algebre de 7 (Z,). Un élément x
de la limite projective s’écrit de maniére unique :

x=3 Y aex(x) Ty 1) -
p

=00€eSy

Supposons que x et y admettent les mémes projections dans toutes les algebres d’Hecke
H(6,), et fixons une permutation o. Il existe un entier k minimal tel que o € &y, et a,;(x)
est le coefficient de T, dans pr;(x). Par conséquent, a,;(x) = a,x(y). De méme, le coeffi-
cient de T, dans pr; ;(x) est a5 x(x) + a5 411 (x), donc on a également a, 4 (x) + dgr11(X) =
A,k (y) + s k+1(y), et compte tenu de ce qui précede, a, k1 1(x) = ay411(y). Par récurrence sur
I et en utilisant le méme argument, on voit donc que a, x4 ;(x) = a, k4 (y) pour tout I. Ainsi,
x =y, et on a montré que les projections séparaient les vecteurs de .7 (2,,). g

La sous-algebre J#(Z,) est bien plus simple que % (%), mais sa présentation est moins
naturelle; c’est la raison pour laquelle nous avons commencé par introduire 1’algebre d’"Hecke
générale des permutations composées.

12.2 Bases du centre d'une algebre d’'Hecke de type A

Dans l'algebre d'Hecke J#(6,), les classes de conjugaison Cy = Y (;)—) Tr ne sont plus
forcément des éléments centraux; par exemple, dans 7 (Sy),

T1 Ciop) = T1 (Ta1a3 + Taa12 + Tazo1) = (9 — 1) Tonas + q Thoas + Taa01 + (9 — 1) Taszn + 9 Taz1z;
Ci2) Tt = (T21a3 + Taa12 + Tazo1) Tt = (9 — 1) Toras + q Thoas + Taziz + (9 — 1) Taszn + g Taazn -

Le g-analogue du théoreme de Farahat-Higman doit donc étre énoncé pour d’autres éléments
formant une base du centre Z(#(S,)). En réalité, ce centre admet de nombreuses bases
intéressantes, en particulier la base des éléments de Geck-Rouquier ([GR97, Fragg, FWog]) et
la base des normes ([Jongo]). Nous rappelons ici ces points, en suivant pour 1’essentiel [Laso6],
qui a l'intérét de présenter tres clairement les relations de changement de base.

Les éléments de Geck-Rouquier sont des éléments I'y indexés par les partitions A € %, et
caractérisés par les propriétés suivantes :

(i) Pour tout entier 7, la famille (I'y),cg, est une base linéaire de Z(.#(S,)), qui spécialise
en (Cy),e, lorsque g est spécialisé en la valeur 1.

(ii) La différence I'y — C) ne met en jeu aucun élément T, tel que o soit de longueur minimal
dans sa classe de conjugaison.
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12.2. Bases du centre d"une algebre d’Hecke de type A.

Exemple. Les éléments de Geck-Rouquier de taille 3 sont :
T3=Tm+ T+ @G- "Tm To1=Tos+Tiza+q9 'Tsn I'110 =T

et ils forment une base de Z(#(S3)). En taille supérieure, un exemple intéressant est consti-
tué par :

T31 = Tiza2 + Tiaos + Tos1a + Tai2a + G (Togz1 + Tuizo + Tao1a + Tao13)
+(q—1)g " (Taz2 + Ts214) + (g — 1) (Taa21 + Taz12 +2 Tapz1) + (g — 1)%q7° Tusm

Les termes de coefficient 1 sont les quatre 3-cycles de longueur minimale dans Gy ; les termes
dont le coefficient spécialise en 1 lorsque g = 1 sont les huit 3-cycles de &4 ; et tous les autres
termes ne sont pas de longueur minimale dans leurs classes de conjugaison respectives, et ont
leurs coefficients qui spécialisent en 0 lorsque q = 1.

Notons Qz[X] I'ensemble des polyndomes a coefficients rationnels, et qui prennent des
valeurs entiéres en les entiers : VYn € Z, P(n) € Z. 1l est bien connu que Qz[X] est le Z-
module engendré par les coefficients binomiaux (;f) avec k > 0. L'objectif du chapitre est la
démonstration du théoréme suivant :

Théoreme 12.5 (Hecke-Farahat-Higman, [FWog, Méiod]). Le centre Z(#(S,)) de 'algebre
d’Hecke est gradué par le degré degT' ), = |A|, c’est-a-dire que pour toutes partitions A et y,

ThsnTysn = Zﬂ}\y(”/ Q) |

la somme étant restreinte aux partitions T telles que [T| < |A[ + |p|. De plus, les coefficients a} ,(n,q)
sont des polynomes en n, q et q=*, et plus précisément, des éléments de Qz[n] ® Z[q,q7 ).

La premiére partie du théoreme (le caractere gradué) a été prouvée par Francis et Wang;
nous rappellerons plus loin leur preuve. Les coefficients a} , (n,q) peuvent pour leur part étre
étudiés a I'aide de l'algebre d’Hecke des permutations composées, et plus précisément une
sous-algebre de celle-ci qui constitue un analogue Hecke de l'algebre d’Ivanov-Kerov ; le reste
du chapitre est consacré a la construction de cette algébre. Avant cela, évoquons d’autres
bases importantes des centres des algébres d’'Hecke de type A. Si ¢ est une composition de
taille n et S, est le sous-groupe de Young correspondant, les ensembles de classes &.\&,
et G, /6, admettent des représentants uniques de longueur minimale, appelés représentants
distingués (voir [GPoo, §2.1] — ce fait est méme vrai pour les ensembles de doubles classes
paraboliques). Dans ce qui suit, nous travaillerons plutot avec les classes a droite, et dans ce
contexte, les représentants distingués de 6.\S,, sont exactement les permutations dont les
reculs ® sont contenus dans I’ensemble des descentes de c. Par exemple, si c = (2,3), alors

6(2,3)\65 = {12345, 13245, 13425, 13452, 31245, 31425,31452, 34125,34152,34512} = 12111345,

ol LLI est le produit de mélange des mots; en effet, le seul recul autorisé est entre 2 et 3.

Soit ¢ une composition de taille n. Le morphisme de normalisation de 77 (S,.) vers 7 (S,,)
est défini par :
Ne(hy= Y. q"“T, 1hT,.
weB\G,

6. Un recul d’une permutation ¢(1)0(2) - - - o(n) est une lettre (i) telle que la lettre o (i) 4 1 soit placée avant
dans le mot. Par exemple, dans la permutation 6213475, les reculs sont 1 et 5.
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Chapitre 12. Algeébres d'Ivanov-Kerov et d"Hecke-Ivanov-Kerov.

On peut montrer que si h est central dans J#(S,.), alors N.(h) est central dans J#(S,),
voir [Jongo]. Ceci permet de construire inductivement suffisamment d’éléments centraux dans
Z((6,)) pour obtenir des bases linéaires. En particulier, si

N.=N1)= Y q¢g9T,.T,,
web NG,
alors N est un élément central de l'algébre d’Hecke, et on peut montrer que N, ne dépend
de l'ordre des parts de c. De plus, les normes N, avec A € %, forment une base du centre
Z(A(6,)). On doit & A. Lascoux” le résultat suivant :

Proposition 12.6 (Changement de base entre éléments de Geck-Rouquier et normes, [Laso6]).
Dans Z (' (Sy,)), la base des éléments de Geck-Rouquier est reliée a la base des normes par la relation :

(Ta)rem, = D~ Pae - (Ny)yes,

oit D est la matrice diagonale de coefficients (q/q —1)"~*), et oit Py g est la matrice de changement

de base entre fonctions monomiales et fonctions élémentaires de degré n.

Exemple. Les normes en taille n = 3 sont :
N3 =Tz No1=3Tis+ (g —1)q " (Taz+Tiz) + (- 1) > Ton
N1t =6Ti3+3(9 = 1)g " (Taz + Tizz) + (9 — 1) (Toz1 + Ta12) + (¢° — 1) Tam

et on peut vérifier que I's = ¢% (9 — 1) 2 (3N3 — 3 N1 + Ny ,1,1), ce qui correspond a la relation
mz = 3e3 — 3ep1 + €1,1,1 dans l'algébre des fonctions symétriques.

12.3 Normes génériques et construction d’une algebre d'Hecke-
-Ivanov-Kerov

La définition implicite des éléments de Geck-Rouquier donnée dans la section précédente
ne permet pas de les décomposer simplement sur la base (T, )scg,, et en réalité, la facon la
plus simple de les calculer est de partir des normes et d’utiliser la proposition 12.6. Pour cette
raison, il est beaucoup plus simple de contruire des normes génériques dans .7’ ( %) que des
éléments de Geck-Rouquier génériques (qui seraient des g-analogues des éléments A, dans
l'algebre d’Ivanov-Kerov /). Si ¢ = (cy,...,¢,;) est une composition de taille inférieure a n,
notons ¢ 1 n la composition (cy,...,c,,n — |c|). On note d’autre part H. = L1 - - - I\d—l dans
H (D) ou dans S (Z,) pour n = |c|.

Lemme 12.7 (Normes dans les algebres d’Hecke de permutations composées). Si |c| < n,
notons M., 'élément de 7 (2, ) défini par :

Mc,n = Z q_f(“’) wal T, He
WGGCTW\Gn

oit les T,, sont considérés comme des éléments de 7 (2,). On étend cette définition par M., = 0 si
lc| > n. Alors, les M, vérifient la relation de compatibilité pn ,(McN) = M, et leurs projections
sur les algebres d’Hecke sont les normes Ny, :

Neyp sile| <,
0 sinon.

Tty (Mc,n) = {

7. Le résultat a aussi été démontré a peu pres au méme moment par A. Francis et L. Jones, mais leur preuve
est considérablement plus difficile ; voir [FJos].
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12.3. Normes génériques et construction d"une algébre d’Hecke-Ivanov-Kerov.

De plus, pour tout n et tout c, M., appartient a 7 (D},).

Démonstration. Supposons |c¢| < n —1; d’apres ce qui précede, l'ensemble R., des mots-
permutations w de taille n dont les reculs sont dans I'ensemble des descentes de c constitue
un systéeme de représentants distingués de &.1,\&,. Soit w € R, un tel mot. Si w(n) # n,
alors T,, met en jeu I'élément S,, 1, donc ¢, ,_1(9~“) T,,-1 T,) = 0. Au contraire, si w(n) = n,
alors aucune décomposition réduite de T,, ne met en jeu S,,_1, donc le terme correspondant
dans la somme M, , est préservé par ¢, ,_1. Par conséquent, ¢, ,_1(M. ) est la méme somme
que M., mais portant sur I’ensemble de mots w € R., tels w(n) = n; autrement dit, sur
R¢n—1. Ainsi,
(Pn,nfl(Mc,n) = Mc,nfl

silc|] <n—1.Silc| =n,alors Mgy—1 =0, et ppn_1(Mcn) =0, car ¢ppn—1(Jc) =0; etsilc| >n,
alors M, et M, ,_1 sont tous deux nuls, donc on a encore dans ce cas ¢, ,—1(Mcn) = Mg p—1.
Finalement, comme

ONp = PNN-1°PN_2N-10 O Puiin,

on conclut que pour tous N > n et toute composition ¢, ¢n n(Mcn) = Mcp.

Montrons maintenant que M., € 5 (%;). Le résultat est trivial si |c| > n, car dans ce
cas M., = 0; il l'est aussi si |c| = n, car dans ce cas H, = Iy, et d = (n) pour toute
permutation composée (0, d) intervenant dans M, ,. Supposons donc |c| < n — 1. Comme
les éléments de &,\&y peuvent étre décrits par un produit de mélange, tout représentant
distingué w de &4, \&, est le mélange d'un représentant distingué w. de &.\&| | et du mot
lc| +1,|c| +2,...,n. Par exemple, 5613724 est un représentant distingué d'une classe a droite
dans &5, 3)\&7, et c’est un mélange de 567 avec le représentant distingué 1324 d’'une classe
a droite de 6(2,2)\64. Notons s; s;, - - - s;, une expression réduite de w,, et Jle|417 -+« s Jn les
positions de |c| 4+ 1,...,n dans le mot w. Alors, on peut montrer qu'une expression réduite de
w est:

SiiSiy  Sip (SJeSlel—1 7" Sjigr) (Sjel18lel i) (Su-aSn27 55,

Par exemple, s, est une expression réduite de 1324, et

52 (54535251) (55545352) (5655)

est une expression réduite de 5613724. De ceci, on déduit que T,He = T, (510-+)), OU k est le
plus grand entier de [|c| + 1, 1] tel que jy < k — on prend k = |c| si w et w, représentent la
méme permutation. Puis, la multiplication par T,,-1 ne peut plus grossir plus la composition,
donc ¢~ )T, _, T, H, est une combinaison linéaire d’éléments T: (k1n-+)- Alnsi, on a bien
montré que M., appartenait a s (Z,,). Finalement, comme la projection 7, conserve les T,
et envoie H. sur 1, il est évident que 71,(M,) = Ny si |c| < n. Dans ce qui suit, on convient
que Ng, = 0si [c| < n. Alors, on a également 77,(M.,) = Ny, s |c| < 1, car les deux termes
de I’équation sont nuls. O

On appelle norme générique la somme infinie M, = Y.q ‘) T, T, H, effectuée sur
toutes les permutations w € G, qui ont leurs reculs dans 1’ensemble des descentes de c.
Ainsi, M, est I'unique élément de .7#'(Z ) dont les projections dans les algebres 77 (Z,) sont
les M, et d’apres le lemme 12.7, M, appartient a 77 (Z.,), et est I'unique élément de cette
sous-algebre tel que pr, (M) = N4, pour tout n. Comme les N4, ne dépendent pas de 1'ordre
des parts de ¢, il en va de méme pour les M, ; ainsi, on considérera seulement dans la suite
des éléments M, avec A € %
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Exemple. L'élément M,y admet les projections suivantes dans les premieres algebres d’Hecke
de permutations composées :

Mp1=0 ;  Mpo=Tn ;
Mpy;=T 2T 1—qg Y (Tipp+ T g T
23 = Tig3+2T123 + (1 —q77) (Tuza + To13) + (q q°) Tan -

L'idée est maintenant d’utiliser les M) pour établir des identités génériques entre les
normes N,, puis d’utiliser une propriété polynomiale des matrices de passage Py r. Dans
ce qui suit, nous noterons (S;) ! I'élément de #( %) défini par

(S)t=q'Si+(@ ' -1IL.

Le produit S; (S;)~! = (S;)7!S; est égal a I, et par projection dans les algebres d’'Hecke, on
retrouve T; (T;)~! = 1 dans J#(&,) sii < n.

Théoreme 12.8 (Algebre des normes génériques, [Mé1od]). Sozt A () le sous-espace vectoriel
de l'algebre ' (DL,) constitué des vecteurs x tels que S;x (S;)~1 = I x pour tout i. Ce sous-espace
vectoriel est aussi I'ensemble des combinaisons linéaires formelles de normes génériques M), et c’est
une sous-algebre, qu’on appellera algebre des normes générigues.

Démonstration. Si I;jx = S;x (S;) et y = S;y(S;)~!, alors
Lxy=LxLy=Sx(S)"'Siy(S) ' =SxLy(S;) ' =S;xy(S;)?,
donc les éléments qui « commutent » avec S; dans 7 (.@ ) forment une sous-algebre. En
tant qu’intersection de sous-algebres, le sous-espace J (o) C H(DL,) C (Do) est donc
une sous-algebre. Montrons que les M, appartiennent a . (). Pour tout indice i, notons
S (@éi)) la sous-algebre de /7 (%s) engendrée linéairement par les T, ) avec c composition
de la forme (k,1°) Vv (1i-1,2,1%). Pour les mémes raisons que dans le cas de J#(ZL), les
(i)
)-

projections pr, séparent les vecteurs de (%’ ). Fixons alors un indice i et une partition

A€ . Les éléments I; M, et S; M, (Sl) appartiennent a ¢’ (.@( )) et leurs projections sont
les mémes, car pour tout 1, pr,(M,) est une norme et en particulier un élément central de
l'algebre d’Hecke. Ainsi, [; My = S; M, (S;)~! pour tout i, donc M, appartient a jf (sa7 ).
Fixons maintenant un élément x de #(,); pour tout x, pr,(x) = T;pr,(x) (T;) "}, donc
pr,(x) € Z((6,)) et est une combinaison linéaire de normes N}, :

VneN, pr,(x) = ) ar(x
NEW,

D’apres ce qui précede, on a le méme résultat pour toute différence x — Y by M). On peut donc
construire par récurrence sur n une combinaison linéaire infinie So, de M) qui a les mémes
projections que x :

prl Z byN, = pr1<x— Z b)\M)\> =0, 51 = Z by M,
[A|=1 [Al=1 [Al=1

prz x—51 Z byN, = prl,2<x— Z b)\M)\> =0, 5 = Z by M,
IA[=2 <2 IA<2

prnH(x—Sn): Z bpNy = S,:1=85+ Z by M) = Z byM,.
[A|l=n+1 [A|l=n+1 |Al<n+1
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Alors, Seo = Yaca baM, est dans (o) et a les mémes projections que x, donc est égal a

x. On conclut que 'algebre J# (/) est bien l'algebre des combinaisons linéaires formelles
(éventuellement infinies) de normes génériques M,. O

En particulier, un produit M, * M, dans /(%) est forcément une combinaison linéaire
éventuellement infinie de M,, :

VA u, My ok My, =) g%, M,

et comme les normes N, sont définies sur Z[q,q7!], les coefficients iy sont des éléments

de Z[q,q7'] (et méme des polynomes symétriques en g et g !). Il reste & montrer que la
somme précédente est finie et porte en fait sur les partitions v telles que |v| < |A| + |u|; nous
utiliserons pour ceci un argument de Francis et Wang ([FWo9]).

Exemple. Le calcul des produits <N(1)Tn)2 se déduit de l'identité

My My =M+ (q+1+q )My = (q+2+q 1) Mo
dans l'algebre des normes génériques. On en déduit par exemple :
(Ni1)? = (q+2+497") (Nip = Na) 5

(N21)* = (q+1+q ") (Nyia — Nag) ;
(N31)* =N31+(q+1+9 Y Npigs— (g+2+9 ") Naa.

Dans ce qui suit, on convient que ey, = 0 si |A| > n, et que m)_,, = 0si [A| +£(A) > n.
Le point clef de notre raisonnement est la propriété tres simple suivante :

Lemme 12.9 (Caractere polynomial des matrices de passage Py e et P ). 1l existe des poly-
nomes Py, (n) € Qz[n] et Qr,(n) € Qz[n] tels que

VA, n, M —n = Z P/m(”) eutn et ey = Z QAy(”) My _n,
W<ah p<a N

ot <y est la relation de domination des partitions (cf. [Macos, §1.1]).

Exemple. Développons m, 1)_,, dans la base des fonctions élémentaires, et ¢(; 1)1, dans la base
des fonctions monomiales :

My 1 sn = €211n — 3€3tn — (1 —3) ey 1pn + (21 — 8) expy + (21— 5) ey — n(n —4) ey ;
nn—1 -2 —2)(3n—-7
(n=1)(n )m_>n+<” )(3n—7)
2 2
+ <7l —3) My n + M1 sy .

e1tn = My + (81 —10) my,1n +311,1,15n

La preuve du lemme est de nature algorithmique : on développe les e,_,, sur un nombre
suffisant de variables, et on réunit les monémes. Détaillons par exemple le calcul de ey, =
en—22. Par définition,

en_zlz(X) = Z xilxiz s xin .

iy Fip 7 Fin—2
in_17in
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Si les indices i,_1 et i, n’appartiennent pas a {i,...,i,—2}, alors on reconnait un terme i,
etil y a () termes de ce type, qui correspondent aux choix des deux indices 7,1 et i, parmi
n indices. Si 'un des deux indices i, ou i, est dans {iy,...,i,—2} (disons i,_1), alors on
reconnait un terme m,;.-2, et il y a (n — 2) termes de ce type, qui correspondent au choix de
I'indice i, parmi les n — 2 indices donnant un terme de degré 1. Finalement, si les deux indices
in—1 et i, sontdans {i,...,i,_2}, alors on reconnait un terme 152;,-4. On conclut que

nn—1
€2tn = % My + <n - 2) M1 n + M1 50,

et il est clair que les mémes arguments s’appliquent a toute fonction élémentaire e,4,. Les
coefficients qui apparaissent sont des combinaisons linéaires de coefficients binomiaux, donc
des éléments de Qz[n]; ceci démontre 'existence des polynomes Q,,(n) € Qz[n]. Un rai-
sonnement similaire permet de traiter le cas des Py, ; on renvoie d’autre part a [Macgs, §1.6,
exemple 4.c] pour I'étude des coefficients des matrices de Kotska K} .

Comme dans le cas du groupe symétrique, on définit les g-éléments de Jucys-Murphy par
la formule :

T = Z qj_k+1T(j,k) — q_(k_l)T(l,k) + q—(k—z) T(Z,k) 4+ 4 T(k—l,k) .
<k
IIs commutent et engendrent une sous-algeébre abélienne maximale J#(GZ(n)) C ' (Sy).

De plus, les polyndomes symétriques en les g-éléments de Jucys-Murphy forment le centre de
H(S,), et comme dans la section 1.5, on a :

(i ) = Y Tcon.

Al=r

Ces résultats ont été conjecturés par R. Dipper et G. James, et ils sont démontrés en particulier
dans [FGo6]. Il sont liés au développement suivant des éléments de Geck-Rouquier :

Crmsn = my(J1,--, Ju) + (combinaison linéaire de m,(J1,...,J,) avec |u| < |A]).

D’autre part, chaque m(J1,...,Js) est une combinaison linéaire (a coefficients linéaires dé-
pendant de 1) de termes I';,_,, avec |u| < [A|, ¢f. [FWo09, lemme 2.3].

Lemme 12.10 (Francis-Wang). Pour toutes partitions A et y et tout entier n, I'y_,, I’y est une
combinaison linéaire d’éléments de Geck-Rouquier T, avec |t| < |A| + |u|. De méme, Nyyy Nypy
est une combinaison linéaire de normes Nyt avec |T| < |A| + |p].

Démonstration. Sil’on exprime I')_,, ', ., en termes des g-éléments de Jucys-Murphy, on ob-
tient un terme (mmy)(J1,...,Ju), plus des polyndmes symétriques en les Ji de degré stricte-
ment inférieur a |A| 4 |u|. Ainsi, T'y_,, '), est un polynéme symétrique en les J; de degré
exactement |A| + ||, et en décomposant ce polyndme sur la base des fonctions monomiales,
compte tenu du lemme de [FWog] précité, on conclut que :

Tay * Fy%n = Z ﬂ/r\y(”/ Q) | RR
ITI<[A]+ ]

ce qui constitue la premiere partie du théoreme 12.5. En combinant ce résultat et le lemme 12.9,
on obtient le méme résultat pour les produits de normes N1, N4, car d’apres la proposition
12.6, la matrice de passage entre les éléments de Geck-Rouquier et les normes est a une matrice
diagonale pres Py k. O
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Comme les projections des M, sont les N4, on en déduit facilement :

Corollaire 12.11 (Produits de normes génériques). Le produit de deux normes génériques M, et
M, est une combinaison linéaire finie } g3, My portant sur les partitions T telles que |T| < |A[ 4 [p].

Ici, g3, est un élément de Z[q,q™"].

Remarque. Une autre justification peut étre donnée en introduisant les g-éléments de Jucys-
Murphy génériques. Notons Ly 1'élément de .77 (Z,,) défini par :

~1 1w
L = I <1 + qT]k> = I (1 + qT Z}(q’ . T(]',k)) :
1<

Ces éléments commutent, et on peut montrer qu'une norme générique M, est un polyndme
symétrique de degré |A| en les g-éléments de Jucys-Murphy génériques Ly, Ly, ..., Ly, ...

Nous pouvons finalement construire 1'algebre d’Hecke-Ivanov-Kerov. Notons 7 (.<7,) le
sous-espace vectoriel de .77 (/) constitué des combinaisons linéaires finies de normes géné-
riques M,. D’apres ce qui précede, .7 (<) est en fait une sous-algebre, que nous appellerons
algebre d’Hecke-Ivanov-Kerov. Cette algebre explique le caractere polynomial des coeffi-

cients a3 ,(1,q). En effet,

AL+ ul
Y Pro(n) Pug(1) Noypu % Nty

Dhon x Tysn = <L
0.0

)
_ <L>|/\+|V| Z Py (1) Pro (1) g5 Nt

0,0,T

1
q [Al4pe| =]V
- (—) P (1) Pro (1) 50 (9) Qev() Tusn = Y-k, (1,0) T

avecay, (n,q) = (q/(q - 1)) MHE=P (P2 (1) g(q) Q(n))},, en notation tensorielle. La seconde
partie du théoréme 12.5 est donc établie.

Exemple. En remarquant que m;_,, = ey, — ney, et que ey, = nm_,, + mj_,,, on obtient :

n _ _
(T1)on)® = <2> qT0)ysn+ (n=1)(q =D T+ @ +9 DT+ (@ +14+0 )T o).

Pour conclure, notons que notre algebre .77 (<%, ) ne contient pas d’« éléments de Geck-
Rouquier génériques »; pour cette raison, le calcul explicite des coefficients a}\y(n, q) est rela-
tivement difficile (en particulier, on ne connait pas d’interprétation combinatoire de ces coeffi-
cients semblable a celle donnée par [IK99, proposition 6.2] dans le cas g = 1). Une voie qui n’a
pas été explorée dans cette direction est l'utilisation de 1’algorithme de Francis (voir [Fragg])
qui permet de calculer les éléments de Geck-Rouquier I'y a partir des classes C) en effectuant
des transformations récursives sur les combinaisons linéaires de T, qui apparaissent. Ainsi,
il est possible qu'il existe une algebre d’éléments de Geck-Rouquier génériques qui fournisse
une preuve plus directe du théoreme 12.5; notre construction a pour sa part 'avantage de
rentrer dans le cadre plus général présenté dans le chapitre suivant.
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Chapitre 13

Fibrés de semi-groupes et limites
projectives

Dans le chapitre précédent, nous avons expliqué comment utiliser des permutations fibrées
(par un support ou par une composition) pour construire des algebres se projetant sur toutes
les algebres de groupes CS,,, ou sur toutes les algebres d'Iwahori-Hecke .7 (&,,). En réalité,
on peut effectuer ce type de construction dans un contexte trés général. Ainsi, si (M, -) est un
semi-groupe fini et si (L, V) est un semi-treillis fini, alors on peut sous certaines conditions
construire un semi-groupe fibré M x| L qui se projette sur M, et dont I'algébre complexe véri-
fie des propriétés analogues aux algebres de permutations partielles ou aux algebres (d"Hecke)
de permutations composées. De plus, étant données une tour de semi-groupes (M, ),cN et une
famille croissante (L,),en de semi-treillis fibrant les M,,, on peut (de nouveau sous certaines
conditions) utiliser la structure d’ensemble ordonné de L = (J,,cn L, pour construire une « li-
mite projective » des algébres des semi-groupes M,,. Ainsi, pour construire des analogues de
l’algebre d’Ivanov-Kerov pour d’autres familles de groupes (G, ),en, il suffit de trouver des
semi-treillis fibrant les groupes et munis d’actions naturelles de ceux-ci; nous expliquons tout
ceci dans les sections 13.1 et 13.2.

La notion de fibrés de semi-groupes par des semi-treillis (ou plus généralement, de fi-
brés de semi-groupes par d’autres semi-groupes) n’est sans doute pas nouvelle, mais nous
n’avons pas trouvé de références écrites sur cette construction, et les seuls exemples que nous
connaissons (en dehors de ceux construits dans cette thése) sont :

1. les semigroupes de permutations partielles d'Ivanov et Kerov;

2. et les semigroupes de permutations « colorées » utilisés dans des problemes d’énumé-
ration de factorisations de permutations, et en particulier le probleme des nombres de
Hurwitz.

Ainsi, dans la section 13.3, nous utilisons la théorie des fibrés de semi-groupes pour apporter
un éclairage algébrique au probleme des nombres de Hurwitz, que nous interprétons comme
coefficients de structure d’algebres de permutations scindées. En particulier, nous proposons
un algorithme efficace en genre pour le calcul de ces nombres — ce travail a été effectué en
collaboration avec M. Sage. Ces méthodes étaient certainement déja connues, mais nous avons
jugé intéressant de les présenter dans le cadre algébrique nouveau (et particulierement clair)
des algebres de permutations fibrées. Finalement, dans la section 13.4, nous présentons des
conjectures concernant les produits de classes de conjugaison dans les centres Z(CGL(n,F;))
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13.1. Fibration d’un semi-groupe par un semi-treillis.

des algebres des groupes linéaires finis, et une tentative d’attaque du probleme utilisant la
notion d’isomorphisme composé.

13.1 Fibration d’un semi-groupe par un semi-treillis

On rappelle qu'un semi-groupe M est un ensemble muni d’une loi de composition - qui
est associative, c’est-a-dire que m - (n-0) = (m - n) - 0 pour tous les éléments du semi-groupe.
On parle de monoide si M admet un élément neutre (a droite et a gauche), et de groupe si
de plus tout élément est inversible. D’autre part, un semi-treillis L est un ensemble muni
d’un ordre partiel <, et tel que la borne supérieure x V y de deux éléments existe toujours.
Alternativement, un semi-treillis peut étre vu comme un semi-groupe de loi de composition
V qui est commutative (Vx,y, x Vy =y V x) et idempotente (Vx, x V x = x).

Un sous-semi-groupe N d’un semi-groupe (M, -) est une partie N qui est stable pour la
loi de composition -, c’est-a-dire que si x et y appartiennent a N, alors x - y appartient aussi a
N (on autorise en particulier le sous-semi-groupe vide). Nous noterons S(M) 1'ensemble des
sous-semi-groupes de M. D’autre part, un idéal I d’un semi-treillis (L, V) est une partie I qui
est close pour l'ordre <, c’est-a-dire que si x € I et x < y, alors y € I. En particulier, I est une
partie close pour l'opération V. Nous noterons Z(L) ’ensemble des idéaux de L. L'opération
V s’étend a Z(L) : en effet, si I; et I sont deux idéaux et si

LVvL={xVy|xelh, yebh},

alors I V I est un idéal dans Z(L).

Définition 13.1 (Fibré d’un semi-groupe par un semi-treillis). Un fibré d’un semi-groupe M par
un semi-treillis L est la donnée d'une application m € M — I, € Z(L) telle que

Vmy,my € M, Ly, V Ly, C Lyym, -

Etant donné un fibré (M,L,I) et un élément | € L, notons N la partie de M définie par
Ny ={m e M| € I,}. Cette partie est un sous-semi-groupe de M. En effet, si m; et m;
appartiennent a Nj, alors [ € I, et € I,,, donc

l:l\/lEIml\/Im2CIm1m21

et mymy € Nj. De plus, 'application I € L — N; € S(M) est croissante pour 'inclusion
des sous-semi-groupes. En effet, si Iy < I, alors si m est un élément de M tel que 1 € I,
on a aussi [ € I, ; par conséquent, Nj, C Nj,. Réciproquement, considérons une application
I € L — N; € S(M) qui est croissante, et montrons que les parties

Iy={l€L|meN;}

sont des idéaux de L vérifiant la condition de fibré. Si Iy € I, et I, > I}, alors m € N;, C Ny,
donc I € I ; les parties I, sont donc bien des idéaux de L. Ensuite, si Iy € I, et o € I,,
alors

my € Ny C Ny, ;5 ma € N, C Ny,

et comme N, est un sous-semi-groupe, mm, appartient a Ny, ;,, donc Iy V Iy € Ly, m,. Ainsi,
Iy, V Iy C Liyym,, c’est-a-dire que la condition de fibré est respectée. On conclut qu’un fibré de
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M par L peut alternativement étre donné par une application I € L — N; € S(M) croissante
pour l'ordre de L et l'inclusion des sous-semi-groupes.

Expliquons maintenant la terminologie de fibrés. On considere un fibré (M,L,I), et on
note M x| L 'union disjointe | |,,c py{m} x L. Ainsi,

Mx;L= || {m}xLy={(ml)|1€ Ly} ={(ml)|meN}=|]Nx{l}.
meM leL

L’ensemble M x| L est muni d"une structure naturelle de semi-groupe pour le produit :
(my, 1) x (mg,lp) = (myma, 1 V13).

En effet, par hypothese, si I} € I, et o € I,, alors Iy V I, € Iy,m,, donc le produit est bien
dans M x| L; l'associativité du produit est évidente. De plus, la projection

(m,1) e Mx;L—>meM

est un morphisme de semi-groupes, et I'image réciproque de m par cette projection s’identifie
a I,. On dira donc que I, est la fibre de M x| L au-dessus de m.

Exemples. Notons &), le semi-groupe des permutations partielles de taille 1, et & le semi-
groupe des permutations composées de taille n. Dans les deux cas, il s’agit de fibrés du
groupe &,. Ainsi, Sh est le fibré de &, par le treillis B, = P([1,n]) des parties de [1,n]
(muni de la relation d’ordre inclusion), avec :

Iyes, = {parties A contenant le support essentiel de o, ie., les cycles non triviaux} ;
Naep, = 6(4).

De méme, G, est le fibré de &, par le treillis €, des compositions de taille n (muni de la
relation d’ordre de raffinement), avec :

Iyes, = {compositions c telles que I1(c) = orb(c)} ;
Neee, = 6 = G, X G, X -+ X G, .

Nous verrons dans la section 13.3 que &, est un sous-fibré du semi-groupe des permutations
scindées, obtenu en remplacant le treillis €, par le treillis 1, des partitions d’ensembles de

[1,n].

Remarque. Dans les deux cas présentés ci-dessus, le fibré obtenu est en fait un monoide. Une
condition suffisante pour qu'un fibré M x; L soit un monoide est la suivante : si M a un
neutre ey et L a un élément minimal 0, et si I,,, = L, alors (ep,0) est un élément neutre dans
le semi-groupe fibré.

Exemple. Soit G un groupe et E un G-ensemble, c’est-a-dire que G agit sur E. On fixe un
ensemble L de parties de E qui est stable par intersections, et tel que si A € L et g € G, alors
g(A) € L. Par exemple, on peut imaginer que E est un espace topologique sur lequel G agit
continuement; alors, on peut prendre pour L I'ensemble des fermés de E. En particulier, si E
et G sont des ensembles finis, on prendra systématiquement L = B(E). Alors, si 'on munit L
de I'ordre inverse de I'inclusion, 1’application

N:AeLw—Fix(A) CG

vérifie les conditions de fibrés; les éléments du fibrés sont les couples (g, A) avec g(a) = a
pour tout a2 dans A. Le semi-groupe des permutations partielles est un fibré de ce type, car le
sous-groupe S(A C [1,n]) peut étre vu comme le fixateur du complémentaire de A.
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Dans ce qui suit, on suppose M et L finis. En particulier, L a un plus grand élément, qu’on
notera cc. Si (E, <) est un ensemble partiellement ordonné fini, son algébre d’incidence .7 (E)
est I'ensemble des fonctions a valeurs entieres définies sur les couples a < b d’éléments de E,
avec pour loi de multiplication

(f*g)(ab) = ) fla,x)g(xb).

a<x<b

En considérant le produit tensoriel .# (E) ®z A, on peut définir 'algebre d’incidence des fonc-
tions a valeurs dans n’importe quel groupe abélien A. Le neutre de l'algebre .#(E) est la

fonction de Dirac :
1 sia=b,
5(a,b) ={ -
0 sinon.

Soit {(a,b) la fonction constante égale a 1. Cette fonction est inversible dans .# (E), d’inverse
la fonction de Mébius de E, cf. [Rot64]. Cette fonction p(a, b) peut étre définie récursivement
par la relation :

1 sia="0,
— Y s<c<pp(a,c) sinon.

Alors, si f(a,b) = Y,c.<p8(a,c), alors g(a,b) = Y,cccp f(a,c) u(c,b). L'existence de cette
fonction permet de généraliser les propositions 12.1 et 12.3 du chapitre précédent :

u(a,b) =

Proposition 13.2 (Théorie des représentations d'un fibré de semi-groupes). L'algébre du semi-
groupe fibré Z[M x| L| est abstraitement isomorphe a la somme directe

B zN).

leL

En particulier, si les Nj sont des groupes finis, alors C[M x| L] est une algebre semi-simple dont les
blocs correspondent a des blocs des Nj.

Démonstration. La preuve est essentiellement la méme que précédemment. Sim € N; C M,
on note my;, le vecteur de @;c; Z[N;| dont la coordonnée dans Z[N;] est m, et dont les autres
coordonnées sont nulles. Lorsque [ parcourt L et m parcourt Nj, les my, forment une base de
la somme directe. L'isomorphisme entre I'algebre du fibré et la somme directe est défini par

P:(ml)— ZmN],.

=1

De nouveau, ceci fait sens, car 'application N est croissante : si (m,l) € M x;Letl > I,
alors m € Ny et Nj < Ny, donc m € Ny et my, existe. On vérifie trivialement que ¥ est
compatible avec le produit du fibré. L'application réciproque de i est 1'extension Z-linéaire

de la correspondance
my, = Y_u(L1') (m, I
1>

En effet, pour tout élément (m,1), on a bien :

Y (y(m, 1)) (meﬂ) =Y v my,) = Y p(17) (m,1")

I'>1 I'>1 "=r>l

= Y @)@1Y (m, 1"y = Y 51,17 (m, ") = (m,1).

">l 1">1
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Par exemple, si 7, est l'algebre des permutations composées de taille 7, alors on retrouve
immédiatement l'isomorphisme %, ~ @ ¢, CS.; nous avons vu dans le chapitre précédent
que l'on avait en fait un isomorphisme entre les versions quantifiées /7 (Z,) et @ c¢, #(Sc).

g

Si G est un groupe qui agit sur le semi-groupe M et sur le semi-treillis L de fagon com-
patible avec les lois de M et L et avec la fibration I, alors on peut comme dans le cas des
permutations partielles prolonger l'action de G au fibré M x| L, et restreindre la projection
Z|M x1 L] — Z[M] en une projection Z[M x L] — Z[M]C. Dans ce qui suit, on suppose
que les actions de G sur M et L vérifient :

Vg e G, Ymy,mye M, g-(mimp) = (g-my)(g-mn)
VeeG, Vihel, g-(hvh)=(g-h)V(g-)
VgeG, V(iml)e MxiL, g-(In) = Igm.

La derniére hypothese revient a dire que I est G-équivariante pour l'action de G sur M et
pour l'action de G sur Z(L). Alors, G agit sur le fibré M x| L par

g-(ml1)=(g-mg-1).

En effet, comme [ € I, ¢ - | appartient bien a g - I,, = I;.,, compte tenu de I'hypothese d’équi-
variance. D’autre part, les deux premieres hypothéses montrent que les sous-espaces d’inva-
riants Z[M x 1 L]¢ et Z[M]C sont des sous-algebres de Z[M x L] et de Z[M], et par définition
de l'action de G sur le fibré M x; L, la projection 7t : Z[M x| L] — Z[M] est un morphisme
d’algebres G-équivariant. En particulier, 77(Z[M x; L])¢ C Z[M]C, et cette inclusion est en réa-
lité une égalité. En effet, si c = Y_,,c s am m appartient a Z[M]C, alors (¢, 00) = Y_,,cpram (m, 00)
appartient 8 Z[M x[ L]®, car g - o0 = oo pour tout g € G; et 7t(c,00) = c. On conclut que :

Proposition 13.3 (Fibré de semi-groupes et actions de groupes). Si G est un groupe qui agit sur
M et L de fagon compatible avec les lois de M et L et avec la fibration I, alors G agit sur le fibré M X[ L,
et I'espace d'invariants Z[M x| L]® C Z[M x| L] est une sous-algebre qui se projette surjectivement
sur la sous-algebre d'invariants Z[M)C.

En particulier, si M = G et si I’action de G sur lui-méme est la conjugaison, alors une sous-
algebre commutative de l'algebre du fibré G x; L se projette sur le centre de l'algébre de
groupe Z|[G|¢ = Z(ZG).

13.2 Chaines et construction de limites projectives

Dans cette section, on considere un semi-groupe fibré (éventuellement infini) M x; L, et
on suppose que L admet un élément minimal [y, et une chaine exhaustive (infinie)

C=(Io<h<h<-),

c’est-a-dire une suite croissante telle que pour tout I € L, il existe un indice n tel que I < ;.
Les N, = Nj, forment une suite croissante de sous-semi-groupes de M, et tout élément m € M
est dans un N,,. En effet, si m € M, choisissant | € I,,;, un certain /,, est plus grand que /, donc
dans l'idéal I, ; par suite, m € N,. Ainsi :

L= Ut ok ; M=t Na.

nelN nelN
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Pour n € N, notons L, l'intervalle [ly,l,], et pour m € Ny, I,u = L, N L,. Lintervalle L, est
un sous-treillis de L, et I,;, , est un idéal de L,. La chaine C fournit donc une suite de fibrés de
semi-groupes (N, X1, Ly)yeN-

Exemple. Les permutations partielles rentrent parfaitement dans le cadre exposé ci-dessus,
avec :

L= sI-'{finies(ﬂ\rk) , L, = m([[ll 71]]) ,
M = G ; Ny = &, ;
I, = {parties de IN* contenant le support essentiel de ¢}

I;,, = {parties de [1,n] contenant le support essentiel de ¢’} .

Siny > ny, notons ¢y, 4, la projection :
Gusms : Z [ Nuy X1, Ly | = Z [Nuy X1, L,

(1) s {(m,l) sil € Ly,

0 sinon.

Cette application est bien définie, car si | € L,,, alors [ < [, et € I,, donc l,, € I, et
(m,1) € Ny, X I, Ly,. De plus, on vérifie sans mal que ¢y, 4, est un morphisme d’algebres, et
siny = np > n3, alors on a évidemment la condition de compatibilité

Pranz © Pryny = Py yns -

Ainsi, on a une famille dirigée de morphismes d’algebres, ce qui permet d’envisager la limite
projective l'&nnHIN Z[N, X1, Ly]. On doit en réalité distinguer deux limites projectives : 1'une
dans la catégorie des algebres, et l'autre dans la catégorie des algebres filtrées. Si (m,l) €
M x L, notons deg(m, ) le plus petit entier 1 tel que I € L,. Cette graduation s’étend en une
filtration d’algebres sur Z[M x L] et sur les Z[N,, X1, Ly].

Proposition 13.4 (Chaines et limites projectives d’algebres de semi-groupes fibrés). On suppose
que tous les sous-semi-groupes N, et tous les intervalles L, sont finis. Dans la catégorie des algebres,
I'Lr?n_m Z][Nn X1, Ln] = Z[[M x L]]. Dans la catégorie des algébres filtrées, lim . Z[Ny X, L] =
Z M x1 L.

Démonstration. Les hypotheses réalisées sur la chaine assure que tout élément (1,1) de M < L
est dans un certain N, X, L,. D’autre part, l'hypothese de finitude des N, et des L, assure
I'existence de 'algebre de séries formelles Z[[M x L]]. Sil’'on n'impose pas le degré fini pour
les éléments de la limite projective l'&nnHwZ[Nn X1, Ly], alors on obtient n’importe quelle
combinaison formelle d’éléments fibrés (m, 1), c’est-a-dire n'importe quel élément de 1’algebre
Z[[M x L]]. A Vinverse, si I'on impose un degré fini, on obtient n’importe quelle combinaison
formelle finie d’éléments fibrés (m, 1), c’est-a-dire n'importe quel élément de Z|M x;L]. O

Si l'on considere d’autres filtrations d’algebres sur les Z[N,, x|, L,] et sur Z[[M x L]], on peut
construire d’autres limites projectives inclues dans Z[[M x| L]|. Par exemple, dans la catégorie
des algebres filtrées, la limite projective des C&!, équipées du degré de Kerov, ou du degré
canonique, est l'algébre %, des permutations partielles.

Inversement, considérons une famille croissante Ny C N; C N, C --- de semi-groupes.
Les N, ont une limite directe naturelle M = (J,cy T Ny, mais la construction décrite ci-dessus
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permet également de construire une « limite projective » des algebres Z[N,], ’est-a-dire une
algebre générique qui se projette sur toutes ces algebres. En effet, il suffit de trouver un semi-
treillis L, une fibration I : N +— Z(L) et une chaine exhaustive C = (Ip < I3 < ---) telle que
N, = N;, pour tout #; on a alors des projections ¢eo, : Z[M %1 L] — Z[N, X, L,], et aussi
des projections 7, : Z[N, X, L,] — Z[N,], donc des projections pr, : Z[M x| L] — Z[N,]
pour tout n. Nous utiliserons ce principe dans la section 13.4 pour construire une algebre se
projetant sur toutes les algebres de groupes CGL(n, [Fy).

13.3 Permutations scindées et nombres de Hurwitz

Le concept de permutations fibrées est également intéressant en dehors du probléme de
construction de limites projectives : en particulier, il est particulierement utile pour le dé-
compte de factorisations de permutations vérifiant certaines propriétés, et par exemple pour
le calcul des nombres de Hurwitz. Si n et r sont deux entiers positifs, on appelle constellation
(cf. [L.Zo4, chapitre 1]) de degré n et de longueur r une famille (¢!, ...,c(")) de permutations
de &, telle que cWg®? ...l = idy,,, et telle que le groupe engendré par les o) agisse
transitivement sur [[1,n]. Par exemple,

(2,4,3)(1,3)(2,4)(1,3,2) = idp 4

est une constellation de longueur 4 et de degré 4. Le type cyclique d'une constellation est la
famille (uV), ..., u(")) des types cycliques des pemutations ¢") la composant ; ainsi, chaque p()
est un élément de ;. Réciproquement, étant donnée une famille (x(1), ..., u(")) de partitions
de méme taille 1, le nombre de Hurwitz de ces partitions est défini par :

H, (W, ..., u") = %card { constellations de type (Y, ..., u")) dans G}

Plus généralement, considérons un entier 1, des partitions uV),..., u(") de tailles plus petites
que n, et un entier g tel que

r

200+ —1) = Y [u| = £(u) = Y R(y!

=1 i=1

Définition 13.5 (Nombres de Hurwitz). Le nombre de Hurwitz Hn,g(y( ),...,u\")) est défini par :

Hyo(u, ..., 1) = H, (w L) 1”—”‘“)',21”—2,21”—2,...,21”—2>

k transpositions

aveck =2(n+g—1) — Y0, R(u1).

Exemple. Pour une seule partition 1, H,¢(p) est aussi égal a Cypn-tw /1t = 1/2, gu-ju fois le
nombre de factorisations de la permutation standard de type u

o= 1L2,...,m)(m+1L... 1 +p2) - (- F e+ )

en produit de k(i) = 2(n+ g —1) — R(p) transpositions de &,, agissant transitivement. On en
déduit les valeurs suivantes pour les premiers nombres de Hurwitz :

Hzlg(z) = 1/2 ;
H3,0(3) = 1 ’ H3,1 = 9 ; H3,2(3) = 81 ; H3,g = 9g ;
Hs0(2) =4 ; H31(2) =40 ; Hsp(2) =364 ; Hag= (9" —-1)/2.
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Nous expliquerons plus loin pourquoi H, 4 (u) peut toujours étre développé en combinaison
linéaire rationnelle de puissances d’entiers eS.

Ces nombres comptent également des classes d’équivalence de revétements ramifiés mar-
qués de la sphere CPL. On rappelle qu'un revétement ramifié de la sphere de degré n est la
donnée d’une surface de Riemann X et d’une application holomorphe f : X — CIP! telle que :

1. 11 existe une partie finie S C X telle que f : X\ S — CP!\ f(S) soit un revétement
holomorphe de degré n, c’est-a-dire une application localement équivalente a I'identité
z — z (dans des cartes holomorphes), et qui atteint chaque point n fois.

2. Autour de chaque s € S, 'application f est localement équivalente (dans des cartes
holomorphes) a l'application z — z% avec d > 1.

:
HEHC

n feuillets

point de
ramification

t

FIGURE 13.1 — Aspect local d"un revétement ramifié de la sphére au-dessus d"un point régulier
u ¢ f(S) et d’'un point critique t € f(S).

L'entier d(s) est appelé degré de ramification du revétement en s, et I'indice de ramifi-
cation est i(s) = d(s) — 1. Le point s est appelé point de ramification si i(s) > 1, et point
de ramification simple si i(s) = 1. Si t € f(S), le type de ramification de f est la partition
u(t) = (d(sy),...,d(s;)) dont les parts sont les degrés de ramification des points s; dans la
fibre de t, c’est-a-dire les points tels que f(s;) = t. En utilisant des triangulations et la formule
d’Euler, on peut montrer que les indices de ramification et le genre de la surface X sont reliés
par la formule de Riemann-Hurwitz :

2-2¢=x(X)=nx(CPY) =Y i(s) =2n—Y i(s) =2n— Y  R(u(t)).

seS seS tef(S)

Etant données des partitions u(1), ..., u(") de tailles plus petites que 1, on appelle revétement
ramifié marqué de CIP! de degré n, de genre g et de type (u(1),..., u(")) la donnée :

— d’un revétement ramifié f : X — CIP! de degré n,

— de r points critiques t(l), R t(’), ces points ayant pour types de ramification respectifs
P‘(l) L 1ﬂ—\14(1>|, . -IV(V) L 1n—|14(')|,

— dans chaque fibre d"un point critique t), de my (u)) points spéciaux marqués parmi les
n— |uD| 4 my(u')) points non ramifiés,
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—dek = 2(n+g—1)— Y, R(u) points critiques supplémentaires t’+1),. . +0+k)
chaque point étant de type de ramification 21" 2, c’est-a-dire qu’il y a un unique point
de ramification simple dans la fibre.

Par la formule de Riemann-Hurwitz, un tel revétement est forcément de genre g. On compte
ces revétements avec le poids 1/card Aut(X,CIP!), ot Aut(X,CIP!) désigne le groupe (fini)
des automorphismes du revétement ramifié f : X — CIP'. Alors :

Proposition 13.6 (Nombres de Hurwitz et revétements ramifiés marqués). Le nombre de revéte-
ments ramifiés marqués de degré n, genre g et type (uV), ..., (")) est exactement Hyo(u'V), ..., u(").

Démonstration. Les arguments sont du méme type que ceux donnés dans le paragraphe 5.3
pour les revétements de Jucys-Murphy, et reposent sur la notion de monodromie dans les
fibres d’un revétement ramifié. Fixons un point régulier z ¢ CIP!, et notons t(l), e, #(r+k) 1eg
points critiques d’un revétement ramifié marqué. On dessine des boucles y(1), ..., v(*+5) ba-
sées en z et contournant les points AON GO8 ¢f. la figure 13.2. Dans CIP! \ {t(l), e, t(“’k)},

FIGURE 13.2 — Lien entre constellations et revétements ramifiés marqués donné par la mono-
dromie dans une fibre au-dessus d"un point régulier.

le chemin concaténé T = y((2) ... o +K) est homotope a z — il suffit de faire passer les
boucles 'y(i) de l'autre coté de la sphere. On reléve les chemins 'y(i) a X'\ S : ainsi, il existe des
chemins 6() sur X\ S tels que f(6)) = 4(7). Si I'on suit une fois 'une de ces boucles 5(), on
obtient une permutation o!) des préimages 1, ...,y, de z, et par hypothése sur le revétement
ramifié, le type de cette permutation est p?) L 1-19sii <7, et21"2sii > r+1. Comme T
est homotope a z, son relevé § (1) ... 50+k) jnduit I'identité sur la fibre de z ; ainsi,

1) . r+k)

(7( --(7( :id[[l,n]'

D’autre part, comme la surface X est connexe, le groupe engendré par ces permutations agit
transitivement sur [1,7]. Ainsi, tout revétement ramifié marqué de degré n, genre g et type
(uM, ..., u") fournit une constellation de méme type, et une analyse approfondie des symé-

tries de cette correspondance conduit a l'identité annoncée. O

Dans la suite de cette section, nous expliquerons comment les permutations scindées, qui
sont un type de permutations fibrées, permettent de calculer efficacement les nombres de Hur-
witz généraux H ¢( uM, ..., ul), et plus particulierement les nombres de Hurwitz d’une par-
tition H, ¢(p). Si g = 0 et u = (k), une formule exacte est connue depuis Hurwitz lui-méme,
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voir [Huroz]. Plus récemment, un lien a été établi entre le probléme des nombres d'Hur-
witz et la théorie de l'intersection des espaces de modules des courbes’, voir par exemple
[ELSVo1, FPoo, OPo1, OPoz]. En particulier, il existe une formule exacte, la formule ELSV,
qui exprime les nombres de Hurwitz d’une partition en termes d’intégrales de formes diffé-
rentielles sur les espaces de modules. Notons .}, ; 'espace de modules des courbes lisses de
genre ¢ avec n points marqués> xi,...,x,. Cet espace est un orbifold complexe (ou champ
algébrique) de dimension complexe 3¢ — 3 + 1, et il admet une compactification .#,; , due a
Deligne et Mumford et dont les points correspondent aux courbes stables de genre g et avec
n points marqués. Sur une variété complexe compacte X de faisceau structural &, rappelons
que la suite exacte de faisceaux

exp(2im-)

1 Z 7 o*r —— 1

fournit une suite exacte longue entre les espaces de cohomologie H*(X,Z), H"(X,0) et
H¥(X,0). En particulier, il existe une fleche canonique H'(X,0*) — H?(X,Z) appelée
premiere classe de Chern, et notée c;. De plus, les classes de cohomologie de Hl(X,ﬁ <)
correspondent aux classes d’équivalence conforme de fibrés en droites sur X, voir [GH7S,
chapitre 1]; on peut donc considérer la classe de Chern de tout fibré en droites holomorphe
sur X. Pour un orbifold compact tel que .# ,, la situation est semblable, a ceci pres que la
classe de Chern d’un fibré c; (L) prend maintenant ses valeurs dans l'espace de cohomologie
rationnelle Hz(%;,g, Q). D’autre part, on peut définir de fagon analogue les classes de Chern
d’ordre supérieur c;>,(L) € H* (A5 4,Q). Considérons alors les fibrés en droites tautolo-
giques L; de fibres
Li,(C,'xl,.‘.,xn) = T;:]_C,

et le fibré de Hodge A, ¢, qui est le fibré vectoriel de dimension 2¢ dont les sections sont les
1-formes holomorphes sur ./ ,. On note finalement ; = c1(L1), et c(A,/ ) la classe de Chern

totale du fibré de Hodge dual Axlg, i.e., la somme alternée de toutes les classes de Chern
cr(Ay ). Alors :

Théoréme 13.7 (Formule ELSV, [ELSVo1]). Si u € %; et Aut(u) = [ mi(p)!, alors

_ k(! (D)
Hn,g(ﬂ) - Aut(y) ////rf,g (1 — Vlll)l)(l — VZlI)Z) e (1 - Vrll)r) ’

oit la fraction rationnelle de classes de cohomologie doit étre interprétée comme une série formelle, et
l'intégrale d’une classe de cohomologie & vaut 0 si & n’est pas dans H®8 _6+2”(///,f,g, Q).

La preuve de ce résultat met en jeu l'application de Lyashko-Looijenga et ses extensions a
des fibrés en cones sur ./#, ,, en particulier I'espace de Hurwitz; on renvoie a 'article original
[ELSVo1] pour plus de précisions. Notre approche est beaucoup moins ambitieuse : on cherche

seulement a calculer efficacement (et exactement ) les nombres H,, ¢(1t).

La difficulté principale pour le calcul des nombres de Hurwitz est la manipulation de
I'hypotheése de transitivité ; sans celle-ci, il existe une formule trés simple pour le nombre de

1. Cette théorie de Gromov-Witten est aussi reliée a des modeles 2-dimensionnels de la gravité quantique,
voir [Witg1, Zvoos].

2. On supposera g > 1 ou g = 0 et n > 3, car sinon .#, ; n'est pas correctement défini.

3. Des expressions asymptotiques en n et mettant en jeu les invariants de Gromov-Witten des espaces de
modules ont été proposées par Kazarian et Zvonkine, voir par exemple [Zvoo4].
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factorisations remontant a Frobenius et mettant en jeu les caractéres des groupes symétriques.
Appelons permutation scindée de taille n la donnée d'une paire (o, 77), ot ¢ € S, est une
permutation et 7 € Q, est une partition d’ensemble de [1,n] qui est moins fine que la parti-
tion orb(c) donnée par les orbites de ¢. Ainsi, j = (i) implique que i et j sont dans la méme
part de 7.

Exemple. Le couple s = ((1,2)(3,4),{1,2,6} LI {3,4} LU {5}) est une permutation scindée de
taille 6.

Notons &;, 'ensemble des permutations scindées de taille n. Le nombre de permutations
scindées (o, 77) de taille n s’écrit :

’6151’ = Z I_I ’7-[1"! = Z Bnombredecyclesdea: Z |CA’BZ(/\) = Z

e, men €S, AEZ, rew, ZA

n! Bg(/\)

ol By est le k-ieme nombre de Bell — le cardinal de 9y — et correspond au nombre de fagons
de réunir des parts de orb(c) pour obtenir 7. Ainsi, les premiers cardinaux s’écrivent :

1,3,13,73,501,4051, 37633, 4596553, 58941091, . . .

Dans le treillis des partitions d’ensembles, si 0, T € &,, alors orb(c7) < orb(c) V orb(7).
En effet, si i et j sont dans la méme part de orb(c7), alors

j=gtot---ot(i),
—_—

k termes

donc il existe une chaine iy = i, i1, ..., i, = j telle que 7,417 = o(i;) ot i1 = (i) pour tout I.
Alors, pour la relation d’équivalence ~ associée a orb(c) V orb(7),

i:iowllwizw..-wlzm:],
donc on a bien orb(c1) < orb(c) V orb(7). Par conséquent, ’application

1:6,—ZI(9Q,)
o [orb(c),{1,2,...,n}]

vérifie la condition de fibré de semi-groupe, donc I'ensemble &5, = &,, x| Q, est un fibré+ sur
S, avec pour loi multiplicative :

(o1, 1) - (02, 02) = (0102, 1 V 712) .

Exemple. Si s = ((1,2)(3,4),{1,2,6} U{3,4} U {5}) et t = ((2,1,6),{1,2,6} LU {4,5} U{3}),
alors
s-t=1((1,6)(3,4),{1,2,6} L{3,4,5}).

Compte tenu de la théorie développée dans la section 13.1, l'algébre de semi-groupe C&j, se
projette canoniquement sur CS,,, et elle est isomorphe a la somme directe @ cq CSx, ou

4. Remarquons que les permutations composées (0,¢) € &% du chapitre précédent forment un sous-semi-
groupe fibré de &3,.
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& C &, désigne le sous-groupe produit des &(77;) si 7t = 71 L+ - - L 7). L'isomorphisme
s’écrit

p(o,m) = ) (0v € C&y),

VT

et sa réciproque met en jeu la fonction de Mobius du réseau Q, :

¢~ ow) = ) u(mv) (o,v)

VTt

avec p(m,v) = (=1)"75(21)3 (31)" --- (n — 1!)™, ol r est le nombre de parts de v, s est le
nombre de parts de 7, et r; est le nombre de parts de v qui se scindent en i parts de 7r. Ceci
permettra plus tard de donner une formule de type Frobenius pour les nombres de Hurwitz.

Le groupe &, agit sur lui-méme par conjugaison, et sur £, en prenant les images des
parties des partitions d’ensembles. Ces actions vérifient les axiomes donnés a la fin de la
section 13.1, d’olt une action sur le semi-groupe fibré &3, :

p-(0,m) = (pop~",p(7))

telle que 1'espace des invariants dans CS3, forme une sous-algebre se projetant sur Z(CS,,).
Deux permutations scindées (o, 7t) et (¢/, 1) sont conjuguées sous cette action si et seulement
si:

1. Les partitions d’ensembles 7t et 7’ ont méme profil, c’est-a-dire que les partitions d’en-
tiers A et A’ obtenues en ordonnant les tailles des parts de 7 et de 77’ sont identiques.

2. 1l existe une correspondance 71; <+ 71, préservant les tailles des parts, et telle que pour
tout indice i, les restrictions o; et 0] de ¢ a la part 7; et de ¢’ a la part 71} aient méme

type cyclique.

Par conséquent, les classes de G,-conjugaison de permutations scindées sont indexées par les
multipartitions de taille n, c’est-a-dire les multi-ensembles p = { y(l), el y(s)} de partitions
d’entiers tels que ||p|| = Y5, |#(?| = n. L'ensemble des multipartitions de taille 7 sera noté
Z5; les cardinaux des premiers ensembles de multipartitions sont

1,3,6,14,27,58,111,223,424,817, ...

Le profil d'une multipartition p = {u(),..., u®)} est la partition |u| dont les parts sont les
tailles ||, ..., |u®)|. En réunissant les multipartitions en fonction de leur profil, on peut
montrer sans difficulté le lemme suivant :

Lemme 13.8 (Majoration du nombre de multipartitions). Il existe une constante B > 1 telle que
card %, < B" pour tout n.

Démonstration. Asymptotiquement, le nombre de partitions de taille n vérifie

e71\/211/3

card ~

"7 4/Bn
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voir [FSog, chapitre VIIL. 6]. En particulier, card %, est toujours majoré par AV pour une
certaine constante A. Maintenant,

card 2, = ) card{N € Z;, | \ = A} < card %), < ) l_IA‘m
A€, e, i=1 D, i=1
£(A)
<ZHAAi<An21<An+ﬁ<(A2)n,
A€, i=1 AEX,
d’ot1 le résultat avec B = A2. O

Par analogie avec ce qui a été fait dans la section 12.1, notons %, = CG;,, et 7, la sous-
algebre des invariants, c’est-a-dire (C&$)® . Une base de <7, est formée par les classes de
pemutations scindées

CDJ = Z ((7/ |]J)

t(o,m)=p

indexées par les multipartitions p € 2;,. Si p = {uM,..., 4} est une multipartition de
taille 1, notons p” = M U@ U ... U ul); Cest une partition de n. L'image de C,, par la
projection 7, : %, — C&, est un multiple de la classe de conjugaison C,u ; ceci implique en
particulier l'identité 71,(7,) = Z(CS,,), et le fait que <7, est une sous-algeébre commutative.
Réciproquement, étant donnée une partition y € #%<,, notons y° la multipartition de taille n

définie par
wo= ) (o), (1), (1))
C’est la multipartition « la plus scindée possible » parmi celles telles que p- = p.

Théoréme 13.9 (Nombres de Hurwitz et constantes de structure de 1'algébre des invariants).
Le nombre de Hurwitz Hn,g("l/l(l), o, 1) est égal a 1/n! fois le coefficient de Cyamy dans

Démonstration. Si p est une partition de taille inférieure a 7, la classe C;s est simplement égale

N

a
(0,0rb(0)),
t(o)=pLi1m=Ixl
et sa projection sur Z(C&,) est 7,(Cys) = C,1n-1n- D'autre part, la classe Cy(1n)y contient
pour seule permutation scindée (id[; ), [1,7]). Par conséquent, le coefficient de I"énoncé est

,..

égal a 1/n! fois le nombre de familles de permutations (0‘(1), o)l ., T(k)) telles que :

orb(c™M) V- v orb(c™) Vorb(tM) v - vorb(t®) = [1,n] .

Il suffit donc de se convaincre que la derniére condition est équivalente a la transitivité du
groupe engendré par les o) et les (). Placons les entiers de [1,7] sur un cercle, et pour
chaque permutation o, dessinons le graphe G(c) dont les arétes sont les (i, ) avec j = o(i),
voir la figure 13.3.

La transitivité du groupe engendré par les permutations est clairement équivalente a la con-
nexité du graphe (U'_; G(c))) U (U;;l G(t)). Or, si ce graphe est connexe, alors tous
les entiers de l'intervalle [1,n] sont en relation pour 1’équivalence associée a la partition
orb(cM) v -+ v orb(c) v orb(tM) v - - - v orb(t™), et réciproquement. O

252



13.3. Permutations scindées et nombres de Hurwitz.

n==~6

e =(1,5,6)
0@ = (2,4)
c® = (2,6,3)

FIGURE 13.3 — La transitivité du sous-groupe engendré par des permutations ¢ € S est équi-
valente a la connexité du graphe |J,c5 G(0), et donc a la confition \/,¢g orb(c) = [1,1].

Corollaire 13.10 (Nombres de Hurwitz d'une partition). Le nombre de Hurwitz Hy o (jt) est égal
a 1/zyu1n7\y\ fois le coefficient de C{yul,ﬂm} dans <C(2)s)k.

Démonstration. Pour une seule partition, 1'identité ot® ...t = idpy,,) se réécrit sous la
forme o = t® ... (1) et par conséquent, le groupe engendré (o, @, ..., T(k)> est simplement
(t, ..., 7). Ce sous-groupe est transitif si et seulement si \/ orb(t()) = [1,#]. Par consé-
quent, n! Hy o (p) est égal au nombre de termes dans (C(z)s)k qui sont égal a un (o, [1,n]) avec

t(o) = pUu 1"~ I1l. Comme 7, est une sous-algebre de %, ce nombre est aussi card Cyuln_w
fois le coefficient de C (U1l

Exemple. Dans 7, les puissances successives de Cy(y) (1)} sont :

2m __ 2m—1 2m—1 .
(Cpe)™ = Crapy,my + G =3) Canny #3777 Crayy
(Cp)™ ™ = Cypy + (3% = 1) Ca1 -

On retrouve ainsi les formules données précédemment pour Hjg(p).

Compte tenu des deux propositions précédentes, le probleme des nombres de Hurwitz
se rameéne a la compréhension des puissances de la classe C(;)s dans . En réalité, il va
seulement s’agir de diagonaliser une matrice de taille N x N, ot N = card %, < B". Pour
commencer, précisons quelque peu la structure des algebres %,. D’apres ce qui précede, %,
est isomorphe a la somme directe des CS, 7t parcourant £, ; c’est donc une algebre complexe
semisimple, c’est-a-dire une somme directe de blocs qui sont des algébres de matrices. Pour
tout tableau standard T de taille 1, notons e(T) I'idempotent de Young de CS,, (voir [JK81]),
qui est le produit :

— de la somme de tous les éléments du sous-groupe de Young associé aux lignes de T

— et de la somme alternée de tous les éléments du sous-groupe de Young associé aux
colonnes de T.

2|5
Exemple. Si T =1]3]4 |, alors la premiere somme est

R(T) = (id+ (1,3) +(1,4) + (3,4) + (1,3,4) + (1,4,3)) = (id+(2,5)),

et la seconde somme est
C(T) = (id — (1,2)) = (id — (3,5)) .
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L'idempotent de Young est le produit e(T) = R(T) C(T).

Les éléments ¢(T) sont a des constantes multiplicatives pres des idempotents dans 1'algebre
C6&, : ¢(T)?> = c(T)e(T) avec ¢(T) = c(A) = n!/dimA. Plus précisément, les f(T) =
e(T)/c(T) forment un systéme complet d’idempotents orthogonaux et indécomposables,
c’est-a-dire que :

- 1=Y)en, Lresw(r) f(T) (complétude).
- f(T) f(U) =0si T # U (orthogonalité).

— chaque f(T) ne peut étre écrit comme somme d’idempotents orthogonaux non nuls
(indécomposabilité).

Si l'on réunit les idempotents de Young en fonction des formes A des tableaux T, alors on
obtient un systéeme complet d’idempotents centraux, i.e.,, f(A) = Yresar) f(T) est dans
Z(C6,,) pour toute partition A. Ces idempotents de Young fournissent I'isomorphisme d’al-
gebres CS,, ~ P )cqy End(V)) :

End(V)‘) = f(/\) e, f(/\) = f(/\) CG, =C6, f(A) = @ f(T) C6S, f(LI) .
T,UeStd(A)
Pour tout tableau standard U de forme A, l'idéal a gauche CS,, f(U) est l'un des dim A mo-
dules irréductibles de type A intervenant dans la décomposition C&, ~ @,cs (dimA) V?,
etles f(T)CGS, f(U) forment la base de Young du module. Dans ce qui suit, nous noterons
F(A) = f(A) C&,, le bloc de type A de l'algebre du groupe symétrique.

Pour un sous-groupe de Young &, = &(m1) X -+ x &(7,) associé a une partition d’en-
sembles 7T € 9, la décomposition de I'algebre de groupes s’écrit

r

C&, = (é)ce(m) =QR| P f~Acs(m) | = &y (@fm ) C&y,

i=1 i=1 ()e@/‘ il /\(1)6@/‘7(1‘,“,,}\0)6@/‘77 ‘

ott par fr.(A?) on entend 1’1dempotent central de type /\(') dans l’algebre de groupes CS(7;).
Ainsi, si A = (AW, .. A0 € [Ty 2 et (1, A) = Q1 fr,(A)), alors CS; est isomorphe
a la somme directe des blocs F(r, A) = f(m,A) CG;T, et un tel F(7r,A) est isomorphe au
produit tensoriel ®;_; F (/\(i)). Comme %, ~ @ cq, CSy, on conclut que :

Lemme 13.11 (Décomposition de l'algebre des permutations scindées). On a la décomposition
en blocs d’algebres matricielles
By~ PF(m,A),
A
ot 7t parcourt Q,, et A parcourt % = ]_[l 1 |-

On peut ensuite réunir les blocs F(7r, A) en fonction de la multipartition A = {A(1),..., A} €
Z, dont les partitions sont celles apparaissant dans la suite de partitions A. Ainsi, le nombre
de blocs F(mr, A) de type N € %, est

n!
M T ma(M!

ott N! = [T [AD]tsi A = {AD, ., A}, et my()\) est le nombre de partitions A dans
la multipartltlon \. En effet, étant flxee une multipartition )\, pour choisir un couple (77, A)
correspondant, il faut :

b(\) =
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1. En supposant [A(V| > ... > |A)|, choisir une permutation A = (AW, ..., A7) qui
conserve la décroissance des tailles de partitions; il y a

mi( M) > i1 mi(N])! —
Aut(\) = < = —=—————— possibilités.
®) ;g[l {ma(N) Fia =k Lhom®! P
2. Puis, choisir une partition d’ensembles 71 qui a pour profil (|m| > -+ > |m]) =
(AW > - > A7)l y a
B(n, |\|) = ( " > b ossibilités
' AD] -+ ]AO]) Thoym(ADT P |

Ensuite, b(\) = B(n,\) Aut()), et ainsi, %, ~ @ycz F(N\)®®), ot F(\) désigne un bloc de
type \.
Exemple. Sin = 4, la décomposition de %, en blocs donne :

- B(4,(4)) = 1 bloc pour les multipartitions {(1,1,1,1)}, {(2,1,1)}, {(2,2)}, {(3,1)} et
{(4)}. Les dimensions correspondantes sont 1, 9, 4, 9 et 1.

- B(4,(3,1)) = 4 blocs pour les multipartitions {(3), (1)}, {(2,1),(1)} et {(1,1,1),(1)}.
Les dimensions de ces blocs sont 1, 4 et 1.

- B(4,(2,2)) = 3 blocs pour les multipartitions {(2),(2)} et {(1,1),(1,1)}, et2x3 =6
blocs pour la multipartition {(2), (1,1)}, car le groupe d’automorphismes de celle-ci est
d’ordre 2. Tous ces blocs sont de dimension 1.

- B(4,(2,1,1)) = 6 blocs pour les multipartitions {(2), (1), (1)} et {(1,1), (1), (1)} ; ils sont
de dimension 1.

- etB(4,(1,1,1,1)) = 1 bloc de dimension 1 pour la multipartition {(1), (1), (1), (1)}.
On retrouve biendim %, =73 =149+4+9+14+4+16+4+34+3+6+6+6+1.

Revenons maintenant au probléme du calcul des puissances de la classe des transpositions
scindées C(,)s. Si (a,b) est une transposition, on note

(a,b)° = | (a,b),{a,b} U | | {c}
c#ab
la transposition scindée maximalement correspondante; par définition, C(,)s est la somme des
(a,b)° pour 1 < a < b < n. Pour toute multipartition , notons C,, = C,,/card C;,. Si pr o
désigne la projection
1
xe%"'_)ﬁ Y, o-xedy,

Toeq,

alors la projection de tout élément (o, 77) de type  est C,,. Par conséquent, pour toute classe
u et tout entier m,

Cray Gy = pr,y, (Cape) pr, (0, 7) = pr,y, (Z%}(a,b)ﬁ pr, (o, 70) = pr, (Z%}(ﬂ,b)s(m ﬂ))

si (0, ) est dans la classe Cy,. Pour décomposer un produit Chy) C, dans la base des C de

)y, il suffit donc de déterminer les types des produits (a,b)*(c, 1) avec (0, 1) permutation
scindée fixée dans la classe de type p :
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1. Si a et b sont dans des parts différentes 71; et 71; et dans des cycles de longueurs res-

pectives y,(f) et yl(j ) alors le type du produit est la multipartition p[u() U u0), y,((i) + yl(j )]

obtenue & partir de p en remplacant les deux partitions u") et uU) par leur union dis-
jointe, puis les parts y,(cz) et yl(] ) de cette nouvelle partition par leur somme.

2. Sia et b sont dans une méme part 7t; et dans des cycles de longueur y,(f) et yl(i), alors le
type du produit est la multipartition U.J[;ll]((l) + ‘ul(z)] obtenue a partir de p en remplagant
dans la partition y(i) les parts y,(cz) et yl(l) par leur somme.

3. Enfin, si a et b sont dans une méme part 71; et un méme cycle de longueur y,((i), alors
le type du produit est la multipartition [p[pt,((z) = d + d’] obtenue en remplagant dans la

partition 1) de  la part y,(() par les deux distances d et d’ entre a et b dans le cycle.

En énumérant les occurrences de chaque cas, on conclut que :

Lemme 13.12 (Matrice de la multiplication par la classe des transpositions scindées). Pour
toute multipartition y = {u,..., u"N} € 2, le produit C(a)s * Cy est égal a

0,0 & (i) ()
Y omw C +2 Y "
I<i<j<r k=1 1=1 kP OO g+ i=11<k<I<O(pd) . [“[V }
Zy;z(u“) s i
+ = C o -
oo o 2 e

Exemple. Dans la base (C,), de <% indexée par les multipartitions {(3)}, {(2,1)}, {(1,1,1)},
{(2),(1)}, {(1,1),(1)} et {(1),(1),(1)} (dans cet ordre), la matrice de la multiplication par
C(o)s est
2)
o 2 o 2

o o
3 03 0 2 o
o 1 o o o o
o o o o 1 3
o o o 1 o o
o o o o o o

En regardant la colonne correspondant a la multipartition {(1)"} dans les puissances de la
matrice M précédemment décrite, on obtient les nombres de Hurwitz d"une partition compte
tenu du corollaire 13.10. Il reste donc a calculer efficacement les puissances de la matrice du
lemme 13.12. Si A = {A(1),..., AN} est une multipartition, on note c(\) = Y, c¢(A()) son
contenu total.

Proposition 13.13 (Diagonalisation de la matrice de la classe des transpositions scindées). Soit
M la matrice décrite par le lemme 13.12, c’est-a-dire la matrice de la multiplication par Cy)s dans <7,
Cette matrice est diagonalisable, et son spectre est I'ensemble des contenus c(\) avec N parcourant .

Démonstration. Fixons dans ce qui suit 1’entier n. Dans la section 1.5, nous avons vu que les
éléments de Jucys-Murphy |y, ..., ], agissaient diagonalement sur la base de Young du mo-
dule V*#, les valeurs propres étant les contenus des cases de A. Or, la classe des transpositions
Cy1n2 est égale a la somme pi(J1,...,Ju) = Ji+ ]2+ -+ Ju; son action sur V2 est donc la
multiplication par la somme c(A) de tous les contenus des cases de A. Notons pr__la projection
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By — CG&y tel que l'isomorphisme ¢ : B, — Y req, soit égal a Yreq, Pl PTA la projection
de C&; sur le bloc F(7r,A); et pr, . la composée pr, o pr, . Comme

(a,b) siaetbsontdansla méme part de 7,

0 sinon,

pr((a,b)°) = {

'image pr, (C(y):) de la classe des transpositions scindées sur C& est simplement la somme
Coin2 5 de toutes les transpositions de C&r. La multiplication par C(,)s s’écrit donc dans %, :

Cpys * x = Z prn(C(z)s) * pr (x) = Z Copnz % prn/A(x) = Z c(A) prn,A(x).

TEQ, TEQ, NEY TEQ, NEX

Ainsi, 'endomorphisme m associé a la multiplication par C(,)s dans %, est diagonalisable,
avec pour valeurs propres les contenus de multipartitions. Or, m laisse stable 27,, car 47, est
une sous-algebre de %,,. La restriction de m a .27, est donc encore diagonalisable, et la matrice
M est bien diagonalisable de spectre les contenus des multipartitions. O

Remarque. En réalité, on peut méme préciser les multiplicités des valeurs propres; ainsi, le
spectre avec multiplicités de M est exactement {c(\) | N € 2;,}. Par exemple, les six multipar-
titions de taille 3 ont pour contenus 3,0, —3,1, —1,0, donc le spectre avec multiplicités de la
matrice M en taille 3 est {—3,—1,0%,1,3}.

En combinant les lemmes précédents, on peut finalement donner un algorithme efficace
pour le calcul des nombres de Hurwitz :

Algorithme 13.14 (Calcul des nombres de Hurwitz d"une partition). Pour calculer un nombre
de Hurwitz d'une partition Hy ¢(u), il suffit de :

1. Lister toutes les multipartitions de taille n, et écrire la matrice M de la multiplication par Cy)s,
voir le lemme 13.12.
2. Diagonaliser la matrice M ; comme on connait a I'avance ses valeurs propres (cf. la proposition
13.13), ceci revient a résoudre des systémes d’équations linéaires.
3. Calculer la puissance (2(n + g — 1) — R(u))-ieme de M, ce qui est facile une fois qu’elle est
diagonalisée.
Le nombre Hy¢() se situe alors a lintersection de la ligne indexée par { U 1"=1¥1Y et de la colonne

indexée par {(1)"}. Comme card 2, = O(B") par le lemme 13.8, notre algorithme a pour complexité
O(C™) pour une certaine constante C > 1.

Remarque. L'entier n étant fixé, une fois connue une base de diagonalisation explicite de M, le
calcul des puissances de M est quasi immédiat, et on a dés lors acces simultanément a tous
les nombres de Hurwitz H,¢(u). En particulier, I'algorithme est de complexité quasiment
indépendante de g (le genre est seulement mis en jeu dans le calcul de la puissance d"une
matrice diagonale...).

Exemple. L'algorithme précédent a été implémenté en sage; il permet de calculer en quelques
secondes Hy3([3,2]) = 11335243138639147728000. Il n’est pas beaucoup plus dur de calculer

Hig100([3,3]) :
78209797946099221469380408333253658389335110778578102493417366937278419420971892637983710
75560582522421501772573340373051838027863257564920539419318289349146733779503133393782164
00502995632992349968406352652755255329660159383909006457131068007080172851654851060277221
485502282528772332192003548685671573635386956399466111869724001404563147200000 .
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Pour conclure, donnons une version plus théorique de l'algorithme précédemment décrit.
Comme les isomorphismes 1 et ! ont une expression explicite, on peut décrire précisément
les projections pr, : %, — CG&y, assurant la décomposition en blocs C&. Ensuite, I'idem-
potent central f(A) peut étre exprimé en fonction du caractére irréductible ¢* du groupe
symétrique :

dim A
T

Y Moo

eSS,

f(A)

Si\ = {/\(1), .. .,A(r)} est une multipartition, fixons un ordre arbitraire sur les partitions la
composant, et notons :

Gr=6,0 X+ X6, ; ¢ =¢ ®---8¢ ;
dim\ = dimA® x ... x dim AT, om(\) =

—~
|
—_
~—
3
L
—~
=
|
—_
~—

On adopte les mémes notations pour une suite ordonnée de partitions A. La description des
idempotents centraux a 1'aide des caracteres s’étend alors aux f(A, ) :
dim A A

Gy

et ceux-ci réalisent les projections pr,. En combinant ces descriptions des projecteurs, on
obtient la formule abstraite suivante pour les nombres de Hurwitz :

Théoréme 13.15 (Formule de Frobenius pour les nombres de Hurwitz).

m(\) b(\) dim A
nt\[!

Hn,g(,”) — Z C(;\)Z(Hg—l)—R(u)
N\EZ,

Y Mo

UEGxﬂcyuln_w

Exemple. Cette formule abstraite explique le développement des nombres de Hurwitz en puis-
sances 2g-ieme des contenus des multipartitions de taille 7. Ainsi, on obtient par exemple :

Hag(2) = (9811 —1)/2 ;  Hyg(3) = 62812 —3%+2,

La formule du théoreme 13.15 n’est en réalité pas nouvelle : c’est I'application d’un principe
d’inclusion-exclusion aux nombres de Hurwitz déconnectés Hy; . (1), qui comptent les facto-
risations non transitives (ou de fagon équivalente, les revétements ramifiés non connexes), et
sont donnés par la formule de Frobenius usuelle

. 1 ! n k <dlm/\>2 C(A) k r A (l)
- m <Ecardcy([>u1"#m> <2> AGZ?,I/” n! <dll’l’1A> g?( <V ) .

voir par exemple [L.Zo4, appendice]. Néanmoins, I’algebre des permutations scindées a permis
de manipuler rigoureusement les symétries des énumérations, et elle a fourni un algorithme
efficace pour le calcul explicite.
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13.4 Conjectures sur les produits de classes de conjugaison dans
Z(CGL(n,F,))

Les constructions effectuées au début du chapitre dans le contexte tres général des fibrés de
semi-groupes ont été réalisées en vu de conjectures sur les produits de classes de conjugaison
dans les algebres CGL(n, IF;). Rappelons que ces classes de conjugaison sont indexées par les
polypartitions de taille 1, c’est-a-dire les fonctions p: M/® — % qui associent des partitions
u(¢) a des Fy-polyndmes irréductibles ¢ € M/ &, de telle facon que

bl =} (degg) n(9)| =n,

PpeM/®

voir la section 6.1. Si p est une polypartition telle que ||p|| + ¢(p(X — 1)) < 1, on note p — n
la polypartition complétée définie par

(W= n)(p#X—-1) =p(¢p)
(m%nXX—1%=MX—1%+<”—§:(¢%¢HM®0'

9#X-1

en utilisant les notations du début de la section 12.1. Ainsi, si l’'on regarde la [F3-polypartition
p={X>+1:(2,1); (X—1):(1,1)}, alors p — n fait sens si n > 8 +2 = 10, et par exemple,

p—15={X*+1:(2,1); (X-1):(2,2,1,1,1,1,1)}.

La complétion définit une bijection entre les polypartitions de taille 7 et les polypartitions p
telles que ||p|| + ¢(p(X — 1)) < n. D’autre part, remarquons que si ¢ est un isomorphisme de
type p — 7 (au sens de la section 6.1), alors la codimension

codimFix(g) = n — dim{x € (F,;)" | g(x) = x}

est exactement ||p||. En effet, on peut supposer a conjugaison pres que ¢ = J,—, est une
matrice compagnon de Jordan, et si l’on écrit les blocs de cette matrice sous la forme

Ju(en)

Ju(gn)
](Xfl)#ﬁl

](X—l)*‘l“
L g —eux—1))

avec y = p(X — 1), alors le sous-espace propre Fix(g) est exactement celui engendré par les
n — ||p|l — ¢(u) derniers vecteurs de base, plus chaque premier vecteur d’un bloc | (X—1)Hit1s
d’our :

dim Fix(g) = n — [lpl| = £(u) +£(p) = n— |l

Or, étant donnés deux isomorphismes g et &, on a bien str Fix(gh) C Fix(g) N Fix(h), donc,
au niveau des codimensions,

codim Fix(gh) < codim (Fix(g) NFix(h)) < codim Fix(g) 4 codim Fix(h) .

On en déduit le caractere filtré des centres des algebres CGL(#, F;) :
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Proposition 13.16 (Filtration sur les centres Z(CGL(n,IF,))). Pour tout entier n et toutes poly-
partitions \ et y, on a dans Z(CGL(n,F;)) une identité du type

Gy * C[pan = Z aux/[p (Tl, Q) Co—n
Il <IN+l

avec les a3, (n,q) dans IN, et étant entendu que la classe Cy_,, vaut 0 si la polypartition \ satisfait
N[ +£(NX —1)) > n.

Démonstration. Le terme de gauche est une combinaison linéaire (a coefficients dans IN) de
produits d’isomorphismes gh avec

codim Fix(gh) < codim Fix(g) + codim Fix(h) = ||A[| + ||p]| -

D’autre part, comme Z(CGL(n,IF,)) est stable par produit et engendré linéairement par les
classes de conjugaison, ce produit est une combinaison linéaire (a coefficients dans IN) de
classes de conjugaison C,_,,. D’apres ce qui précede, tous les v intervenant satisfont ||v| <
M+ - O

Des expériences numériques sur des cas simples — par exemple, un produit de classes de
degré 1 sur F3 ou F5 — laissent penser que la conjecture suivante est vraie :

Conjecture 13.17 (Dépendance en n et g des constantes de structure dans les centres des
algeébres CGL(n,IFy)). Les coefficients de structure ay ,(n, q) sont toujours des éléments de Q(q", q).

Plus précisément, il n’est pas difficile de se convaincre (au moins sur des cas simples) que
ces coefficients correspondent a des énumérations d’arrangements des sous-espaces cycliques
des éléments des classes Cy_,, et Cj,—,, ; comme les classes de conjugaison (voir la proposition
6.3) et les arrangements d’hyperplans vérifiant certaines conditions d’incidence sont énumérés
par des fractions rationnelles > en g et 4", ceci explique intuitivement la conjecture. Une preuve
rigoureuse nécessiterait néanmoins des arguments a la Ivanov-Kerov. Ainsi, s’il existait une
algebre graduée 7. (IF;) engendrée linéairement par des classes A, avec y € % (IF;), et se
projetant sur tous les centres Z(CGL(n,TF,)) avec

pr,(Ay) = fu(@",9) Cusn 5 deg Ay = [y,

alors on aurait une preuve agréable du caractere rationnel en g et g" des a5, (1,4). La fin de
ce chapitre est consacré a la construction d’une algebre % (IF;) qui se projette sur tous les
CGL(n,F;). On espeére qu'une sous-algebre de %e(IF;) permette d’établir le théoreme 13.17,
mais ceci reste encore a I'état de conjecture.

Par rapport au cas des permutations partielles, une difficulté majeure est qu’il n’est pas
possible de définir un semi-groupe des « isomorphismes partiels » de taille n dont les élé-
ments seraient les couples (g, V) avec V sous-espace de (IF;)" et ¢ € GL(V). En effet, étant
donnés deux tels couples (g, V) et (h, W), on aimerait alors définir leur produit comme un iso-
morphisme partiel de I'espace V + W, mais contrairement au cas g = 1, il n’y a pas de fagon
canonique de compléter g et h en isomorphismes de cet espace — il faudrait spécifier des sup-
plémentaires de V et de W dans V + W sur lesquels ¢ ou h induisent I'identité. Compte tenu

5. Comme la caractéristique g du corps de base est fixée, la seule vraie variable est en fait 4", donc on pourrait
énoncer la conjecture avec Q[q"] a la place de Q(4",9).
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de cette difficulté, il convient de se raccrocher aux principes énoncés dans les deux premiéres
sections du chapitre. Ainsi, pour construire une limite projective des algebres CGL(n, ), il
suffit de trouver des semi-treillis Ly C Ly C --- C L, C - -- fibrant les GL(n, [F;). Les décom-
positions en sommes directes de sous-espaces vont fournir de tels semi-treillis. Etant fixés
un entier n et une puissance g d’'un nombre premier, on appelle décomposition de (IF;)" la
donnée d’une famille (non ordonnée) {V), ..., V(")) de IF;-sous-espaces vectoriels tels que

(]Fq)” — V(l) o) V(Z) DD V(r) .

Le type, ou profil d'une décomposition A est la partition t(A) obtenue en ordonnant les dimen-
sions des espaces V() composant A. On notera Dec(1, IF;) I'ensemble des décompositions de
(E;)", etsi A € %5, Dec(A, Fy) I'ensemble des décompositions de type A. Le groupe GL(n, )
agit sur Dec(n,IF,) par

g {V(U,...,V(’)} — {g(V(l)),...,g(V(’))},

et les orbites de cette action sont exactement les sous-ensembles Dec(A, F;). Le stabilisateur
d’une décomposition de type A = (A4,...,A;) a pour cardinal

<Hmj(A)!> < : cardGL()\i,qu)> ,
=1 i=1

et par conséquent, le cardinal de Dec(n,F,) s’écrit :

dGL(n,F
card Dec(n,F;) = Y card Dec(A, F,) = 1 ' g(c}:\e)lr (n,Fy)
AEh xez, Hjz1mj(A)! [1,.7 card GL(A;, [Fy)

On dira qu’une décomposition (V#)),c; est plus fine qu’une décomposition (W) jej s'il existe
une partition d’ensemble I = | J;c; I; telle que

vjie], Wi — @ v

lEI]'

Proposition 13.18 (Semi-treillis des décompositions en sommes directes). Muni de cette relation,
Dec(n, ;) est un semi-treillis d'élément maximal la décomposition triviale { (IF;)"}.

Démonstration. Dans ce qui suit, Ay = {u(1>,...,u<f>} et Ay = {V(l),...,V(S)} sont deux
décompositions dans Dec(n, IF;), et si 7 est une partition d’ensemble dans Q,, on note 77(Ay)
la décomposition plus grossiere que Ay obtenue en regroupant les espaces U() dans chaque
part de 7. Par exemple, supposons que

Ay = Fyler] @ Fyle, 3] © Fyleg) = UD @ U@ o u®

dans (IF;)*, ou e; désigne le i-iéme vecteur de la base canonique, et ott IFy[(x;)ic;] désigne
l’espace vectoriel engendré par la famille (x;);c;. Alors, si T = {1,3} LU {2},

N(Au) _ (u(l) D u(3)) P u® = ]Fq [61,64] @IFq [32/ 33] .

Soit S(Ay) ~ Qr I'ensemble des décompositions de (IF;)" plus grossiéres que Ay, et S(Ay, Av)
I'ensemble des décompositions de (IF;)" plus grossieres que Ay et que Ay. Notons que
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S(Ay,Ay) est une partie non vide de S(Ay), car {(IF;)"} est une décomposition plus gros-

siere que toute autre, donc est dans S(Ay, Ay ). Fixons deux décompositions 7(Ay) et v(Au)

dans S(Ay, Av). Tout sous-espace VU) est contenu dans un certain Dicr, U, et dans un
]

@®icy, U, Par conséquent®,
]

V; C @u(i) N @u(i) — @ u .

1€, [ISTS i€, NVy.
€7la; €, €70

Ceci implique le point suivant : si p = 7T A v est la borne inférieure de 77 et v dans £Q,, alors
tout sous-espace V) est contenu dans un sous-espace de la décomposition (A ), donc u(Ay)
appartient a S(Ay, Ay). Ainsi, si 'on identifie S(Ay, Ay) & une partie de Q,, alors S(Ay, Ay)
est stable pour 1'opération A sur les partitions d’ensembles, et on peut considérer :

Tmin = N\{7" | @'(Au) € S(Ay,Av)}.

La décomposition 7min(Ay) est plus grossiere que Ay et Ay, et par construction, c’est la dé-
composition en sous-espaces la plus fine ayant cette propriété, car toute autre décomposition
(Ay) € S(Au, Ay) vérifie mTmin < 77 et donc 7min(Ay) = 7(Ay). Ainsi, la borne supérieure
Ay V Ay = TTmin(Ay) existe toujours. O

La preuve qui précede implique également le point suivant : si Ay < Aw = 71(Ay), alors la
fonction de Mobius p(Ay, Aw) est simplement la fonction de Mobius du treillis Q, évaluée en
les partitions d’ensembles {1} LI {2} LI--- LI {r} et 7r. D’autre part, notons que le semi-treillis
Dec(n,IF;) n’est pas un treillis : par exemple, si B = (¢;)ic[1,0 €t B' = (€})ic[1,n) sSont deux
bases de (IF;)", alors les deux décompositions

Fole ]| ® - @ Fglen] et Fle]] ®--- @ Fyle;]

sont minimales pour 1'ordre de raffinement, mais elles n’ont de borne inférieure que si elles
sont égales (a permutation des vecteurs pres).

On appelle isomorphisme scindé de taille n et sur IF; la donnée d"un isomorphisme g €
GL(n,FF,) et d’une décomposition {UM),..., UM} = A € Dec(n,F,) laissée stable par g,
c’est-a-dire que g(UY) = U pour tout i. Autrement dit, un isomorphisme scindé est la
donnée d’une décomposition et d’isomorphismes g() € GL(U)) pour tout i; on a alors g =
gV @ - @ g Les isomorphismes scindés s’agrégent en un fibré de semi-groupe IS(, F,) =
GL(n,IF;) x; Dec(n,F,;), I'application de fibration étant :

I, = {décompositions de (IF,)" laissées stables par g} .
Il est trivial de vérifier que I vérifie bien les axiomes d’une fibration : en effet, si g et I sont

des isomorphismes et si Ay € I, et Ay € I, alors g et h laissent tous les deux stable la
décomposition Ay V Ay, donc g o h également, ce qui qui implique I V I, C Ig,.

6. L’identité pour l'intersection des sous-espaces est vraie compte tenu de la décomposition en somme directe
(Fy)" = @i ul.
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Dans ce qui suit, un isomorphisme scindé (g, Ay;) sera aussi noté sous la forme additive
(g, UMy e ... @ (g, U). Une notation particuliere sera employée lorsque Ay est la dé-
composition standard associée a une composition ¢ = (cy,...,c,) de [1,n], c’est-a-dire que
Ay = {U(l), e, ll(r)} avec

U(l) = IFq [eC1+~“+Ci,1+1/ e ,ecl+...+c[] .
Dans ce cas, nous noterons simplement (¢, UM) @ - @ (¢, U")) = ¢V @ ... ¢ g,

)
Exemple. Dans IS(5,1F3), ({3)@® (1)@ (31) et <2 é? ® (2) @ (1) ont pour produit

o (2 1),

Il reste maintenant a relier entre eux les semi-treillis Dec(n,F,) et considérer une limite
projective GL(o0,F;) x; Dec(oo,F;). Si N > n et Ay = {(F,))" = U1 & --- & U,} est une
décomposition dans Dec(#, IF;), on peut toujours la compléter en une décomposition Ay — N
de Dec(N, F;) en rajoutant les sous-espaces vectoriels IFy[e, 1], ..., Fylen] :

2 2
2 0
2 2

— NN

Ay N={EF)N=U1& - aU &Fylens1] ® - ®Flen]}.

On appellera décomposition de (IF;)* la donnée d'une famille (Ay)n>, de décompositions
des ((Fy)N)nsn telles que
Ay = A, — N

pour tout N > n, étant entendu qu’on identifie deux telles familles si elles sont égales a partir
d’'un certain rang N. Autrement dit, une décomposition de (IF;)® est la donnée d’'une dé-
composition d'un certain (IF;)", étant entendu qu’on identifie deux décompositions de tailles
distinctes si l'une peut étre obtenue a partir de l'autre par le procédé de complétion décrit
ci-dessus. Nous noterons Dec(co, IF;) 'ensemble des décompositions de (IF;).

Exemple. Les décompositions IF[e1, e3] @ IF;[ez, e4] et Fyler, e3] @ IFylea, e4] @ Fyles] @ IFyleg) cor-
respondent a la méme décomposition de (IF;)*, car celle de taille 6 est obtenue par complétion
a partir de celle de taille 4.

On munit Dec(co, IF;) de la relation d’ordre suivante : une décomposition Ay € Dec(ny, [F)
est plus petite qu'une décomposition A, € Dec(nz, F;) si (A1 — N) =< (A2 — N) dans
Dec(N,F,;) pour N assez grand (plus grand que max(n,n2)). On vérifie sans mal que la
preuve de la proposition 13.18 s’adapte a cette définition; ainsi, (Dec(oo,F,), <) est un semi-
treillis (mais cette fois-ci sans élément maximal). Une chaine exhaustive dans Dec(co,F,) est
constituée par les décompositions A,>1 = [, le1,€2,...,ey]. En effet, on a bien Ay = A, si
N > n, car

IFq[el, o .,EN] >~ IFq[el, .. .,en] SP) qu[enH] ®---D qu[eN]

dans Dec(N, F;). D’autre part, si A est une décomposition de (IF;)® donnée par une décom-
position dans Dec(#n,IF;), alors A < A, car A, est maximale dans Dec(#,IF;). On est donc
dans la situation décrite” dans la section 13.2, avec

L = Dec(co, Fy) ; L, = Dec(n,F,) = {A X Ay}

7. I n'y a pas d’élément minimal Iy, mais c’est sans importance.
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Considérons maintenant la limite directe GL(oo,IF,) des groupes GL(#,F,;) pour les mor-
phismes

0
gH<g%N)=<§ IN_H>"

un élément de GL (oo, IF,) est donc donné par un g € GL(,[F;), étant entendu qu’on identifie
deux isomorphismes si I'un est obtenu a partir de 'autre en rajoutant des 1 sur la diagonale
de la matrice. On définit comme précédemment une fibration I : GL(co, F;) — Z(Dec(co,IF;))

par :
I, = {décompositions de (IF;)* laissées stables par g} .

On obtient ainsi un fibré de semi-groupes IS(co,IF;) = GL(oo,F,) x| Dec(co,[F;) dont les

éléments sont les isomorphismes scindés de taille arbitraire, étant entendu qu’on identifie
deux isomorphismes scindés si 'un peut étre obtenu a partir de 1’autre par 1’opération

(h,©) = (g,8) ® (1, Fglens]) @ (L Fylensa]) @ - @ (LElen]) = (g = N, & — N).

On est donc dans la situation du paragraphe 13.2, avec M = GL(o,[F;) et N;, = GL(n,IF;).

Si (g,A) = (gW, UMy @@ (g, U") est un isomorphisme scindé de taille arbitraire
n, notons deg(g, A) la quantité n — dim Fix(g, A), ot dimFix(g, A) est la dimension du sous-
espace vectoriel

Fix(g,A) = Fix(g) = {x € (Fy)" | g(x) = x}.

Cette définition est compatible avec la complétion des isomorphismes scindés, c’est-a-dire
que deg(g,A) — N = deg(g,A) pour tout N > n. Par conséquent, le degré est bien défini
sur IS(co, IF;) et sur tous les IS(n,IF,;). De plus, si (g1, A1) et (g2, A2) sont deux isomorphismes
scindés, alors

deg((g1,M1)(g2,A2)) < deg(g1, A1) + deg(g2,A2)

pour les mémes raisons que dans le cas des isomorphismes simples. Ainsi, deg s’étend en des
filtrations d’algebres sur les %, (IF;) = CIS(n,IF,;). On note % (IF,) la limite projective des
%, (IF;) dans la catégorie des algebres filtrées et relativement aux morphismes

(,DN,n : %N(]Fq) — %n(IFq)

(h,®) si(g,A)=(h,0®)— N,
(8:8) = {O sinon.

Notons que les projections ¢y , sont légerement plus restrictives que celles décrites dans la
section 13.2 : ainsi, on peut avoir ¢y ,,(g, A) = 0 méme si A < A, par exemple si

(&4) = (h,0n) & (A, Fylena]) @ - - - & (A, Fylen])

avec A € [F) différent de 1. Néanmoins, la construction fournit de nouveau une algébre natu-
relle . (F;) C C[[IS(co,F;)]] se projetant sur toutes les algebres de groupes CGL(n, [Fy).

Conjecture 13.19 (Isomorphismes scindés et théoréme de Farahat-Higman pour les groupes
GL(n,1F,;)). Une sous-algebre de Bo(IF;), ou d'une algebre construite sur le méme principe, se projette
sur tous les centres Z(CGL(n,TF,)), et permet une démonstration agréable de la conjecture 13.17.
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Pour tout entier 1, il existe une action naturelle de GL(n, ]Fq) sur Dec(n, ]Fq) qui est com-
patible avec la fibration décrite précédemment, d’ott une action de GL(#n, IFq) sur le fibré
IS(n,F,) :

g (h8) = (ghg™",g(4))

avec g(A = {UW,..., u"}) = {guM),...,g(U"))}. Deux isomorphismes scindés (g, Ay;)
et (h, Ay ) sont conjugués sous cette action si et seulement si Ay et Ay ont méme profil, et s'il
existe une bijection U <+ V(i) préservant les dimensions et telle que g'") et 1) ait méme type
p) au sens de la section 6.1. Les classes de GL(n, [F;)-conjugaison d’isomorphismes scindés
de taille n sont donc indexées par les polypartitions multiples de taille 1, c’est-a-dire, les
familles {pV), ..., u("'} de F,-polypartitions telles que Y/_; ||p(’|| = n. De méme, il existe une
action naturelle de GL(co,[F;) sur le fibré IS(co,F,), et qui est compatible avec le degré des
isomorphismes scindés. Ainsi, il est naturel de considérer les algebres d’invariants :

oy (Fy) = (Bu(n, qu))GL(”'IFq) ; oo (Fy) = (%’oo(qu))GL(w'lpq).

La premiére se projette sur Z(CGL(#n,F;)) et a une base (Byy,,) v indexée par les polypartitions
multiples M = {[p(l),...,[p(’)} de taille 7; la seconde est la limite projective des .o7,(IF;),
et elle a une base (By1)ym indexée par les polypartitions multiples, & identification pres par
un procédé de complétion des polypartitions multiples semblable a ce que 1'on a exposé au
début de la section pour les polypartitions simples. Malheureusement, méme si les projetés
7, (Bpm,) sont bien des multiples des classes C[p(lm...u[p(') (avec des coefficients rationnels en
q et q"), il n’est pas du tout clair que dans l'algebre @/ (IF;), le produit de deux classe By,
et By, ne mette en jeu que des classes By avec |N|| < |[Mi|| + |[[Mz||. D’autre part, il serait
largement préférable de manipuler des algebres dont les bases naturelles sont indexées par les
polypartitions simples (au lieu des polypartitions multiples). Il manque donc encore quelques
arguments a la preuve de la conjecture 13.19.






Conclusion et perspectives

En utilisant exclusivement des techniques d’observables de diagrammes, nous avons dé-
terminé le comportement asymptotique des partitions aléatoires tirées suivant les mesures
de Plancherel, les g-mesures de Plancherel de type A ou B, les mesures d’induction parabo-
lique, les mesures de Gelfand et les mesures de Schur-Weyl de parametre « > 1/2, & = 1/2
ou & < 1/2. Nos résultats reposent en grande partie sur la combinatoire de l'algebre &, qui
peut étre interprétée comme sous-algebre des invariants dans 1’algébre des permutations par-
tielles. Cette derniere construction rentre dans le cadre plus général des fibrés de semi-groupes
par des semi-treillis, et on conjecture qu'une telle construction dans le contexte des groupes
linéaires finis GL(n,IF;) fournisse une algebre naturelle d’observables de polydiagrammes.
Ceci nous méne aux problémes (non résolus) suivants :

1. Quels sont les semi-treillis donnant lieu a une algébre d’Ivanov-Kerov pour les groupes
GL(n,F;)? A défaut, peut-on construire une algebre de Farahat-Higman FH(GL(F,)),
et quelles sont ces propriétés ?

2. Soit X* le caractere unipotent normalisé associé au GL(n,F;)-module U”(g). On fixe
une polypartition , et on tire au hasard X* suivant la g-mesure de Plancherel My 4.
Quelle est la distribution asymptotique de X*(g), oi g est un isomorphisme de type
pU (1172

3. Soit x* le caractére normalisé associé au GL(, F,)-module irréductible de type \. On
tire au hasard x* suivant la GL(, IF;)-mesure de Plancherel évoquée a la fin du chapitre
6. Quelle est la distribution asymptotique de la variable aléatoire centrée x*(g), ot g est
un isomorphisme de type p L (1 : 1"~¥) avec p polypartition fixée ?

Il est vraisemblable qu’apres renormalisation, ces variables aléatoires aient un comportement
asymptotique gaussien, mais ce type de résultat dépend d’une meilleure compréhension des
caracteres et des classes de conjugaison des groupes GL(7,[F,). On peut évidemment envisa-
ger les mémes problémes en type B, et dans ce cadre, le premier probleme est :

4. Comment démontrer la conjecture 9.8 ? Autrement dit, quelle est la g-formule de Frobe-
nius pour les caracteres des algebres d'Hecke de type B?

Notons qu’il existe de nombreuses preuves de la formule de Ram 7.6 en type A, mais aucune
ne semble évidente a généraliser en type B.

Les méthodes d’observables de diagrammes sont essentiellement des méthodes de mo-
ments dans un contexte non commutatif ; en particulier, les espérances E[p, (A)] ou E[X, (A)]
pour des modeles de partitions aléatoires sont a rapprocher des espérances E[[]_; tr M
pour les modeles de matrices aléatoires. D’autre part, nous avons expliqué dans les chapitres
4 et 5 que les méthodes de processus ponctuels déterminantaux utilisées en théorie des ma-
trices aléatoires avaient également des applications en théorie des partitions aléatoires. Plus
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généralement, a peu pres tous les outils naturels de la théorie des matrices aléatoires ont des
analogues pour les modeles de partitions. Des lors, il convient de se demander ce que donnent
ces outils pour les nouveaux modeles présentés dans cette these, ou pour d’autres modeles.
Mentionnons en particulier les trois problemes suivants :

5. De nombreux résultats asymptotiques sur les grandes matrices aléatoires ont un carac-
tére universel, c’est-a-dire qu’ils sont valables dans un contexte beaucoup plus général
que le cadre hermitien gaussien usuel (voir les travaux récents [Johog, EPR" 09, ESY09]).
Pour les partitions aléatoires, nous avons vu que le théoréme central limite de Kerov
avait cette méme propriété. Dans quel cadre peut-on encore étendre ce résultat? A-t-on
d’autres propriétés universelles pour les grandes partitions aléatoires ?

6. L'équivalence de Baik-Deift-Johansson entre le GUE et la mesure de Plancherel est éga-
lement valable entre le GOE et la mesure de Gelfand, voir [BRo1]. Plus généralement,
a-t-on une équivalence asymptotique entre les -ensembles et les f-mesures de Planche-
rel ? Quelles interprétations combinatoires ou géométriques peut-on donner a une telle
correspondance ?

7. Les mesures spectrales des matrices aléatoires hermitiennes gaussiennes satisfont a un
principe de grandes déviations, voir en particulier [AGg7, Guiog], et [Varo8] pour des gé-
néralités sur les grandes déviations. De plus, la fonction de taux sous-jacente met en jeu
I'entropie non-commutative de Voiculescu des mesures de probabilité. Dans la preuve
originale de la loi des grands nombres de Logan-Shepp-Kerov-Vershik ([LS77]), Logan
et Shepp construisent une fonction « énergie » sur les diagrammes de Young continus,
qui met en jeu un analogue de cette entropie non-commutative, et telle que la forme
limite minimise 1’énergie. Cette énergie est-elle une fonction de taux pour un principe
de grandes déviations vérifiées par les mesures de Plancherel ? A-t-on des analogues de
ce principe variationnel pour d’autres modeles de partitions aléatoires ?

Le dernier probléme peut étre formulé pour une famille de déformations des mesures de
Plancherel des groupes symétriques, qui est liée aux marches aléatoires sur ces groupes; ceci
mene a une généralisation de la définition 3.2 que nous souhaitions donner dans cette conclu-
sion. Si G est un groupe finietsi V =@, g1 V* est une représentation réductible de G, sa
mesure de Plancherel Py peut s’écrire :

ny dimV*  ny ¢t (eg)
dimV  ¢Y(eg)

Py[A] =

ot1 ¢V est le caractére non normalisé de V. Déformons alors e et considérons un élément
central ¢ suffisamment proche de eg dans Z(CG). On peut lui associer une nouvelle fonction

n, ¢ (c)

¢V ()
qui est bien définie si ¢ est suffisamment proche de ¢g, car le dénominateur ne s’annule pas
dans ce cas. Cette fonction Py . a pour somme 1 sur G; de plus, si I'algebre ZG est scindée
sur R (ce qui est le cas pour les groupes symétriques) et si c est une combinaison linéaire
a coefficients réels de classes de conjugaison, alors Py . est bien une mesure de probabilité
(réelle positive) sur G.

Py A =

Un cas particulierement intéressant est celui o1 ¢ = e avec C € Z(IRG), étant entendu
que G est un groupe tel que ZG se scinde sur R. Alors, on obtient une famille a un parametre



de déformations de la mesure de Plancherel de V :

PycA] = nyg*(ef€)  ny dim VA exp(tx*(C))
VAT V() T g ma dim VA exp(tx*(C))
et ces mesures sont directement reliées au processus markovien sur G de loi invariante par
conjugaison, et de matrice de transition C. Dans le cas des groupes symétriques, on peut
étudier ces mesures lorsque

n(n—1)
2

b

oK

ce probléme étant lié a la marche aléatoire isotrope sur le graphe de Cayley de &,, par rapport
au systéme de générateurs donné par les transpositions. Les formes limites des diagrammes
aléatoires renormalisés sont dans ce contexte des déformations de la courbe de Logan-Shepp-
Kerov-Vershik, et il semble possible d’énoncer dans ce cadre des principes de grandes dévia-
tions (le cas B = 0 correpondant aux mesures de Plancherel usuelles).

V= CGn ; C= C21n—2 - C]n ’ t~

FiGure C.1 — Diagramme de Young aléatoire de taille n = 1000 sous la mesure de Plancherel
déformée de parametre f = 1/2.

Finalement, il est tentant de vouloir généraliser les techniques d’observables de diagram-
mes a d’autres types d’objets aléatoires planaires, par exemple les arbres planaires ou les
partitions planes. L'idée générale est d'interpréter les caracteres irréductibles de certaines al-
gebres ' comme observables de ces objets planaires, étant entendu que les espérances de ces
variables aléatoires sous les mesures de Plancherel de représentations peuvent parfois étre cal-
culées trés simplement. Ainsi, il serait trés intéressant de retrouver les résultats asymptotiques
connus relatifs aux partitions planes ou aux arbres planaires aléatoires par ces « méthodes de
moments non commutatifs ».

1. Par exemple, si I'on remplace dans ce mémoire &, ou GL(n,IF;) par (Z/2Z)", ceci meéne aux résultats
asymptotiques classiques liant marches aléatoires et mouvements browniens unidimensionnels.



Conclusion and open problems

By using exclusively techniques of observables of diagrams, we have determined the
asymptotic behaviour of partitions picked randomly according to Plancherel measures, g-
Plancherel measures of type A or B, measures of parabolic induction, Gelfand measures and
Schur-Weyl measures of parameter « > 1/2, « = 1/2 or « < 1/2. Our results mostly relie on
the combinatorics of the algebra ¢, which can be interpreted as the subalgebra of invariants
in the algebra of partial permutations. This latter construction sits in the more general setting
of semilattice bundles over semigroups, and we conjecture that by using such a construction
in the context of finite general linear groups GL(n,IF,;), we could exhibit a natural algebra of
observables of polydiagrams. This leads to the following questions:

1. Which semilattices give rise to an Ivanov-Kerov algebra for the groups GL(#,F,)? Other-
wise, is it possible to construct a Farahat-Higman algebra FH(GL(IF,)), and what are
the properties of this algebra?

2. Let X* be the normalized character of the unipotent GL(n, [F;)-module U*(g). We fix
a polypartition u, and we choose X* randomly according to the g-Plancherel measure
M,,,4. What is the asymptotic distribution of X*(g), where g is an isomorphism of type
pU (1172

3. Let x* be the normalized character of the irreducible GL(n, F,)-module of type \. We
choose x* randomly according to the GL(n, IF,)-Plancherel measure evoked at the end
of Chapter 6. What is the asymptotic distribution of the centered random variable x*(g),
where ¢ is an isomorphism of type LI (1 : 17~ #l) with p fixed polypartition?

It is likely that after renormalization, these random variables exhibit a gaussian asymptotic
behaviour, but this kind of result depends on a better understanding of the characters and
conjugacy classes of the groups GL(n,[F;). One can consider the same problems in type B,
and in this setting, the first question to tackle is:

4. How to prove Conjecture 9.8? In other words, what is the g-Frobenius formula for the
characters of the Hecke algebras of type B?

Notice that there are many proofs of Ram’s formula 7.6 in type A, but none of them seems
easy to adapt in type B.

The techniques of observables of diagrams are in essence methods of moments in a non-
commutative setting; in particular, the expectations E[p, (A)] or E[X,(A)] for models of ran-
dom partitions bear some resemblance to the expectations E[[];_; tr M"i] for models of ran-
dom matrices. On the other hand, we have explained in Chapters 4 and 5 that the methods
of determinantal point processes used in random matrix theory can also be used in random
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partition theory. More generally, almost all the natural tools of random matrix theory have
analogues for models of partitions. Therefore, it is worth asking what these tools can give for
the new models presented in this thesis, or for other models. Let us mention in particular the
three following problems:

5. Many asymptotic results for large random matrices are universal, meaning that they
hold in a much broader context than the usual gaussian hermitian setting (see the recent
works [Johog, EPR " 09, ESY09]). For random partitions, we have seen that Kerov’s central
limit theorem has this same property. In which setting can we further expand this result?
What are the other universal properties of large random partitions?

6. The Baik-Deift-Johansson equivalence between the GUE and the Plancherel measure
holds also between the GOE and the Gelfand measure, see [BRo1]. More generally, is
there an asymptotic equivalence between the B-ensembles and the B-Plancherel mea-
sures? How can it be interpreted in combinatoric or geometric terms?

7. The spectral measures of large random matrices satisfy a large deviation principle, see in
particular [AGgy, Guiog], and [Varo8] for generalities on large deviations. Moreover, the
underlying rate function involves Voiculescu’s noncommutative entropy of probability
measures. In the original proof of Logan-Shepp-Kerov-Vershik law of large numbers
([LS77]), Logan and Shepp construct an “energy” of continuous Young diagrams, which
involves an analogue of that noncommutative entropy, and such that the limit shape
minimizes the energy. Is this energy a rate function for a large deviation principle
satisfied by the Plancherel measures? Does this variational principle have analogues for
other models of random partitions?

The latter problem can be formulated for a family of deformations of the Plancherel measures
of the symmetric groups, that is related to the random walks on these groups; it leads to a
generalization of Definition 3.2 that we wanted to present in this conclusion. If G is a finite
group and if V = @, a7 V% is a reducible representation of G, its Plancherel measure can
be written as:

ny dimV*  ny¢*(eg)

PylA] = dimV ¢V (eg)

where ¢V is the non normalized character of V. Then, let us deform e; and consider a central
element c that is sufficiently close to eg in Z(CG). One can associate to ¢ a new function

n, ¢ (c)
¥ (c)

that is well-defined if c is sufficiently close to e;, because in that case the denominator does
not vanish. This function Py, sums up to 1 on G; moreover, if the algebra ZG is split over
R (this is the case for symmetric groups) and if c¢ is a real linear combination of conjugacy
classes, then Py . is indeed a (real non-negative) probability measure on G.

Py A =

A very interesting case is when ¢ = /€ with C € Z(RRG), provided that G is a group
such that ZG splits over R. Then, one obtains a one-parameter family of deformations of the
Plancherel measure of V:

1, ¢t (ef€) ny dim VA exp(tx*(C))

Pvedt = e T T dim V7 exp( (O))




and these measures are directly related to the markovian process on G whose law is invariant
by conjugation, and with transition matrix C. In the case of symmetric groups, one can study
these measures when

n(n—1)

B
Cqn ; t~
) 1

ok
this problem being linked to the isotropic random walk on the Cayley graph of &,, with respect
to the system of generators given by the transpositions. In this context, the limit shapes of
renormalized random diagrams are some deformations of Logan-Shepp-Kerov-Vershik curve,
and it seems possible to enounce in this setting some large deviation principles (the case when
B = 0 corresponds to the usual Plancherel measures).

V= CGn ; C= CZl”—Z -

F1GURE — Random Young diagram of size n = 1000 under the deformed Plancherel measure
of parameter g = 1/2.

Finally, it is tempting to generalize the techniques of observables of diagrams to the case of
other random planar objects, for instance planar trees of plane partitions. The general idea is
to interpret the irreducible characters of some algebras * as observables of these planar objects,
provided that the expectations of these variables under Plancherel measures of representations
are sometimes very easy to compute. Thus, it would be very interesting to retrieve the known
asymptotic results relative to random plane partitions or random planar trees by using these
“methods of noncommutative moments”.

1. For instance, if one replaces in this thesis &, or GL(n,F;) by (Z/2Z)", it leads to the classical asymptotic
results that relate the one-dimensional random walks and brownian motions.



Bibliographie

[AGo7]

[AGZo9]

[AKo4]

[APRo7]

[APROS]

[BDJ99]

[BDJoo]

[Biag8]
[Biao1a]

[Biao1b]

[Biao3a]

[Biao3b]

[Bil6g]
[BLo6]

[BO98]

G. Ben Arous and A. Guionnet. Large deviations for Wigner’s law and Voicules-
cu’s non-commutative entropy. Probabiblity Theory and Related Fields, 108 :517-542,
1997.

G. W. Anderson, A. Guionnet, and O. Zeitouni. An Introduction to Random Matrices,
volume 118 of Cambridge Studies in Advanced Mathematics. Cambridge University
Press, 2009.

S. Ariki and K. Koike. A Hecke algebra of (Z/rZ)!S, and construction of its
irreducible representations. Adv. Math., 106 :216—243, 1994.

R. M. Adin, A. Postnikov, and Y. Roichman. Combinatorial Gelfand models. arXiv
0709.3962v2 [math.RT], 2007.

R. M. Adin, A. Postnikov, and Y. Roichman. A Gelfand model for wreath products.
arXiv 0802.2824v1 [math.RT], 2008.

J. Baik, P. Deift, and K. Johansson. On the distribution of the length of the longest
increasing subsequence of random permutations. |. Amer. Math. Soc., 12(4) :1119—
1178, 1999.

J. Baik, P. Deift, and K. Johansson. On the distribution of the length of the second
row of a Young diagram under Plancherel measure. Geometric And Functional
Analysis, 10(4) :702-731, 2000.

P. Biane. Representations of symmetric groups and free probability. Adv. Math.,
138 :126-181, 1998.

P. Biane. Approximate factorization and concentration for characters of symmetric
groups. Internat. Math. Res. Notices, 4 :179-192, 2001.

P. Biane. Free cumulants and representations of large symmetric groups. In XIIIth
International Congress on Mathematical Physics (London, 2000), pages 321-326. Int.
Press, Boston, MA, 2001.

P. Biane. Characters of symmetric groups and free cumulants. In A. M. Vershik,
editor, Asymptotic Combinatorics with Applications to Mathematical Physics, volume
1815 of Lecture Notes in Mathematics, pages 185-200. Springer-Verlag, 2003.

P. Biane. Free probability for probabilists. Quantum Probability Communications,
XI :55-72, 2003.

P. Billingsley. Convergence of Probability Measures. Wiley, 1969.

A. Borel and J. Li. Compactifications of Symmetric and Locally Symmetric Spaces. Ma-
thematics : Theory and Applications. Birkhaiiser, 2006.

A. Borodin and G. Olshanski. Point processes and the infinite symmetric group.
I-VI. arXiv math/9804086v1, 9804087v1, 9804088v1, 9810013v1, 9810014v1,
9810015v1 [math.RT], 1998.

273



[BOoo]
[BOosa]
[BOo5b]
[BOo7]
[BOOoo]

[Borgg]

[Bor10]
[BRo1]
[Brazz]
[Bri6g]
[BSo7]

[Carg2]

[Caro6]
[CDD"o05]

[CF10]
[Cheo4]

[CKoz]
[DEo2]

[DFSo8]

[DGyo]

[DL76]

A. Borodin and G. Olshanski. Distributions on partitions, point processes, and the
hypergeometric kernel. Commun. Math. Phys., 211(2) :335-358, 2000.

A. Borodin and G. Olshanski. Representation theory and random point processes.
European Congress of Mathematics, pages 73—94, 2005.

A. Borodin and G. Olshanski. Z-measures on partitions and their scaling limits.
European |. Combin., 26(6) :795-834, 2005.
A. Borodin and G. Olshanski. Asymptotics of Plancherel-type random partitions.
arXiv math/0610240v2 [math.PR], 2007.

A. Borodin, A. Okounkov, and G. Olshanski. Asymptotics of Plancherel measures
for symmetric groups. J. Amer. Math. Soc., 13(3) :481-515, 2000.

A. Borodin. Law of large numbers and central limit theorem for Jordan nor-
mal form of large triangular matrices over a finite field. J. Math. Sci. (New York),
96(5) :3455-3471, 1999.

A. Borodin. Schur dynamics of the Schur processes. arXiv 1001.3442v1
[math.C0], 2010.

J. Baik and E. Rains. The asymptotics of monotone subsequences of involutions.
Duke Math. ]., 109(2) :205-281, 2001.

O. Bratteli. Inductive limits of finite dimensional C*-algebras. Trans. Amer. Math.
Soc., 171 :1195-234, 1972.

D. Brillinger. The calculation of cumulants via conditioning. Ann. Inst. Statist.
Math., 21 :375-390, 1969.

L. V. Bogachev and Z. Su. Gaussian fluctuations of Young diagrams under the
Plancherel measure. Proc. Roy. Soc. Sect. A, 463 :1069—1080, 2007.

R. W. Carter. On the representation theory of the finite groups of Lie type over an
algebraically closed field of characteristic 0. In A. I. Kostrikin and I. R. Shafarevich,
editors, Algebra IX, volume 77 of Encyclopaedia of Mathematical Sciences. Springer-
Verlag, 1992.

P. Cartier. A primer of Hopf algebras. IHES preprint, 2006.

W.Y. C. Chen, E. Y. P. Deng, R. R. X. Du, R. P. Stanley, and C. H. Yan. Crossings and
nestings of matchings and partitions. arXiv math/0501230v3 [math.C0], 2005.

F. Caselli and R. Fulci. Refined Gelfand models for wreath products. arXiv
1007.2769v1 [math.CO0], 2010.

C. Chevalley. Classification des groupes algébriques semi-simples. Collected Works, vol.
3. Springer-Verlag, 2004.

P. Cheung and V. Kac. Quantum calculus. Universitext. Springer-Verlag, 2002.

I. Dumitriu and A. Edelman. Matrix models for beta ensembles. |. Math. Phys.,
43(11) :5830-5847, 2002.

M. Dotega, V. Féray, and P. éniady. Explicit combinatorial interpretation of Kerov

character polynomials as numbers of permutation factorizations. arXiv 0810.3209
[math.C0], 2008.

M. Demazure and A. Grothendieck. SGA3. Schémas en groupes I-I1I, volume 151-153
of Lecture Notes in Mathematics. Springer-Verlag, 1970.

P. Deligne and G. Lusztig. Representations of reductive groups over finite fields.
Ann. Math., 103 :103-161, 1976.



[DMo1]
[Dri86]

[DSo4]

[Dudo8]
[DV]88]

[ELSVo1]

[EPR*09]
[ES35]
[ESYo9]
[FGo6]
[FH59]
[FJos]
[EM10]
[FPoo]
[Frago]
[Frooo]
[FSog]

[Fulgy]

[Fulo6]

[FWo1]

F. Digne and J. Michel. Representations of finite groups of Lie type, volume 21 of
London Mathematical Society Student Texts. Cambridge University Press, 1991.

V. G. Drinfeld. Quantum groups. In Proceedings of the International Congress of
Mathematicians in Berkeley, pages 798-820. Amer. Math. Soc., 1986.

V. 1. Danilov and V. V. Shokurov. Algebraic Geometry I. Algebraic curves, algebraic
manifolds and schemes, volume 23 of Encyclopaedia of Mathematical Sciences. Springer-
Verlag, 1994.

A. Dudko. Asymptotics of Plancherel measures for GL(n,q). arXiv 0806.1345v2
[math.RT], 2008.

D.]. Daley and D. Vere-Jones. An introduction to the theory of point processes. Springer
series in statistics. Springer-Verlag, 1988.

T. Ekedahl, S. K. Lando, M. Shapiro, and A. Vainshtein. Hurwitz numbers and
intersections on moduli spaces of curves. Invent. Math., 146(2) :297-327, 2001. arXiv
math/0004096.

L. Erdos, S. Péché, J. A. Ramirez, B. Schlein, and H. Yau. Bulk universality for
Wigner matrices. arXiv 0905.4176v2 [math-ph], 2009.

P. Erdos and G. Szekeres. A combinatorial theorem in geometry. Compositio Math.,
2 1463470, 1935.

L. Erdos, B. Schlein, and H. Yau. Universality of random matrices and local relaxa-
tion flow. arXiv 0907.5605v4 [math-ph], 2009.

A. Francis and J. J. Graham. Centres of Hecke algebras : the Dipper-James conjec-
ture. J. Algebra, 306 :244—267, 2006.

H. K. Farahat and G. Higman. The centres of symmetric groups rings. Proc. Roy.
Soc. Sect. A, 250 :212—221, 1959.

A. Francis and L. Jones. On bases of centres of iwahori-hecke algebras of the
symmetric group. J. Algebra, 229(1) :42—69, 2005.

V. Féray and P-L. Méliot. Asymptotics of g-Plancherel measures. To appear in
Probability Theory and Related Fields, arXiv 1001.2180v1 [math.RT], 2010.

C. Faber and R. Pandharipande. Hodge integrals and Gromov-Witten theory.
Invent. Math., 139(1) :173-199, 2000. arXiv :math/9810173.

A. Francis. The minimal basis for the centre of an Iwahori-Hecke algebra. J. Algebra,
221 :1-28, 1999.

F. G. Frobenius. Uber die Charaktere der symmetrischen gruppe. Ges. Abhandlun-
gen, 3 :148-166, 1900.

P. Flajolet and R. Sedgewick. Amnalytic combinatorics. Cambridge University Press,
2009.

W. Fulton. Young Tableaux with Applications to Representation Theory and Geometry,

volume 35 of London Mathematical Society Students Texts. Cambridge University
Press, 1997.

J. Fulman. Convergence rates of random walk on irreducible representations of
finite groups. arXiv math/0607399v2 [math.PR], 2006.

P. J. Forrester and N. S. Witte. Application of the T-function theory of Painlevé
equations to random matrices : PIV, PII and the GUE. arXiv math-ph/0103025v1,
2001.



[FWo2]

[FWog]
[Féo7]

[Gargy]
[Gecg3]

[GH78]
[GJ92]

[GJo4]

[GPoo]

[GR97]

[Gress]
[Greg2]
[Guioy]
[Gup78]
[Gyo95]

[Ham72]

[Henos]

[HL8o]

[Hoe74]

[Horo7]

P. J. Forrester and N. S. Witte. Application of the T-function theory of Pain-
levé equations to random matrices : PV, PIII, the LUE, JUE and CUE. arXiv
math-ph/0201051v1, 2002.

A. Francis and W. Wang. The centers of Iwahori-Hecke algebras are filtered. Re-
presentation Theory, Comtemporary Mathematics, 478 :29-38, 2009.

V. Féray. Combinatorial interpretation and positivity of Kerov’s character polyno-
mials. arXiv 0710.5885v3 [math.RT], 2007.

P. Garrett. Buildings and Classical Groups. Chapman and Hall, 1997.

M. Geck. A note on harish-chandra induction. Manuscripta Math., 80 :393—401,
1993.

P. Griffiths and J. Harris. Principles of Algebraic Geometry. Wiley Interscience, 1978.
I. P. Goulden and D. M. Jackson. The combinatorial relationship between trees,
cacti and certain coefficients for the symmetric group. European |. Combin.,
13(5) :357-365, 1992.

I. P. Goulden and D. M. Jackson. Symmetric functions and Macdonald’s result for
top connexion coefficients in the symmetric group. J. Algebra, 166(2) :364-378, 1994.

M. Geck and G. Pfeiffer. Characters of Finite Coxeter Groups and Iwahori-Hecke Al-
gebras, volume 21 of London Mathematical Society Monographs. Oxford University
Press, 2000.

M. Geck and R. Rouquier. Centers and simple modules for Iwahori-Hecke alge-
bras. In Finite reductive groups (Luminy, 1994), volume 141 of Progr. Math., pages
251—272. Birkhatiser, Boston, 1997.

J. A. Green. The characters of the finite general linear groups. Trans. Amer. Math.
Soc., 80 :402—447, 1955.

C. Greene. A rational function identity related to the Murnaghan-Nakayama for-
mula for the characters of S,,. |. Alg. Comb., 1(3) :235-255, 1992.

A. Guionnet. Large deviations and stochastic calculus for large random matrices.
Probability Surveys, 1 :72—172, 2004.

H. Gupta. A new look at the permutations of the first n natural numbers. Indian J.
Pure Appl. Math., 9 :600-631, 1978.

A. Gyoja. Modular representation theory over a ring of higher dimension with
applications to Hecke algebras. J. Alg., 174 :553-572, 1995.

J. M. Hammersley. A few seedlings of research. In Proceedings Sixth Berkeley Symp.
Math. Statist. and Probability, volume 1, pages 345-394. University of California
Press, 1972.

A. Henderson. Symmetric subgroup invariants in irreducible representations of
Gf, when G = GL,. . Algebra, 261(1) :102—-144, 2003.

R. B. Howlett and G. I. Lehrer. Induced cuspidal representations and generalised
Hecke rings. Invent. Math, 58 :37-64, 1980.

P. N. Hoefsmit. Representations of Hecke algebras of finite groups with BN-pairs of
classical type. PhD thesis, University of British Columbia, 1974.

A. Hora. Introduction to asymptotic theory for representations and characters of
symmetric groups. Lectures given in Wroclaw University, 2007.



[HR96]
[HRo9]
[Huroz2]

[ITano1]
[IK99]

[I002]

[Isag4]
[Iwab4]

[Jacos]

[Jim86]

[JK81]

[JLo3]

[Johg8]

[Joho1]

[Johoo]

[Jongo]

[JSo1]

[Jucz4]
[Kacg4]

[Kergz2]

T. Halverson and A. Ram. Murnaghan-Nakayama rules for characters of Iwahori-
Hecke algebras of classical type. Trans. Amer. Math. Soc., 348(10) :3967-3995, 1996.

T. Halverson and A. Ram. Bitraces for GL,(F;) and the Iwahori-Hecke algebra of
type A,_1. Indag. Mathem., N.S., 10(2) :247-268, 1999.

A. Hurwitz. Uber die Anzahl der Riemann’schen Flichen mit gegebenen Verzwei-
gungspunkten. Math. Ann., 55 :53-66, 1902.

L. Iancu. Markov traces and generic degrees in type B,. J. Alg., 236 :731-744, 2001.

V. Ivanov and S. Kerov. The algebra of conjugacy classes in symmetric groups, and
partial permutations. In Representation Theory, Dynamical Systems, Combinatorial and
Algorithmical Methods III, volume 256 of Zapiski Nauchnyh Seminarov POMI, pages
95—120, 1999.

V. Ivanov and G. Olshanski. Kerov’s central limit theorem for the Plancherel mea-
sure on Young diagrams. In Symmetric Functions 2001 : Surveys of Developments and
Perspectives, volume 74 of NATO Science Series 1I. Mathematics, Physics and Chemistry,
pages 93—151, 2002.

I. M. Isaacs. Character Theory of Finite Groups. Dover, 2nd edition, 1994.

N. Iwahori. On the structure of the Hecke ring of a Chevalley group over a finite
tield. J. Faculty Science Tokyo University, 10 :215-236, 1964.

F. H. Jackson. Generalisations of Bessel and Legendre functions. Trans. Royal. Soc.
Edinburgh, XLI :1—28; 105-118 ; 399—408, 1905.

M. Jimbo. A g-analogue of U(gI(N + 1)), hecke algebra and the yang-baxter equa-
tion. Lett. Math. Phys., 11 :247-252, 1986.

G. D. James and A. Kerber. The Representation Theory of the Symmetric Group, vo-
lume 16 of Encyclopedia of Mathematics and its Applications. Addison-Wesley, 1981.

G. D. James and M. Liebeck. Representations and Characters of Groups. Cambridge
University Press, 2nd edition, 1993.

K. Johansson. On fluctuations of eigenvalues of random hermitian matrices. Duke
Math. J., 91 :151-204, 1998.

K. Johansson. Discrete orthogonal polynomial ensembles and the Plancherel mea-
sure. Ann. Math., 153 :259—296, 2001.

K. Johansson. Universality for certain hermitian Wigner matrices under weak
moment conditions. arXiv 0910.4467 [math.PR], 2009.

L. Jones. Centers of generic Hecke algebras. Trans. Amer. Math. Soc., 317 :361-392,
1990.

A. Joyal and R. Street. An introduction to Tannaka duality and quantum groups.

In Category Theory, Proceedings, Como 1990, volume 1488 of Lecture Notes in Mathe-
matics, pages 411-492. Springer-Verlag, 1991.

A. Jucys. Symmetric polynomials and the center of the symmetric group ring.
Reports Math. Phys., 5 :107-112, 1974.

V. G. Kac. Infinite dimensional Lie algebras. Cambridge University Press, 3rd edition,
1994.

S. V. Kerov. g-analogue of the hook walk algorithm and random Young tableaux.
Funct. Anal. Appl., 26(3) :179-187, 1992.



[Kerg3a]
[Kerg3b]

[Kerg8]
[Kergg]

[Kirg4]

[Kong2]
[KOO97]

[KOVo4]

[KV77]

[KV81]
[KVo8]
[KVo7]
[Kdos]
[Lang3]
[Laso6]
[Liey2]
[Lit61]
[LPo9]
[LS59]

[LS77]

[LTo1]

S. V. Kerov. Gaussian limit for the Plancherel measure of the symmetric group.
Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, Série I, 316 :303—308, 1993.

S. V. Kerov. Transition probabilities of continual Young diagrams and Markov
moment problem. Funct. Anal. Appl., pages 104-117, 1993.

S. V. Kerov. Interlacing measures. Amer. Math. Soc. Transl., 181(2) :35-83, 1998.
S. V. Kerov. A differential model for the growth of Young diagrams. Amer. Math.
Soc. Transl., 188(2) :111-130, 1999.

A. A. Kirillov. Introduction to the theory of representations and noncommutative harmo-
nic analysis. Representation theory and noncommutative harmonic analysis, I, volume 22
of Encyclopaedia of Mathematical Sciences. Springer-Verlag, 1994.

M. Kontsevich. Intersection theory on the moduli space of curves and the matrix
Airy function. Comm. Math. Phys., 147 :1-23, 1992.

S. V. Kerov, A. Okounkov, and G. Olshanski. The boundary of Young graph with
Jack edge multiplicities. arXiv q-alg/9703037v1, 1997.

S. V. Kerov, G. Olshanski, and A. M. Vershik. Harmonic analysis on the infinite
symmetric group. Invent. Math., 158 :551-642, 2004.

S. V. Kerov and A. M. Vershik. Asymptotics of the Plancherel measure of the
symmetric group and the limiting form of Young tableaux. Doklady AN SSSR,
233(6) :1024-1027, 1977.

S. V. Kerov and A. M. Vershik. Asymptotic theory of the characters of a symmetric
group. Funkts. Anal. Prilozhen., 15(4) :15-27, 1981.

S. V. Kerov and A. M. Vershik. On an infinite-dimensional group over a finite field.
Funct. Anal. Appl., 32(3) :147-152, 1998.

S. V. Kerov and A. M. Vershik. Four drafts of the representation theory of the
group of infinite matrices over a finite field. arXiv 0705.3605v1 [math.RT], 2007.
W. Konig. Orthogonal polynomial ensembles in probability theory. Probability
Surveys, 2 :385-447, 2005.

S. Lang. Algebra, volume 211 of Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, 3rd
edition, 1993.

A. Lascoux. The Hecke algebra and structure constants of the ring of symmetric
polynomials. arXiv math/0602379v1 [math.CO0], 2006.

A. Lieberman. The structure of certain unitary representations of infinite symme-
tric group. Trans. Amer. Math. Soc., 164 :189-198, 1972.

D. E. Littlewood. On certain symmetric functions. Proc. London Math. Soc., s3-
11(1) :485—498, 1961.

A. Lytova and L. Pastur. Central limit theorem for linear eigenvalue statistics of
random matrices with independent entries. Ann. Probab., 37(5) :1778-1840, 2009.
V. P. Leonov and A. N. Sirjaev. On a method of semi-invariants. Theor. Prob. Appl.,
4 :319-329, 1959.

B. F. Logan and L. A. Shepp. A variational problem for random Young tableaux.
Adv. Math., 26 :206-222, 1977.

A. Lascoux and J.-Y. Thibon. Vertex operators and the class algebras of symmetric
groups. Zap. Nauchn. Sem. S.-Petersburg. Otdel. Mat. Inst. Steklov. (POMI), 283 :156—
177, 2001.



[Lus76]
[Lus84]
[LZo4]
[Macs1]
[Macgs]
[Matgoa]

[Matggb]
[Meho4]

[Murgo]
[Mur81]
[Mé1oa]
[Mé1ob]
[Mé1oc]

[Mé1od]

[Nak39]
[Nakgoa]
[Nak4ob]
[NSo6]
[Okog7a]
[Okog7b]
[Okooo]

[Okoo1]

G. Lusztig. On the Green polynomials of classical groups. Proc. London Math. Soc.,
33 1443475, 1976.

G. Lusztig. Characters of Reductive Groups over a Finite Field, volume 107 of Ann. of
Math. Studies. Princeton University Press, 1984.

S. K. Lando and A. K. Zvonkin. Graphs on Surfaces and Their Applications, volume
141 of Encyclopaedia of Mathematical Sciences. Springer-Verlag, 2004.

G. Mackey. On induced representations of groups. Amer. |. Math., 73 :576-592,
1951.

I. G. Macdonald. Symmetric functions and Hall polynomials. Oxford Mathematical
Monographs. Oxford University Press, 2nd edition, 1995.

A. Mathas. Iwahori-Hecke algebras and Schur algebras of the symmetric group, vo-
lume 15 of University Lecture Series. Amer. Math. Soc., 1999.

L. Mattner. What are cumulants ? Doc. Math., 4 :601-622, 1999.

M. L. Mehta. Random matrices, volume 142 of Pure and applied mathematics. Acade-
mic Press, 3rd edition, 2004.

F. D. Murnaghan. The characters of the symmetric group. Amer. J. Math., 59 :739—
753, 1940.

G. Murphy. A new construction of Young’s seminormal representation of the
symmetric group. |. Algebra, 69 :287—291, 1981.

P.-L. Méliot. Asymptotics of the Gelfand models of the symmetric groups. arXiv
1009.4047v1 [math.RT], 2010.

P.-L. Méliot. Gaussian concentration of the g-characters of the Hecke algebras of
type A. arXiv 1009.4288v1 [math.RT], 2010.

P.-L. Méliot. Kerov’s central limit theorem for Schur-Weyl measures of parameter
a = 1/2. arXiv 1009.4034v1 [math.RT], 2010.

P.-L. Méliot. Products of Geck-Rouquier conjugacy classes and the Hecke algebra
of composed permutations. 22nd International Conference on Formal Power Series and
Algebraic Combinatorics, arXiv 1009.4285v1 [math.RT], 2010.

T. Nakayama. On Frobeniusean algebras. Ann. Math. Second Series, 40 :611-623,
1939.

T. Nakayama. On some modular properties of irreducible representations of a
symmetric group i. Jap. |. Math., 17 :165-84, 1940.

T. Nakayama. On some modular properties of irreducible representations of a
symmetric group ii. Jap. |. Math., 17 :411—423, 1940.

A. Nica and R. Speicher. Lecture on the Combinatorics of Free Probability, volume 335
of Lecture Notes Series. London Mathematical Society, 2006.

A. Okounkov. On the representations of the infinite symmetric group. Zapiski
Seminarov POMI, 240 :167-230, 1997.

A. Okounkov. Tame representations of the Hecke algebra H(co) and the g-analogs
of partial bijections. Journal of Mathematical Sciences, 87(6), 1997.

A. Okounkov. Random matrices and random permutations. Internat. Math. Res.
Notices, 20 :1043-1095, 2000.

A. Okounkov. Infinite wedge and random partitions. Select. Math. New Series,
7(1) :57-81, 2001.



[Okoosa]
[Okoosb]
[Okoog]

[Ols85]

[Olsgo]
[OO98]
[OPor1]
[OPoz2]

[ORo3]

[Oreg9]
[OVo4]

[PWZg7]
[PXo3]

[Pyn73]
[Pyno6]
[Ramo1]

[Rob38]

[Rot64]

[RRo7]

[RRWo6]

[So6a]

A. Okounkov. Symmetric functions and random partitions. arXiv
math/0309074v1, 2003.

A. Okounkov. The uses of random partitions. In XIVth International Congress on
Mathematical Physics, pages 379—403, 2003.
A. Okounkov. Noncommutative geometry of random surfaces. arXiv

0907.2322v1 [math.AG], 2009.

G. Olshanski. Unitary representations of the infinite symmetric group : a semi-
group approach. In Representations of Lie groups and Lie algebras, pages 181-197.
Academiai Kiad6, Budapest, 1985.

G. Olshanski. Unitary representations of (G, K)-pairs connected with the infinite
symmetric group S(oo). Leningrad Math. Jour., 1 :983-1014, 1990.

A. Okounkov and G. Olshanski. Shifted Schur functions. St. Petersburg Math. .,
9(2) :239-300, 1998.

A. Okounkov and R. Pandharipande. Gromov-witten theory, Hurwitz numbers,
and matrix models, 2001. arXiv math/0101147v2.

A. Okounkov and R. Pandharipande. Gromov-witten theory, Hurwitz numbers,
and completed cycles, 2002. arXiv math/0204305v1.

A. Okounkov and N. Reshetikhin. Correlation function of Schur process with
application to local geometry of a random 3-dimensional Young diagram. J. Amer.
Math. Soc., 16 :581-603, 2003.

R. C. Orellana. Weights of Markov traces on Hecke algebras. J. Reine Angew. Math.,
508 :157-178, 1999.

A. Okounkov and A. M. Vershik. A new approach to the representation theory of
the symmetric groups, II. Zapiski Seminarov POMI, 307 :57-98, 2004.

M. Petkovsek, H. S. Wilf, and D. Zeilberger. A = B. A K Peters. Ltd., 1997.

G. Pisier and Q. Xu. Non-commutative LP-spaces. In Handbook of the geometry of
Banach spaces, volume 2, pages 1459—-1517. North-Holland, 2003.

T. Pynchon. Gravity’s Rainbow. Vintage Books, 1973.

T. Pynchon. Against the Day. Vintage Books, 2006.

A. Ram. A Frobenius formula for the characters of the Hecke algebras. Invent.
Math., 106 :461—488, 1991.

G. Robinson. On the representations of the symmetric group. Amer. |. Math.,
60(3) :745-760, 1938.

G.-C. Rota. On the Foundations of Combinatorial Theory I : Theory of Mobius

Functions. Zeitschrift fiir Wahrscheinlichkeitstheorie und Verwandte Gebiete, 2 :340—
368, 1964.

A. Ram and ]. B. Remmel. Applications of the Frobenius formulas for the charac-
ters of the symmetric group and the Hecke algebra of type A. Algebraic Combina-
torics, 5 :59-87, 1997.

A. Ram, J. B. Remmel, and T. Whitehead. Combinatorics of the g-basis of symme-
tric functions. J. Combinatorial Theory, 76 :231-271, 1996.

P. Sniady. Asymptotics of characters of symmetric groups, genus expansion and
free probability. Discrete Math., 306(7) :624—665, 2006.



[So6b]
[S*10]
[Sché61]
[Ser77]
[Sheoy]
[Shooo]
[Speg8]
[SS99]

[Stag1]
[Stro8]

[Sze39]
[Taky79]
[t'H74]
[Tho64]
[TWo4]

[Ula61]

[Var89]

[Varo8]
[VDNo2]
[Wano4]

[Wat44]

[Wey39]

P. éniady. Gaussian fluctuations of characters of symmetric groups and of Young
diagrams. Probability Theory and Related Fields, 136(2) :263—297, 2006.

W. A. Stein et al. Sage Mathematics Software (Version 4.3). The Sage Development
Team, 2010. http://www.sagemath.org.

C. Schensted. Longest increasing and decreasing subsequences. Canadian Journal
of Mathematics, 13 :179-191, 1961.

J.-P. Serre. Linear Representations of Finite Groups, volume 42 of Graduate Texts in
Mathematics. Springer-Verlag, 1977.

S. Sheffield. Gaussian free fields for mathematicians. Probability Theory and Related
Fields, 139 :521-541, 2007.

T. Shoji. A Frobenius formula for the characters of Ariki-Koike algebras. J. Algebra,
226 :818-856, 2000.

R. Speicher. Combinatorial Theory of the Free Product with Amalgamation and Operator-
Valued Free Probability Theory. Number 627 in Memoirs of the AMS. AMS, 1998.
M. Sakamoto and T. Shoji. Schur-Weyl reciprocity for Ariki-Koike algebras. J.
Algebra, 221 :293-314, 1999.

R. P. Stanley. Enumerative combinatorics. Cambridge University Press, 1991.

E. Strahov. A differential model for the deformation of the Plancherel growth
process. Adv. Math, 217(6) :2625-2663, 2008.

G. Szego. Orthogonal polynomials, volume XXIII of AMS Colloquium Publications.
AMS, 1939.

M. Takesaki. Theory of Operator Algebras I, II, 111, volume 124,125,127 of Encyclopaedia
of Mathematical Sciences. Springer-Verlag, 1979.

G. t'Hooft. A planar diagram theory for strong interactions. Nuclear Physics B,
72 :461-473, 1974.

E. Thoma. Die unzerlegbaren, positive-definiten Klassenfunktionen der abzéhlbar
unendlichen symmetrischen Gruppe. Math. Zeitschrift, 85 :40-61, 1964.

C. A. Tracy and H. Widom. Level-spacing distributions and the Airy kernel. Comm.
Math. Phys., 159 :151-174, 1994.

S. M. Ulam. Monte-Carlo calculations in problems of mathematical physics. In E. F.
Beckenbach, editor, Modern Mathematics for the Engineers, pages 261—281. McGraw-
Hill, 1961.

V. S. Varadarajan. An Introduction To Harmonic Analysis on Semisimple Lie Groups,
volume 16 of Cambridge studies in advanced mathematics. Cambridge University
Press, 1989.

S. R. S. Varadhan. Large deviations. The Annals of Probability, 36(2) :397—419, 2008.

D. V. Voiculescu, K. Dykema, and A. Nica. Free Random Variables. CRM Monograph
Series. AMS, 1992.

W. Wang. Vertex algebras and the class algebras of wreath products. Proc. London
Math. Soc., 88 :381—404, 2004.

G. N. Watson. A treatise on the theory of Bessel functions. Cambridge University
Press, 2nd edition, 1944.

H. Weyl. The Classical Groups. Their Invariants and Representations. Princeton Land-
marks in Mathematics. Princeton University Press, 2nd edition, 1939.



[Wig58]

[Wilo6]
[Witg1]

[WZog2a]
[WZ9g2b]

[You77]
[Zel81]

[Zvoo4]

[Zvoos]

E. Wigner. On the distribution of the roots of certain symmetric matrices. Ann.
Math., 1967 :325-327, 1958.

H. S. Wilf. generatingfunctionology. A K Peters. Ltd., 3rd edition, 2006.

E. Witten. Two-dimensional gravity and intersection theory on moduli space. Jour-
nal of differential geometry, 1 :243-310, 1991.

H. S. Wilf and D. Zeilberger. An algorithmic proof theory for hypergeometric
(ordinary and "g") multisum/integral identities. Invent. Math., 108 :575-633, 1992.

H. S. Wilf and D. Zeilberger. Rational function certification of hypergeometric
multi-integral /sum/"q" identities. Bull. Amer. Math. Soc., 27 :148-153, 1992.

A. Young. The Collected Papers of Alfred Young. University of Toronto Press, 1977.

A. Zelevinsky. Representations of finite classical groups : A Hopf algebra approach, vo-
lume 869 of Lecture Notes in Mathematics. Springer-Verlag, 1981.

D. Zvonkine. An algebra of power series arising in the intersection theory of mo-
duli spaces of curves and in the enumeration of ramified coverings of the sphere,
2004. arXiv :math/0403092v2.

D. Zvonkine. Enumeration of ramified coverings of the sphere and 2-dimensional
gravity, 2005. arXiv math/0506248v1.



	Avant-propos
	I Représentations des groupes symétriques et mesure de Plancherel
	1 Permutations, partitions et représentations du groupe symétrique
	1.1 Groupe symétrique et classes de conjugaison
	1.2 Partitions et fonctions symétriques
	1.3 Tableaux et représentations des groupes symétriques
	1.4 Isomorphisme de Frobenius-Schur et combinatoire des caractères
	1.5 Théorème de Farahat-Higman et éléments de Jucys-Murphy

	2 Combinatoire des observables de diagrammes
	2.1 Coordonnées entrelacées et coordonnées de Frobenius
	2.2 Moments d'un diagramme et graduations sur l'algèbre d'observables
	2.3 Permutations partielles et caractères centraux
	2.4 Cumulants libres et asymptotique des caractères
	2.5 Correspondance de Markov-Krein et topologie des diagrammes continus

	3 Asymptotique de la mesure de Plancherel sur les partitions
	3.1 Problème d'Ulam et correspondance RSK
	3.2 Mesures et processus de Plancherel
	3.3 Loi des grands nombres
	3.4 Théorème central limite

	4 Groupe symétrique infini et processus ponctuels déterminantaux
	4.1 Représentations du groupe symétrique infini
	4.2 Processus ponctuels déterminantaux et mesures de Schur

	5 Permutations aléatoires et matrices aléatoires
	5.1 Théorie asymptotique des matrices aléatoires hermitiennes
	5.2 Équivalence de Baik-Deift-Johansson : l'approche déterminantale
	5.3 Équivalence de Baik-Deift-Johansson : l'approche géométrique


	II Asymptotique des mesures de Plancherel des algèbres d'Hecke
	6 Combinatoire des groupes linéaires finis
	6.1 Réduction de Jordan-Frobenius et classes de conjugaison
	6.2 Isomorphisme de Frobenius-Schur pour GL(n,Fq)
	6.3 Caractères de Deligne-Lusztig et caractères irréductibles
	6.4 Asymptotique des mesures de Plancherel des groupes linéaires finis

	7 Algèbres d'Iwahori-Hecke et q-mesure de Plancherel
	7.1 q-mesures et q-processus de Plancherel
	7.2 Algèbre d'Iwahori-Hecke d'un groupe de Chevalley
	7.3 Caractères des algèbres d'Hecke de type A

	8 Asymptotique de la q-mesure de Plancherel
	8.1 Quantification de l'algèbre des observables
	8.2 Loi des grands nombres pour les premières parts
	8.3 Théorème central limite pour les premières parts
	8.4 Concentration gaussienne des q-caractères

	9 Asymptotique des mesures d'induction parabolique
	9.1 Variété de drapeaux symplectique et algèbre d'Hecke de type B
	9.2 Résultats asymptotiques pour la B-q-mesure de Plancherel
	9.3 Caractères des algèbres d'Hecke de type B et répartitions des parts
	9.4 Groupes quantiques, algèbres d'Ariki-Koike et dualité de Schur-Weyl
	9.5 Mesures d'induction parabolique et algèbres d'Hecke généralisées


	III Asymptotique des mesures de Schur-Weyl et des mesures de Gelfand
	10 Asymptotique des mesures de Schur-Weyl
	10.1 Mesures de Schur-Weyl
	10.2 Asymptotique pour 1/2
	10.3 Asymptotique pour < 1/2

	11 Asymptotique des mesures de Gelfand
	11.1 Modèles de Gelfand des groupes symétriques
	11.2 Décompte des involutions et des racines carrées dans le groupe symétrique
	11.3 Asymptotique des caractères centraux et des formes des diagrammes


	IV Identités génériques dans les algèbres de groupes
	12 Algèbres d'Ivanov-Kerov et d'Hecke-Ivanov-Kerov
	12.1 Permutations partielles et permutations composées
	12.2 Bases du centre d'une algèbre d'Hecke de type A
	12.3 Normes génériques et construction d'une algèbre d'Hecke-Ivanov-Kerov

	13 Fibrés de semi-groupes et limites projectives
	13.1 Fibration d'un semi-groupe par un semi-treillis
	13.2 Chaînes et construction de limites projectives
	13.3 Permutations scindées et nombres de Hurwitz
	13.4 Conjectures sur les produits de classes de conjugaison dans Z(CGL(n,Fq))

	Conclusion et perspectives


