Feuille d’exercices 3 Chatnes de Markov 2024-2025

Objectifs : Calculer la loi invariante d’une chaine de Markov, en particulier en utilisant la notion de
réversibilité (1,2,3,4,5,6,7,8); utiliser le théoreme de convergence vers la loi stationnaire dans le cas ré-
current positif (1,4,5,6,9); utiliser le théoréme ergodique sur les nombres de visites (3,9).

1. Matrices bistochastiques. Soit X un espace d’états fini. On dit qu’une matrice (P(x,y))s yex
est bistochastique si ses coeflicients sont tous dans [0, 1], et si la somme des coeflicients sur une
ligne ou sur une colonne est toujours égale a 1.

(a) Montrer qu’une matrice de transition P est bistochastique si et seulement si la mesure uni-
_ 1 . .
forme 7(r) = —= qc@ est invariante par P.

(b) Application. Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov sur un espace d’états
fini X. On suppose P irréductible et symétrique : P(z,y) = P(y,x) pour tous états x, y.
On suppose aussi que la diagonale de la matrice P n’est pas nulle. Montrer que, st (X,,)nen
est une chaine de Markov de matrice de transition P, alors

1

card(X)

pour n’importe quel choix de mesure initiale 7, et pour tout état = € X.

7Tn(:B) = ]P)m) [Xn = l’] —7n—o0

2. Mesures réversibles, I. Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov sur un espace
d’états fini ou dénombrable. Une mesure positive 7 est dite réversible pour P si, pour tout couple
d’états (z,y) € X2,

m(z) P(z,y) = n(y) Py, z).
Montrer qu’une mesure réversible est invariante pour P. La réciproque est-elle vraie?

3. Marche aléatoire sur un graphe fini. Soit G un graphe (simple, sans boucle) fini, c’est-a-dire
un ensemble fini X de sommets et un ensemble € de paires { # y} de sommets. Le degré d’un
sommet du graphe est

degz = card{y € X|{x,y} € ¢}.
On suppose que degz > 1 pour tout 2 € X. On définit alors une matrice stochastique d’espace
d’états X :

1 .
Py = | Lol
0 sinon.

(a) A quelles conditions sur le graphe G la matrice P est-elle associée a une chaine irréduc-
tible? Si ces conditions sont vérifiées, que faut-il supposer en plus pour avoir une chaine
apériodique?

(b) On suppose jusqu’a la fin de I’exercice que la chaine irréductible. Trouver une mesure de
probabilité réversible pour cette chaine de Markov.

(c) Etant donnée une trajectoire (X,,)o<n<n observée sur un temps long N > 1, avec grande
probabilité, quels sont les sommets du graphe qui sont le plus souvent visités par cette
trajectoire?

4. Les urnes d’Ehrenfest. On considére une urne avec N balles, qui sont réparties dans deux com-
partiments A et B. On note X,, le nombre de balles qui sont dans le compartiment A au temps



n; X, € [0,N], et le compartiment B contient N — X, balles au temps n. L’évolution de la
suite (X, )nen est la suivante. Pour passer de X,, a X1 :

— On tire au hasard "'une des N balles de 'urne, toutes les balles étant équiprobables, et ce
tirage étant indépendant des autres étapes.

— Silaballe tirée au hasard appartient au compartiment A, on la déplace dans le compartiment

B:alors, X, = X, — 1.

— Au contraire, si la balle tirée au hasard appartient au compartiment B, on la déplace dans
le compartiment A : dans ce cas, X, 11 = X, + 1.

(a) Donner la matrice de transition P de la chaine de Markov (X,,),en. Montrer qu’elle est
irréductible sur I’espace d’états X = [0, N].

(b) Calculer 'unique mesure de probabilité invariante 7 pour P. On pourra la chercher réver-
sible. Quelle mesure de probabilité classique obtient-on?

(c) On suppose par exemple que Xy = 0. A-t-on lim,,_, Po[X,, = k] = 7(k) pour tout k € N?

(d) On modifie le modele en supposant qu’a chaque étape, la balle tirée au hasard dans 'urne a
une probabilité § d’étre laissée dans son compartiment, et une probabilité J d’étre changée
de compartiment. Reprendre les questions précédentes avec ce nouveau modele. Quel est le
lien entre les deux matrices de transition des deux modeles?

5. Les urnes de Bernoulli-Laplace. On considére une urne avec N; balles blanches et Ny balles
noires, et avec deux compartiments A et B contenant respectivement a > 1 balleset b > 1
balles; N1 + Ny = a + b, et chaque compartiment peut contenir des balles blanches et des balles
noires. On note X,, le nombre de balles blanches dans le compartiment A au temps n; ¢’est une
quantité entiere entre max(0,a — Np) et min(Ny, a).

(a) Exprimer en fonction des paramétres du modele Ny, No, a, b et de X, le nombre de balles
blanches ou de balles noires dans chaque compartiment au temps n.

Dévolution de la suite (X, ),en est la suivante. Pour passer de X,, a X,,41 :

— On tire au hasard dans chaque compartiment une balle; toutes les balles du compartiment
A sont équiprobables, et de méme pour toutes les balles du compartiment B.

— On échange la position des deux balles tirées au hasard : celle du compartiment A va vers
le compartiment B, et vice versa.

(b) Donner la matrice de transition P de la chaine de Markov (X,,),en. Montrer qu’elle est
irréductible sur Pespace d’états X = [max(0,a — N3), min(a, Ny)].

(c) On suppose dans la suite N; < a < N, : ainsi, le nombre de boules blanches dans le com-
partiment A peut varier entre 0 et N;. Trouver 'unique mesure de probabilité invariante 7
pour P. Quelle mesure de probabilité classique obtient-on?

(d) Pour k € X, montrer que lim,,_,o Pr, [X,, = k] = (k).

6. Découpage de polygones. Soit P un polygone convexe avec au moins 3 cotés, auquel on applique
'opération suivante : on choisit au hasard deux cotés de P, on joint les milieux de ces cotés
et on garde I'un des deux nouveaux polygones convexes plus petits ainsi obtenus. On réitére
cette opération infiniment, et on note (C},),en la suite des nombres de cotés des polygones ainsi



obtenus. On supposera que Cyy = 3, et que les choix de découpage sont indépendants et donnent
une chaine de Markov.

(a) Si C,, = k, montrer que C,,1 € [3,k + 1]. Montrer ensuite que (C},),en est irréductible
sur I’espace des états N>3 = {3,4,5,...}.

(b) On pose X,, = C,, — 3. Montrer que (X, )nen est une chaine de Markov irréductible sur
X = N, et préciser sa matrice de transition P.

(c) Notons que Xy = 0, puisque Cy = 3. Calculer Eo[X,,] pour tout n > 0. En déduire que la
chaine est récurrente irréductible.

(d) On cherche une mesure de probabilité stationnaire 7 pour P (a ce stade, il n’est pas clair qu’il
en existe une, car la chaine pourrait étre récurrente nulle). On pose G(s) = Y 7o, w(k) s*.
Montrer que, si 7P = T, alors

(s—1)G(s) = Z ;Ef)Z (sFT2 —1).
k=0

Dériver cette équation pour trouver une équation différentielle satisfaite par G(s), et en
déduire la valeur de cette fonction.

(e) Montrer que la chaine (X,,)nen est récurrente positive et converge en loi vers une loi de
Poisson de parametre 1.

7. Modele de file d’attente, II. On considére la matrice de transition sur ’espace X = N donnée
par

P0,1)=1 : Vk>1, Pk,k+1)=p : Vk>1, Pk,k—1)=1—p,

p étant un parametre réel dans (0, 1).

(a) On suppose p < 1. Montrer que la chaine de Markov de matrice P est récurrente positive,
et calculer sa loi stationnaire. La chaine est-elle apériodique? Quels résultats limites sont
valables pour cette chaine de Markov?

(b) Toujours dans ’hypothése p < 3, on suppose que I’on part d’une file vide (X, = 0). Comme
P(0,1) =1, X; = 1 et la file est non vide pendant un certain intervalle de temps [[1,7;"]].
Déterminer I’espérance du temps 7, nécessaire pour que la file d’attente soit de nouveau

vide.

(¢) On suppose p = 5. Trouver une mesure invariante de masse infinie pour la chatne de Mar-
kov (X,,)nen de matrice P. Trouver un lien entre (X, )nen et une marche aléatoire simple
symétrique (Y;,)nen sur Z. En déduire que la chalne (X, ) en est dans ce cas récurrente nulle.

8. Chaine de vie et de mort, II. On reprend le modele de la chalne de vie et de mort, qui a pour
espace d’états X = N et pour matrice de transition

Pk, k+1) = py ; P(k,k—1)=q ; P(k, k) =,

avec (P, qr, rr) k>0 famille de réels positifs avec p, + ¢ + 7 = 1 pour tout k, et ¢go = 0. On a
montré dans un exercice du précédent chapitre que la chalne de Markov avec cette matrice de
transition était récurrente irréductible si et seulement si p, > 0, ¢x > 0 pour tout k > 1 et



[e'e] ! qi\ A / .. . .
Zl:O(Hj:l p_]) = +00. Montrer que la Chalne est recurrente pOSlthC S1 et Seulement S1

%s) l

Z Pi—1 < +00.

—o \j=1 ¥

Dans ce cas, donner la mesure de probabilité stationnaire. Donner aussi une condition nécessaire
et suffisante simple pour I’apériodicité de la chaine de Markov.

9. Mesures réversibles, II. Soit P une matrice stochastique irréductible sur un espace d’états X. On
suppose que la chaine de Markov associée est récurrente positive, ce qui est automatiquement
le cas si ’espace d’états est fini; on note 7 la mesure de probabilité stationnaire. Lobjectif de
I’exercice est de montrer I’équivalence entre les deux conditions suivantes :

— La mesure 7 est réversible : w(z) P(x,y) = m(y) P(y, z) pour tous états z,y € X.

— Pour tout n > 2 et tout n-uplet d’états (1, z2, . .., zy,),
P(x1,@2) -+ P(@n-1,2y) P(@n, 21) = P(x1,20) P(n, Tn-1) - - - P32, 71).

Autrement dit, le produit des probabilités de transition 1 — x5 — -+ — 2, — 7 est
le méme si 'on prend le « cycle » dans I'autre sens : 7 — x, — -+ — 29 — 1. Clest le
critere de Kolmogorov.

(a) Montrer que si 7 est réversible, alors le critére de Kolmogorov est vérifié.

(b) On suppose dans les questions suivantes que le critére de Kolmogorov est vérifié. Montrer
que pour tous états x, y, et tout n > 1, on a

P"(x,y) P(y,z) = P(z,y) P"(y,z).

(c) On suppose la chaine apériodique. Déduire de la question précédente que 7 est réversible
pour P.

(d) On ne suppose plus la chalne apériodique. Montrer qu’on a, pour tous états x et ¥,

N
1
7 2 P @) = T(y).
n=1

En déduire de nouveau que la mesure 7 est réversible si le critere de Komogorov est vérifié.

(e) Application. Soit P une matrice stochastique irréductible d’espace des états X fini, et dont le
graphe dirigé Gp ne contient pas de cycle : il n’existe pas de suite de sommets tous distincts
Ty # X9 # o+ F# xyavecn > 3et Plxy,xe) - P(vp_1,2,) P(x,,x1) > 0. Cest par
exemple le cas du modele de la ruine du joueur. Montrer que la mesure stationnaire pour P
est forcément réversible.

10. Unicité de la loi stationnaire. Soit P une matrice stochastique irréductible sur un espace d’états
X fini ou dénombrable. L'objectif de I’exercice est de donner une preuve élémentaire du fait
suivant : si P admet une mesure de probabilité invariante, alors celle-ci est unique. Dans ce qui
suit, on ne suppose pas a priori que la chaine associée a P est récurrente (s’il existe une mesure
de probabilité invariante, on sait a posteriori que ceci implique la récurrence positive).

(a) Pour x € Ry, on pose ¢(z) = 5. Montrer que pour tous réels positifs x4, ..., x, et tous

poids positifs py, ..., p, telsque py +p2 + -+ p, =1,0na

¢ Zpi% ZZPW(%‘)-
i=1 i=1



Etendre cette inégalité au cas d’une suite (z;);>; et d’une distribution discrete (p;);>1 avec
g D
o0 — SR D USRIV 2
Yo, pi = 1. Quand a-t-on égalité dans cette inégalité

(b) On suppose donnée une mesure de probabilité 7 sur X invariante par P, et on définit
’entropie d’une autre mesure de probabilité i sur X par la formule suivante :

_ pz)
z€X
Justifier du fait que cette quantité est bien définie. Montrer que pour toute mesure de pro-

babilité i sur X, on a
E(uP) > E(p).

(c) On suppose pour cette question que P(x, y) > 0 pour tout couple (z,y) € X2. Montrer
qu'on a egahte dans la question precedente si et seulement si 1 = 7. En déduire dans ce cas
I’unicité de la mesure de probabilité stationnaire.

(d) Dans le cas général, on pose P(z,y) = S°° | 57 L Pn(z,y). Montrer que &(uP) > £y ) ) pour
toute mesure de probabilité p, avec égalité si et seulement si u = 7. En déduire que si P est
une matrice irréductible, alors il existe au plus une mesure de probabilité invariante par P.



