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Chapitre 1

Propriété de Markov

Les premiers résultats classiques de la théorie des probabilités (la loi des grands nombres, le
théoréme central limite, etc.) concernent les suites (X,,),en de variables aléatoires indépendantes :
pour tout n € N, X,,; est indépendant des variables précédentes Xy, . . ., X,,. On peut se demander
ce qui se passe si ’'on relaxe un peu cette hypothese, en demandant par exemple que

« X, 11 ne dépend du passé (les variables Xy, ..., X,,) qu'au travers de la derniere variable X, ».

L’objectif de ce premier chapitre est de formaliser cette idée, et d’étudier les premiéres propriétés
des suites de variables aléatoires correspondantes, quon appellera chaines de Markov.

1. Matrices de transition et chalnes de Markov

On fixe dans tout ce chapitre un ensemble X fini ou dénombrable, donc en bijection avec
une partie de ensemble des entiers N. On dit que X est un espace d’états. Nos suites de variables
aléatoires prendront leurs valeurs dans X ; cette restriction interdit par exemple de considérer des
chaines de Markov a valeurs dans I’ensemble non dénombrable des réels R, mais elle peut étre levée
sans grandes difficultés si 'on approfondit un peu la théorie qui sera développée ici. U'avantage de
cette restriction est qu’elle ote la plupart des subtilités de théorie de la mesure. Une probabilité sur
X est une famille de nombres réels positifs (p(x)).cx telle que

> pla) =1.
reX
Etant donnée une telle probabilité p, la probabilité d’une partie A C X est p(A) = Y wea P(T).

DEerINITION 1.1 (Matrice stochastique). Une matrice stochastique, ou matrice de transition sur X
est une famille (P(x,y))yex de nombres réels positifs telle que, pour tout x € X,

ZP(m,y) = 1.

yeX

Autrement dit, pour tout x € X, P(x,-) est une probabilité sur X.

ExempLE 1.2. Sur X = {1, 2, 3}, la matrice suivante est une matrice stochastique :

12
033
|1 1 1
P_263
1 n 3
404

En effet, les entrées de la matrice sont positives (au sens large), et la somme sur chaque ligne vaut 1.

Dans tout ce qui suit, étant fixé un espace d’états X, une probabilité (7(z)) ,ex sur X sera toujours
donnée par un vecteur ligne; par exemple, 7 = (3,3, 3) est la probabilité uniforme sur Iespace
{1,2,3}. Si Pespace d’états est infini, il faut s’imaginer un vecteur ligne de longueur infinie. Cette
convention d’écriture permet I’observation suivante :

PrOPOSITION 1.3. Soit P une matrice stochastigue sur un espace d’états X.
1



2 1. PROPRIETE DE MARKOV

(1) Pour toute probabilité m = (w(x))pex sur X, le produit matriciel wP est une nouvelle proba-
bilité sur X.

(2) Pour toute autre matrice stochastique Q sur X, le produit matriciel P() est encore une matrice
stochastigue.

DEMONSTRATION. Supposons pour commencer que X est un ensemble fini de taille N : une
probabilité sur X est un vecteur ligne de taille N, et une matrice stochastique sur X est une matrice
de taille N x N. Si 7 est une probabilité sur X et si P est une matrice stochastique sur X, alors pour
tout z € X,

(7P)(z) = > w(w) P(w,x).

weX

Cette quantité est positive en tant que somme de nombres positifs, et on obtient bien une nouvelle

probabilité, car
d (@P)x)= D w(w)Pw,x)=> w(w)=1

z€X (w,z)eX? weX

en utilisant la propriété de matrice stochastique pour la seconde identité, et le fait que 7 est une
probabilité pour la derniére identité. Ceci prouve le premier point, et le second point s’en déduit
immeédiatement, car pour tout = € X,

(PQ)<I7) - P(ZE,) X &

ligne d’une matrice stochastique ~ matrice stochastique

= probabilité x matrice stochastique = probabilité.

Si X est un ensemble infini (dénombrable), ceci ne change rien : la seule différence est que les sommes
considérées peuvent maintenant étre des séries de nombres positifs. Notons qu’en régle géneérale,
on ne peut pas définir correctement le produit matriciel pour des matrices de taille infinie, a cause
de problemes de sommabilité ; mais il n’y a pas de probléme si tous les coeflicients des matrices sont
positifs, et ce sera toujours le cas dans nos calculs. O

Fixons une matrice de transition P sur un espace d’états X. Une chalne de Markov de matrice
P sur X est une suite (X,,)nen d’éléments aléatoires de X, dont la loi, qui est une probabilité sur
’ensemble X, vérifie certaines propriétés qui seront décrites ci-dessous (voir Définition 1.5). L'une
des difficultés de la théorie des chaines de Markov est que I'on doit manipuler des probabilités sur
’ensemble X de toutes les suites a valeurs dans X ; or, dés que card(X) > 2, cet ensemble est non
dénombrable, et manipuler des probabilités sur un tel ensemble pose des problemes de théorie de
la mesure. Le paragraphe suivant donne des définitions et des résultats qui vont nous permettre de
surmonter ces obstacles théoriques. Par souci de rigueur, certains énoncés dans ce qui suit utilisent
les notions usuelles de théorie de la mesure (tribu, partie mesurable, etc.), mais c’est a peu pres
le seul endroit du cours ou on en aura besoin, et on peut sans doute comprendre tout le reste
indépendamment de ces arguments.

On appelle trajectoire une suite (x,,),en d’états de espace X. Un cylindre a horizon N > 0 est
un ensemble de trajectoires de la forme

C(yo, 1, - -, yn) = {trajectoires (Tn)nen | Zo = Yo, 21 = Y1, .., TN = YN };

c’est donc une partie de X. On note Fy la plus petite tribu sur I’ensemble X" qui contient tous
les cylindres a horizon N (on rappelle qu’une tribu est un ensemble de parties qui contient ) et
XN, qui est stable par union dénombrable, par intersection dénombrable et par complémentaire).
Il est facile de voir que les événements de Fy sont toutes les unions dénombrables de cylindres a
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horizon N :

Fy = |_| C(yo,---,yn), A partiede XN
(yo,.‘.,yN)EA

Chaque cylindre a horizon N est une union disjointe de cyclindres a horizon N + 1 :
C(y07y17"'7yN |_| C y07y17"'7yN7yN+1)'
YnN4+1€EX
Ceci implique que les tribus Fy sont croissantes pour I'inclusion :
FoCF CFC- CFNCFnp C---

Lorsqu’on observe des trajectoires dans XV, il faut comprendre Fy comme I’ensemble des événe-
ments qu’on peut mesurer en se fondant uniquement sur ce que I'on peut voir jusqu’au temps N.

THEOREME 1.4 (Kolmogorov). Soit F la plus petite tribu sur X~ qui contient toutes les tribus Fy.

(1) La donnée d’une probabilité p sur | Jy o Fn est équivalente a la donnée de toutes les probabi-
lités de cylindres p(C (yo, . . ., yn)), avec la régle de compatibilité

p<C(y077yN>) = Z p(C(you'-'7yN7yN+1))
YN+1E€X
pour toute famille finie (yo, . .., yn).

(2) Supposons donnée une telle fonction p. Alors, il existe un unique prolongement de p a toute la
tribu F, qui en fait une mesure de probabilité sur cette tribu.

Le théoreéme ci-dessus indique que, pour définir correctement une probabilité p sur 'ensemble X"
de toutes les trajectoires, il suflit de la définir sur les cylindres. Notons que la tribu F est en général
strictement plus grande que 'union |y oy Fn. En effet, si 2 € X, alors I’événement

E = {(n)nen | Tn = x pour n assez grand}

n’est pas dans |y Fn (on ne peut pas décider si une suite est stationnaire a x a partir d’observa-
tions a horizon fini), mais il est bien dans la tribu F, car

E=J [ () Gl =2}

NeN \M>N

c’est donc I'union dénombrable d’intersections dénombrables d’événements dans les tribus Fj;.
Nous admettrons le théoréme 1.4 sans démonstration; la premiére partie est tres facile, et la se-
conde peut par exemple étre prouvee en utilisant le lemme de classe monotone. Tout ceci n’est pas
vraiment important pour la suite, mais rend rigoureux la définition suivante.

DeriNtTION 1.5 (Chaine de Markov). Soit X un espace d’états (fini ou dénombrable), et P une
matrice stochastique sur X. Une chaine de Markov de matrice de transition P est une trajectoire aléatoire
(X )nen € XN, dont la loi est donnée sur les cylindres par la formule suivante :

P[Xo =z, X1 = 21,..., XNy = 2n] = mo(x0) P(20,21) P(21,22) - - P(xn-_1,2N),
7o Etant une certaine mesure de probabilité sur X. On dit alors que 7y est la loi initiale de la chaine de
Markov; P[ Xy = xo] = mo(xo) pour tout xo € X.
Si la loi initiale 7o est donnée, alors la fonction définie sur les cylindres par

p(C(xg, ..., xN)) = mo(z0) P(xo, 1) - P(TNn_1,TN)
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est bien une probabilité, et elle vérifie bien la condition de compatibilité du premier point du
théoréme 1.4. En effet, pour voir que p est une probabilité, notons qu’elle prend bien ses valeurs
dans [0, 1] pour tout cylindre, et qu’on a bien

=p ( | ] C(iUo)) = > molxo) = mo(X) = 1.

zo€EX zro€EX

Pour la compatibilité, on utilise le caractere stochastique de la matrice de transition P :

Z p(C(Yo, - - yn+1)) = Z To(yo) P (Yo, y1) P(y1,92) - - P(yn, yn+1)

YN+1E€EX ynN+1€X

= 70(Y0) P(yo,v1) - - P(yn—1,yn) Z P(yn,yn+1)

YN+1€X

= Wo(yo) P(yo, yl) T P(?/N—la ?JN) = p(C’(yo, S vyN))~

Par conséquent, si on se donne 7 et P, alors par le théoreme de Kolmogorov 1.4 il existe une
unique probabilité sur les trajectoires dans X" qui vérifie la formule de la définition 1.5. On notera
cette probabilité P(p, ) ou plus simplement P, la matrice P étant sous-entendue. La theéorie des
chaines de Markov est I’étude des propriétés des suites de variables aléatoires (X,,),en qui suivent
une loi P(p )~ Pour I'instant, si P est 7y sont données, alors il n’est pas tout a fait clair qu’il existe
bien des suites de variables aléatoires (X),),en qui sont des chaines de Markov de loi P(p ) ; cette
question sera résolue dans le prochain paragraphe. Nous donnerons aussi dans la prochaine section
des exemples importants de chaines de Markov. Voyons d’abord quelques conséquences immédiates
de la définition 1.5. Soit (X, )nen une chaine de Markov de loi P(p ) sur un espace d’états X. Pour
n > 1, on note m, la loi de X,, (dite loi marginale) : m,(x) = P[X,, = z]. Cette loi se calcule
facilement a ’aide de P et 7y :

ProrosrTioN 1.6 (Lois marginales). Soit (X,,)nen #ne chaine de Markov de loi initiale 7, et de
matrice de transition P. Pour tout n > 0, la loi marginale ,, est donnée par le produit matriciel :

T, = mo P".

DEMONSTRATION. Pour calculer 7, (), on peut sommer sur toutes les possibilités pour les va-

riables Xo, Xl, e 7Xn—1 :

ﬂ-n('r) - Z ]P)ﬂ'o[XO :I(]aXl :x17"'7X1’L—1 :.Tn_l,Xn:fE]

(20,@1,sTn—1)EXN

— Z mo(zo) P(xg, x1) P(z1,29) - -+ P(xp_1, 7).

(20,21, sTn—1)EXT
On reconnait la somme sur les indices qui donne le produit matriciel (7o P™)(x). O
ProrosrTioN 1.7 (Chaines de Markov et probabilités de transition). Soit (X,,),en #ne chaine
de Markov de loi initiale 7y et de matrice de transition P. Pour tout n > 0, la loi conditionnelle de
X1 sachant (X, ..., X,) est P(X,,-). Autrement dit, pour tout vecteur (g, x1,...,T,) tel qgue
Pl Xo=20,...., X =2, #0,0na

P [ Xni1 = 2| Xo = x0,..., Xy = 2] = Pz, 7).
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DEMONSTRATION. Par définition d’une probabilité conditionnelle,

P [Xo=z0,..., Xy = 2p, Xyi1 = 7
P [Xo = zo, ..., Xy = 2]

mo(zo) P(xo, 1) -+ P(Tp—1, ) P(xp, x)

N mo(xo) P(xo, 1) - - P(xp_1,xy)

= P(x,,x).

]P)ﬂ-OI:XnJrl :x\onxO,...,Xn:xn] =

Notons que réciproquement, si (X,,)nen est une trajectoire aléatoire dans XN qui vérifie P[X, =
z] = mo(x) pour tout z € X et qui vérifie la conclusion de la proposition, alors c’est une chaine
de Markov de loi initiale 7y et de matrice de transition P. En effet, raisonnons par récurrence et
supposons établie jusqu’au rang N la formule pour les probabilités des cylindres. Alors, au rang
N + ].’

P[Xo =20, ..., Xn41 = Tny1]
=P[Xo =w0,..., Xy = 2n|P[Xnj1 = 2n11 | Xo = 20, ..., Xy = 2p]
= (70(330) P(I'Oaxl)"'P(foleN)) P(JCN,OCNH)’

d’ou la formule au rang N. Ainsi, la proposition 1.7 est une définition alternative des chaines de
Markov. O

REMARQUE 1.8. La proposition 1.7 implique pour une chalne de Markov (X, ),en de matrice P
la formule

P X, =2|X, =2, =Pz, x).
Remarquons néanmoins que ceci ne suffit pas pour avoir une chaine de Markov : on veut que la loi

de X, 1 conditionnellement a tout le début de la trajectoire { Xy = xo, ..., X,, = x,,} ne dépende que
de I’état au temps n, et soit la loi de transition P(x,, -).

La proposition précédente montre que la définition 1.5 coincide avec 'objectif de départ : étant
donnée une chalne de Markov (X,)nen, la loi de X, 1 conditionnellement a X, est indépendante
du passé (Xo,...,X,_1), et elle est donnée par la matrice de transition P(X,,,-). Pour conclure
cette introduction des chalnes de Markov, expliquons comment calculer ’espérance d’une fonction
f(X,,) d’une chalne de Markov. Dans tout ce qui suit, une fonction f sur I'espace d’¢tats X sera
toujours représentée par un vecteur colonne, sauf si cette fonction est une mesure de probabilite
(dans ce cas, on a convenu précédemment d’utiliser des vecteurs lignes). Par exemple, la fonction
f(x) =2z sur X = {1, 2,3} est représentée par le vecteur

N
I
(SRS V)

Avec ces conventions d’écriture :

ProrosiTioN 1.9 (Espérance d’une fonction d’une chaine de Markov). Soit (X,,)nen #ne chaine
de Markov de loi initiale Ty et de matrice de transition P, et f une fonction positive ou bornée sur X.

(1) Lespérance conditionnelle de f(X,, 1) sachant X,, = x vaut
Eoo [ (Xnp1) [ X = 2] = (P[)(2),

on P f est le produit matriciel de la matrice P par le vectenr f.

(2) Lespérance de f(X,,) est
B [f (Xn)] = mo P f.
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DEMONSTRATION. Notons pour commencer que si P [X,, = ]| # 0, alors pour tout y € X,
Pro[Xni1 =y | X, = 2] = P(z,y). En effet,
Pro[Xnt1 =y | Xy = 1
= Z IP)W()[XO :wa--vXn—l :xn—l]]Pwo[Xn—ﬁ—l :y|XO :xl);-"aXn—l :mn—bXn :QZ']

(xo,.‘.,:rn_1)€%"
= Z P [Xo=z0,...,Xpn-1=xs1] P(x,y) = P(x,y).
(z0yeeeyTn—1)EX"
La premiére partie de la proposition s’en déduit immédiatement :
E[f(Xo) | Xo=a] = Y PXon =y | Xo =2] f(y) = D Pla,y) f(y) = (Pf)(x).
yeX yeX
La seconde partie de la proposition est une conséquence triviale de la proposition 1.6 :

E[f(X,)] = 3 B[X, = a] f(z) = 7 | = 70 P". O

zeX

2. Construction et exemples de chalnes de Markov

Nous avons défini précédemment les chalnes de Markov en précisant la forme de leurs lois
trajectorielles, mais ce n’est sans doute pas trés intuitif. Dans cette section, nous allons expliquer
comment construire explicitement une chaine de Markov de loi initiale et matrice de transition
données, et présenter des exemples. Une notion utile est celle de graphe d’une matrice de transition.
Supposons donnés un espace d’états X et une matrice de transition P sur X. Le graphe de P est le
graphe dirigé Gp :

— dont ’ensemble des sommets est X ;

— avec une aréte dirigée de © € X versy € X st P(z,y) > 0; dans ce cas, on accole une
étiquette P(z,y) a cette aréte.

Par exemple, le graphe de la matrice stochastique de ’exemple 1.2 est dessiné sur la figure 1.1.

3
4

FIGURE 1.1. Graphe de la matrice de transition de 'exemple 1.2.
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DEFINITION INTUITIVE. Soit P une matrice stochastique sur un espace d’états X, et mo une mesure de
probabilité sur cet espace. Pour construire une chaine de Markov (X,,)nen de loi P(p ), on peut procéder
comme suit :

(1) On choisit un premier état aléatoire X suivant la loi .

(2) Supposons construits les états Xo, ..., X,. Si X,, = x, alors pour obtenir X, 11, on tire an
hasard une variable aléatoire de loi P(x,-) et indépendante de tous les choix précédemment
effectués.

Ainsi, la chaine de Markov (X,,)nen est une marche aléatoire sur le graphe de la matrice P, la probabilité
d’un sant (X, = x) = (X411 = y) étant donnée par P(x,y).

Le point délicat de la définition intuitive ci-dessus est I« indépendance de la transition X,, —
X11 de tous les choix précédemment effectués ». Le théoréme ci-dessous rend rigoureux cette idée,
et démontre également ’existence d’une chaine de Markov (X, ),en de loi P(p ) pour n’importe
quelle matrice stochastique et n’importe quelle loi initiale sur un espace d’états X.

THEOREME 1.10 (Représentation des chalnes de Markov). Soit X un espace d’états, o une proba-
bilité sur X.

(1) Supposons données :
— une variable X, de loi o sur X ;

— une suite de variables aléatoires (&,,)nen a valenrs dans un espace mesurable (E, E), ces
variables étant identiquement distribuées, indépendantes entre elles et indépendantes de
la variable X, ;

— une fonction mesurable f : X x E — X.
On définit par récurrence la suite (X,,)nen en posant pourn > 0 :
X1 = [(Xan, ).
Alors, (X,))nen est une chaine de Markov sur X de loi initiale my et de matrice P(z,y) =

]P[f(.ilj, 60) = y]

(2) Réciproquement, pour toute matrice stochastique P, on peut effectuer la construction ci-dessus,
et on peut méme supposer que E = [0, 1) et que (&) nen est une suite de variables indépendantes
et de loi uniforme sur [0, 1).

DEMONSTRATION. Pour la premiére partie de la proposition, il suffit de vérifier que (X,,),en a
les lois trajectorielles de la définition 1.5. Soit (xg, x1, . .., 2y ) des états dans X. On calcule :

]P)[XO:ZE(),Xl :ZEI,XQZZL’Q...,XN:[EN]

= P[Xo = x0, f(Xo,&) = 71, f(X1,&) = 22, ..., f(Xn_1,8n-1) = ]

= P[Xo = w0, f(w0,%0) = 1, f(21,&1) = 22, ..., f(wn_1,n-1) = ZN]

= P[Xo = 20] P[f (70, &0) = 21] P[f(71,61) = 2] - - - P[f(xn-1,8n-1) = 7N]
= P[Xo = o] P[f (w0, &) = 1] P[f(21,&0) = 22| - - - P[f(wn-1,60) = 7N]

= mo(xg) P(xo, 21) P(x1,22) - P(xy_1,2N)

en utilisant a la troisiéme ligne I'indépendance de X et des variables >0, et a la quatrieme ligne
le fait que toutes les variables &, ont la méme loi. Ainsi, (X,,),en est bien une chaine de Markov de
101 ]P)( P,mo)-
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Pour la seconde partie, fixons X, 7y et P, ainsi qu'une suite (§,),>—1 de variables i.i.d. (in-
dépendantes identiquement distribuées) de loi uniforme sur [0, 1) : pour tout n et tout intervalle
[a,b) € [0,1),

Pla <&, <b=b—a.
Comme X est fini ou dénombrable, on peut numéroter ses éléments x1, x, ... Notons alors que,
pour toute probabilité p sur X, la suite de nombres réels (3>, p(z;))x>0 est croissante, commence
a 0 et se termine par 1 si X est fini, ou tend vers 1 si X est infini dénombrable. On utilise la variable
&_1 pour choisir au hasard X de loi g :

k-1 k
Xo =, ouk est!’'unique indice tel que Z mo(z;) <& < Z 7o (Z;)-
i=1 i=1
On obtient bien une variable de loi 7, car
k-1 k k k=1
]P)[XO = Ik} =P Zﬁo(l’i) < §_1 < Z?TQ(ZEZ') = Z?TO(ZEi) — Zﬂ'o(l’,’) = Wg(xk>.
i=1 i=1 i=1 i=1
Définissons maintenant la fonction f : X x [0, 1] — X a peu pres de la méme fagon :
k-1 k
f(x,&) =z, ouk est’'unique indice tel que Z P(x,z;) <¢&< ZP(:c,xi).
i=1 i=1
Alors, on a bien
k-1 k k k=1
Plf(z, &) = 2] =P ZP(%%) <& < ZP(%%’) = ZP(%%‘)—ZP(I;%) = P(z, zy)
i=1 i=1 i=1 i=1

pour tout z; € X, donc par la premiére partie de la proposition, la suite (X,,),en définie par la
récurrence X, 11 = f(X,,&,) est une chaine de Markov de loi Pp ). O

REMARQUE 1.11. D’apres le théoréme précédent, sil’on dispose d’une suite de variables aléatoires
(&1)nen 1.1.d. uniformes sur [0, 1), alors on peut construire n’importe quelle chaine de Markov. D’un
point de vue pratique, si 'on veut simuler une variable £ de loi uniforme sur [0, 1) (par exemple
avec un ordinateur), il suffit de disposer d’une suite de lancers de pile ou face indépendants (b,,),>1
avec P[b,, = 0] = P[b, = 1] = 5 pour tout n. En effet, le réel aléatoire dont Iécriture en base 2 est

€=0.biby by

suit alors une loi uniforme sur [0, 1). Donc, on peut tres facilement simuler une chaine de Markov a
I’aide d’un ordinateur ; dans Python par exemple, pour obtenir un réel aléatoire uniforme sur [0, 1),
on utilise la commande

import random
random.random()

ExempLE 1.12 (Suites de variables i.1.d.). Soit 7 une mesure de probabilité sur un espace d’états
X, et (X,,)nen une suite de variables 1.i.d. a valeurs dans X, avec P[X,, = 2] = 7(z) pour toutn € N
et tout x € X. Alors, (X,,),en est une chalne de Markov de matrice de transition

P(x,y) = 7(y).

En effet, on peut utiliser le théoreme de représentation avec £ = X, X, 11 = §, et f(x,y) = y. Ce
n’est pas un exemple trés intéressant (la probabilité d’une transition (X,, = z) — (X,4+1 = y) ne
dépend pas de z), mais ceci montre que la théorie des chalnes de Markov généralise celle des suites
de variables indépendantes.
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ExempLE 1.13 (Ruine du joueur). Soit M un entier plus grand que 1, et p € (0, 1) un nombre
réel. On considere la chaine de Markov d’espace d’états X = {0,1,2,..., M} = [0, M], et de
probabilités de transition

Wk < M—1, Pk,k+1) = p:
Vk>1, P(kk—1)=1-p;
P(0,0):l—p ) P(M,M):p

Le graphe de cette chaine de Markov est :
p p p
S O==0=0
-p —-Pp

Cette chaine de Markov modélise la quantité d’argent d’un joueur qui participe a chaque temps n a
un jeu ou il a une probabilité p de gagner et d’augmenter ses fonds d’une unité, et une probabilite
1 — p de perdre et de voir ses fonds diminuer d’une unité. Le nombre M est la quantité totale
d’argent mise en jeu et que le joueur peut remporter. On parle de la chaine de Markov de la ruine
du jouenr; ’'un des problémes importants que nous résoudrons dans ce chapitre est le calcul de la
probabilité de ruine

P[la chaine atteint I’état 0 avant Iétat M | Xy = &].

Il existe un certain nombre de variantes de cette chaine, avec les mémes probabilités de transition
sauf pour P(0,-) et P(M,-). En particulier, une alternative assez fréequemment étudiée est le cas
ou P(0,1) = P(M,M — 1) = 0 et P(0,0) = P(M,M) = 1; si 'on imagine un jeu au casino,
cette modification implique que le jeu s’arréte lorsque le joueur est ruiné et atteint 0, ou lorsqu’il a
remporté tout I’argent de la banque en atteignant I’état M.

ExempLE 1.14 (File d’attente). Modifions légérement I’exemple précédent en prenant I’espace
d’états X = N, avec essentiellement les mémes probabilités de transition que précédemment :

Vk>1, P(k,k+1)=p;
Vk>1, P(k,k—1)=1—p;
P(0,1) = 1.

C’est le cas M = 400 dans le modele de la ruine du joueur, avec également une modification de la
probabilité de transition P(0, -).

I—p 1—p

La chaine de Markov avec ces probabilités de transition modélise le nombre de personnes dans une
file d’attente avec un seul guichet :

— si la file d’attente est vide a I’étape n (X, = 0), I’étape suivante correspond a ’arrivée d’un
nouveau client et on a donc X,, 11 = 1 avec probabilité 1.

— si la file d’attente est non vide a Iétape n (X,, = k > 1), I’étape suivante correspond soit
a l’arrivée d’un nouveau client (X,,11 = k + 1), soit au départ du client au guichet dont
la demande a été traitée (X,,+1 = k — 1). Certaines hypotheses de modélisation menent
aux valeurs de probabilités de transition P(k,k + 1) = pet P(k,k —1) =1 — p pour un
certain paramétre p mesurant la différence entre la frequence d’arrivée de nouveaux clients
et la frequence de traitement des demandes (voir les exercices en fin de chapitre pour plus

de détails).
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Des questions importantes pour ce modeéle sont : est-ce qu'on a avec probabilité non nulle X,, —
+00 (explosion de la chaine)? Quel est le nombre moyen de personnes dans la file au cours d’un
long intervalle de temps? Partant de X, = k, combien de temps en moyenne faut-il attendre pour
que la file d’attente se vide?

ExempLE 1.15 (Marche aléatoire sur Z). On peut encore modifier I’exemple de la ruine du joueur
en retirant les deux bornes inférieure et supérieure de ’espace d’états : on prend X = Z et

Plek+1)=p :; Plk-1)=1—p

pour tout k € Z. Cest la marche aléatoire sur 7 de paramétre p : a chaque étape, on fait un saut vers
le haut avec probabilité p et vers le bas avec probabilité 1 — p. Une construction possible de cette
chaine est a partir de variables de Bernoulli indépendantes (&, ),en avec

P&, =+1]=p ; P&=-1=1-p

Alors, X,, = Xo+ & + -+ - + &, est une chaine de Markov sur Z avec matrice de transition donnée
par les formules ci-dessus. On étudie tres souvent le cas ou Xy = 0 presque sirement ; autrement
dit, my = g est le Dirac en 0, avec

1 sitk=0,

0 sinon.

Wo(k') =

On notera la loi de chaine de Markov Py au lieu de Ps, ; plus généralement, étant donnée une chaine
de Markov sur un espace d’états X, si la loi initiale est le Dirac en un point d,, on notera toujours
P, au lieu de P5, la loi associée sur X. Pour la marche aléatoire sur Z, le cas le plus intéressant est
sans doute celui ou p = 1 — p = £ (marche aléatoire symétrigue). Une trajectoire de cette marche
aléatoire sous la loi Py est dessinée ci-dessous.

101
0 M . 5 T n
A 100 \/W 200

FIGURE 1.2. Marche aléatoire symétrique sur Z.

La loi des grands nombres et le théoréme central limite donnent des informations sur la dis-
tribution de X, = &§ + & + -+ + &, a n fixé (grand), mais pas sur I’aspect de toute la trajectoire
(X1, Xa,...,X,). En particulier, voici quelques questions importantes que I'on pourra résoudre
avec la théorie des chaines de Markov (les réponses dépendent de la valeur du parametre p) :

— combien de fois la trajectoire passe-t-elle par 0? quel est la durée moyenne entre deux
passages en 0? quelle est la loi du temps aléatoire séparant deux passages en 0?

— la trajectoire reste-t-elle bornée? peut-elle tendre vers +00 ou —0o? combien de temps
faut-il attendre pour atteindre un niveau k € Z, partant de X, = 0?

ExempLE 1.16 (Marche aléatoire sur un graphe). On a expliqué précédemment comment asso-
cier & une matrice stochastique P un graphe dirigé Gp, de sorte que la chaine de Markov de matrice
P est une marche aléatoire sur ce graphe avec des probabilités de saut données par P. Il y a aussi une
fagon canonique d’associer a un graphe non dirigé G une matrice stochastique Py d’espace d’états
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’ensemble des sommets de G. Considérons ainsi un graphe G = (X, €), c’est-a-dire un ensemble
dénombrable de sommets X et un ensemble d’arétes

¢ C {paires {z, y} d’éléments distincts de X}.
On supposera que pour tout sommet z € X,
degz = card({y € X|{z,y} € €}) est fini et supérieur a 1.

Autrement dit, tout sommet du graphe a au moins un voisin, et n’en a qu'un nombre fini. Attention,
ceci n’implique pas que G soit un graphe connexe. La matrice de transition canoniquement associée
au graphe G est :

1

Fol,9) = Segr sinon

si y est un voisin de x,

On obtient bien une matrice stochastique, car pour tout = € X,

1 deg x
P - 1y = —1
Z a(7,9) deg yezx @) ™ Jegx

yeX

La chaine de Markov de matrice Py est appelée marche aléatoire sur le graphe G. Par exemple, la
marche aléatoire symétrique sur Z (p = 1) est la marche aléatoire sur le graphe :

-3 -2 -1 0 1 2 3

- e . . . . . L

Un exemple intéressant de marche aléatoire sur un graphe est le cas du réseau Z? : G = (X, €) avec
X="7%et

¢ = {{(z1.91), (22,92} w1 — 22| + |y1 — 1] = 1}.
Dans le réseau, chaque sommet est connecté a quatre voisins aux quatre points cardinaux nord,
sud, est et ouest, et la probabilité de transition vers chaque direction est égale a 1. Un exemple de
trajectoire de la marche aléatoire sur ce graphe apparait ci-dessous (en partant du point (0,0), on a
dessiné les 1000 premiers pas, la couleur passe de bleu a rouge au fil des étapes).

FiGURE 1.3. Marche aléatoire sur le réseau Z2.

On a le méme genre de questions que pour la marche aléatoire sur Z : combien de fois repasse-t-on
par Porigine? la trajectoire reste-t-elle bornée dans le plan? quel est le nombre moyen d’états visités
au temps n ? si on laisse la trajectoire se poursuivre sur un temps infini, y a-t-il des états dans Z?* qui
sont évités par la marche?
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3. Propriété de Markov et méthode d’un pas en avant

De nombreux calculs sur les probabilités des chalnes de Markov peuvent étre effectués en utili-
sant [’observation trés simple suivante :

THEOREME 1.17 (Propriété de Markov simple). Soit X un espace d’états, (X,,)nen une chaine de
Markov sur X de matrice de transition P et de loi initiale my arbitraire. On fixe un état x € X. Condi-
tionnellement a I'événement { X, = x}, la trajectoire décalée en temps (X, 11)nen est encore une chaine
de Markov sur X, de méme matrice de transition P et de loi initiale 6,.. Ainsi, pour tout événement A
dans la tribu F sur XN introduite dans le théoréeme 1.4,

Pro [(Xn41)nen € A| Xy = 2] = P, [(Xy)nen € A

DEMONSTRATION. On va calculer les probabilités trajectorielles de la chalne décalée d’un pas
conditionnellement a I’événement {X; = x}, qu’on suppose donc de probabilité non nulle

m1(x) = (moP)(x Z mo(w) P(w, z) # 0.

weX
Ona:
Pro[Xi =90, Xo =y1,..., Xny1 = yn | X1 = 7]
_ Pr[Xi =2, X1 =yo, Xo =y1,.. ., X1 = yn]
]P)ﬂo[Xl = :L‘]
1
e NP Xe=w. Xy =2 Xy = o, Xy = U1 Xyag =
]P)’/l'()[Xl :93] wze; [Xo=w, X1 =2, X1 =yo, Xo =y N+1 = YN]
_ P - Plyn_
PWO X1 — ] wZE;To ,x) P(yo, y1) (Yyn-1,9N)
= 0:(Y0) P(yo, y1) - - - P(yn—1,yn)-
On reconnait les probabilités des cylindres pour une chaine de Markov de loi P,. O

REMARQUE 1.18. On peut aussi énoncer une version non conditionnelle de la propriété de Mar-
kov simple : si (X, )nen est une chaine de Markov sur X de matrice de transition P et de loi initiale
7o, alors (X, 11 )nen est une chaine de Markov sur X de méme matrice de transition et de loi initiale
m = moP. Cette version non conditionnelle se démontre a partir de la version conditionnelle en
décomposant les probabilités trajectorielles en fonction des valeurs possibles pour X;.

Le théoréeme 1.17 nous dit que la propriété de chaine de Markov est conservée par décalage par
un pas du processus aléatoire (X, ) en ; ceci se traduira par diverses équations de récurrence vérifiées
par les probabilités des chaines de Markov. L’énoncé 1.17 est tres formel; examinons plutot des
applications concretes de ce principe.

ExempLE 1.19 (Probabilité de ruine). Fixons un parametre p € (0, 1), et considérons le modele
de la ruine du joueur, avec pour espace d’états X = [0, M] et probabilités de transition comme
indiquées dans ’exemple 1.13 (sans modification des probabilités de transition en 0 ou en M).
On note comme d’habitude (X,,),en la chalne de Markov associée, avec une loi initiale 7y = dj
concentrée en un point de départ k € [0, M]. Posons

10 = inf{n € N| X,, = 0},

qui est le temps d’atteinte de ’état 0 par la chaine. Etant donnée une trajectoire (X, X1, Xo,...), 1l
est possible que I'on n’atteigne jamais 0; on pose dans ce cas 1) = +oo. Le temps aléatoire 7q est
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donc une variable aléatoire a valeurs dans N LI {4+-00}. On définit de méme
v = inf{n € N| X,, = M},

et finalement 7 = min(7p, 7ar); c’est le temps au bout duquel le joueur est ruiné ou a ruiné la
banque s’il joue au casino. St M > 1, alors on ne peut pas atteindre simultanément 0 et M, donc si
7 est fini, alors soit 7 = 7y < 73, (si on atteint 0 avant M), soit T = )y < Ty (si on atteint M avant
0). On souhaite calculer la probabilité de ruine :

f(k) =Py[r < 4o0et T = 79).

La propriété de Markov simple va nous permettre d’écrire une équation de récurrence satisfaite par
la fonction f. Notons pour commencer que

f(0) =Po[r =79 < +00] =1,
puisque si I’on part de 0, alors on atteint 0 en un temps 75 = 0. De méme,
f(M) =0,

puisque si ’on part de M, alors il n’y a aucune possibilité d’atteindre 0 avant M. Supposons main-
tenant k£ ¢ {0, M}. Pour calculer f(k), on va décomposer suivant les valeurs possibles pour X7,
et utiliser la propriété de Markov. Comme celle-ci implique la chaine décalée en temps, il faut faire
attention aux notations utilisées. Une bonne fagon de procéder est de considérer les quantités 7,
Tup et T comme des fonctions des trajectoires (X, )nen. Notons alors que, st Xo ¢ {0, M}, ona:

TO((Xn)neN) = TO((Xn+1)neN) + 1.

En effet, le temps que met la trajectoire (X,,),en pour atteindre 0 est égal au temps que met la
trajectoire (X,,11)nen pour atteindre 0, plus un pas (le pas Xy — X).

To((XnH)neN)

o((X)nert)

|
!
|
!
!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
k T T T T T T T 1 -

FIGURE 1.4. Le temps d’atteinte de 1’état 0 par la chaine (X,,),en vaut 1 de plus que
le temps d’atteinte de I’état 0 par la chaine décalée (X1 1)nen.

On a la méme relation pour les temps 75, et 7. Ceci implique I'identité d’événements suivants
st Xo ¢ {0, M}:

(T((Xn)nen) = 10((Xn)nen) < +00) <= (1+7((Xnt1)nen) = 1+ 70((Xnt1)nen) < +00)
— (T((Xn+1)neN) = 70((Xnt1)nen) < —I—OO).
Alors,
f(k) = Pe[r((Xn)nen) = 70((Xn)nen) < +00]
Prl7((Xnt1)nen) = 70((Xnt1)nen) < 400
=Pp[X1 =k + 1 Pr[7((Xns1)nen) = 10((Xns1)nen) < +00[ Xy =k + 1]
+ Pe[ Xy =k = 1 Pu[r((Xnt1)nen) = T0((Xnt1)nen) < +o0| Xy =k — 1]
pf+1) + (1= p) F(R).
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A la dernitre ligne du calcul, on a remplacé les probabilités Py[X; = k + 1] et P,[X; = k — 1] par
leurs valeurs, et on a utilisé la propriété de Markov telle qu'énoncée dans le théoréme 1.17 : ainsi,
laloi de (X1 1)nen sachant { X7 = k + 1} est laloi Py, 1 d’une chaine de Markov de méme matrice
P et de loi initiale 04 1, donc la probabilité conditionnelle de I’événement

{7((Xnt1)nen) = 70((Xn41)nen) < 400}
est f(k + 1) (et de méme pour I'autre probabilité conditionnelle).

Résumons : on a deux valeurs f(0) = 1 et f(M) = 0, et la relation de récurrence f(k) =
pf(k+1)+ (1 —p)f(k—1) quiest dordre 2; il y a donc une unique solution que nous allons
maintenant déterminer dans le cas p = 1 (le cas p # 1 est traité dans les exercices). Si p = 1,
I’équation de récurrence se réécrit sous la forme :

flk+1)+ f(k—-1)

f(k) = 5 ;

fk+1) = f(k) = f(k) = f(k—1).
La deuxiéme équation dit que les pentes f(k + 1) — f(k) sont constantes le long de 'intervalle
[0, M]. Notons A cette pente constante. Comme

M—-1

FOM) = f(0)=0-1=>" f(k+1)— f(k) = MA,
k=0

on obtient A = —ﬁ, et finalement
k—1 i
f) = O+ fG+1) = fG)=1+kA=1-0
=0
Conclusion : dans le cas symétrique p = 1, la probabilité de ruine partant de k est f(k) =1 — &

pour tout k € [0, M].

ExempLE 1.20 (Temps de jeu dans le modele de la ruine du joueur). Considérons de nouveau le
modele de la ruine du joueur avec un parametre p € (0, 1) arbitraire, et intéressons-nous maintenant
a la quantité

g(k) = B[],
ou 7 = min(7y, 7ps) comme dans le paragraphe précédent. A priori cette espérance pourrait étre
infinie; nous allons voir que ce n’est pas le cas, et en particulier, ceci impliquera que 7 < 00 avec

probabilité 1 : ainsi, avec probabilité 1, une trajectoire de la chaine de Markov atteint I'un des deux
bords 0 ou M au bout d’un temps fini. On a comme précédemment deux valeurs triviales pour ¢ :

9(0) = g(M) = 0.

Si Xy ¢ {0, M}, on utilise la relation 7((X,,)nen) = 7((Xnt1)nen) + 1 et la propriété de Markov
pour établir une formule de récurrence :

9(k) = Ei[r((Xn)nen)] = Ex[7((Xnt1)nen)] +1
=Pr[X1 =k + 1 Ex[7(Xpis1)nen) | X1 =k + 1]
+Pe[ X1 =k — 1 E[7((Xns1)nen) | X1 =k — 1]+ 1
=pglk+1)+(1-p)glk—1)+1

A la derniére ligne, on a remplacé les probabilités Py [X; = k+1] et P,[X; = k—1] par leurs valeurs,
et on a utilisé la propriété de Markov avec des espérances conditionnelles au lieu de probabilités
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conditionnelles : cela ne pose pas de probleme, car

Ei[r(Xutri)nen) [ Xi =k + 1= Y Pur((Xasi)new) = ¢ X1 =k + 1]t

teNU{oo}

— Z Pri1 [T(Xn)nen) = t]t = Eppa [T((Xn)nen)]-

teNU{oo}

Cet argument montre que de fagon générale, on peut utiliser la propriété de Markov avec des espé-
rances conditionnelles de fonctions positives ou bornées de la chaine décalée (X1 1)nen; le cas des
probabilités conditionnelles correspond aux fonctions f((X,)nen) = 1(x,,),cnea avec A événement
de la tribu F.

De nouveau, on a une relation de récurrence d’ordre 2 et deux valeurs pour g, donc il y a une
seule solution. Résolvons le systéme d’équations lorsque p = 3. On peut réécrire la formule de
récurrence sous la forme :

o) = WEFVLIEZD 1) gl = o8) gl - 1) -2

Autrement dit, la pente 0(k) = g(k+1)—g(k) diminue de deux unités a chaque fois qu’on augmente
k d’un pas; 6(k) = 6(0) — 2k pour tout k € [0, M — 1]. De plus,
M-1
g(M) =g(0)=0= ) (k) = Mo(0) = M(M —1),
k=0
donc 6(0) = M — 1eto(k) = M — 1 — 2k pour tout k. Finalement,

9(K) = 9(0) + 328(5) = k(M — k)

Conclusion : I'espérance du temps de jeu dans le cas symétrique p = 1 est la fonction quadratique
g(k) = k(M — k) (en particulier, le temps moyen de jeu est maximal au voisinage de k = ).

probabilité de ruine temps moyen de jeu
M?2
1+ T~
0 r 0 x
0 M 0 M

FIGURE 1.5. Probabilité de ruine et temps moyen de jeu dans le modele de la ruine
du joueur, avec un paramétre p = 1.

Dans le prochain chapitre, nous verrons dans un cas particulier une généralisation du théoreme
1.17, ou au lieu de décaler d’un pas en avant la chaine (X, ),en, on la décale d’un temps aléatoire 7 et
on considere (X, ¢+ )nen. Uénonceé formel correspondant a cette généralisation est ce qu’on appelle
la propriété de Markov forte (par opposition a la propriété de Markov simple) ; ceci dépasse un peu
le cadre de ce cours.
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Exercices

Objectifs : manipuler une matrice stochastique et les lois marginales d’une chaine de Markov (1,4), ma-
nipuler les probabilités de transition d’une chaine de Markov (5), utiliser la propriété de Markov simple
(2), utiliser la représentation d’une chaine de Markov en termes d’aléas indépendants (3,6), décomposer
toute probabilité d’un événement en somme de probabilités trajectorielles (7,8).

1. Chaine de Markov a deux états. On considere I’espace X = {1, 2}, et une matrice de transition

a b
p= .
c d
(a) A quelles conditions sur a, b, ¢, d la matrice P est-elle une matrice stochastique ? On suppo-
sera dans tout ce qui suit que ces conditions sont réunies. Réécrire dans ce cas P en fonction

seulement des paramétres a et d. Dessiner le graphe dirigé Gp associé a cette matrice (qui
peut dépendre des valeurs de a et d).

(b) On suppose pour les questions suivantes (a,d) ¢ {(0,0),(1,1)}. Montrer que les deux

vecteurs lignes
1—-d l1—a
i (2—a—w2—a—d) et n=(L-1)

sont des vecteurs propres pour I’action a droite de P : 7P = X\, w et nP = X, 1, pour des
valeurs propres réelles A\, et A, que on calculera en fonction de a et d.

(c) Soit my une mesure de probabilité sur {1,2}, et (X,,)nen la chaine de Markov sur Iespace
d’états {1, 2} de matrice P et de mesure initiale y. Montrer qu’il existe un coeflicient § € R
qu’on calculera en fonction de 7 et de P tel que, pour tout n € N,

1—-4d
2—a—d
l1—a

2—a—d

PX, =1] = +Ba+d—1)"

P[X, =2] = —Bla+d—-1)"
On pourra décomposer g sur la base (7, 7) de R?.
(d) Que peut-on dire de P[X,, =i] (i € {1,2}) lorsque n tend vers I'infini?
(e) On suppose que d = 1 et a < 1. Montrer que P[lim,,_,», X,, = 2] = 1.
2. Modele de la ruine du joueur avec p # 1. Dans cet exercice, on reprend le modele de la ruine
du joueur : étant fixé un parameétre p € (0,1) et un entier M > 1, on considére la chalne de

Markov (X, )nen d’espace d’états X = [0, M] et de matrice de transition P dont le graphe Gp
est :

p p p p
e - (O
-p -p -Pp

I—p

g

On suppose dans tout ce qui suit p # 3, le cas p = 5 ayant été vu dans le cours. On note
7 = 7((Xn)nen) = inf{n € N| X, =0 ou X,, = M} € NU {+o0};

c’est un temps aléatoire qu’on peut voir comme une fonction de la trajectoire aléatoire (X, ) en-
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(a) On suppose X, ¢ {0, M}. Ecrire une équation reliant
T(<Xn)n€N) et T(<Xn+1)n€N)>

et, si les temps 7(( X, )nen) €t 7((Xpt1)nen) sont finis, une autre équation reliant
Xr((Xnnen) €0 Xr(Xni1)nen)+1-
(b) Pour k € [0, M], on pose
f(k) =Pt < +o0 et X, = 0];
g(k) = Ey[7].
Calculer f(0), g(0), f(M) et g(M). En utilisant la propriété de Markov, retrouver les rela-
tions de récurrence d’ordre 2 vérifiées par f et g :
Ve [L,M—1], f(k)=pf(k+1)+(1—p)f(k—1);
VEe[l,M—1], g(k)=pglk+1)+(1—p)g(k—1)+ 1.

(c) On pose d(k) = f(k+1) — f(k), pour k € [0, M — 1]. Que vaut Y1~ 6;(k) ? Montrer
que (87(k))kefo,p—1] est une suite géométrique, et déterminer les valeurs de cette suite. En
déduire que

f(k) = <%> _ (%) pour tout k € [0, M].

(d) On pose 6,(k) = g(k + 1) — g(k) — ==, pour k € [0, M — 1]. Déterminer les valeurs de

1-2p
cette suite, et en déduire que

g(k) L <%p> i

pour tout k € [0, M].

(e) On fait tendre M vers 'infini. Commenter le comportement limite des formules obtenues
pour f(k) et g(k), selon que p < § oup > 1.

3. Modele de file d’attente, I. On considere la matrice de transition sur ’espace X = N donnée
par
P(0,1)=1 : Vk>1, Pk,k+1)=p : Vk>1, Plk,k—1)=1-p,
p étant un parameétre réel dans (0, 1).

(a) Soit (&,)nen une suite de variables i.1.d. de loi P[¢, = 1] = 1 — P, = —1] = p. On
considere la suite aléatoire (X,,),en définie par :

Xy = XO =+ Z(fk 1(Xk—1>0) + 1(Xk71:0))7
k=1

Xo étant indépendant de (&, )nen et de loi notée m. Montrer que (X, )nen est une chaine de
Markov de loi P(p ) sur I’espace N.

(b) On suppose p > % Comparer X, et ZZ=1 &k, et montrer que P [lim,, . X,, = +oo] =1
quelque soit la loi initiale 7.
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¢) On suppose p < 1. Montrer que
( pp 2 q

0< X, <Xo+ ka +2 Z Lix,_1=0)-
k=1 k=1
En déduire a l’aide de la loi des grands nombres que card({n € N|X,, = 0}) = +oc a
probabilité 1 sour P,.. Que vaut alors P [lim,, o, X, = +00]?

(d) (Question bonus). On se donne deux suites de variables aléatoires indépendantes (Ay)x>1
et (Bg)r>1 suivant des lois exponentielles £(A) (pour les A) et (i) (pour les By), avec
A, i > 0; on rappelle que la loi exponentielle £()) est la loi a densité A e ** 1(,~0) dz. On
considére une file d’attente ou les clients arrivent aux temps Ay, A; + A, A1 + Ay + As,
etc., et ou leurs demandes sont traitées comme suit : le k-i¢me client voit sa demande traitée
en un temps By, aprés que toutes les demandes des clients 1,2, ...,k — 1 aient été traitées.
Notons X le nombre de clients dans la file au temps 0, et X, le nombre de clients dans la
file apres n étapes, une étape étant :

— soit le départ d’un client & si sa demande a été traitée (X,, = X,,_1 — 1);

— soit ’arrivée d’un nouveau client &’ si cela se produit avant que la demande du client
k en téte de file soit traitée (X,, = X,,_; + 1).

Montrer que (X,,),en est une chaine de Markov de matrice de transition P, pour un certain
parametre p € (0,1) qu’on exprimera en fonction de A et p.

4. Chaines de Markov et fonctions harmoniques, I. Soit P une matrice stochastique sur un espace
d’états X, et f : X — R une fonction. On dit que f est harmonique sur X (par rapport a P) si

elle vérifie :
Vo e X, flx)=>_ P(zy)f(y).

yeX
On suppose donnée une fonction f harmonique et bornée sur X. Montrer que si (X, ) ey est une
chaine de Markov sur X de matrice de transition P, alors la suite (E[f(X,,)])nen est constante.

5. Image d’une chaine de Markov. Soit X et 9) deux espaces dénombrables, P = (P(z,Y))s yex
une matrice stochastique sur X, et f : X — 2. On fixe une loi initiale 7y sur X et on note
(X )nen une chaine de Markov sur X de loi P(pr).

(a) Montrer par un contre-exemple simple que (Y,, = f(X,,))nen n’est pas forcément une chaine
de Markov sur 9) (indication : prendre X = {1,2,3}, Q9 = {1,2}, P la matrice circulante
de taille 3 x 3, et f une fonction surjective).

(b) Dans la suite de I’exercice, on suppose que la fonction f est surjective, ce qui ne coute rien
quitte a remplacer ) par f(X). On suppose également que la condition suivante est vérifiée :

pour tout couple (y1,y2) €, si f(z) = f(z) = yi, alors

P(z, [~ ({y2})) = P(a'. [~ ({w2})),

les deux termes de la formu%e/étant lessommes >, | ()=, P(7,w) et Zw ) P ).
On note alors cette quantité Q(y1,y2). Montrer que, pour toute suite (Yo, - - -, Yn, Ynt1)
d’éléments de ), on a

PYo =y, Vi =y, Yor1 = Ynta] = PYo = w0, Y1 =y1, -, Yo = yn] Q(Yn, Ynt1)-
En déduire que (Y},)nen est une chaine de Markov de matrice @ sur 9), et de loi initiale
f*ﬂ—[) :

(femo)(y) = mo(f ' ({y}) = > molw).

w| f(w)=y
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(c) Application : on considére la marche aléatoire sur I’hypercube X = {0, 1}V, qui est la chaine
de Markov (X,,),en dont les probabilités de transition sont

+~ si ety différent en une seule coordonnée z; = 1 — y;,

0 sinon.

P((z1,...,zn), (Y1, ..., yn)) = {

Soit f : X — [0, N la fonction qui 4 un vecteur # = (z1,...,xy) associe f(z) = S, @,
qui est le nombre de coordonnées égales a 1 dans . S1Y,, = f(X,,), montrer que (Y,)nen
est une chaine de Markov sur [0, N], et calculer sa matrice de transition. La chalne (Y},),en
est celle du modele des urnes d’Ehrenfest; elle modélise le nombre de particules dans une

moitié d’une boite contenant un gaz avec N particules qui sont libres de s’y déplacer.

6. Marche aléatoire sur la droite et transformation M — X. On considére la marche aléatoire
simple symétrique sur Z : ¢’est la chaine de Markov (X, ),en de matrice de transition P(z,y) =
11
2 Hz—yl=1-

(a) On suppose que la mesure initiale est do. Donner une représentation de (X, ),en en termes
d’aléas 1.1.d. (&n)n>1 avec P, =1 =P, =—1] = %

(b) On pose M,, = max{Xy, 0 < k < n}. Montrer que (M,),en n’est pas une chaine de
Markov (indication : rendre tangible le fait que I’évolution de M,, dépend du moment ou
le précédent maximum a été atteint).

(c) On s’intéresse au vecteur (X,,, M,, — X,,) € Z x N. Montrer que

(fnJrlv _£n+1> s1 Mn - Xn > 07
(Xn+1, Mn+1 — Xn+1) — (XT“ MTL — Xn) = (1, O) Si Mn — Xn =0et €n+1 = 1,
(—1,41) siM, — X, =0et&, 1 =—1.

(d) Montrer que (X,,, M,, — X,,)nen est une chaine de Markov sur Pespace Z x N.

(e) Montrer que (M,, — X, )nen est une chalne de Markov sur I’espace N, et préciser sa matrice
de transition.

7. Marche aleéatoire sur le cercle et dernier site occupé. Soit N un entier plus grand que 2. On
consideére la chaine de Markov (X,),en d’espace d’états Z/NZ = {0, 1, ..., N — 1} et de matrice

de transition '

P(k,k+1)=P(k,k—1) = 3
étant entendu que 0 = N dans Z/NZ. C’est la marche aléatoire sur le graphe qui est un cercle avec
N points. Pour tout état x € Z/NZ, on note 7, = inf{n € N| X,, = 2} le temps d’atteinte de
I’état = par la chaine. On admettra que tous ces temps sont finis presque stirement (I’explication

de ce fait sera donnée dans le chapitre suivant).

(a) Onnote Y le dernier état visité par (X, )nen : {Y = y} siet seulement si 7, = maxi<,<n 7.
Expliquer pourquoti

Y=y} ={rp1 <1ym1 <7} U{rym1 <7y1 <1}

(b) Fixons y € Z/NZ, et notons f(k) = Pg[r,41 < 7,]. En utilisant la méthode d’un pas en
avant (propriété de Markov), écrire une équation de récurrence vérifiée par f. Que valent
f(y) et f(y + 1)? Montrer que

1

f(y - 1) = ]P)yfl[Terl < Ty] = m
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(c) Jusqu’a la fin de Pexercice, on fixe deux états x # y € Z/NZ. Pour t > 0, montrer que
Polry 1=t 7y <7yp1 <) =Pulry 1 =1¢, 71 < 1yt Pya[ryn < 1.
On pourra décomposer I’événement de la probabilité a gauche en I'union des trajectoires
{Xo=2,X1=m2,.... ==y —1,... . Xy=z,=y+1,..., Xy =2, =y}

avect <u <v,z; ¢ {y—1,y+1} pouri € [1,t — 1], 2; ¢ {y+1,y} pouri € [t + 1,u — 1]
etx; #ypouri € [u+ 1,0 — 1]. En déduire que
1
Pulry—1 <7y < 7] = ﬁpx[Tyfl < Tys1]-
(d) Montrer que sous P, la variable aléatoire Y suit une loi uniforme sur (Z/NZ) \ {z}. Com-
menter ce résultat.

8. Décomposition selon la premiére visite et applications. Etant donnée une chaine de Markov
(X»)nen de matrice P sur un espace d’états X, on rappelle qu'une probabilité trajectorielle est
la probabilité d’un événement { X} = xy, Xp11 = Tpt1, ..., Xk = 21}; elle est donnée par la
formule
PH{ Xk = 21, Xir1 = Tig1, -+, Xyt = Tt} = P Xy = o) P2, Togr) -+ - P(Tpsi—1, Tgt)-
L’objectif de cet exercice est de manipuler ces probabilités trajectorielles pour démontrer une
inégalité sur I’espérance du nombre de visites d’un état par la chaine (X,,),en le long d’un inter-

valle de temps [k, k + []. Dans ce qui suit, on fixe la matrice P et un état « € X, et on considére
la chaine de loi P,, issue de .

(a) On note 7, = inf{m > 1| X,, = z}, avec par convention 7,7 = 400 si X,,, # x pour tout
m > 1. Uentier 7, est une variable aléatoire a valeurs dans N* LI {+00}; c’est le temps de
premier passage de la chaine en x a partir du temps 1. Pour m > 1, exprimer P, [7;f = m)]
comme somme de probabilités trajectorielles.

(b) De méme, pour n > m > 1, exprimer P,[7;) = m et X,, = x] comme somme de probabi-
lités trajectorielles. En déduire ’identité suivante, appelée formule de decomposition selon
la premiére visite :

P (z,z) = Z P, =m| P" ™ (x,z).

=1, En décompo-
sant les probabilités en sommes de probabilités trajectorielles, montrer que pour n > my,
ona

(c) Plus généralement, on pose =™ = inf{m > my | X,,, = z};ainsi, 7,7 = 72

P'(x,x) = Y P [r7™0 =m] P""(,x).

m=mg

(d) Si [k, k + ] est un intervalle d’entiers, on note
Vo([k, k+1]) = card({n |k <n <k+let X, =z}).

C’est le nombre de visites de z par la chalne de Markov le long de 'intervalle de temps
[k, k + []. Montrer que E,[V,([k, k +1])] = ¢ P (z, z).

(e) En utilisant la décomposition selon la premiére visite, montrer que

E[Vo([kk+)] =) Pu[r" = m] ( Z_ Pt(%l’)) < E.[Va([0,1D)]-



Chapitre 2

Récurrence et transience

Dans ce chapitre, on fixe un espace d’états X fini ou dénombrable et une matrice stochastique

P sur cet espace. Etant donnée une chaine de Markov avec cette matrice de transition, on souhaite
répondre de fagon générale aux questions suivantes :

— Six € X est un état fixé, combien de fois la chalne de Markov (X,),en visite-t-elle ’état
x? En particulier, ce nombre de visites est-il fini ou infini?

— Quel est ’ensemble des états visités par la chaine de Markov ? Est-ce un ensemble aléatoire ?

La réponse a ces questions dépend bien str du triplet (X, P, m), mo étant la loi initiale de la chaine

de Markov (X, )nen. A la fin du chapitre, nous pourrons décrire I’aspect général d’une trajectoire
d’une chalne de Markov vis-a-vis des questions posées ci-dessus : la solution de ce probleme implique
la classification des états © € X en deux sous-classes constituées respectivement des états récurrents
et des états transients (ou transitoires) de la chaine.

1. Nombre de visites d’un état
Siz € X, on note

V, = nombre de visites de z a partir du temps n = 1,
=card{n > 1| X, = z}.

C’est un nombre aléatoire, a priori a valeurs dans N LI {+00}. Pour étudier la distribution de V7, il
est utile d’introduire également le temps de retour en x :

.f =inf{n > 1| X, =z},

avec par convention 7,7 = +00 si ’ensemble considéré est vide. Notons que si X # z, alors 7,1 est
simplement le temps d’atteinte 7, de I’état x par la chalne; en revanche, 7,5 # 7, si Xy = .

TuEOREME 2.1 (Loi du nombre de visites). Soit (X,,)nen #ne chaine de Markov sur un espace
d’états X, et v € X un état fixé.

(1) SiP, |1 < +oo| = 1, alors sous la loi P, V,, = +o00 presque siirement.

(2) SiP.[1 < 4+o0] =1 —p < 1, alors sous la loi P, V. suit une loi géométrigue de parametre
b
Vk >0, PV, =kl =(1-pFp.

LemMEe 2.2 (Propriété de Markov forte). Pour tout m > 1, conditionnellement a I’événement
{7 = m}, la chaine décalée en temps (X, 1 m)nen est encore une chaine de Markov de loi P, (quelque
soit la loi initiale 7o de la chaine de Markow).

DEMONSTRATION. C’est le cas particulier de la propriété de Markov forte que nous évoquions
a la fin du précédent chapitre. Il faut montrer que pour tout événement A € F, on a

Pﬂo[(Xn-i-m)neN €Al T; = m} = ]P)x[(Xn)nEN € A]-
21
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Il suffit de le démontrer sur les événements cylindriques A = {Xy = zg,..., Xy = an}. Par
ailleurs, ’événement {7,;7 = m} se décompose comme suit :
{7_;— :m}: |_| {X0:y07"'7Xm—1 :ym—laXm:I}~

(Y0, ym—1)E(X\{2})™
C’est maintenant une simple application de la définition des chaines de Markov :
P [Xon = 20, Xpi1 = 21, .., Xppany = zy | 7.0 = m]
> vorim 120 Pro[Xo = Yo, -+ s Xin1 = Ym—1, Xon = 2, Xop = 20, . . ., Xinpny = 7n]
> oz Pro[Xo = Yo, -+ oy Xono1 = Y1, Xon = 7]
1z T0(Y0) P(Yo, y1) - P(Ym—1,7) P(x0, 1) -+ P(xn-1,7N)
> o a2z T0(Y0) P(Yo,y1) « -+ P(Ym-1, )

= 5x(~’lfo) P(ZUO, xl) ce P(SCNbeCN),

et on reconnait la probabilité d’un cylindre & horizon N sous la loi P,. O

.....

PREUVE DU THEOREME 2.1. Montrons qu’on a la relation :
P.[Vy >k + 1] =P, < +oo] P, [V, > K]

Notons que si V,, > k + 1 avec k entier positif, alors V,, > 1, donc la chaine retourne au moins une
fois en x apres le temps n > 1, et 7,7 < 4-00. Par conséquent,

Px[VIZk—i-l]:IP’I[TJ<+ooetVT2k+1]:ZPm[Tj:metV;2k+l].

Dans ce qui suit, on va manipuler des trajectoires décalées en temps; pour Oter toute ambiguité,
on considérera le nombre de visites V,, comme une fonction de la trajectoire (X,,),en, €t on notera
Vo ((Xy)nen). Pour calculer chaque terme de la série de probabilités, on écrit :

Pt =metV, > k+1] =P, = m] P [Vo(Xo)nen) > k+ 1|75 = m]
=Po[r] = m| Po[Va(Xogm)nen) + 1 2 k+ 1|70 =m]
= Pa[r; = m] Po[Va((Xn)nen) = K.

On autilisé le lemme 2.2 a la derniére ligne, et a la ligne précédente, observation évidente suivante :
si 7,7 = m, alors le nombre total de visites de = par la chaine (X, ),cn est égal a 1 plus le nombre de
visites de x apres le temps m, c’est-a-dire V. ((X,44m )nen). En resommant sur m, on obtient donc
bien :

+
$
+
x

P,[V, > k+1] = (ZIP’ ) P,[V, > k] = P,[r] < +00] P,[V, > K.

Notons par ailleurs que V,, > 1 si et seulement si 7,7 < 400. Par conséquent, la formule ci-dessus
implique par récurrence :

VEk >0, PV, > k] = (P,lr < +00])".

On peut maintenant distinguer les deux cas de la proposition. Sila probabilité 1 —p = P, [7," < +00]
vaut 1, alors V, > k avec probabilité 1 pour tout entier k, donc

P,[V, = +o0] = lim P,[V, > k] = 1.
k—+o00
Sinon, P,[V, > k] = (1 — p)* pour tout k& > 0 avec p > 0, donc
Po[Ve = k] = Pu[Vo 2 k] = B[V 2 b+ 1] = (1 —p)* = (1= p)"" = (1 —p)*p,

et on reconnait une loi géométrique. O
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2. Classification des états
Le théoreme 2.1 méne a la définition suivante :
DerintTION 2.3 (Etats récurrents et états transients). Si z € X vérifie P.[7,7 < 4+o00] = 1, on dit
que x est un état récurrent (sous entendu, pour la matrice stochastigue P fixée sur Iespace X). Dans ce

cas, sous P, V,, = 400 presque sitrement. Dans le cas contraire P, |77 < +00| < 1, on dit que x est un
état transient, et alors V,, < 400 presque sirement sous P

Si on se donne une matrice stochastique P sur un espace d’états, il n’est pas évident de calculer
3 ir de P la distribution de 7% ('un d les plus simpl lui de 1 he aléatoi
a partir de P la distribution de 7, (I'un des cas les plus simples est celui de la marche aléatoire sur
Z, et méme ce cas est difficile, car la loi de 7,7 met dans ce cas en jeu les nombres de Catalan). Par
contre, il y a un critere numérique tres simple pour savoir si un état x est récurrent ou transient.

ProrosITION 2.4 (Critere de récurrence). Un état x € X est récurrent si et seulement si
o0
$° P ) — 420
n=1
les P™ étant les puissances de la matrice de transition P de la chaine de Markov.

DEMONSTRATION. Comme cas particulier de la proposition 1.6, on voit que P,[X,, = z] =
PM(z,z) = Eu[1(x, =], ot 1(x,—) est la fonction qui vaut 1 si X,, = x, et qui vaut 0 sinon. Par
ailleurs, le nombre total de visites de x peut s’écrire :

Ve = Z 1(Xn:x)-
n=1

Donc, en prenant les espérances, on en déduit que E,[V,] = > >, P"(z, z). Distinguons alors
deux cas :

— Six est récurrent, alors V,, = +oo presque stirement, donc E,[V,] = +oc.

— Siz est transient, alors V,, suit sous P, une loi géométrique de parametre p = P[7;f = +o0,

donc
o o /
E.[Ve] =Y k(1—pfp=1-pp || "
=0 k=0 o=1—p
1 1—0p
e () -l
est une quantité finie. O

La discussion précédente a permis de comprendre le comportement d’une trajectoire (X, )nen
vis-a-vis de son point de départ x : soit la chaine retourne en ce point une infinité de fois presque
sirement, soit elle visite ce point de départ un nombre fini de fois donné par une loi géométrique.
Mais qu’en est-il des autres états visités par (X,,),en? La notion d’états communicants va permettre
de clarifier la situation.

DErINTTION 2.5 (Etats communicants). Soit P une matrice stochastique sur un espace d’états X. On
dit que x communique avec y (notation : x ~ ) s’il existe une suite d’états t = o, T1, 22, ..., Tp>1 =Y
telle que P(x;, ;1) > 0 pour tout i € [0,n — 1].

Ainsi, z ~ y si 'on peut suivre une suite d’arétes dirigées dans le graphe Gp allant de x a .
Cette interprétation implique le fait évident suivant : si z ~ y et y ~ 2, alors z ~ z (la relation
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de communication est transitive). Par ailleurs,
T~y <= dIn>1, P'(z,y) > 0.

Eneffet, P"(z,y) = > P(x,x1) P(x1,22) - P(xp_1,,),donc P"(z,y) > 0siet seule-
ment si 'un des termes de la somme est strictement positif, ce qui correspond a un chemin de
longueur n reliant x a y.

L1,L2,+yTn—1

THEOREME 2.6 (Communication et récurrence). Soit x un état récurrent, ety # x. Si x ~ v,
alors y est récurrent, et y ~ x. Ainsi, la restriction de la relation ~ a Pensemble R C X des états
récurrents est une relation d’éguivalence.

LEMME 2.7. Soit x un état récurrent d’une chaine de Markov (X,,)nen. Sous la loi P, les deux suites
aléatoires

(XO»XI)“';XT;_l) et (Xn—f—T;')nGN
sont indépendantes, la seconde suite étant une chaine de Markov de loi P,..
DEMONSTRATION. C’est une variante du lemme 2.2. Comme z est récurrent, 7, est fini avec pro-
babilité 1. Par ailleurs, (Xo, X1,..., X +_,) est un ¢lément aléatoire de | |, X™; c’est Pexcursion

que fait la chaine de Markov avant son premier retour en . Notons alors que, pour tout m > 1 et
tous éléments

T %xa"wxm—l #I7 Yo, Y1,---, YN,

on a

Po[(Xo, X1y, Xt 1) = (2,21, 1) et (X, X, X ) = (o, 415+ -5 )]
= P(x,21) P(w1,72) - P(Xp—1,7) 62(y0) P(yo, y1) - - - P(yn—1,yn)
= P, [’excursion avant le retour en x est (z, 1, ..., Tm_1)] Pe[(Xo,. -, Xn) = (Yo, -, yn)]-

C’est ce que ’on voulait démontrer. O

LemME 2.8 (Borel-Cantelli). Soit (Ay)i>1 une suite d’événements indépendants tous de méme pro-
babilité p > 0. Alors,

P[une infinité d’événements Ay se réalisent] = 1.
DEMONSTRATION. Dire qu’une infinité d’événements Ay, se réalisent revient a dire que, pour tout

J > 1, on peut trouver un événement ultérieur Ay avec k& > j qui se réalise. Ainsi, la probabilité
que I’on souhaite calculer est celle de

U

Jj21 \k>j

Comme on a une intersection dénombrable, il suffit de montrer que pour tout j > 1, P[UJ,~; Ax] =
1. Or, pour tout [ > 1

j+I—1

1-P|{JA| =P|[ 4| <P| () 4| =(1-Dp)
k=j

k>j k2j

en utilisant I'indépendance des événements A, (et donc de leurs complémentaires A;). Comme
c’est vrai pour tout [, 1 — P[,.; Ax] = 0 et on peut conclure. O
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PREUVE DU THEOREME 2.6. Considérons la chaine (X, ),en sous la loi P,.. On définit par récur-
rence les temps de passage en x :

7 (Xa)nen) = 0

2 (X Jner) = 757D (Kahnew) + 755 (X, 00 Jnen)

/ . k “\ .
Le temps aléatoire 7.5 est le temps du k-iéme retour de la chalne au point de départ #. Comme z

est récurrent, tous les temps 7. sont finis avec probabilité 1 sous la loi P,. En appliquant de fagon

4 o4 . .
répétée le lemme 2.7, on voit que les excursions

Exk>1 = (Xﬂ(ck_l)7X7'.a(ck_1)+1’ Ce ’X-rfﬂk)fl>

sont indépendantes les unes des autres. En effet, le lemme 2.7 dit que la premiére excursion ¢, ;
est indépendante du reste de la chaine de Markov (X | ))nen, qui n’est rien d’autre que la suc-
cession des excursions €,2,&,3, ... Ainsi, £, est indépendante des autres excursions, et comme
(X, +T§D1>)”€N suit de nouveau la loi P,, on peut répéter ’argument pour montrer que ¢, o est indé-
pendante de €, 3,£,.4, . . .; par récurrence, on obtient I'indépendance de toutes les excursions. De

plus, toutes ces excursions ont la méme loi :
Pleer = (x,21, ..., Zm—1)] = P(x, 1) P(x1,22) - - P(p-1, )

pour tout m > 1 et tous xy, ..., Ly,_1 # .

V
51’,2
€x,3
FIGURE 2.1. Lesexcursions &, 1,42, . . . sont des suites d’éléments de X de longueurs

aléatoires; sous la loi P,, elles sont indépendantes et de méme loi (ici, on a représenté
des excursions issues de = 0 pour la marche aléatoire sur 7).

Supposons que = ~~ y. Alors, comme la probabilité que y soit visité par la chalne partant de
est strictement positive par hypothese, on a

1 > P,[y n’est pas visité par (X,,)pen] =P ﬂ{y ¢errt|-

k>1

Ceci implique qu’au moins une des excursions &, vérifie Ply ¢ £, 5] < 1, et comme toutes les
excursions ont la méme loi, on en déduit par passage au complémentaire que

P.ly€er] =p>0

avec une constante p indépendante de k. Alors, par le lemme de Borel-Cantelli 2.8, avec probabilité
égale a 1, une infinité d’excursions ¢, ;. contient y, donc

(z récurrent et z ~ y) = (P, [V, = +oo] = 1).
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On peut maintenant facilement conclure. Comme

0<P.ly€cep] = Z Z P(z,21) P(x1,29) - P(xpm_1, 1),

m21 (z1,.xm—1)€(@\{z})™ !
au moins I'un des z; est égal a y

on voit qu’il existe au moins un chemin z — z; — -+ = y — -+ — T,_1 — x avec des
probabilités de transition positive; par conséquent, y ~> x. Par ailleurs, le lemme 2.2 implique que

P, [V, = 4+o0] = IP’gC[TyJr < +o0] P, [V, = +o0].

En effet, on applique le lemme 2.2 avec le temps d’atteinte 7, et la loi initiale 7y = J,. Si V, = 400,
alors bien sir le temps d’atteinte de y est fini, donc

NE

Po[Vy(Xn)nen) = +00] =} Pufr; = m et Vy((Xn)nen) = +00]

3
I

I
hE
-
=

=m et V,((Xn4m)nen) = +00]

3
Il

[
NE
-
S

= m] P, [V;/((Xner)nEN) = 100 ’ T;_ = m]

3
I

NE

Pz[ng_ = m] Py[vy((Xn)nEN) = +0o0]
=P, ngr < o0 Py[vy((Xn)neN) = +0o0].

On a vu que le terme de gauche de cette identité valait 1; par conséquent, les deux probabilités a
droite valent aussi 1, et P,[V,, = +00] = 1; y est donc récurrent. O

Notons R et ¥ les deux parties (éventuellement vides) de X constituées respectivement de I’en-
semble des états récurrents et de ’ensemble des états transients; X = 93LIT. Par le théoreme 2.6, on
peut scinder 2R en une union disjointe de classes d’équivalence pour la relation de communication :

"= |%,
il
ou les R; sont des parties non vides, et ou si = est un état récurrent dans une classe R;, alors
R, = {y € X|z ~ y}. Nous sommes maintenant en mesure de décrire qualitativement une

trajectoire (X, )nen de la chalne de Markov sous une loi P, avec  dans une classe de récurrence R;,
ou dans I’ensemble des états transients .

THEOREME 2.9 (Classification des états). Soit X = T U | |, ; R; un espace d’états scindé en en-
semble des états transients et les classes de récurrence vis-a-vis d’une certaine matrice stochastique P fixée.
On considere la chaine de Markov (X,)nen de matrice de transition P et de loi initiale 0, avec v € X.

(1) Supposons x récurrent, tombant dans une certaine classe R,. Alors, avec probabilité 1, Ien-
semble des états visités par (X,,)nen est
{Xn, n e N} = %i,

et de plus, tous les états de la classe R; sont visités une infinité de fois. La chaine de Markov par-
court donc la classe de récurrence R; en retournant dans chague état de cette classe infiniment
souvent.

(2) Supposons x transient. Alors :

— soit {X,,, n € N} C %, auquel cas les états transients visités par la chaine le sont chacun
un nombre fini de fois (ceci n’est donc possible que si X est infini).
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— soit {X,,, n € N} intersecte une classe de récurrence R; ('indice i étant lui-méme aléa-
toire). Alors, a partir du temps datteinte

=inf{n € N| X,, € R;},

la chaine commence a explorer la classe de récurrence R; comme indigué dans le premier
point.

Les denx possibilités ci-dessus du cas transient pewvent avoir une probabilité positive ou nulle
sous P, (cela dépend de la matrice P).

classes de récurrence

qnsemble T des
états transients

FIGURE 2.2. Représentation qualitative des trajectoires d’une chaine de Markov : la
chaine explore infiniment les classes de récurrence (sans en sortir), et si elle part d’un
état transient, elle fuit les états transients, en tombant éventuellement dans une classe
de récurrence qu’elle explore alors infiniment.

DEMONSTRATION. Si x est récurrent dans une classe 2R, alors on a vu dans la preuve du théoreme
2.6 que P,[V, = +o0] = 1 pour tout y € R;. Comme R; C X est dénombrable, on a donc par
intersection dénombrable

P,[Vy € R, V, = +00] = 1.

Par ailleurs, sty ¢ R;, alors z + y et il n’y a pas de chemin possible de = a y, donc V,, = 0 presque
A ’ Sy
sirement sour P,.. U'ensemble des états visités par (X, )nen est donc exactement fR;.

La deuxiéme partie de la proposition est essentiellement une application du lemme 2.2 : si I'on
part d’un ¢tat transient x et si I'on atteint un état récurrent y, alors a partir du moment 7, ot 'on

atteint y, la chaine décalée en temps (X, +)ner se comporte comme une chaine de loi Py, et on

peut alors utiliser les arguments du cas d’un point de départ récurrent. Par ailleurs, jusqu’a ce qu’on
attelgne un état récurrent (ce qu1 peut ne Jamals arriver), on peut visiter des états transients, mais
chaque état transient ne peut étre visité qu’un nombre fini de fois (avec probabilité 1). En effet, un

état y est par définition transient si P,[V,, < +oo| = 1, mais dans ce cas on a plus généralement
P.[V, < +0o0] = 1 pour tout autre état x. En effet, on a vu dans la preuve du théoreme 2.6 la
formule

P, [V = +00] = Po[r,| < +00] Py[V, = +00].

On en déduit que si y est transient, alors P, [V, = +00] = 0, donc par passage au complémentaire
P, [V, < 4+0o0] = 1. Donc, quelque soit I’état de départ x de la chaine, tout état transient y est visité
un nombre fini de fois. O

Pour conclure ce chapitre, examinons deux cas particuliers dans la classification des états d’une
chaine de Markov.



28 2. RECURRENCE ET TRANSIENCE

DErFINTTION 2.10 (Chalne irréductible). La matrice de transition d’une chaine de Markov est dite
irréductible si, pour tout couple (x,y), x ~> y. De facon équivalente, on demande que le graphe orienté
Gp soit connexe, ou que pour tout couple (x,y), il existe n > 1 tel que la matrice P™ ait son coefficient
P(z,y) > 0.

Par commodité, on dira souvent que la chaine (X, ) ey est irréductible si sa matrice de transition
I’est. Etant donnée une chalne irréductible, il y a deux possibilités.

— Tous les états sont transients : X = . On dit alors qu'on a une chaine irréductible transiente.

— Il existe un état récurrent x; alors, tous les autres états y vérifient z ~ y, donc sont eux
aussi récurrents par le théoréme 2.6. Ainsi, X = R et il y a une seule classe de récurrence.
On dit alors qu’on a une chaine irréductible récurrente.

La plupart des chaines de Markov qu’on étudie sont irréductibles, et la plupart des résultats que
nous énoncerons dans le prochain chapitre requierent cette hypothese.

Un autre cas particulier de la classification des états est celui ou ’espace des états X est de
cardinalité finie. En effet :

ProrostTioN 2.11 (Chatne de Markov finie). Une chaine de Markov sur un ensemble X fini admet
an moins un état récurrent. Par conséquent, si elle est irréductible, alors elle est forcément irréductible
récurrente.

DEMONSTRATION. Numérotons les états 1, . . ., x¢, avec C' = card(X) < +o00. Quelque soit la
loi initiale de la chaine de Markov (par exemple 4,,), on a

C C [e'S) [e'S) C [e%9)
Z Ve, = Z Z Lixp=ap) | = Z Lixp=z) | = Zl = +00.
=1 1 —1

i=1 \n=1 n=1 \i=
Donc, au moins I'un des nombres de visites V,,, vaut +oo, ce qui implique :
3i € [1,0], By, [Vi, = +00] > 0.
Sii =1, alors z; est récurrent (une probabilité P, [V, = 4+o0] vaut 0 ou 1). Sinon, on a vu que
P,,[Va, = +o0] = By, [} < +00] Py, [V, = +00],

donc P,,[V,, = +00] > 0 et vaut forcément 1; donc, x; est récurrent. O

ExempLE 2.12 (Marche aléatoire sur le cercle). Considérons la marche aléatoire sur le cercle
discrétisé Z/NZ, avec N > 1. L'espace des états est X = Z/NZ = [1, N], et les probabilités de
transition sont

1
P(k,k+1) = P(k,k = 1) = 5
pour tout k, étant entendu que N + 1 = 1 dans Z/NZ. Autrement dit, on regarde au sens de

I’exemple 1.16 la marche aléatoire sur le graphe

N

Cette chaine est clairement irréductible, et elle est sur un espace fini. C’est donc une chaine récur-
rente irréductible, et avec probabilité 1, une trajectoire (X, ) en visite chacune des valeurs 1,2, ..., N
une infinité de fois (ce qui était 4 priori non trivial).
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Exercices

Objectifs : savoir classifier les états d’une chaine finie (1), utiliser le critere numérigue avec la série
Yoo P™(x, x) pour déterminer la récurrence ou transience d’une chaine irréductible (2), déterminer
la récurrence ou la transience des états d’une chaine infinie avec des calculs ad hoc (3,4,6), utiliser la
propriété de Markov simple (3,5).

1. Classification des états. On consideére la chaine de Markov sur {1, 2, 3,4, 5} de matrice de tran-
sition
1 0 0 0
0.2 0.1 07 O
P=10 0 05 0.5
0O 0 0 O
0 0 06 04 0

Classifier les états de cette chaine. On demande pour chaque état s’il est transient ou récurrent,
et dans ce dernier cas, quelle est sa classe de récurrence. Décrire ’ensemble { X,,, n € N} sous la
loi P3, puis sous la loi P,.

_ o O O

2. Récurrence ou transience de la marche aléatoire sur la droite. Soit (X, ), la marche aléatoire
sur la droite X = Z et de parameétre p € (0, 1); sa matrice de transition est donnée par

P(k,k+1)=p ; Plk,k—1)=1-p
pour tout k € Z.

(a) Montrer que cette chaine est irréductible.

(b) Dans ce qui suit, on s’intéresse au caractére récurrent ou transient de la chalne; on peut
supposer sans perte de généralité que la loi initiale est dp. On suppose d’abord p # 1.
Rappeler la représentation de X, a I’aide de variables 1.i.d. §,>1 a valeurs dans {£1}. En
utilisant la loi des grands nombres, montrer que la chaine (X,,),ey est transiente.

(c) On suppose a partir de maintenant p = % Montrer que P?"1(0,0) = 0 pour tout n, et
que

1 /2
P2"(O,0) = 4—( n) pour tout n > 1.
"\ n

(d) En remarquant que (*") = 4 21 (2("*1)) , montrer par récurrence sur n que P?*(0,0) > -

n 2n n—1
pour tout n > 1. En déduire que si p = 2, alors la chaine de Markov (X, ),en est récurrente.

1
2
3. Chaine de vie et de mort, I. Soit (px, g, rx)r>0 une suite de triplets de nombre réels positifs
ou nuls, telle que go = 0 et py + qx + 1. = 1 pour tout k € N. La chaine de vie et de mort avec
ces parametres est la chaine de Markov (X,,),en d’espace des états X = N, et de probabilités de

transition

pour tout k£ > 0 (on a imposé ¢y = 0 pour ne pas avoir de transition possible de 0 vers —1).

(a) Dessiner le graphe Gp de la chaine de vie et de mort. Quels parametres faut-il choisir pour
retrouver le modele de file d’attente de parametre p € (0,1)?

(b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur la suite de parametres (py., gk, 7k ) k>0 pour
que la chalne soit irréductible. Dans tout ce qui suit, on suppose que cette condition est
O ’
veérifiée.
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(c) On définit une fonction ¢ : N — R par:

o(k) 0 stk =0;
a ;:ol (H§':1 Z—j) stk >1,

le terme | = 0 d’une somme étant le produit vide, égal a 1. Soit k < [ deux entiers. Montrer
que pour tout x € [k, ],

¢(l) — ¢(x)
o(l) — o(k)
On pourra utiliser la propriété de Markov simple pour écrire une équation de récurrence

vérifiée par la fonction f(x) = P.[rx < 7 et 7 < 400], puis montrer que la formule ci-
dessus est la seule solution. Les calculs pourront étre simplifiés par I'introduction de § s (x) =

[l +1) = f(x).

P, < et < +o0] =

(d) On pose ¢(00) = limy_ 400 G(k) = D12, (Hl i > . Montrer que les conditions suivantes

=1
sont équivalentes :
— ¢(00) = +00.
— La chaine de Markov est irréductible récurrente.
On pourra utiliser en les justifiant les identités suivantes :
Po[7s" < +o0] > P79 < +00] > zliglo Py < T et 1p < +00);
1

—Po[T&r = +OO] = Pl{To = +OO] = lim Pl[TO > l] > lim Pl[TQ > Tl].
Po l—o0 l—o0

(e) On suppose que ¢(o0) < +0o. Montrer que lim,,_,,, X,, = +00 avec probabilité 1 sous Py,
pour tout état k € N.

(f) Application. On suppose que 1, = 0 pour tout k, et que p, = 3 + &5, avec &, ~ C'k™
lorsque £ — oo, C' > 0 et a > 0 étant deux constantes. Si & > 1, montrer que la chaine
est récurrente. Si a < 1, montrer que la chalne est transiente. Enfin, si @ = 1, discuter de
la récurrence ou transience en fonction de la valeur de C.

4. Matrices sous-stochastiques et critere de transience. Soit X un espace d’¢tats fini ou dénom-
brable. Une matrice sous-stochastigue sur X est une matrice (Q(z,y))syex a coeflicients reels
positifs telle que >, . Q(z,y) < 1 pour tout z € X.

(a) Montrer que si @ est sous-stochastique, alors ses puissances Q™ le sont également. Plus
précisément, montrer que pour tout x € X, les sommes sur une ligne

oQn (.%) = Z Qn<$’ y)
yeXx

forment une suite (o0gn()),>1 qui est décroissante.

(b) On note h(x) = lim, o 0gn(z). Montrer que h = Qh. Soit k une solution positive de
’équation k = QF, avec 0 < k(z) < 1 pour tout z € X. Montrer que k(z) < og(x), puis
par récurrence que k(z) < ogn(x) pour tout n > 1. En déduire que k(z) < h(x), et que h
est la solution maximale du systeme d’équations

{k<x> = 3,cx Qe y) k(y);
0<k(z)<1.
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(c) Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov irréductible sur X, et 7o € X un
état arbitraire. On pose

0 SLY = .

Q($,y) — {P(I,y) S%y 7é o,

Montrer que @ est une matrice sous-stochastique, et que la fonction
k(x) =P,[Vn > 1, X, # x|
est solution a valeurs dans [0, 1] du systeme d’équations k = Qk.
(d) En déduire qu’une chaine de Markov irréductible de matrice de transition P est transiente

si et seulement si, pour un état zy € X fixé, il existe une solution non nulle au systeme
d’équations

{ k@) = 3,0 Play) k(y);
0<k(z)<1

(e) Application. On considére le modele de file d’attente, qui est la chaine de Markov sur N de
matrice de transition

P(k,k+1)=p et P(k,k—1)=1—p pourtoutk > 1;
P(0,1) = 1;
p est un parametre réel dans (0, 1). Trouver ’ensemble des solutions du systeme de la ques-

tion précédente avec xy = 0. En déduire en fonction de p la récurrence ou la transience de
cette chalne de Markov irréductible.

5. Chaines de Markov et fonctions harmoniques, II. Soit X un ensemble fini, et P une matrice
de transition irréductible sur cet ensemble. On rappelle quune fonction f : X — R est dite
harmonique pour P si elle vérifie ’équation Pf = f. Plus généralement, si ) C A C X est une
partie non vide et non pleine et si g : A — R est une fonction, le probléme de Dirichlet est le
systéme d’équations suivant : on cherche f : X — R telle que :

— pour tout z € A, f(x) = g(z).
— en dehors de A, f est harmonique : pour tout = ¢ A, f(z) =>_ .y P(x,y) f(y).

(a) On suppose dans cette question que g est la fonction nulle et que f est une solution du
probléme de Dirichlet. Soit x5 un point de X \ A tel que

f(xo) = max{f(z) |z € X\ A}.

Montrer en raisonnant par I’absurde que f(z0) < 0. En déduire que f = 0.

(b) Montrer que si A # {(), X}, alors il y a au plus une solution au probleme de Dirichlet pour
la paire (A, g) associée a une fonction g : A — R.

(c) On considere la chalne de Markov (X,),en de matrice de transition P sur X, et on note
74 =inf{n > 0] X, € A}.

Montrer que 74 est fini presque stirement (quelque soit la mesure initiale 7).

(d) Montrer que f(z) = E,[g(X,,)] est bien définie et est I'unique solution du probleme de
Dirichlet pour la paire (4, g).
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6. La chaine de Markov des arbres de Galton-Watson. On considére une famille (£, ,)n>0,m>1
de variables indépendantes identiquement distribuées a valeurs dans N, de loi commune ( : pour
tout n > 0, toutm > lettout k € N,

]P)[fn,m = k] = ﬂ(k)

Le modele de Galton-Watson associé a la loi de reproduction p est la suite de variables aléatoires
(Xy)nen avec Xo indépendant des variables &, ,,,, et

Xn
Xn+1 = E gn,m
m=1

pour tout n > 0. On convient que la somme est nulle si X;,, = 0. Ce modele correspond a
la situation suivante : X,, est le nombre d’individus d’une population au temps n, et chaque
individu m € [1, X,,] de la n-i¢me génération a &, ,,, enfants, ce nombre d’enfants étant aléatoire
et indépendant de tout ce qui s’est passé precédemment et de toutes les autres descendances

fn,m’;ém-

(a) Utiliser un théoreme du cours pour montrer que (X, ),en est une chaine de Markov sur
’espace d’états X = N. Montrer que la matrice de transition de cette chaine est

Pk = > pl)pu) - plls) = (1),

R e
l1,l2,.. x>0

ot p** désigne la loi de la somme de k& variables aléatoires indépendantes de loi 11 (convolée
k-ieme de la loi p).

(b) Montrer que 0 est un état absorbant : P(0,0) = 1. La chalne (X,,),en est-elle irréductible?

(c) Dans toute la suite de I’exercice, on suppose que £(0) > 0, et on se placera sous la loi Py :

Xo = 1. Montrer que 0 est le seul état récurrent de la chalne. En déduire que

Py | lim X, = +oo| + Py [ lim X, =0] = 1.
n—o0 n—o0

(d) On soubhaite calculer en fonction de y la probabilité d’extinction p. = P [lim,, 00 X, = 0.

Expliquer pourquot

pe = lim (P1[X,, =0]).
n—o0

On pose G,(s) = > 2 P1[X,, = k] s, qui est une fonction croissante de s définie au
moins sur U'intervalle [0, 1]. Montrer que G1(s) = >, (k) s¥, puis, par récurrence sur

n:
Gn(s) = Gl oGio---o0 G;(S) = (G1)™"(s)-
n fois
Interpréter G,,(0) comme une probabilité. Que vaut p, par rapport a la suite de fonctions
(Gn)nEN >

(e) On suppose que le nombre moyen de descendants m = >~ k p(k) est fini. Montrer que
m = (G1)'(1). En déduire qu’il y a dans ce cas équivalence entre :

(pezl) = (mgl).

On conseille de dessiner 'aspect de la fonction G : [0, 1] — [0, 1] en fonction du parameétre
m.
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Théoremes ergodiques

Dans ce troisieme chapitre, nous nous intéressons au comportement asymptotique d’une chalne
de Markov (X,,),en, et nous répondons aux deux questions suivantes :

(1) Sin est grand, que peut-on dire de la loi marginale 7, = 7y P"? Y-a-t’il une convergence
en loi m, — 7 pour une certaine mesure de probabilité 7 ?

(2) Par analogie avec la loi des grands nombres, on peut considérer la moyenne

:%Zf(Xz)

d’une fonction f : X — R le long d’une trajectoire de la chalne de Markov. Si les X sont
des variables i.i.d., on sait que M, (f) — E[f(X1)] presque stirement (par exemple pour
une fonction bornée; c’est la loi des grands nombres classiques). Y-a-t’il le méme genre de
résultats avec une chaine de Markov?

Les solutions de ces deux probléemes mettent en jeu les mémes objets : les mesures invariantes (ou
stationnaires) d’une matrice stochastique P. La premiére section du chapitre est consacrée a I’étude
de ces mesures.

1. Mesures invariantes

Dans tout ce qui suit, (X,,),en est une chalne de Markov sur un espace d’états X avec matrice
de transition P fixée.

DEFINITION 3.1 (Mesure invariante). Une mesure invariante (on dit aussi stationnaire) sur X est
une mesure positive (i - X — R telle que 1 P = pi. Autrement dit, pour tout x € X,

= 3" ulw) Plw, )

weX

On parle de probabilité invariante ou loi stationnaire si de plus p est une mesure de probabilité :

Notons tout de suite que, si 4 est une mesure invariante pour P, alors par récurrence sur n, on a
uP" = p pour tout n > 1.

ExempPLE 3.2 (Mesures invariantes pour la marche aléatoire sur Z). Pour tout parametre p, la
marche aléatoire sur Z introduite dans exemple 1.15 admet pour mesure invariante la mesure de
comptage

(k) =1 pourtout k € Z.
En effet,onabien (uP)(k) = p(k—1) P(k—1,k)+u(k+1) P(k+1,k) = p+(1—p) = 1 = u(k)

pour tout k € Z. Notons que si / est une mesure invariante vis-a-vis d’une matrice P sur un espace
X, alors il en va de méme pour tout multiple ¢y avec ¢ > 0; par conséquent, les mesures constantes

33
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sur Z sont toutes des mesures invariantes pour la marche aléatoire de paramétre p sur Z. Si p # 1,
alors on peut exhiber une mesure invariante qui n’est pas de cette forme :

k
p(k) = (%) pour tout k € Z.

C’est de nouveau une mesure invariante, car

@P)(k) = (L) pt (L) (1-p)

I1—p I—p

:(T%;>k«y—m+m):<T§;>k=ﬁ®)

ProrosITION 3.3 (Mesures invariantes d’une chaine irréductible). Une mesure invariante d’une
chaine de Markov irréductible qui n’est pas égale a 0 partout est strictement positive partout.

DEMONSTRATION. Soit 4 une mesure invariante non nulle, et = un état tel que p(z) > 0. Alors,
stz ~ yet P"(z,y) > 0 pour un certain n > 1, alors on a

wy) = (uP")(y) = Y u(t)P"(t,y) > p(x) P"(x,y) > 0.

tex

Or, pour une chalne irréductible, tous les états communiquent entre eux, donc x(y) > 0 pour tout
état y € X. O

ExemMPLE 3.4 (Mesures invariantes pour le modele de file d’attente). Considérons le modele de
file d’attente de ’exemple 1.14. Comme ce modele est une chaine irréductible, pour trouver les
mesures invariantes non nulles, on peut supposer 1(0) = ¢ > 0 et essayer ensuite de résoudre le
systeme d’équations impliqué par I'invariance.

— Enk=0,0onapu(0)=(1-p)ul),doncpu(l) ==.

1-p

— Enk=1,0onapu(l) =pu(0)+ (1 —p)u2),donc pu(2) = £

(1-p)*~

— Pourk > 2,0nau(k) =pu(k—1)+ (1 —p) u(k + 1), qui est une relation de récurrence

d’ordre 2. ’équation caractéristique (1 — p) X? — X + p = 0 admet pour racines 1 et =t

donc les solutions sont de la forme

k
P
k) = —
) =a+5 ()

et u(2) = - Ontrouve v = Oet f = 2.

C
1-p

avec pour conditions initiales p(1) =
Les mesures invariantes sont donc de la forme
k
& b
1(0) = ¢ : ,uk:le—(—)
) N

avec c positif. En particulier, si p < 1, alors elles sont toutes de masse finie, car
Io~( 2 \"_20-p)
13 () =3 <,
pZ; L—p L—=2p

Dans ce cas, parmi les mesures invariantes, il existe une unique probabilité invariante correspondant

hoix ¢ = =22 .
au cho TeEy

1—2 1-2 ([ p \'
”w)ZEEiZS ’ ﬂkzl)_2ml—p)(1—p)'
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On verra plus loin les conséquences de ce calcul en termes de récurrence ou de transience de la
chalne, et pour son comportement asymptotique.

TutoreMmE 3.5 (Existence et unicité d’une mesure invariante). Soit P la matrice stochastique

d’une chaine de Markov irréductible récurrente sur un espace d’états X. A un coefficient multiplicatif
pres, il existe une unique mesure invariante non nulle sur X.

LemME 3.6 (Finitude du nombre moyen de visites le long d’une excursion). Considérons une
chaine de Markov sur un espace d’états X. Etant fixé un état x € X, on pose :

T;r—l

Mz<y> - Em Z 1(Xn:y) ;
n=0

c’est la moyenne du nombre V,,, de visites de y le long d’une excursion issue de x (cette excursion étant
éventuellement infinie si T, = +o0).

(1) Supposons donnée une mesure invariante w sur X telle que w(x) = 1. Alors, w(y) > pz(y)
pour tout y € X, ce qui implique que 11,.(y) < +00 pour tout y € X.

(2) Si la chaine est récurrente irréductible, alors ., (y) < 400 pour tout y € X.

DEmonsTRATION. Commengons par quelques remarques sur la quantité y, (y). Ona p,(z) = 1,
car le nombre de visites de x entre les temps 0 et 7, — 1 est presque stirement 1 sous P,. Par ailleurs,
on peut réécrire

el
Nz(y) = Eaz Z 1(Xn=y) ;
n=1

en effet, on n’a pas changé les indicatrices si y # x, et pour y = x la formule ci-dessus donne encore
1 (on a remplacé la visite de = au temps n = 0 par la visite de = au temps n = 7). Finalement,

+

e —1 oo 00
() =B | D Tixtomyy | =B | D umyrtom | = 2 PelXa =y, 77 > ).
n=0 n=0 n=0

Démontrons maintenant les deux points du lemme. Pour le premier point, on a w(z) = p,(z) = 1,
donc pour établir 'inégalité 7(y) > 1.(y), on peut supposer y # x. Lidée est d’utiliser 'invariance
de 7 et d’extraire les termes de 1, (y) = >~ P.[X,, =y, 7,7 > n] au fur et a mesure. On a:

)= 3 wle) Pler,y)

r_1€EX

= P(z,y)+ Y w(e1) P(z_1,y)

T_17#T

- ]P)x[Xl =Y, 7—;_ > 1] + Z 7T(gj—l)]D(‘(L’—by)a
T_1#x
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puis
m(y) =P [X1 =y, 7, > 1] = Z m(z_9) P(x_9,7 1) P(7_1,9)
T_1#T
r_o€X
= Z P(l’,l’_l) P(x—lvy) + Z W(l'_g) P(x—sz—l) P(x—lvy)
T_1#T T_1,L_2FT

=P, [Xo =y, 7 > 2]+ Z m(z_9) P(x_9,2_1) P(x_1,Yy),

T_1,L_2FT

et par récurrence sur m, on établit que

(y) —pr[Xn =y, 7.0 >n|= Z T(T—pm) P(T—p, T (m-1)) - P(x—2,2-1) P(x_1, ).

Ty FT
Comme le terme de droite est positif, en prenant m — 400, on obtient bien 7(y) > . (y).

Pour le second point, supposons la chalne récurrente irréductible; comme p,(z) = 1, pour
établir la finitude de 1, (), on peut supposer y # . Introduisons les probabilités p,, = P,[r, < 7]
et py. = Py, < 7.7]. Ces deux probabilités sont strictement positives : pour p,, par exemple,
par irréducibilité, il existe un chemin reliant « a y dans le graphe Gp, et si on le prend de longueur
minimale n, alors ce chemin ne contient pas de retour en x; alors, il y a une probabilité P*(z,y) > 0
de suivre ce chemin au départ de x, donc une probabilité strictement positive d’atteindre y avant
de revenir en 2. Maintenant, on peut exprimer i, (y) a partir des deux probabilités p,, et p,. :

— Si7f < 7, alors V,,, = 0 (on retourne en x avant d’avoir visité y une seule fois).

— Supposons maintenant 7, < 7.". Alors, la chalne décalée en temps (X,,++ )nen suit une
PP Y T ) p +1y JnE
loi P, et elle effectue des excursions issues de y. Ces excursions sont indépendantes et de
y Y p
méme loi, et chacune de ces excursions a une probabilité p,, de contenir x; le nombre de
visites V, est donc égal a

1 4+ nombre d’excursions issues de y avant que I'une d’entre elles n’atteigne .

Donc, conditionnellement a I’événement {7, < 7,5}, V,,, — 1 suit une loi géométrique de
arameétre p, ., et donc d’espérance - — 1.
Y
Pyz

On conclut que

1a(y) = Ea[Vay) = Pulry < 7H o [Vay | 7 < 7] = 222 € (0, +00). 0
y:l?

PREUVE DU THEOREME 3.5. Pour [existence, on va montrer que si la chalne est récurrente irré-
ductible, alors la mesure pi, (pour un état € X fixé) est invariante. On peut écrire :

(e PY(9) = 3 tal0) Pl = 350 S Bulrt = m, X, = w] P, y)
weX m=1 n=0 weX
n=0 weX

Or,

P >n, X, = w| P(w,y) =P [r >n, X, =w, X, 11 =y
En effet, dire que 7,7 > n revient a dire que ’'on n’est pas encore retourné en x au temps n, donc le
terme de gauche vaut

Z P(z,z1) P(x1,29) -+ P(x,_1,w) P(w,y)

TIFT,..., T 17T
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et c’est aussi la valeur de la probabilité a droite. Ainsi,

(e P) () = DD Pofrf > m, Xy =w, Xopn =yl = Y Pl > n+1, Xpp1 =1
n=0 weX n=0
= Z Pl >m, Xy =y] = Z Ez[1(7j>m,xm:y)]
m=1 m=1
el
=EBo | Y 1xpmy) | = Ha(v)
m=1

T el
pa(®) =D B | lixumy | = Ea | D 1| =Eu[7];
yeX n=1 n=1

notons que cette espérance peut étre infinie. Etablissons maintenant I"unicité A un scalaire prés. Soit
7 une autre mesure stationnaire non nulle sur X; quitte & multiplier 7 par une constante, on peut
supposer m(x) = 1 pour P’état x fixé précédemment. Par le lemme 3.6, 7 > p,, et ™ — p, est une
mesure positive et est invariante par P :

(m— pg)P =7P — 1, P =1 — 1.

De plus, 7(z) — p(x) = 0. Or, par la proposition 3.3, une mesure invariante non nulle associée
a une matrice de transition irréductible est strictement positive partout; par contraposée, comme
T — iy Sannule, T — p, = 0 et ™ = . O

CoRrOLLAIRE 3.7 (Récurrence positive et récurrence nulle). Soit (X, )nen une chaine de Markov
wrréductible récurrente. On a lalternative entre les deux situations suivantes :

— Pour tout x € X, E,[1]] = +00; on parle alors de chaine de Markov récurrente nulle, et toute
mesure invariante sur X est de masse infinie.

— Pour tout x € X, E,[1]7] < +00; on parle alors de chaine de Markov récurrente positive,
et toute mesure invariante sur X est de masse finie. De plus, dans ce cas, Punigque probabilité
invariante sur X est donnée par la formule

1
(x) = =——.
E.[7,]

DEMONSTRATION. La chalne étant récurrente irréductible, toutes les mesures invariantes non
nulles sont proportionnelles entre elles, donc soit elles ont toutes une masse finie, soit elles ont
toutes une masse infinie. Lalternative s’en déduit, car les mesures pi, construites dans la preuve
du théoreme 3.5 ont pour masse i, (X) = E,[7;7]. Remarquons que pour  # y, les deux me-
sures invariantes /i, et /i, sont a priori différentes; néanmoins, elles ne different que par un scalaire
multiplicatif. Dans le cas récurrent positif, étant donné x € X, la mesure
_ He(y) _ 1a(y)

pa(X)  Eglrf]
est proportionnelle & /1, donc invariante; et par construction elle est de masse totale égale a 1,
donc c’est une probabilité invariante. L'unicité de cette probabilité invariante 7 est une conséquence
immeédiate de I'unicité a un scalaire pres des mesures invariantes. Enfin,

fiz () _ 1
E.(rt]  Eao[rf]

m(y)

m(z) =
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ce qui établit un lien entre la probabilité invariante et les moyennes des temps de retour : plus le

temps de retour en x est grand (en moyenne), et plus la probabilité invariante 7(x) est petite. Les

théorémes ergodiques des prochaines sections donneront une explication plus claire de ce phéno-
\

mene. U

REMARQUE 3.8 (Récurrence positive des chaines finies). Une chaine de Markov irréductible sur
un espace d’états fini est toujours récurrente positive. En effet, on sait déja par la proposition 2.11
qu’elle est forcément récurrente irréductible, et de plus, une mesure sur un ensemble fini est bien
str de masse finie; la récurrence positive s’en déduit.

Avant de passer a I’étude du comportement asymptotique des chaines de Markov, énongons une
réciproque partielle du théoreme 3.5 :

ProrosrTioN 3.9 (Critére de récurrence positive). Soit (X,,)nen #ne chaine de Markov irréductible
sur un espace d’états X. On suppose qu’il existe une mesure stationnaire 7 sur X non nulle et de masse
finie. Alors, la chaine de Markov est récurrente (positive).

DEMONSTRATION. Fixons un état z € X; comme la chaine est irréductible, on a w(z) > 0, et
quitte & multiplier 7 par un scalaire, on peut supposer que w(z) = 1. Le premier point du lemme
3.6 montre que T > 1, donc

00 > 7(X) > pu(X) = E, ]

T

Ainsi, 7, est fini presque stirement, et méme d’espérance finie. Ceci montre que tous les états z € X
sont récurrents. O

ExempLE 3.10. La marche aléatoire non symétrique (p # 3) sur Z est irréductible transiente.
En effet, on a exhibé précédemment deux mesures invariantes non proportionnelles sur Z; or, si la
chaine était irréductible récurrente, on aurait 'unicité a un scalaire pres de la mesure invariante.

ExempLE 3.11. Le modéle de file d’attente avec p < 1 est irréductible récurrent positif. En effet,
on a exhibé précédemment une mesure de probabilité (donc de masse finie) invariante.

2. Convergence vers la loi stationnaire

Soit P une matrice de transition irréductible sur un espace d’états X. S’il existe une probabilité
invariante 7, alors pour tout n € N, 7 P" = m, donc une chalne de Markov (X,,),en de matrice P
et de loi initiale 7 vérifie :

VneN, Vz € X, P.[X, =z] =n(x).

Nous allons maintenant montrer que, sous une hypothese additionnelle d’apériodicité, pour toute
loi initiale 7, on a
Ve e X, lim P, [X, =z] = nm(x).
n—oo

Ainsi, la mesure de probabilité invariante est la limite des lois marginales de la chalne, quelque soit
la lot initiale.

DEFINITION 3.12 (Période d’un état). Soit P une matrice stochastique et x € X un état. La période
de x est lentier positif
h(z) = pged{n > 0| P"(x,z) > 0}.
Ceest donc le plus grand commun diviseur des temps possibles de retour en x de la chaine de Markov
associée a P.
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ExempLE 3.13 (Période de la marche aléatoire sur le cercle). Considérons la marche aléatoire sur
Z/NZ introduite dans I’exemple 2.12. Si N > 2 est un entier pair, alors toute boucle z = 27 —
ry — -+ — x, = x dans le graphe Gp associée a la matrice de transition P de la chaine de Markov
est de longueur paire. En effet, "application [£] mod v + [k] mod 2 €st bien définie (la parité de k avec
k choisie dans une classe modulo N ne dépend pas de k), donc on a une notion de parité pour les
éléments de Z/NZ; et on change de parité & chaque pas de la chalne. Remproquement pour tout
nombre pair £ = 2m il existe une boucle de longueur 2m reliant z a , a savoir

r—zrx+l—-zr—---—>x—x+1—x (mrépétitionsdelabouclex — x + 1 — x).
Par conséquent, si N est un nombre pair, alors pour tout & € Z/NZ, la période de z vaut
h(z) = pged{0,2,4,6,8,...} = 2.

Supposons maintenant N impair. Alors, I’ensemble des temps de retour possibles en un point
contient N et N + 1:

r—r+l—-2+2— -2+ N—-1—=x2+N =21 (avec lesentiers pris modulo N),
N +1

etr—wr+1l—-r—---—srx—ozr+1—=2 ( répétitionsdelabouclex—>a:+1—>:E>

sont deux boucles avec ces longueurs. Par conséquent, h(z) = 1 pour tout « € Z/NZ.

ProrostTioN 3.14 (Période d’une chaine irréductible). Soit P une matrice stochastique irréduc-
tible. La période d’un état v € X ne dépend pas de x ; on dit alors que c’est la période de la chaine de
Markov, notée h(P) ou simplement h.

LeMME 3.15. Si & a pour période h(x), alors il existe k(x) > 0 tel que ensemble des longuenrs de
boucles R(x) = {n > 0| P"(z,xz) > 0} contient tous les multiples k h(x) pour k > k(z).

DEMONSTRATION. Notons que I’ensemble R(z) est stable par addition : il existe des boucles
de longueur m et n reliant = a x dans le graphe dirigé Gp, alors en les concaténant on obtient une
boucle de longueur m + n. Par la relation de Bezout, il existe des entiers ny,...,n, dans R(z) et
des entiers uy, ..., u, € Z tels que

uing + usmg + - - + upn, = h(x).

En utilisant la stabilité par somme de R(x), et en réunissant les termes positifs d’une part et les
termes négatifs d’autre part, on en déduit I'existence de deux entiers N; et Ny dans R(x) tels que

Nl — N2 = h(x)

Les entiers N; et N, sont divisibles par h(x), et R(x) contient tous les multiples de () au moins
a partir de N1 Ny. En effet, R(z) contient

NNy =Ny+Np+ -+ Ny

~
N; fois

par stabilité par addition, et si & > 0 admet pour division euclidienne par NV
k=qN;+r,

alors
N1N2 + kh(x) = (N1 — T)NQ + (T + qh(x))Nl

est une combinaison linéaire a coeflicients entiers positifs d’éléments N; et Ny dans R(x), donc
appartient a R(z). O
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PREUVE DE LA PROPOSITION 3.14. Considérons deux états x # y dans X ; comme la chaine est
irréductible, il existe des chemins
T=Tg—>T1 —> = Ty =Y
CY=yYo Y Yy =1
dans le graphe dirigé Gp. Alors, zg — 21 — -+ — 2, = Yo — y1 — -+ — Yy, est une boucle de

longueur m + n reliant x a z, et yo — y1 — +-+ = Yo = Tg — T —> -+ —> T, est une boucle de

longueur m + n reliant y a y. Donc, m + n appartient & R(x) et & R(y), et est un multiple de h(z)
etde h(y) :

m + n = uh(z) = vh(y).

Pour k assez grand, kh(zx) et (k + 1)h(z) appartiennent a R(z) par le lemme précédent ; fixons des
boucles (aq, . .., akn)) et (bo, - - ., bt1)n(z)) reliant = a = dans le graphe orienté Gp. Les chemins

y0—>y1—>---—>yn:a0—>a1—>---—>akh(x):a:0—>x1—>---—>xm
etyo = Y1 —> - = Y =bo = a1 — - = bt h@) = To = T1 — = Ty

sont alors des boucles de longueurs (k + u)h(x) et (k + u+ 1)h(z) reliant y & y. Or, le pged de ces
deux longueurs est

pged((k +u)h(x), (k +u+ 1)h(x)) = h(z) pged(k + u, k +u+ 1) = h(z).
Par conséquent, h(y) divise h(z), et symétriquement on montre que h(x) divise h(y), donc h(z)

h(y). 0

DErFINITION 3.16 (Chalne apériodique). Une chaine de Markov irréductible est dite apériodique si
sa période est h = 1.

REMARQUE 3.17. Notons qu’une condition suffisante, mais non nécessaire pour ’apériodicité
d’une chaine irréductible est ’existence d’un état x € X tel que P(z,z) > 0. Dans ce cas, on a en
effet 1 € R(x), donc h(P) = h(x) = pged(R(z)) = 1.

THEOREME 3.18 (Convergence des lois marginales). Soit P la matrice de transition d’une chaine
de Markov irréductible sur un espace d’états X.

(1) Sila chaine de Markov associée a P est récurrente positive et apériodique, alors pour tout x € X
et toute loi initiale 7,

P [ X0 = 2] = mp(2) —neo m(2),

on m(x) est Punique probabilité invariante sur X.

(2) Si la chaine est récurrente nulle ou transiente, alors pour tout x € X et toute loi initiale T,

Tn(T) = noo 0.

La preuve que nous allons donner du théoréme 3.18 repose sur un tres joli argument de couplage de
deux chalnes de Markov indépendantes de matrice P.

LemME 3.19 (Carré d’une chalne de Markov). Soit P la matrice de transition d’une chaine irré-
ductible et apériodigue sur un espace X. On note P®* la matrice de transition sur X* donnée par

®2
PP (w1, 2), (Y1, 92)) = P(w1,91) P22, y2).
Alors, P*? est irréductible. Si P est de plus récurrente positive de loi invariante w, alors P®? est aussi
récurrente positive, de mesure de probabilité invariante

7, y) = 7(x) 7 (y).
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DEMONSTRATION. Comme h(P) = 1, par le lemme 3.15, pour tout état z, il existe des boucles
de longueur k basées en x st k > k(x) est assez grand. Fixons quatre états x1,xa, 41,92 € X.
Par irréducibilité, il existe un chemin z; = a9 — -+ — a,, = y; dans Gp, et un autre chemin
Ty = by — +++ = b, = Yo, m et n étant des entiers positifs. Alors, en rajoutant au début de ces
chemins des boucles basées en 1 et en x5 respectivement, on peut supposer que m = n; en effet,
il suffit de rajouter une boucle de longueur k + n a (a, . . . , a,,) et une boucle de longueur k + m
a (bo,...,by), avec k + n > max(k(x1), k(zz2)). On a donc maintenant deux chemins de méme
longuenr

T1=0ay9 —> Qa1 —7 " —> Qm = Y1

etﬂfgzbo%blﬁ"'%bm:yg.

Alors, (ag,by) — (a1,b1) = -++ = (@, by,) est un chemin dans le graphe Gpe2 reliant (21, 22) a
(y1,92) ; ceci prouve I’irréducibilité de la matrice stochastique P®2.

Supposons maintenant P récurrente positive, de loi invariante 7. La récurrence positive de P®?

découle alors de I’existence d’une mesure stationnaire de masse finie (Proposition 3.9), a savoir 72 :

(a2 P (wy) = Y 7% (0,w) PP ((v,w), (2,y))

(v,w)€eXx?
= > (@(v) P(v,2)) (w(w) P(w,y))
(v,w)ex?
= (nP)(z) (nP)(y) = m(z) n(y) = 7%*(z, y). O

LemME 3.20 (Temps d’atteinte de la diagonale). On considere la chaine de Markov (X, Yy )nen
sur X2 de matrice de transition P*? et de loi initiale mo ® o, 0t 7o et j1o sont deux mesures de probabilité
sur X :

(Mo @ po)(,y) = mo(x) po(y).
On note T le temps d’atteinte par (X,,, Yy, )nen de la diagonale A = {(z,x) € X* |z € X} :

T =inf{n e N| X,, =Y, },
qui est une variable aléatoire a valeurs dans N L {+00}.
(1) Notons 7, = moP" et ji, = tioP™. On a Iinégalité

dry (T, fin) = iuP 1T (A) = pn(A)] < Prosuo [T > n,
cx
drvy étant la distance en variation totale entre les deux probabilités m, et pu,.

(2) Si P est irréductible récurrente positive et apériodique, alors le temps datteinte T est fini presque
sirement.
DEMONSTRATION. Remarquons que, pour tout état = € X et tous temps n > m,
Prosuoll = met X, = x] = Prygu[I = metY, = z].
En effet, on peut écrire la probabilité & gauche en termes de P, 7o et g :
Procuoll = met X,, = ]
= > 7o(2o)po(yo) P20, 21) + + - P(Zm—1,w)P(Yo, Y1) -+ + P (Y1, w) P*"(w, z),

TOFEY0 -+ Tm—1FYm—1,W

et on obtient exactement la méme formule pour I’autre probabilité. Remarquons par ailleurs que
(X )nen et (Yy,)nen sont deux chaines de Markov sur X de lois P(pr,) et P(p,,). En effet, pour
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(X)) nen par exemple, la probabilité Py g, [Xo = 2o, ..., Xy = 2n] d’un cylindre a horizon N est
donnée par

Z PWO@)HO[XO:an---yXN::L‘Ny}/():yOw-wYN:yN]

Y0, YN EX

- Z (T0 ® o) (20, Yo) P=*((w0,90), (z1,91)) - - - PP ((xn—1,yv1), (2N, yn))
Y0,.- YNEX

= Z mo(zo) P(zo, 21) - - - P(xn-1,2n) po(x0) P(Yo, y1) - - - P(yn-1,yn)
Y0, YNEX

= mo(xo) P(xo, 1) P(xn_1,2N).
On peut alors écrire :
Tn(2) = Progue [ Xn = 2] = Prygpue[Xn =z et T < 0]+ Prygpue[Xn =z et T > nl
=ProauolYn =2 et T < n]+Prigu[Xn =z et T > nl

puis, pour une partie A C X,

Tn(A) = ProguoYn € Aet T <]+ PriguXn € Aet T > nj
S PWO@MO [Yn € A] + ]P)WO(XJMO [T > TL] = ﬂn(A) + IP)TFO@MO [T > n]

Symétriquement, fi,(A) < m,(A) + Prygu [T > n], donc |m,(A) — pn(A)| < Pryou [T > nl, et
ceci est valable pour toute partie A; par passage a la borne supérieure, on obtient 'inégalité sur la
distance en variation totale.

Pour la seconde partie du lemme, si P est irréductible récurrente positive et apériodique, on sait
que P®? est irréductible récurrente positive; ainsi, (X,,, Y, )nen atteint tout état en un temps fini,
et c’est en particulier vrai pour les états de la diagonale A, donc T' < +o00 presque sirement. [

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.18. Supposons d’abord P récurrente positive. Comme T' <
+00 avec probabilité 1, on a

nh—>r£10 EDﬂ'o®#0 [T > TL] =0

pour toutes lois 7y et p9. C’est en particulier vrai pour g = 7 égale a la mesure de probabilité
invariante pour P. Alors, d’apres le lemme précédent, puisque 7 P™ = 7 pour tout n,

dTV(ﬂ'naﬂ-) S PTI‘Q@TI‘[T > n] —n—o0 0.
Ceci implique en particulier que |7, (2) — 7(z)| —n—0 0 pour tout état = € X.

Si on suppose P transiente, alors étant donné un état y € X, la chalne (X,,)nen ne visite y
qu’un nombre fini de fois. En effet, on a vu dans le chapitre précédent que cela était vrai sous une
mesure P, correspondant a une mesure initiale J, (seconde partie du théoréme 2.9), mais la preuve
est la méme pour une mesure initiale arbitraire. On a donc

lim P, [Vn >m, X, #y] =1,

m—00
et a fortiori, lim,, o Pry [ X # y] = lim,, oo 1 — m,(y) = 1, donc m,(y) — 0 pour tout état y.

Supposons finalement P récurrente nulle : tous les états de la chaine sont visités infiniment
souvent, mais les temps de retour sont d’espérance infinie. Dans ce cas, on ne sait pas a priori si
P®? est récurrente ou transiente; il faut donc distinguer plusieurs cas. Si P®? est transiente, alors
on sait d’apres la discussion du cas transient de ce théoréme que

im Prygm [(Xn, Yn) = (z,2)] = 0.
n—oo

Or, on peut calculer Pryor [(Xn, Ys) = (z,2)] = ((mo ® m0)(P®?)")(x,x) = (m.(x))?, donc
Tn(T) — oo 0. Supposons maintenant et jusqu’a la fin de la preuve P récurrente nulle et P®?
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récurrente. La récurrence de P®? implique de nouveau que 7' < +oo presque sirement. Par consé-
quent, par le lemme 3.20, pour toutes lois initiales 7y et i et tout état y € X,

T (y) — b (Y)] —n—se0 0.
C’est en particulier vrai si les lois initiales sont des Diracs d,. : pour tous états x, 2,y € X,
|}ﬂ%x7y>__}y%27y)|_%wﬁa>0-
Fixons un état x € X, et supposons par I'absurde que (P"(z,y))nen ne tend pas vers 0 pour tout

état y € X. Alors, comme toutes les probabilités sont dans [0, 1], par extraction diagonale, il existe
une suite croissante (1 )gen et une famille de nombres positifs (p(y)),ex telle que

P (2,y) —ksoo P(Y)

pour tout état y € X, et telle que p(y) > 0 pour au moins un état y. Montrons alors que p est
une mesure stationnaire de masse finie pour P; ceci contredira le fait que P est récurrente nulle,
compte tenu de la proposition 3.9. Pour commencer, I'inégalité

> Pey) <1
yeA

valable pour toute partie A finie de X passe a la limite et donne p(A) < 1 pour toute partie A
finie, puis p(X) < 1 par union dénombrable croissante; ainsi, p est bien de masse finie. Calculons
maintenant pP. Pour toute partie A finie de X, on a

> p() Pley) = Jim (Z P™(2,2) Pz y>>

z€A z€A

< liminf (Z P (x,z) P(z, y)) = liminf (P™*!(z,y))

k—o00 k—o0
zeX
< Timi g
< hlggolf ( Eex P(z,z)P (z,y)>

Or, P™(z,y) — p(y) pour n’importe quelle valeur de z; en effet, c’est vrai par hypothése pour
z =z, et on a vu que les différences P"(z,y) — P"(z, y) tendaient vers 0. Par convergence dominée
contre la mesure P(z, z), on peut donc passer a la limite dans le dernier terme de I'inégalité ci-dessus,

et obtenir :
> o(2)P(z,y) <Y Plx,2) ply) = p(y).

z€A z€X
Comme c’est vrai pour toute partie finie A, par union croissante dénombrable,

(0P)(y) = p(2) P(z,) < p(y).
On a en fait égalité, car
D (P)y) = > p(2) P(zy) =D p(2) =D ply);

il ne peut donc pas y avoir d’inégalité stricte (pP)(y) < p(y) pour un certain y. Ainsi, P admet une
mesure stationnaire p non nulle et de masse finie (plus petite que 1) ; ceci impliquerait la récurrence
positive de P, et c’est absurde. Donc, P"(z,y) — 0 pour tout couple (x,y) € X. Ceci implique
par convergence dominée que

m(y) =Y mo(x) P"(x,y) = 0

pour tout état y € X. O



44 3. THEOREMES ERGODIQUES

ExempLE 3.21 (File d’attente récurrente positive). Considérons le modele de file d’attente avec
un parametre p < 7 ; on est alors dans le cas récurrent positif, et la loi stationnaire a été calculée
dans I’exemple 3.4. Le théoréme 3.18 implique que

1-2
lim P, [X, =0 = — 2L
n—00 2—2p

quelque soit la loi initiale 7 ; ainsi, on a une estimée de la probabilité que la file d’attente soit vide
au bout d’un grand temps n.

3. Loi des grands nombres pour les nombres de visites

Le théoreme 3.18 répond entierement a la premiere question posée au début de ce chapitre;
examinons maintenant la seconde question. Etant donnée une chalne de Markov (X,,),en sur un
espace d’états X, on note

Ven = card{m € [1,n] | X;, = } = nombres de visites de = jusqu’au temps n;

on alim,, o Vi, = Vi, donc si la chaine est irréductible, alors soit (V. ,)nen est une suite bornée
pour tout = € X, soit (V, ,)nen tend vers I'infini pour tout état = € X.

THEOREME 3.22 (Asymptotique du nombre de visites). Si la chaine de Markov (X,,),en est irré-

ductible récurrente positive, alors
vx,n

—n—o0 77(3;)

presque siirement et pour tout état x, w étant la loi stationnaire. Si la chaine est irréductible récurrente

nulle ou transiente, alors
Vi

%TL—)OO O

pour tout état x € X.

DEMONSTRATION. Le cas d’une chaine transiente est trivial, puisque (V. ,,)nen reste bornée pour

tout z. Supposons maintenant la chaine irréductible récurrente. On considere comme dans la preuve

(1) £2)

du théoreme 2.6 les temps de passage 75 /, 75, etc. en I’état x5 ces temps aléatoires sont tous finis

. 0 1 .
presque slirement. On pose par convention 7. = 0. Sous Py, (" — 7" "V),.>1 est une suite de
variables indépendantes et de méme loi, car il s’agit de la liste des longueurs des excursions €, 1, €, 2,

etc. Par la loi des grands nombres, on a donc avec probabilite 1 :

(n) . A / .. .. .
Ta si la chaine est récurrente positive de loi invariante T,

1
1

— EZ‘[T_’£ )] = 71’(33) . A /

n +00 st la chaine est récurrente nulle.

Le résultat reste vrai sous une loi P, avec une mesure initiale 7y arbitraire. En effet, comme la
. 1 .
chaine est récurrente, le premier temps de passage 7" est fini presque siirement sous P, donc

Tg(;n) n-— 1 ngn) — 7'3[(;1) ngl)

n n n—1 n’
la loi des grands nombres s’applique a la premiere partie comme précédemment (la chaine décalée

Tz
n

(X, +T(1>)"€N suit une loi P,), tandis que est une quantité finie divisée par n, donc tend avec

probabilité 1 vers 0.
Dans le cas récurrent positif, soit € > 0 et a = 7(z) + . Notons que

Vim T:l—na] 1
— >a| <— <
n na ~ w(x)+e
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Or, par la loi des grands nombres précéedemment établie, ’événement de droite ne se produit pas

VIE n K
pour n assez grand. Donc, pour tout ¢ > 0, =% < 7(x) + ¢ pour n assez grand, avec probabilite

Va:,n

1. On montre symétriquement que > 7(x) — € pour n assez grand, de sorte qu’on a bien

V,
LRy seo () presque stirement. Le cas récurrent nul est démontré de la méme fagon, en prenant
n b

a=c¢e. O

CoROLLAIRE 3.23 (Théoréme ergodique pour les chalnes récurrentes positives). Soit (X, )nen
une chaine de Markov irréductible récurrente positive, de loi stationnaire  sur un espace d’états X.
Pour toute fonction f : X — R bornée, quelque soit la mesure initiale 7o, on a

Maf) = 5 37X = (e S (@)

zeX
avec probabilité 1.

DEmMONSTRATION. Notons que

Ma(f) = = 30 5060) = 3022 )

Va ,n
n

Fixons une partie finie A C X de mesure sous 7 supérieure 3 1 — . On a — 7(z) pour tout

xz € A, dong, st |f(z)| < B pour tout z € X, alors

Mo() =~ Ywla) 1) < 322w B+ (22 v | B
zeX x€A g A
SZ VZ” —7(x)| B + 1—2‘/:" + (1 —7(A) | B.
z€A TEA

Le premier terme est une somme de quantités tendant vers 0, et le second terme a une limite supé-
rieure inférieure a 2B(1 — w(A)) = 2Be. Donc, pour tout € > 0, avec probabilité 1,

limsup | M, (f) — ZTF(ZL‘) f(z)| < 2Be.

n—oo zEX

La limite vaut donc 0. U

REMARQUE 3.24. Le corollaire 3.23 dit qu’une moyenne temporelle sur une trajectoire aléatoire
(X»)nen d’une chaine irréductible récurrente est asymptotiquement égale a une moyenne spatiale
contre la mesure invariante 7 sur I’espace X ; ce type de résultat est appelé théoréme ergodique en
mathématiques ou en physique statistique.

REMARQUE 3.25. Contrairement au théoreme de convergence 3.18, le théoreme ergodique 3.23
ne requiert pas I’hypothese d’apériodicité.

ExempLE 3.26. Considérons la marche aléatoire sur le cercle introduite dans I'exemple 2.12.
Le théoreme ergodique implique que, pour toute fonction f : Z/NZ — R, on a la convergence
presque siire

1 & 1 &
=~ FX) S 1 D f(R).
=1 k=1

En effet, on vérifie aisément que la mesure uniforme sur Z/NZ est la mesure invariante de la chaine
de Markov, qui est récurrente positive puisque ’espace des états est fini.
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Exercices

Objectifs : Calculer la loi invariante d’une chaine de Markov, en particulier en utilisant la notion de
réversibilité (1,2,3,4,5,6,7,8); utiliser le théoreme de convergence vers la loi stationnaire dans le cas ré-
current positif (1,4,5,6,9); utiliser le théoréme ergodigue sur les nombres de visites (3,9).

1. Matrices bistochastiques. Soit X un espace d’états fini. On dit qu’une matrice (P(x,y))s yex
est bistochastique st ses coeflicients sont tous dans [0, 1], et si la somme des coefficients sur une
ligne ou sur une colonne est toujours égale a 1.

(a) Montrer qu’une matrice de transition P est bistochastique si et seulement si la mesure uni-

o 1 . .

forme m(z) = —= a7 est invariante par P.

(b) Application. Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov sur un espace d’états
fini X. On suppose P irréductible et symétrique : P(z,y) = P(y,x) pour tous états x, y.
On suppose aussi que la diagonale de la matrice P n’est pas nulle. Montrer que, si (X, )nen
est une chaine de Markov de matrice de transition P, alors

1
card(X)

pour n’importe quel choix de mesure initiale 7, et pour tout état = € X.

7Tn<x> = ]P)m) [Xn = JJ] —n—oc0

2. Mesures réversibles, I. Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov sur un espace
d’états fini ou dénombrable. Une mesure positive 7 est dite réversible pour P si, pour tout couple
détats (z,y) € X2,

() Pz, y) = 7(y) Ply, z).
Montrer qu’une mesure réversible est invariante pour P. La réciproque est-elle vraie?

3. Marche aléatoire sur un graphe fini. Soit G un graphe (simple, sans boucle) fini, c’est-a-dire
un ensemble fini X de sommets et un ensemble € de paires { # y} de sommets. Le degré d’un
sommet du graphe est

degx = card{y € X|{z,y} € €}.
On suppose que degz > 1 pour tout € X. On définit alors une matrice stochastique d’espace
d’états X :

1 .
P(.fﬁ,y) — degx S% {(L’,y} € Ea
0 sinon.

(a) A quelles conditions sur le graphe G la matrice P est-elle associée a une chalne irréduc-
tible? Si ces conditions sont vérifiées, que faut-il supposer en plus pour avoir une chaine
apériodique?

(b) On suppose jusqu’a la fin de I’exercice que la chatne irréductible. Trouver une mesure de
probabilité réversible pour cette chaine de Markov.

(c) Etant donnée une trajectoire (X, )o<n<n observée sur un temps long N >> 1, avec grande
probabilité, quels sont les sommets du graphe qui sont le plus souvent visités par cette
trajectoire?

4. Les urnes d’Ehrenfest. On considére une urne avec N balles, qui sont réparties dans deux com-
partiments A et B. On note X,, le nombre de balles qui sont dans le compartiment A au temps
n; X, € [0, N], et le compartiment B contient N — X,, balles au temps n. Lévolution de la
suite (X, )nen est la suivante. Pour passer de X,, a X,,41 :
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— On tire au hasard "'une des N balles de 'urne, toutes les balles étant équiprobables, et ce
tirage étant indépendant des autres étapes.

— Silaballe tirée au hasard appartient au compartiment A, on la déplace dans le compartiment
B:alors, X, 1 = X, — 1.

— Au contraire, si la balle tirée au hasard appartient au compartiment B, on la déplace dans
le compartiment A : dans ce cas, X,,11 = X, + 1.

(a) Donner la matrice de transition P de la chaine de Markov (X,,),en. Montrer qu’elle est
irréductible sur Pespace d’états X = [0, N].

(b) Calculer 'unique mesure de probabilité invariante 7 pour P. On pourra la chercher réver-
sible. Quelle mesure de probabilité classique obtient-on?

(c) On suppose par exemple que Xy = 0. A-t-on lim,,_, o, Po[X,, = k] = 7(k) pour tout k € N?

(d) On modifie le modele en supposant qu’a chaque étape, la balle tirée au hasard dans 'urne a
une probabilité  d’étre laissée dans son compartiment, et une probabilité § d’étre changée
de compartiment. Reprendre les questions précédentes avec ce nouveau modele. Quel est le
lien entre les deux matrices de transition des deux modeles?

5. Les urnes de Bernoulli-Laplace. On considére une urne avec N; balles blanches et Ny balles
noires, et avec deux compartiments A et B contenant respectivement a > 1 balles et b > 1
balles; N1 + Ny = a + b, et chaque compartiment peut contenir des balles blanches et des balles
noires. On note X,, le nombre de balles blanches dans le compartiment A au temps n; ¢’est une
quantité entiere entre max(0,a — Np) et min(Ny, a).

(a) Exprimer en fonction des paramétres du modele Ny, No, a, b et de X, le nombre de balles
blanches ou de balles noires dans chaque compartiment au temps n.

D’évolution de la suite (X, ),en est la suivante. Pour passer de X, a X1 :

— On tire au hasard dans chaque compartiment une balle; toutes les balles du compartiment
A sont équiprobables, et de méme pour toutes les balles du compartiment B.

— On échange la position des deux balles tirées au hasard : celle du compartiment A va vers
le compartiment B, et vice versa.

(b) Donner la matrice de transition P de la chaine de Markov (X,,),en. Montrer qu’elle est
irréductible sur espace d’états X = [max(0,a — Ny), min(a, Ny)].

(c) On suppose dans la suite N; < a < Nj : ainsi, le nombre de boules blanches dans le com-
partiment A peut varier entre 0 et N;. Trouver ’'unique mesure de probabilité invariante 7
pour P. Quelle mesure de probabilité classique obtient-on?

(d) Pour k € X, montrer que lim,,_,o, P, [X,, = k] = (k).

6. Découpage de polygones. Soit P un polygone convexe avec au moins 3 cotés, auquel on apphque
'opération suivante : on choisit au hasard deux cotés de P, on joint les milieux de ces cotés
et on garde I'un des deux nouveaux polygones convexes plus petits ainsi obtenus. On réitére
cette opération infiniment, et on note (Cy,),en la suite des nombres de cotés des polygones ainsi
obtenus. On supposera que Cyy = 3, et que les choix de découpage sont indépendants et donnent
une chalne de Markov.
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(a) Si C,, = k, montrer que C,,1 € [3,k + 1]. Montrer ensuite que (C},),en est irréductible
sur I’espace des états N>3 = {3,4,5,...}.

(b) On pose X,, = C,, — 3. Montrer que (X, )nen est une chaine de Markov irréductible sur
X = N, et préciser sa matrice de transition P.

(c) Notons que Xy = 0, puisque Cy = 3. Calculer Eo[X,,] pour tout n > 0. En déduire que la
chalne est récurrente irréductible.

(d) On cherche une mesure de probabilité stationnaire 7 pour P (a ce stade, il n’est pas clair qu’il
en existe une, car la chaine pourrait étre récurrente nulle). On pose G(s) = > oo, m(k) s*.
Montrer que, si 7P = m, alors

(s—1)G(s) =) ij; (s572 = 1).

Dériver cette équation pour trouver une équation différentielle satisfaite par G(s), et en
déduire la valeur de cette fonction.

(e) Montrer que la chaine (X,,),en est récurrente positive et converge en loi vers une loi de
Poisson de parametre 1.

7. Modele de file d’attente, II. On considére la matrice de transition sur ’espace X = N donnée
par
PO)=1 : Vk>1, Plkk+1)=p ; Vk>1, Plkk—1)=1—p,

p étant un parameétre réel dans (0, 1).

(a) On suppose p < 1. Montrer que la chaine de Markov de matrice P est récurrente positive,
et calculer sa loi stationnaire. La chaine est-elle apériodique? Quels résultats limites sont
valables pour cette chaine de Markov?

(b) Toujours dans ’hypothése p < 1, on suppose que I’on part d’une file vide (X = 0). Comme
P(0,1) =1, X; = 1 et la file est non vide pendant un certain intervalle de temps [[1, 7;"]].
Déterminer I’espérance du temps 7, nécessaire pour que la file d’attente soit de nouveau

vide.

(¢) On suppose p = 3. Trouver une mesure invariante de masse infinie pour la chalne de Mar-
kov (X, )nen de matrice P. Trouver un lien entre (X,,),en et une marche aléatoire simple
symétrique (Y}, )nen sur Z. En déduire que la chalne (X, ),en est dans ce cas récurrente nulle.

8. Chaine de vie et de mort, II. On reprend le modele de la chalne de vie et de mort, qui a pour
espace d’états X = N et pour matrice de transition

P(k,k—i—l):pk ) P<k,k_1)ZQk ; P<k7k>:rk7

avec (pk, qr, ) k>0 famille de réels positifs avec p, + ¢ + 7 = 1 pour tout k, et go = 0. On a
montré dans un exercice du précédent chapitre que la chalne de Markov avec cette matrice de
transition était récurrente irréductible si et seulement si p, > 0, gx > 0 pour tout k > 1 et

oo l q5;\ A ’ .. . .
>imoI oy p—j) = +00. Montrer que la chalne est récurrente positive si et seulement si

00 l

Z Pi-1 < +o00.

=0 \jo1 D
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Dans ce cas, donner la mesure de probabilité stationnaire. Donner aussi une condition nécessaire
et suflisante simple pour ’apériodicité de la chaine de Markov.

9. Mesures réversibles, II. Soit P une matrice stochastique irréductible sur un espace d’états X. On
suppose que la chaine de Markov associée est récurrente positive, ce qui est automatiquement
le cas si ’espace d’états est fini; on note 7 la mesure de probabilité stationnaire. Lobjectif de
I’exercice est de montrer ’équivalence entre les deux conditions suivantes :

— La mesure 7 est réversible : w(z) P(x,y) = m(y) P(y, z) pour tous états z,y € X.
— Pour tout n > 2 et tout n-uplet d’états (1, z2, . .., zy,),
P(x1, @) - - P(®n-1,20) Py, v1) = P21, 20) P(2n, @no1) - - - P22, 21).

Autrement dit, le produit des probabilités de transition x; — x5 — -+ — x,, — 7 est
le méme si 'on prend le « cycle » dans 'autre sens : 1 — x, — -+ — 29 — x7. Clest le
critere de Kolmogorov.

(a) Montrer que si 7 est réversible, alors le critére de Kolmogorov est vérifie.

(b) On suppose dans les questions suivantes que le critére de Kolmogorov est vérifié. Montrer
que pour tous états x, y, et tout n > 1, on a

P"(x,y) P(y,z) = P(z,y) P"(y,z).

(c) On suppose la chaine apériodique. Déduire de la question précédente que 7 est réversible
pour P.

(d) On ne suppose plus la chalne apériodique. Montrer qu’on a, pour tous états x et ¥,

N

1

N ZP"(x,y) —7N—o0 W(y)
n=1

En déduire de nouveau que la mesure 7 est réversible si le critere de Komogorov est vérifié.

(e) Application. Soit P une matrice stochastique irréductible d’espace des états X fini, et dont le
graphe dirigé Gp ne contient pas de cycle : il n’existe pas de suite de sommets tous distincts
Ty # X9 # o+ F# xyavecn > 3et Plxy,xe) - P(vp_1,,) P(x,,x1) > 0. Cest par
exemple le cas du modele de la ruine du joueur. Montrer que la mesure stationnaire pour P
est forcément réversible.

10. Unicité de la loi stationnaire. Soit P une matrice stochastique irréductible sur un espace d’états
X fini ou dénombrable. L'objectif de I’exercice est de donner une preuve élémentaire du fait
suivant : si P admet une mesure de probabilité invariante, alors celle-ci est unique. Dans ce qui
suit, on ne suppose pas & priori que la chaine associée a P est récurrente (s’il existe une mesure
de probabilité invariante, on sait a posteriori que ceci implique la récurrence positive).

(a) Pour x € Ry, on pose ¢(z) = ~%5. Montrer que pour tous réels positifs x4, ..., x, et tous
poids positifs py, ..., p, telsque py + po + -+ +p, =1,0na

o) Zpil’z’ 22p1¢(w1)
i—1 i—1

Etendre cette inégalité au cas d’une suite (z;);>1 et d’une distribution discrete (p;);>1 avec
o] o d-' / l/d [ 1/> -
> o2, pi = 1. Quand a-t-on égalité dans cette inégalité:
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(b) On suppose donnée une mesure de probabilité 7 sur X invariante par P, et on définit
’entropie d’une autre mesure de probabilité i sur X par la formule suivante :

p(z)
0 = L rto)o( 45 ).
; ()
Justifier du fait que cette quantité est bien définie. Montrer que pour toute mesure de pro-
babilité ;1 sur X, on a

E(uP) > E(p).

(c) On suppose pour cette question que P(x,y) > 0 pour tout couple (z,y) € X% Montrer
qu’on a égalité dans la question précédente si et seulement si ;4 = 7. En déduire dans ce cas
I'unicité de la mesure de probabilité stationnaire.

(d) Dans le cas général, on pose P(x,y) = > 5= P"(z,y). Montrer que E(uP) > &(u) pour
toute mesure de probabilité p, avec égalité si et seulement si = 7. En déduire que si P est

une matrice irréductible, alors il existe au plus une mesure de probabilité invariante par P.



Chapitre A

Marches aléatoires

Ce chapitre propose une introduction alternative a la théorie des chaines de Markov, via I’étude
de trois marches aléatoires : sur le cercle discrétisé Z/NZ, sur la droite Z, et dans ’espace Z?=2. Pour
ces trois modeles, des arguments combinatoires ou d’analyse harmonique permettent de retrouver
tous les résultats de la partie théorique de ce cours, sans avoir besoin d’étudier en général les chaines
de Markov. Ainsi, I'essentiel de ce qui est écrit dans la suite ne requiert pas la connaissance des
résultats de la partie théorique (nous pointerons néanmoins les résultats théoriques généraux que
nous retrouverons dans des cas particuliers, et par ailleurs, nous uiliserons les mémes notations que
précédemment).

1. Marche aléatoire sur le cercle

Dans toute cette section, on considere le cercle discrétisé sur N points, avec N > 3:

3 2

6

On part de la position X = 0, et on consideére le processus aléatoire (X,,),en suivant : a chaque
étape, indépendamment de ce qui s’est passé précédemment,

— on fait un pas a droite sur le cercle avec probabilité 5 ;

— on fait un pas a gauche sur le cercle avec probabilité % ;

— on reste au méme endroit avec probabilité 3.

FiGure A.1. Probabilités de transition de la marche aléatoire sur le cercle.

Plus concrétement, si (€, )nen est une suite de variables aléatoires indépendantes avec

alors on pose

51
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REMARQUE A.1. Le théoreme de représentation 1.10 implique immédiatement que (X,)nen est
une chaine de Markov sur Z/NZ : X, 11 = f(Xn, &u11) avec une suite de variables 1.1.d. (&,),>1, et
la fonction

f:ZJNZ x {1,0,~1} — Z/NZ
(2,&) = (x + &) mod N.

REMARQUE A.2. Le modele de marche aléatoire sur le cercle étudié ici différe de celui présenté
dans I’exemple 2.12, car on a maintenant une probabilité non nulle (égale 4 3) de rester au méme
endroit lors d’une transition X,, — X,, ;1. Ce choix garantit I’existence d’états x tels que P(x, x) >
0, et donc I’apériodicité de la chaine, qui est requise pour avoir convergence vers la loi stationnaire.
C’est pour cela qu'on a modifié le modele en autorisant des pas © — x (on parle parfois de chaine
de Markov paresseuse).

Nous nous proposons de répondre aux deux questions suivantes :

(1) Peut-on calculer pour tout n € N et tout j € Z/NZ la probabilité 7,,(j) = P[X,, = j]?

(2) Quel est ’ensemble des états visites { X, n > 0} ? Est-ce tout le cercle? Si ¢’est le cas, quel
est le nombre de visites d’un état k € Z/NZ?

Dans ce qui suit, si k et [ sont deux éléments de Z/NZ, on notera d(k, 1) leur distance sur le cercle;
le fait de raisonner modulo N implique que

d(k,1) = min(|k — |, |k — L+ N|, |k — L — N|)

si on prend les représentants de k et [ dans I'intervalle entier [1, N]. Pour répondre a la premiére
question, notons que tout chemin (X, ..., X,) dans (Z/NZ)" tel que les distances intermédiaires

d(X;_1, X;) sont plus petites que 1 a pour probabilité 3. En effet,

{d(Xio1, Xi) <1} ={& =11 u{& =0} U{& = —1},

h bvé de I'union disjointe a droi babilité i; | ili
et chaque événement de I'union disjointe a droite a pour probabilité 5; on conclut en utilisant
I’indépendance des &;. Par conséquent, pour calculer P[X,, = j], on peut écrire

]P)[Xn :j] _ Z d(0,21)<1 td(z1,22)<1 d(xn—1,j)<1

3n
(xl:x2:-~~7$7L71)€(Z/NZ)"_1

= Z Py(0,21) Py (21, 22) - - Py(2n-1,7) = (Pn)"(0, ),

(w1,22,.,Tn—1)E(Z/NZ)"—1

ou Py est la matrice carrée de taille N x N donnée par

11 1
1 1 1 0
1 1
PN:§ )
0 SR
1 1 1

Py a des coefficients 1 sur la diagonale, juste au-dessus et juste en dessous de la diagonale, et dans
les deux coins supérieur droit et inférieur gauche; les autres coefficients sont nuls. Donc, calculer
la loi marginale ,,(j) se ramene au calcul des puissances de la matrice Py (on retrouve dans un cas
particulier la proposition 1.6).
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Il est bien connu que le calcul des puissances d’une matrice revient a la diagonalisation de celle-ci
(lorsque c’est possible). Pour faire ’étude spectrale de Py, remarquons pour commencer que

Iy +Cxn + (CN)_l

Py =

ou Cy est la matrice circulante

Cn
0 1
1 0

avec des 1 juste au-dessus de la diagonale, et un 1 dans le coin inférieur gauche (les autres coeflicients
étant nuls). On calcule facilement P'inverse de C'y qui est la matrice avec des 1 juste en dessous de
la diagonale, et un 1 dans le coin supérieur droit. Compte tenu du lien entre Py et Cy;, il suffira
de savoir diagonaliser Cy ; nous allons effectuer cette diagonalisation en utilisant la théorie de la
transformée de Fourier discréte.

Si f: Z/NZ — C est une fonction a valeurs complexes, on note f sa transformée de Fourier

définie par
f Z f 21] km

La formule ci-dessous ne dépend que de la classe de k modulo N, car si k' = k + N, alors

21]l<; ™ Z ) 21]k7r 21 21jk:7'r
Z 10 S Z 10
:1

Pour les mémes raisons, notons que la somme sur les indices j € [1, N] peut en fait étre prise sur

les classes j € Z/NZ d’entiers modulo N. Par ailleurs, il est clair que F : f € CV — FeCN est
une application linéaire.

ProrosrTioN A.3 (Propriétés de la transformée de Fourier discrete). La transformée de Fourier
F est un isomorphisme linéaire de C~, d’inverse donné par la formule :

_ 2ikmm

De plus, pour tout vecteur ligne f € CV,

2ikm

(FOn)(k) = % F(k).

DEMONSTRATION. Montrons que la formule d’inversion donne bien f(m) pour toutm € Z/NZ.
Le terme de droite de la formule est égal a:

N N n (i
\/%Zf(k)e 21km7r:_zf 21#(] 2im(j—m) i Zf —ZGQI(N ) ke

k=1 jk=1 k=1

Dans le terme entre parenthéses, si j = m, alors on obtient + Zk . 1 =1. En revanche, si j # m,
2im(j—m) ) .
alorse™ ¥ # 1 et la somme des puissances de cette racine N-ieme de 'unité vaut

2im(j—m)

N

2in(j—m) ). 2ir(j—m) 1 —
D o N e W e =0,
— l—e™ ¥
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Donc, on récupere le seul terme j = m, et on obtient bien f(m). Voyons maintenant leffet de la
matrice circulante C'y sur la transformée de Fourier d’un vecteur. On calcule :

2ijkm 1

(fCn)(k) = — Z (FON)() e ™ = —= 3 f(i—1e’F

21(] +1>kw _enN gy 2ulkm 2ikm
Z:f — > fhe ™ =ex f(k).

g '€Z/NTZ J'€Z/NT

Cette propriété peut étre reformulée comme suit : si Fly est la matrice de "opération de transformée
de Fourier F, de sorte que fFy = f pour tout vecteur ligne f € CV, alors fCxyFy = fFyDy, ol

2ikm
Dy est la matrice diagonale dlag((e N )i<k<n ). Par conséquent,

CnFn = FnDy ; Cy = FxDn(Fy) ™

Dongc, la transformée de Fourier discrete diagonalise la matrice circulante Cly. O

La relation entre Cly et la transformée de Fourier peut étre inversée : pour tout vecteur g =
f(Cy)™Yona

Flk) = (Cn) (k) = ¥ (k) = *¥ (F(Cw) M) ().
donc (fml)(k) = e *N" f(k). On en déduit que :

T — ~ > 2cos(HE) +1 -
3

(FPw)(k) = 5 (TFONIE) + (FOx))(8) + Tk Fih).

2005(%7”)—&-1

Dans ce qui suit, on note A\, = 2. On peut maintenant calculer pour tout n la loi marginale
(7)) = (Pn)™(0,7) = (d0(Pn)™)(j), ou dg est le vecteur ligne avec un 1 en position 0 = N, et des
0 partout ailleurs. Ainsi,

(00 (P)")(j) =

et par ailleurs,

pour tout k € Z/NZ. On conclut :

THEOREME A.4 (Loi marginale de la marche aléatoire sur le cercle). La loi marginale an temps n
de la marche aléatoire de matrice Py sur X = 7/ NZ est donnée par la formule :

1 ijkm
T (J) = N Z (Ar)" e R pourtout j € Z/NZ.
kEZ/NZ

CororLAIRE A.5 (Convergence vers la loi uniforme de la marche aléatoire sur le cercle). Pour
tout j € Z/NZ, 7p(7) —n—oo zlv

142 cos(2kx . _
% sont tous compris entre =2 = et 1+2 =1

DEMONSTRATION. Les nombres )\, = 3
De plus, \; = 1 seulement pour k& = N. Donc, m,(j) est une combinaison linéalre de pulssances
n-iemes de nombres plus petits que 1 en module, le seul étant égal & 1 en module étant Ay = 1. On
en déduit que
1 _aine

lim 7,(j) = —e ~¥ =

1
—. U
n—00 N N
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On peut méme étre un peu plus précis, et estimer la vitesse de convergence de la mesure de
probabilité 7, vers la loi uniforme
1

Too(J) = N Ppour tout j € Z/NZ.

Lemme A.6. On équipe CV du produit scalaire hermitien (f | g) = Zjvzl £() g(4). Alors, pour
tous vecteurs f et g, on a
(19 < ‘ >

Auntrement dit, la transformée de Fourier discréte est une isométrie.

DEmonsTRATION. Clest un calcul :

On peut alors estimer la distance ¢* entre 7, et 7o,

>

2 — 2
= l[mn = 7o 2 = 175 = 7l = || (Go(Pr)") - 7

T (J) — N

-y ul0) )" = A ()]

k=1
On a calculé précédemment 6y (k) = \/LN pour tout k, et par ailleurs,

N

1 2ijkm L Si k‘ = O = N
o~ - 2gkm /N 9
oo (k) = N3/2 Zle T {0 sinon.
]:

Donc, dans la derniére somme, le terme k = N s’annule, et les autres termes sont simplement égaux
a + (A¢)?". On obtient donc :

N-— 2n
|70 — 7o || = Z (M) < ( max |)\k|) .
k:: ke[1,N-1]

Pour k # N,ona —% <M <\ = Lt (:L,)OS X . Le terme de droite dans cette inégalité a le plus grand
module, donc
1+ 2cos 2&
|Ak| < 3 N pourtout k € [1, N —1].

Ainsi :

ProrosiTioN A.7 (Vitesse de convergence de la loi de la marche aléatoire sur le cercle). Sz, est
la loi marginale an temps n de la marche aléatoire de matrice Py sur X = Z/NZ, alors

1+ 2cos2Z\"
170 — 7o || < (*)

pour tout n > 0.
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Pour N assez grand (plus grand que 4), avec z = 27, on a

<1 x2+x4<1 32°
CoS T - —+ = - —
=t Ty Ty s 8’
2 2
1t+32cosz | _ & 5 _ I
3 ==

7r2n . . .
On obtient donc P'inégalité ||, — Tl < e ¥2 pour N > 4. En particulier, le temps nécessaire
pour atteindre a € pres la loi stationnaire semble croltre en N?; ce genre d’estimées sera étudié en
détail dans un chapitre ultérieur.

REMARQUE A.8. La convergence vers la loi stationnaire a ici été établie grace a une analyse
spectrale de la matrice de transition Py. Un point important sous-jacent a nos calculs est le fait que
Py admet pour valeur propre 1 avec multiplicité 1, puis d’autres valeurs propres qui sont toutes
inférieures a 1 en module. Nous exploiterons cette propriété pour d’autres exemples de chalnes de
Markov lorsque nous nous intéresserons au probléme général de la vitesse de convergence vers la
loi stationnaire.

On a maintenant répondu a la premiére question posée apres I'introduction de notre modele de
marche aléatoire sur le cercle. La seconde question est beaucoup plus simple, et sa réponse repose
sur 'utilisation du lemme de Borel-Cantelli 2.8.

ProrosrTioN A.9 (Récurrence de la marche aléatoire sur le cercle). Avec probabilité 1,
{X,,neN}=2Z/NZ,

et plus précisément, tous les états j € 7./ NZ sont visités infiniment souvent.

Autrement dit, la chalne de Markov de matrice Py est récurrente; avec la théorie générale, c’est un
o Ny . , . .
point évident, car on a une chaine irréductible d’espace d’états fini.

DEMONSTRATION. Considérons pour tout i > 1 I’événement

Ai = {SN(ifl)Jrl = 5N(i*1)+2 — ... = SNZ — 1}’

A; se réalise si, sur 'intervalle de temps [N (i — 1) + 1, Ni], tous les pas de la marche aléatoire sont
positifs. Dans ce cas, on effectue un tour complet du cercle, et on visite tous les états un a un durant
cet intervalle de temps. Comme les événements A; mettent en jeu des ensembles de variables ¢;
disjoints, ils sont indépendants. Par ailleurs, P[A;] = 3% > 0. Donc, par le lemme 2.8,

P[une infinité d’événements A; se réalisent] = 1.

Ainsi, infiniment souvent, la marche fait un tour complet du cercle durant un intervalle de temps
de laforme [N (i — 1) + 1, Ni], ce qui implique que tous les états j € Z/NZ sont visités infiniment
souvent. U

2. Marche aléatoire sur la droite
Dans cette section, on fixe un paramétre p € (0, 1), et on considére la marche aléatoire
Xp=+&+ -+ &,
ou les &, sont des variables indépendantes a valeurs dans {+1}, de loi
Plg, = 1] = 1— Plg, = —1] = p.

C’est la marche aléatoire introduite dans ’exemple 1.15, et on se propose de Iétudier en utilisant
uniquement des arguments combinatoires. Les questions pertinentes sont les mémes que pour la
marche aléatoire sur le cercle : quelle est la loi de X, ? quel est ’ensemble des états visités? ezc.
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Le calcul de la loi de X, est ici tres facile : comme X, est une somme de variables de Bernoulli
a valeurs dans +1, on s’attend a voir apparaitre une loi binomiale. Plus précisément, notons que
I’ensemble des valeurs possibles pour X, est

E,={-n-n+2-n+4,....n—2n}t={j €[-n,n] |j =nmod 2}.
En effet, comme les pas de la marche sont de taille 1, au bout de n pas on ne peut pas dépasser n en
module, et par ailleurs la parité de X, est égale a la parite de n pour tout n € N, puisqu’elle change
a chaque pas. Pour j € E,,, un chemin (X1, X5, ..., X,,) atteint j au temps n s’il a fait “3< pas vers
le haut, et "3 pas vers le bas. La probabilité d’un chemin de longueur n avec 32 pas vers le haut

est ] ]
n+j n—j

et ’emplacement des pas vers le haut est arbitraire, donc :

n+j n—j

P[X,, = j] = (nombres de chemins atteignant j au tempsn) x p 2z (1 —p) =z

n nti n—j
= <m’)P 2 (1-p)7,

2

Le calcul de la loi marginale 7,(j) est donc beaucoup plus simple que dans le cas de la marche
sur le cercle; déterminer ensemble des états visités va en revanche demander plus de travail. Une
quantité importante est le temps d’atteinte de ’état 1 :

= inf{n e N| X,, = 1}.

Cette variable aléatoire prend ses valeurs dans (2N + 1) LI {+00} (si on atteint 1, c’est au bout d’un
nombre impair de pas). Déterminons sa loi :

ProrosiTionN A.10 (Loi du temps d’atteinte de 1 par la marche aléatoire sur Z). Pour tout k =
2m + lavecm € N, ona

1 2m
Pln =k =_——+ (m ) P =)™

Nous allons donner deux preuves de cette proposition ; ces preuves commencent toutes les deux
A . 7 . .
par le méme argument. Si 7y = 2m+1, alors la marche aléatoire (X1, Xo, ..., Xo,,11) atteint 1 pour
la premiére fois au temps 2m + 1, donc elle est restée négative tout le long de 'intervalle [1,2m],
et son dernier pas est (Xa,;, = 0) = (Xopmi1 = 1). Ainsi,
{7'1 = 2777, + 1} = {Xh e ,Xgmfl S O,Xgm = 07X2m+1 = 1}
Supposons donné un chemin (z1,...,Zm,11) avec |z; — x;,-1| = 1 pour tout i, Tico, < 0 et
Toms1 = 1. Alors,
1
P[Xy =21, Xy = @9, ..., Xomi1 = Zomgr] =" (1= p)™,

car un tel chemin est composé de m + 1 pas vers le haut et m pas vers le bas. On a donc :

P[r; = 2m + 1] = (nombre de chemins négatifs jusqu’au temps 2m) x p™*'(1 — p)™.
On note dans ce qui suit C,, le nombre d’excursions négatives de longueur 2m; c’est le nombre de
suites d’entiers (21, T, . . . , Tay,) aVec Ty = T, = 0, 7; < 0 pourtouti € [1,2m], et |x;—x;—q| =1

pour tout ¢ € [1,2m]. D’apres ce qui précede, pour démontrer la proposition A.10, il faut établir

la formule
Con = —— <2m).
m+1\m

Méthode 1 : utilisation de la série génératrice. Les premieres valeurs de la suite (C,, ) men des nombres
de Catalan sont :

C():]., 01:1, 02:2, 03:5, 04:14, 05:42
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En effet, pour C5 par exemple, les chemins suivants sont les 5 excursions négatives de longueur 6.

FiGURE A.2. Les 5 excursions négatives de longueur 2 x 3, comptées par le nombre
de Catalan Cs.

LemME A.11 (Récurrence vérifiée par les nombres de Catalan). Pour tour m € N,

C1m—|—1 = f: Cn Cm—n-
n=0

DEMONSTRATION. On va associer & une excursion négative de longueur 2(m + 1) un entier
n € [0,m] et deux excursions négatives de longueurs respectives 2n et 2(m — n). Etant donnée
une excursion négative de longueur 2(m + 1), elle commence forcément par un pas (zg = 0) —
(zq1 = —1), puis reste strictement négative jusqu’a un temps pair que nous noterons 2(n + 1), avec
n € [0,m]; 2(n + 1) est donc le temps du premier retour en 0. La partie de I’excursion négative
entre les instants 2(n + 1) et 2(m + 1) est une excursion négative arbitraire de longueur 2(n — m)
(en bleu sur la figure A.3). Par ailleurs, entre les instants 1 et 2n + 1, le chemin reste toujours en
dessous de —1, donc

(x1+17"‘a$2n+1+1)

est une excursion négative arbitraire de longueur 2n (en rouge sur la figure A.3).

excursion de longueur 2(m — n)

excursion de longueur 2n

FIGURE A.3. Le découpage d’une excursion négative de longueur 2(m + 1) en deux
excursions négatives de longueurs respectives 2n et 2(m — n).

Il est clair que I’entier n et les deux excursions de longueurs 2n et 2(m — n) déterminent bijective-
ment ’excursion de longueur 2(m + 1). On a donc construit une bijection :

m

{excursions négatives de longueur 2(m + 1)} — |_|

n=0

{excursions négatives de longueur 2m} |
x {excursions négatives de longueur 2(n—m)}’

le résultat s’en déduit en prenant les cardinaux des deux ensembles. O
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Introduisons alors la série génératrice

C(z) = Z Cpp 2™.

m=0

Cette série enticre a un rayon de convergence au moins égal a 1, car pour tout m, C,, < 22™ (le
nombre total de chemins de longueur 2m avec des pas +1). De plus, on a ’équation suivante :

oo [ee] m
2 _ ni+no+1 __ m+1
2(C(2))° = D Coy Gyttt =3 Cr Con | 2
n1,n2=0 m=0 \n=0

= Z Crop12™ =C(2) = Co2° = C(z) — 1.
m=0

La fonction y = C(z) vérifie donc sur son disque de convergence I’équation zy? — y + 1 = 0. Les

deux solutions sont :
eV

2z
. .« . 1 1_4 o .
Or, la solution positive Iryvi-dz ”222 se comporte au voisinage de 0 comme

continue en 0 et sans pole. Par conséquent, la bonne solution est
1—-—+v1—-4z
B 2z ’
qui tend bien vers 1 = Cj lorsque z tend vers 0. En redéveloppant la racine carrée en série entiére,
on obtient

)
Sl = 15 mais O(z) est

2z

y=C(2)

Cm = m(m—1)---1 :(m+1)!m!:m—|—1

ce qui achéve notre premiére preuve de la proposition A.10.

2m(2m — 1) - - (m + 2) (2m)! 1 (Qm)’

Méthode 2 : principe de réflexion. On va retrouver la formule pour C,, en séparant en deux classes
I’ensemble des chemins avec des pas 1, de longueur 2m, issus de 0 et se terminant en 0 :

— les excursions négatives, comptées par le nombre de Catalan C,,;

— les chemins qui ne restent pas négatifs, et qui atteignent donc 1 avant le temps 2m. Notons
2k + 1 le premier temps d’atteinte de 1, avec k € [0, m — 1]. On associe au chemin

(170:0,1'1,...,$2k:0,1[‘2k+1 = 1,...,[L‘2m:0)
le chemin suivant :
(@0, T1, . ., Lok, Tog41, 2 — Tokt2, - -, 2 — Tom = 2).

On a effectué une réflexion partielle du chemin, en prenant la partie apres le temps 2k + 1
et en la reflechissant par rapport a I’axe horizontal d’équation y = 1; voir la figure A.4.
Le chemin partiellement réfléchi commence en 0 et se termine en 2 — xg,, = 2 — 0 = 2.

FIGURE A.4. Réflexion partielle d’un chemin s’il ne reste pas négatif.

Réciproquement, étant donné un tel chemin, il passe forcément par le niveau intermédiaire
1, donc il est obtenu par réflexion partielle par rapport a ’'axe y = 1 d’un chemin allant
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de 02 0 en 2m pas et ne restant pas négatif. On en déduit que le nombre de chemins de
cette classe est égal a

) . . 2
(nombre de chemins de longueur 2m reliant xy = 0 a 2, = 2) = ( Tl) ,
m

puisque les chemins comptés ont (m + 1) pas vers le haut et (m — 1) pas vers le bas, a
répartir parmi 2m pas.

Comme le nombre total de chemins de longueur 2m issus de 0 et se terminant en 0 est (*”) (on a

m pas vers le haut a répartir parmi 2m pas), on conclut que

o 2m 2m \ _ (2m)! 1 1 _(2m)!
" \m m+1)  (m-=1)'m!'\m m+1) (m+1)m!
Ceci acheve notre seconde preuve de la proposition A.10. Voyons maintenant les conséquences de
cette proposition pour la marche aléatoire de parameétre p sur Z.

CoROLLAIRE A.12 (Probabilité d’atteinte de 1 par la marche aléatoire sur Z). On a

1 p >4
P[1 € {X,, n € N} = Pln < +oc] = wh=5
p sip < 3.

DEMONSTRATION. La probabilité d’atteinte de 1 est reliée a la fonction génératrice C'(z) des
nombres de Catalan :

Plr < 4o00] = Z Pl =2m+1] = Z Cpp™t (1 —p)™
m=0 m=0
= 1—|1—2p|
=p Q) Cn(p(l—p)" =pCh1-p)=
S Culpl1 =P =pCo1 1) = T
Le résultat s’en déduit en distinguant les cas p > 3 et p < 1. O

Nous sommes maintenant en mesure de décrire la loi de ’ensemble aléatoire {X,,, n € N} des
états visités par la marche aléatoire :

THEOREME A.13 (Ensemble des états visités par la marche aléatoire sur Z). On considére la
marche aléatoire de parametre p € (0, 1) sur Z.

(1) Sip= %, alors avec probabilité 1,
{X,,neN} =2,
et plus précisément, tous les états j € 7 sont visités infiniment souvent.
(2) Sip > %, alors tous les états j € 7 sont visités un nombre fini de fois avec probabilité 1, et
{Xn, n € N} =q5i) [-M, +00] ,

. . . 1—
ot M suit une loi géométrique de parametre —P.

(3) Sip < 3, alors tous les états j € Z sont visités un nombre fini de fois avec probabilité 1, et
{Xna ne N} —(loi) [[—OO, M]] )

ot M suit une loi géométrique de parametre 2.
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LemME A.14. Si 7, = inf{n € N| X,, = k} est le temps d’atteinte de k > 1, alors on a lidentité en
loi
Th=T Tt

k fois
on dans le terme de droite on a k copies indépendantes de ;.

DEMONSTRATION. Le temps d’atteinte de & > 1 est un élément aléatoire de (2N + k) LJ {+o00}.
Pour tout m € N, calculons la probabilité P[7, = 2m+ k]. Si cet événement se réalise, alors on peut
décomposer le chemin (x1, xa, . . ., oy k) en k parties de longueurs respectives 2m;+1, ..., 2my +
1, avec m = my + - - - + my; pour se faire on pose

2(my +---+m;)+j =inf{i € N|z; = j}
pour tout j € [1, k] (voir la figure A.5).

2m1 + 2mo + 2

Ficure A.5. Décomposition en k morceaux d’un chemin atteignant k au temps
2m + k (ici, k = 3).

Si les m; sont fixés, alors le nombre de k-uplets de chemins possibles est Cy,,, Cyy - - - Cn,., €t chaque
chemin a pour probabilité p™**(1 — p)™ = H§=1 p™i T (1 — p)™i. Par conséquent,

k
Plr, =2m + k| = Z H Cp, P (1 = p)™
j=1

mi+ma+-+mp=m

k
= Z H]P[Tl = Zm] -+ 1] y
mi+ma-tmp=m \j=1

et on reconnait la formule du produit de convolution de mesures de probabilité. Ainsi, on a montré
que

(Ioi de 73, sachant 7, ﬁni) = (loi d’une somme de k copies de 71 sachant que la somme est ﬁnie),

et le cas {7, = +00} s’en déduit par complémentation. O

PREUVE DU THEOREME A.13. Supposons d’abord p = % Alors, pour tout k& > 1, d’apres le

lemme A.14,
Plr, < 4+00] = (P[r; < +00])¥ = 1% = 1.

Par conséquent, tous les états positifs sont contenus avec probabilité 1 dans { X,,, n € N}. De plus,
dans ce cas symétrique, (— X, )nen 2 la méme loi que (X,,)nen (ces deux objets étant des trajectoires
aléatoires dans ZM). 1l s’en déduit que les temps d’atteinte 7_;, des nombres négatifs sont aussi finis
presque sGrement. Ainsi, Z = {X,,, n € N} avec probabilité 1. Alors, pour une raison topologique
déterministe, la marche aléatoire (X, ),en doit visiter tous les états infiniment souvent avec probabi-
lité 1 (voir la figure A.6). En effet, considérons un chemin infini (x,,),en qui atteint tous les entiers
de Z, avec |x; — x;_1| = 1 pour tout i. On suppose par I’absurde qu’un état k € Z vérifie

card{n € N|z,, = k} < 4o0.
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Alors, si N est le dernier temps de passage en k, on a soit x,, > k pour tout n > N, soit z,, < k pour
tout n < N. Supposons par exemple x,, > k pour tout n > N. Alors, le chemin (z1,...,2x = k)
ne contient que des entiers plus grands que — N, et comme x,, > k > —N pour n > N, le chemin
infini (2, )nen Ne contient aucun entier strictement inférieur a — N ; ceci contredit ’hypothése de

départ. Cet argument cl6t I’étude du cas p = 3.

e W

FiGURE A.6. Un chemin qui visite tous les états de Z ne peut le faire qu’en effec-
tuant des allers-retours perpétuels de plus en plus haut et de plus en plus bas; par
conséquent, les états sont visités infiniment souvent. Ici, on a représenté avec un
changement d’échelle les 1000 premiers pas d’'une marche aléatoire symétrique.

Pour p # 3, la partie qualitative du théoréme est une conséquence immédiate de la loi des
grands nombres. En effet, X,, = & + & + - -+ + &, est une somme de variables 1.1.d. avec E[¢] =
p—(1—p)=2p—1+#0,donc 2= — 2p — 1 presque slirement, ce qui implique que

(sgn(2p — 1)) X,, = +©

avec probabilité 1. Une trajectoire qui tend vers +00 ou —oo ne peut visiter chaque état qu'un
nombre fini de fois, d’ou I’énoncé qualitatif. Pour la partie quantitative et la description explicite de
laloide {X,, n € N}, considérons par exemple le cas p < % Alors, X,, — —o0,donc {X,,, n € N}
est un intervalle borné par en-dessous de la forme [—oo, M], avec

M = max{X,, n € N}.
De plus, {M > k} = {7 < +o0}, ce qui implique que

k
P[M > k] = P[r}, < +o0] = (P[r; < +00])F = (_1 P >
-Pp
compte tenu du corollaire A.12 et du lemme A.14. Le maximum d’une marche aléatoire de para-
metre p < % suit donc une loi géométrique, et le cas du minimum d’une marche de paramétre
p > % se traite de la méme fagon (remarquons que si (X,,)nen @ parameétre p, alors (— X, )nen est

une marche aléatoire de paramétre 1 — p). O

REMARQUE A.15. Avec la terminologie introduite dans la partie théorique du cours, on a donc
démontré que la marche de parameétre p = 1 était récurrente, et que les autres parameétres donnaient
des chaines de Markov transientes.

Pour conclure notre étude de la marche aléatoire de parametre p sur Z, voyons comment utiliser
les arguments combinatoires développés jusqu’ici pour expliciter la loi du temps de retour 75 en 0.
C’est 'un des seuls cas non triviaux de chalne de Markov ou ce calcul est possible.

ProrosiTioN A.16 (Loi du temps de retour). Sip = %, alors pour tout m > 0,

1

Cm7
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ot Cy, est le m-1éme nombre de Catalan. On a alors Po[r < +o00] = 1 et Bo[r)] = +o0. Sip # 1,
alors

Po[ry = 2(m + 1)l = 2Cm (p (1 = p)"",
et Po[ry < +o00] =1— |1 —2p|.

DEMONSTRATION. On utilisera la méthode d’un pas en avant décrite dans le premier chapitre de
la partie théorique. Supposons d’abord p = 1. Alors,

Po[ry = 2(m + 1)]

= 2 Bolri (Xuen) = 20m + 1) | Xy = 1 4+ 2 Bl (Xawer) = 20m +1) | X, = 1)
= 5 Bolri (Xduew) = 20m + 1) | Xy = 1 + S Bl (—XoJoew) = 20m + 1) = Xy = 1
= Bl (X uer) = 20m -+ 1)] X, = 1]

, alors (X, )nen et (— X, )nen ont la méme loi dans ZN sous Py. Maintenant,
PO[TJ((Xn)neN) =2(m+1)[ Xy = 1] = Po[ry" (Xps1)nen) = 2m + 1] Xy = 1]
Py [70((Xn)nen) = 2m + 1]

]P)()[T 1(( )nGN) =2m + 1]
Po[m1((Xn)nen) = 2m + 1]

en utilisant la propriété de Markov a la seconde ligne; a la troisieme ligne, le fait que (X, )nen sous
P, suit la méme loi que (X, + 1),en sous Py; et la symétrie de la marche a la derniére ligne. Ainsi,
par la proposition A.10,

1

1
Polrg” = 2(m + 1)] = 55775 G-
On en déduit
+ L ! .
Polrg” < +o0] = Z 92m+1 Cm = 50 1)~
m=0

Par ailleurs,

- = (m+1 (1

EO[T(T] - Z]PO[TJ— =2(m+ 1] (2(m+1)) = Z ( 4m ) Cn =P (Z)
m=0 m=0

ol D(z) = 2C(z) = 1= En effet, 2C(z) = >0, C,, 2™, donc en dérivant on obtient

D'(z) = >0 (m+ 1) Cy, 2™, et I’évaluation en  mene a la formule ci-dessus. Mais la fonction

racine carrée a pour dérivée +o00 en 0, d’ot Eo[r ] = +ocosip =1

Supposons maintenant p # 3. En utilisant toujours la méthode d’un pas en avant et le méme
type d’arguments que dans le cas p = 3, on obtient :

Po[7g" = 2(m + 1)] = pPorg” = 2(m + 1) | Xy = 1] + (1 = p) Po[ry” = 2(m + 1) | X; = —1]
=pPiro=2m+ 1]+ (1 —p)P_y[1p = 2m + 1]
)
) Cm

—pPo[T_1—2m+1] ( —p 0[7’1—2771"‘].]
— pcmp ( _ p)m+1 ( —p m+1( p)m

=2C (p(1—p))"*
Alors,

Po[rih < +o0] 220 —p))" =2D(p(1—-p)=1-[1-2p| O
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3. Marche aléatoire dans ’espace

On peut généraliser 'étude de la marche aléatoire symétrique sur Z (p = 3) en considérant la
marche aléatoire sur le résean Z¢ avec d > 1. Pour tout i € [1,d], notons ¢; = (0,...,1;,...,0) le
vecteur de la base canonique avec un 1 comme i-iéme coefhicient, et des 0 partout ailleurs. On consi-
dére une suite (&,)nen de variables a valeurs dans Z, indépendantes et identiquement distribuées,

de loi 1

P, =¢e] =P, = —¢] = 5 Pour tout i € [1,d] et tout n € N.
On pose ensuite X,, = & + & + -+ + &,. Le processus aléatoire (X,,),en est la marche aléatoire
sur le graphe dont les sommets sont les points de Z%, et dont les arétes relient deux vecteurs entiers
(x1,...,2q4) et (y1,...,yq) s'is different de +1 en une seule coordonnée.

FiGURE A.7. Une trajectoire de la marche aléatoire sur Z?* (les 5000 premiers pas, le
point de départ est en bleu et le point d’arrivée en rouge).

On avait représenté sur la figure 1.3 une trajectoire de la marche aléatoire sur Z?; sur la fi-
gure A.7 ci-dessus, on a fait de méme pour la marche aléatoire sur Z*. Un point non trivial et pas
vraiment évident sur ces dessins est que I’addition d’une dimension change fondamentalement le
comportement de la marche aléatoire. Plus précisément, on va démontrer :

THEOREME A.17 (Récurrence ou transience de la marche aléatoire sur Z%). Si d < 2, alors la
marche aléatoire (X,,)nen sur 7 est récurrente : avec probabilité 1,
{X,, n € N} =7Z% et tous les états sont visités infiniment sonvent.

A Uinverse, si d > 3, alors la marche aléatoire (X )nen sur Z2 est transiente : pour toute partie bornée
B c 74,
{n € N| X,, € B} est fini avec probabilité 1.
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On aura ici besoin d’une partie de la théorie générale :

— La marche aléatoire (X,,),en sur Z? est une chalne de Markov irréductible; ses états sont
donc tous transients, ou tous récurrents.

— Par le critere de récurrence numérique 2.4, la chaine est irréductible récurrente si et seule-
ment si, pour un site z € Z% on a

oo
B[V =) Pu[X, = 2] = +oc.
n=1
Les probabilités de transition étant invariantes par translation, la quantité ci-dessus ne dé-
pend pas de z et on fera le calcul pour z = (0, ..., 0) origine du réseau.

Nous allons traiter successivement les casd = 1, d = 2 et d > 3; le cas d = 1 est déja inclus dans
le théoréme A.13 (pour p = 3). Remarquons que pour toute valeur de la dimension d, I'ensemble
R(0) des temps possibles de retour en 0 est {0,2,4,6,...} = 2N. En effet, par répétition de la
ps p 145 % P P
boucle 0 — e; — 0, on voit que tous les entiers pairs sont des temps de retour en l'origine 0, et
pour 'inclusion réciproque, notons que la parité de la somme des coordonnées change a chaque pas
de la marche aléatoire; donc, pour revenir en 0 = (0,...,0), on ne peut le faire qu’en un nombre
pair de pas. On a par conséquent

EoVi] = 3 BolXar = 0].

Cas d = 1. Pour le cas uni-dimensionnel, on a calculé dans la section précédente la loi de X, pour

tout n € N. On obtient ainsi :
1 /2n
Pyl X, =0 = — .

En effet, chaque chemin dans Z constitué de pas +1 et de longueur 2n a probabilité 5, et parmi
ces chemins, (*") chemins vont de 0 a 0 : on doit répartir n pas vers le haut parmi 2n pas. Pour
montrer la non-sommabilité de la série Ey[Vp], on utilisera la formule de Stirling :

nlzz(%)nv5;5(1+mﬂn)

REMARQUE A.18 (Formule de Stirling). Rappelons ['une des preuves les plus simples de la for-
mule de Stirling. Par récurrence sur n et en utilisant une intégration par parties, on montre facile-

ment que :
oo oo
m_/x%%m_/eWWﬂm
0 0

La fonction  — nlog x — x atteint son maximum en x = n, égal a n log n —n. Ceci amene a mettre

en facteur e™'°8" ™" = (2" ;

n! (E)n — / e log %—(a:—n) dr = n/ en(logu—(u—l)) du.
n 0 0

Notons que la fonction u — log u — (u — 1) est négative sur R, et atteint son maximum en u = 1,
égal a 0. Dans un voisinage de ce point, on peut remplacer logu — (u — 1) par son développement

de Taylor —@(1 +o(1)):

/OO e (log u—(u—1)) du — /E efm +/ en(loguf(ufl)) du
0 —€ lu—1|>e
27 n 1
—= _ 0] Ry
V n Vn
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2

en faisant le changement de variables nv?* = w? et en utilisant la valeur de I'intégrale gaussienne

2
Je €7 dw = v/2m. On laisse au lecteur le soin de vérifier que les approximations réalisées ci-dessus
sont valides; elles menent bien a la formule asymptotique annoncée pour les factorielles.

La formule de Stirling donne ’asymptotique suivante pour les coefhicients binomiaux centraux :

<2n) _ () VAT (1+0(1)) = jj;n

(2)2m2mn
Par conséquent, Py[ X5, = 0] = T (14 o(1)) n’est pas sommable, et Ey[Vy] = +00; on retrouve

1+4+o0(1)).
! (14 o(1)
1
™
la récurrence de la marche aléatoire symétrique sur Z.

Cas d = 2. Pour la marche aléatoire sur le plan, notons que si I’on revient au temps 2n en 0, alors il
existe deux entiers n; et ny tels que ny + ny = n, et tels qu’au cours de I'intervalle de temps [1, 2n],
la marche a fait n; pas vers le haut, n; pas vers le bas, ny pas vers la gauche et ny pas vers la droite.
Siny et ngy sont fixés, alors le nombre de chemins dans le plan correspondant a ces quantités est

v~ () () G)

Par ailleurs, la probabilité de tout chemin de longueur 2n dans le plan est 7. On obtient donc :

e C) 2 ()

ni1+no=n

LemME A.19 (Formule de Vandermonde). Soit m, p, q trois entiers positifs. On a
> )l =00)
o= \ma ) \my m )’
la somme étant effectuée sur les paires d’entiers positifs ou nuls dont la somme vaut m.
DEMONSTRATION. Les deux termes de la formule correspondent au coefficient de 2™ dans le
polynome (1 4 x)P™4 = (1 4+ x)P (1 + z)%. O

Avec m = p = g = n, on obtient donc dans le cas planaire :

1 /2n\>

Notons que c’est le carré de la formule du cas uni-dimensionnel. En particulier, la formule de
Stirling donne Py[ X5, = 0] = = (1 + 0(1)), donc la famille (Py[ X5, = 0]),>1 n’est pas sommable.
La marche aléatoire sur Z?* est donc de nouveau récurrente.

Cas d > 3. Dans les deux précédents cas, on a obtenu une formule asymptotique du type
PO{XQn = 0] = O(n7%> .

Si cela est encore vrai pour d > 3, alors la transience de la marche aléatoire en dimension supérieure
a 3 sera établie, car on obtiendra une série sommable dans ces cas. Comme dans le cas d = 2, si ’on
revient au temps 2n en l’origine du réseau, alors il existe des entiers ny, ..., ng positifs ou nuls tels
que ny +na+ - - -+ ng = n, et tels que, pour chaque direction e; avec i € [1, d], on a fait n; pas +e;
et n; pas —e; sur I'intervalle de temps [1, n]. Le nombre de chemins avec ces caractéristiques est

(n1!)2(nf;)-!~ (a2 (2:) <n1,n2,n. . ,nd)Z’
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et chaque chemin de longueur 2n a pour probabilité ﬁ. Ainst,

1 2n n i

Py[Xo, = 0] = = '

o == i () L -
ni+ngs+---+ng=n

Pour d > 3, il n’y a pas de formule de type Vandermonde permettant de simplifier la somme
des carrés des coefficients multinomiaux. On dispose néanmoins de la formule du multindme de

Newton :
n
3 ( ) -y
n1+ngttng=n ny,N2,...,Ngq
Puisqu’on veut borner la probabilité Py[X3, = 0] par une suite sommable, on est donc tenté
d’écrire :

1 2n n n
Pyl Xs, =0 < ———
o) (5 () G ()

ni+--+ng=n

< 1 2n n
- (4d>n n 7L1+I-¥-lisl(d=n Ny, ..., Ng '

Il s’agit alors d’identifier quelle est la valeur maximale possible d’un coefhicient multinomial de
somme 7 fixée. Dans le cas binomial, il est bien connu que le coefficient (7) le plus grand possible

avec n fixé est le coefficient central (LZ j)' On a un résultat analogue avec les coefficients mutlino-
2

miaux :

LemME A.20 (Coeflicient multinomial maximal). Sin > 1 et d > 2 sont deux entiers positifs,
alors

n n
M, 4= max — :
d ni+-+ng=n (nl, . ,nd) <L%J®d_r L% + 1J ®r>

onr € [0,d — 1] est le reste de la division euclidienne de n par d.

DEMONSTRATION. Notons que la division euclidienne de n par d s’écrit n = gd+r avec g = [%].
En particulier,
(d—r) {EJ +r Lﬁ—l—lJ =dqg+r=n.
d d
Par ailleurs, la suite avec d —r entrées | ] et 7 entrées égales a [ +1] est (a permutation des termes
pres) 'unique décomposition de n en somme 1y +- - -+n4 de d entiers telle que max; 4; |n;—n;| < 1.
Pour établir le lemme, il suffit donc de montrer que si une décomposition n = ny +- - - +n, contient
deux termes n; et n; avec [n; — n;j| > 2, alors le coefhicient multinomial correspondant n’est pas
maximal. Or, ceci est facile a établir : sin; —n; > 2, alors sans changer la somme ny +- - - +ng = n,
on peut remplacer n; par n; — 1 et n; par n; + 1, et ceci modifie le coefficient multinomial par un
facteur
U

> 1. O
TL]—|—1

Ainst, le coeflicient d-multinomial maximal avec somme n fixée est obtenu lorsque les entiers
ni,...,ng sont les plus proches possibles de 4. Utilisons maintenant la formule de Stirling pour
estimer M,, 4. Supposons d’abord que d divise n; alors, 7 = 0 dans le lemme qui précede, et

Ma=(, ") - f)—Qm o) = T oy = 0(4)),

2 (2n%)8 (2n)

n 2
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la constante dans le O(+) ne dépendant que de d. Pour les termes suivants (de reste 1, 2, etc. dans la
division euclidienne par n), on a

n+1
MnJrl,d =7 1 Mn,d < dMn,d;
d
n+2
M,y 194 = Mpi14a < d* M, 4

T

etc.; ainst, My, 4,4 avec r € [1,d — 1] est plus petit que

dn—l—’r‘
d"Mpag=0| ——2x |-
(n+r)=

. da . . . .
Lestimée M, 4 = O(d"n~ 2 ) est donc vraie pour tout n, y compris lorsque d ne divise pas n. On
peut maintenant achever Pestimation de Py[ X5, = 0] :

Po[ X, = 0] = 0<(461i)n (2:) M"vd> - O((zél)n i_z ;Zl) - O(ni%‘) ’

avec une constante dans le O(+) ne dépendant que de la dimension d > 2. On conclut que

o

D Po[Xa = 0] < 400

n=1
puisque d > 3, et donc que la marche aléatoire sur Z4=3 est transiente. Elle ne visite donc chaque
état qu’un nombre fini de fois, et si 'on fixe une boite B finie, alors avec probabilite 1, X, n’est
plus dans cette boite pour n assez grand ; la marche aléatoire s’échappe donc vers 'infini.



Chapitre B

Simulation de variables aléatoires

Dans ce second chapitre d’applications, nous nous intéressons a deux modeles combinatoires
aléatoires : le modele des configurations de spins sous la mesure d’ Ismg, et le modeéle des partitions
planes aléatoires. La définition des mesures de probabilité IP’ISHEg et Py, correspondant a ces modeles
n’est pas tres compliquée, mais méme pour une taille de modele N tres petlte (disons N = 10), une
méthode naive de simulation n’est pas possible (méme avec un ordinateur trés puissant). La théorie
des chaines de Markov va permettre de résoudre ce probléme, en deux temps :

— En utilisant le théoréme de convergence vers la loi stationnaire 3.18, nous pourrons facile-
ment construire des variables aléatoires issues de chaines de Markov et qui suivent presque
la mesure de probabilité souhaitée 7. En eflet, il suffira de considérer une chalne irréduc-
tible apériodique (X, )nen de loi stationnaire 7, et de prendre X, avec n assez grand. Cette
méthode est communément appelée algorithme de Metropolis, et les chaines de Markov que
nous contruirons pour nos deux modeles suivent une dynamique de type Glaunber.

— En modifiant un peu la construction des chaines de Markov et en utilisant un argument
de couplage, nous pourrons en fait construire une variable X de loi exactement égale a la
mesure de probabilité souhaitée 7; ’est la méthode du couplage par le passé introduite par
Propp et Wilson dans les années 1990.

1. Le modele d’Ising et les partitions planes aléatoires

Soit N > 1 un entier, et $ un parametre réel positif. Une configuration de spins sur la grille de
taille N x N est une fonction o : [1, N] x [1, N] — {%1} : on attribue a chaque site d’une grille
carrée un signe. Graphiquement, on pourra représenter ces signes par deux couleurs, disons orange
(sites positifs) et bleu (sites négatifs). On a représenté sur la figure B.2 le modele de configuration de
spins aléatoires le plus simple, ol toutes les variables o () avec x € [1, N] sont indépendantes de
loi de Bernoulli Plo(z) = +1] = Plo(z) = —1] = 3. On observe quelque chose d’assez chaotique
et sans structure. Le modele d’Ising est une famille de mesures de probabilité sur ’espace

%Islng {j:l}[[l N]]

qui créent une dépendence entre les sites, et qui donnent plus de structure aux configurations aléa-
toires typiques que le modele indépendant. Etant donnée une configuration o, son énergie est

H(o) == o(x)aly),

ou la somme est effectuée sur les paires {z, y} de sites voisins dans la grille. Si deux sites voisins x
et y ont le méme signe o(x) = o(y), ceci a tendance & diminuer I’énergie de la configuration.

FIGURE B.1. Les énergies des configurations de taille 2 x 2.
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Inversement, deux sites voisins de signes différents contribuent a une énergie plus élevée. On a listé
dans la figure B.1 des configurations de taille 2 x 2 (a symétries du carré pres et interversion des
signes, elles apparaissent toutes) et leurs énergies respectives.

FiGURE B.2. Une configuration de spins de taille N = 50 avec des sites indépendants

(B =0).

DermniTioN B.1 (Modele d’Tsing). Le modele d’Ising de parametre 3 € Ry sur la grille de taille
N x N est la mesure de probabilité sur X3¢ donnée par

~ 1
Ising _ —BH
]P)NWB [U] " lsing € (0)7
N,B

ol Z]I\?gg est la constante de normalisation (parfois appelée fonction de partition) qui fait de ]P%\S,i’%g une

mesure de probabilité :

Ising
oEX

La mesure d’Ising a tendance a favoriser les configurations avec beaucoup de paires de sites
voisins qui ont méme signe : plus une configuration a de sites voisins semblables, plus son énergie
est faible et plus le facteur e ##(?) est grand. Leffet est d’autant plus prononcé que le paramétre
[ est grand (en physique, le parametre 3 est proportionnel a I'inverse de la température). On a
représenté sur la figure B.3 des configurations de taille 30 x 30 sous les mesures d’Ising avec des
parametres 3 € [0.2,0.5]; on constate que plus 3 est grand, moins il y a de zones disjointes de spins
positifs ou négatifs (par exemple, pour 3 = 0.4, on observe une seule région connexe géante de
spins négatifs, et quelques ilots négatifs de taille tres petite; ¢’est encore plus clair pour § = 0.5 ou
il n’y a plus qu’une seule région négative). Il y a un changement assez net de comportement aux

alentours de
B=p= 10g<\/ 1+ \/5) ~ (.4407;
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pour 3 > f3., on observe une magnétisation spontanée des configurations. Cette transition de phase
est un phénomene assez célebre en mécanique statistique; d’un point de vue mathématique, ceci
dépasse largement le cadre de ce cours (pour rendre I’énoncé rigoureux, on aurait en particulier
besoin de définir la mesure d’Ising en volume infini).

B=05

FiGure B.3. Configurations de spins sous la mesure d’Ising Péséf}jg avec § € {0.2,0.3,0.4,0.5}.

Le probleme que 'on se propose de résoudre est le suivant : comment simuler comme sur

la figure B.3 une configuration aléatoire de loi Pif,h;g, avec N raisonnablement grand (disons de

I'ordre de N = 100), et 8 un parametre arbitraire? Pour comprendre la difficulté de ce probleéme,
commengons par décrire la méthode naive de simulation d’un objet aléatoire de loi de probabilité
connue sur un ensemble fini X.

METHODE NAIVE. Supposons donnés un ensemble fini X = {xy,xa,..., x5}, et une mesure de
probabilité P sur X. Pour simuler une variable aléatoire X de loi P, on procede comme suit :

(1) On calcule toutes les probabilités Px;], ainsi que les sommes partielles 3% P[x].
(2) On tire an hasard un nombre réel U dans [0, 1] sous la loi uniforme.
(3) On choisit Punique entier k tel que 35— Plz;] < U < S5 Pla).

Alors, X = x;, est bien une variable aléatoire de loi P.
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Le probléeme de la méthode naive est que, a moins qu’il existe une formule simple pour calculer
I’indice k a partir de U, on a besoin de stocker en mémoire toutes les probabilités P[z;] pour i €
[1, M] avec M = card(X). Or, méme si le modele aléatoire considéré est de petite taille, le nombre
de possibilités pour I'objet aléatoire X € X peut étre gigantesque. Dans le cas du modeéle d’Ising,
on a par exemple :

card (fﬁ\s;ing> = 2N27

donc pour tirer au hasard une configuration de taille 10 x 10 avec la méthode naive, il faudrait
calculer et stocker en mémoire 2'% probabilités! Ce qui est impossible méme avec 'ordinateur le
plus puissant au monde. Au cours de ce chapitre, nous présenterons deux algorithmes pas beaucoup
plus compliqués que la méthode naive, et qui résolvent ce probleme.

Le second modeéle que I’on souhaite étudier est celui des partitions planes aléatoires inscrites
dans un cube N x N x N et choisies suivant une probabilité proportionnelle a ¢*'F). Considérons
’octant (R, )3, ot I'on peut placer a chaque coordonnée enticre (k, [, m) un cube de taille 1 x 1 x 1.
On place le cube de sorte qu’il remplisse le produit d’intervalles [k, k + 1] x [, + 1] x [m,m + 1].
Une partition plane est une collection finie de cubes, avec les regles suivantes :

— siun cube est placé en (k,l,m) avec k > 1, alors il y a aussi un cube placé en (k — 1,1, m).
— siun cube est placé en (k,1,m) avec | > 1, alors il y a aussi un cube placé en (k,1 — 1,m).
— siun cube est placé en (k, 1, m) avec m > 1, alors il y a aussi un cube placé en (k,l,m —1).

Autrement dit, on empile des cubes en respectant les régles de la gravité, et en interdisant des trous
dans I’empilement. On dit que la partition plane est inscrite dans le cube N x N x N si tous les
petits cubes 1 x 1 x 1 le sont (autrement dit, ils sont positionnés a des emplacements (k, [, m) avec
0<k<N,0<I<Net0<m< N).On areprésenté sur la figure B.4 une partition plane P
inscrite dans un cube de taille N = 5. Elle contient 15 + 12 4+ 5 + 4 4+ 2 = 38 cubes; on dira que le
volume de P est vol(P) = 38.

N
SN

AN
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ANANANANAN

AN L /L

FIGURE B.4. Une partition plane inscrite dans le cube 5 x 5 x 5.
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Il est clair sur la figure B.4 que toute partition plane inscrite dans un cube de taille N peut aussi
étre considérée comme un pavage par des losanges de I’hexagone régulier dont les cotés sont de taille
N.1ly atrois types de losange; si on les remplace par des arétes reliant deux points suivant la regle
de la figure B.5, on obtient une configuration de dimeéres sur une partie du réseau hexagonal.

Jr o A

FiGURE B.5. Diméres équivalents aux losanges.

On a par exemple dessiné sur la figure B.6 la configuration équivalente a la partition plane de la
figure B.4. Le dessin que Ion obtient est un coloriage de certaines des arétes du réseau hexagonal, la
partie du réseau hexagonal mise en jeu étant un hexagone régulier dont les cotés sont formés par N
petits hexagones (avec N = 5 dans I’exemple considéré). Certaines arétes sont coloriées en rouge
et indiquent 'orientation des losanges du pavage correspondant; la regle est que tout sommet de
la figure est relié a exactement un voisin par une aréte rouge. Autrement dit, on a un appariement
complet des sommets du graphe donné par la partie de taille N du réseau hexagonal; c’est ce que
’on appelle aussi une configuration de dimeres.

\ / A /

FIGURE B.6. La configuration de dimeéres équivalente a la partition plane de la figure B.4.

On note X5 ’ensemble des partitions planes inscrites dans un cube de taille N (y compris la
partition plane vide avec 0 petits cubes). Il n’y a pas de formule simple pour le cardinal de X}7;
on a par exemple card(X5") = 18, et dés N = 3 il devient extrémement difficile de compter les
partitions planes. On peut néanmoins définir la mesure uniforme sur X7, et plus généralement la
g-mesure de probabilité donnée par :

P IP) = 5 0™
Ny
vol(P

ou q > 0 est un réel positif, et ZXP = pp ) est la constante positive qui fait de PX’ une
q P Ng pexer 4 P q Ng

probabilité sur X5F. Le cas ¢ = 1 donne la mesure uniforme sur les partitions planes. La figure B.7
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représente une partition plane aléatoire sous la mesure uniforme P}y ;, et une autre sous la mesure
IPY0 0.5 un parametre ¢ < 1 a tendance a favoriser les partitions planes de faible volume.
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FIGURE B.7. Deux partitions planes aléatoires choisies suivant les mesures Pig, (a
gauche) et P77, ¢ (a droite).

On souhaite de nouveau étre capable de simuler une partition plane aléatoire sous une mesure P57,
pour ¢ arbitraire et N relativement grand (disons N = 20). Comme il est difficile d’énumeérer les
717 PP \ . , \ ST ¢ . . .
¢léments de X7, le probleme semble encore plus compliqué que pour le modele d’Ising; il est ici
évident qu’on a besoin de techniques plus avancées que la méthode de simulation naive.

2. Algorithme de Metropolis

Un algorithme de type Metropolis pour la simulation d’une variable aléatoire de loi 7 sur un
ensemble fini X repose sur I’idée suivante. Supposons que 1’'on dispose d’une matrice de transition
P sur X irréductible et apériodique. Comme ’espace des états est fini, la chalne de Markov (X, )nen
associée a P est récurrente positive, et par le théoréeme de convergence 3.18, la loi 7, de X, converge
vers la loi stationnaire pour P. En particulier, si P a été choisie de telle sorte que 7P = 7 (7 est la
loi stationnaire de P), alors on obtient une bonne approximation d’une variable de loi 7 en prenant
simplement X, avec n grand, car dpv (7, T) —n—00 0. Donc, Ialgorithme est :

— construire P matrice stochastique irréductible et apériodique telle que 7P = 7;
— construire la chalne de Markov (X, ),.en associée a P;

— renvoyer X, avec n suffisamment grand.

Le calcul de la variable X,, demande un nombre d’opérations qui croit linéairement avec n. En
effet, le théoréme de représentation 1.10 assure que 'on peut construire X, par récurrence en posant
Xnt1 = f(Xn, &), pour une certaine fonction f et une famille d’aléas 1.1.d. (§,)nen. Par conséquent,
chaque transition X,, — X,,;1 a un colt constant, a savoir le temps de calcul d’un aléa ¢ et d’une
application de la fonction f. Si 'on a une idée de l'ordre de grandeur du parametre n a choisir
pour que la distance en variation totale dry (7, 7) soit raisonnablement petite, alors on obtient
une estimation de la complexité de I’algorithme Metropolis, qui produit une variable aléatoire de
loi presque égale a la loi recherchée 7. Le probléme du calcul du paramétre n « suflisant » est celui de
la vitesse de convergence des chalnes de Markov récurrentes positives; il sera abordé dans le dernier
chapitre.
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Pour les deux modeles présentés dans la section précédente, il existe une chaine de Markov qui
a pour mesure stationnaire ]P’;S,u[;g ou 7 , et dont les transitions sont des modifications locales de la

configuration :

— une modification d’un seul spin o(z) pour le modele d’Ising,

— une modification d’un seul hexagone pour le modele des partitions planes, qui sont équi-
valentes a des configurations de dimeres sur le réseau hexagonal.

On parle de dynamigue (aléatoire) de Glanber. Commencgons par énoncer un lemme tres utile pour
montrer qu’une mesure est invariante par rapport a une certaine matrice stochastique P.

LemME B.2 (Mesures réversibles). Soit P une matrice stochastigue sur un espace d’états X, et w une
mesure de probabilité qui vérifie

m(z) P(z,y) = 7(y) P(y, )

pour toute paire d’états (x,y) € X% On parle dans ce cas de mesure réversible. Alors,  est une mesure
invariante pour la matrice P.

DEMONSTRATION. En sommant la relation de réversibilité sur tous les états y € X, on obtient :

m(z) =Y w(w) Plr,y) = ) _wly) Py x) = (vP)(x). O

yeX yeX

REMARQUE B.3. A I'inverse, une mesure invariante n’est pas forcément réversible; la condition
de réversibilité est strictement plus forte que I’invariance, mais I’équation correspondante est beau-
coup plus simple a résoudre.

) i ) 1~'
Décrivons maintenant les chaines de Markov pertinentes sur les espaces X5 et X1F. On va les
construire via une équation de récurrence comme dans le théoreme de représentation.

Chaine de Markov du modele d’Ising. Soit 0 € X5, u € [0,1] et # € [1, N]* un site de la

grille carrée. On note dans ce qui suit 0¥ la configuration qui est égale a o en tous les sites, sauf
éventuellement en = ot 'on pose 0% (z) = +1; on a donc, pour y # z, 0% (y) = o(y). On dénit
de méme o”, qui est égale a o partout sauf éventuellement en z, avec 0% () = —1. On pose :

Py ly~a 7W)
2cosh(B32, |ymz O(¥))°

N .
o stu <

f(O', (l’, u)) =

P Xy y~a W)
Feosh (B, ya 0

o?

sLu >

ou les sommes sont effectuées sur les sites y voisins de 2. La fonction f modifie donc la configuration
o au niveau du site x, en imposant un signe positif ou un signe négatif en fonction de la valeur de
u. On se donne ensuite :

. . . ’ ’ . . ’ : :
— une configuration oy arbitraire, éventuellement aléatoire, indépendante des deux suites ci-
dessous;

— une suite (Z,,)nen de sites indépendants choisis suivant la mesure uniforme de [1, N|°;

— une suite (u,)nen de réels indépendants choisis suivant la mesure uniforme de [0, 1], indé-
pendants entre eux et indépendants de o et de (x,,)nen.

On définit alors la chaine de Markov (07, )nen par la relation de récurrence 0,11 = f (04, (25, un))-

THEOREME B.4 (Algorithme de Metropolis pour le modele d’Ising). La chaine de Markov (0,,)nen

est irréductible récurrente positive, apériodigue, de loi réversible et donc stationnaire Pif,l%g.
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DEMONSTRATION. Commengons par établir I'irréducibilité. Pour tout site z de la grille carrée
et toute configuration o € X5", en choisissant u suffisamment petit dans [0, 1], on peut modifier
la valeur de o(x) et 'imposer a +1 par application de f(-, (z,u)). De méme, on peut modifier la
valeur de o(z) et I'imposer a —1 en prenant u assez grand. Autrement dit, pour toute configuration

o et tout site T,
P(o,07) >0 ; P(o,0%) > 0.

En appliquant N? fois cette régle, on peut donc modifier un a un tous les signes des sites © €
[1, N]? d’une configuration, et passer d’une configuration o 3 une autre configuration o’ arbitraire.
Ceci prouve I'irréductibilité, et comme ’espace d’états est fini on a automatiquement la récurrence
positive. Par ailleurs, étant donnés o € X" et z € [1, N, I'une des deux configurations o et o®
est égale a o; on a donc P(0,0) > 0 pour toute configuration o, ce qui implique ’apériodicité. Il
reste a montrer que la mesure d’Ising est réversible. Notons que la relation de réversibilité est triviale
si & = y, et aussi si z et y sont deux états tels que P(z,y) = P(y,z) = 0. Pour la chaine de Markov
définie ci-dessus, deux configurations o # p vérifient P(c, p) > Osiet seulement si o et p différent en
exactement un site z. Vérifions alors que dans ce cas, on a bien Pﬁ{%g (o) P(o,p) = Pﬁ{%g (p) P(p,o0).
Quitte a permuter o et p, on peut supposer o(x) = —1 et p(x) = +1; on a par ailleurs o (y) = p(y)
pour tout site y # . On écrit alors :

By yma W)
Pi\sfi’%g(a) P(o,p) = —I]S_ing exp | 8 Z o(y) o(2) fl vl y
Zns {v.2} ly~z 2 cosh(f ZnyNar a(y))
1 1
— g OXP | B a(y)o(z) :
Z}V’Bg {y,dzyw 2 cosh(f Zylywz a(y))
Y,2#T

Remarquons alors que o(y) o(z) = p(y) p(z) pour toute paire de sites voisins ne contenant pas , et
que o(y) = p(y) pour tout site y voisin de x. Dans I’expression ci-dessus, on peut donc remplacer o
par p sans changer la valeur calculée; ¢’est ’expression que ’on obtiendrait en calculant de la méme
fagon Pﬁf{%g(p) P(p,0). O

Chaine de Markov des partitions planes. Dans ce qui suit, on appelle bord ou frontiére d’une
partition plane la partie de la bordure topologique de I’empilement de cubes qui n’est pas incluse
dans I'un des quarts de plan Ozy, Oxz ou Oyz. Si on réfléchit en termes de configurations de
dimeéres, un cube plein au bord d’une partition plane correspond a I’hexagone suivant :

@ \/

De méme, un cube vide qui longe le bord d’une partition plane correspond a I’hexagone suivant :

iy

Remarquons alors que I’ajout ou le retrait d’un cube a la frontiere correspond a la rotation de
60 degrés de I’hexagone correspondant. Dans la partie du réseau hexagonal de taille NV, il n’est
pas difficile de voir que le nombre de petits hexagones est une fonction quadratique de N : plus
précisément, il y a

3N? —3N +1
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petits hexagones inscrits dans le grand hexagone de taille N. On parlera d’hexagone modifiable
si les sommets de I’hexagone sont reliés par des dimeres suivant I'un des deux schémas ci-dessus
(hexagone plein ou hexagone vide). Si D est une partition plane dans X% et h est un hexagone
qui est modifiable dans p, on notera p” la partltlon plane obtenue a partir de p en imposant un
hexagone plein en h (avec p* = p si I’hexagone était déja plein), et p la partition plane obtenue
a partir de p en imposant un hexagone vide en h. On peut alors construire une chalne de Markov
sur X% comme suit. On se donne :

— une partition plane oy inscrite dans le cube de taille N, arbitraire et éventuellement aléa-
toire, indépendante des deux suites ci-dessous;

. 5 . , .« . . . 1 .
— une suite (hy,)en d’hexagones indépendants choisis suivant la mesure uniforme INTSNTT

— une suite (b, ),en de variables de Bernoulli indépendantes entre elles et indépendantes de
oo et de (hy)nen, avec P[b, = 1] =1 —P[b, = 0] = T

q’

On définit alors la chaine de Markov (p,,)nen par ’équation de récurrence p,1 = f(pn, (B, bn)),
ou f est la fonction suivante :

p  sil’hexagone h n’est pas modifiable dans p,

f(p, (hyu)) =<p
p" st ’hexagone h est modifiable dans p, et si b = 0.

si ’hexagone h est modifiable dans p, et sib = 1,

s+

TuEorREME B.5 (Algorithme de Metropolis pour les partitions planes). La chaine de Markov
(Pn)nen est irréductible récurrente positive, apériodique, de loi réversible et donc stationnaire PYY .

DEMONSTRATION. Les transitions possibles de la chalne permettent de passer de toute partition
plane p a la partition plane vide () (sans petit cube) en retirant un a un les cubes; et on peut bien
str aller dans I’autre sens pour recréer par ajout de cubes successifs n’importe quelle autre partition
plane p’ inscrite dans le cube de taille N. Ceci montre I'irréductibilité, et par ailleurs, on a P(p, p) >
0 pour toute partition plane p € XXP. En effet, lors d’une transition régie par un couple (h,b),ily a
une probabilité non nulle de tirer h égal a I'un des hexagones modifiables de p, puis une probabilité

non nulle 1—+q ou 11, de tirer b de sorte que I’hexagone ne soit pas modifié (puisque I'on a soit

p = p, soit p = p"). La chalne de Markov est donc bien apériodique. Finalement, pour vérifier
’équation de réversibilité, on peut se ramener au cas ou p et p’ sont deux partitions planes qui ne
different qu’en un hexagone modifiable h pour p et pour p/, avec h vide dans p et plein dans p'.
Alors, vol(p') = vol(p) + 1, et

1 vol q
ENulPI P(.P') = 720 BN —3N+1) ¢ Y

1 1

_ vol(p’) = PPP (1 P(v ) O
Z]I\)fq(3N2—3N—|—1)q 1+C] N7q[p] (pap)

Applications. Dans la figure B.3, les trois premiéres configurations (5 € {0.2,0.3,0.4}) suivent
+ lsing o A R E . . ’ J
exactement la loi P, et elles ont été obtenues grace a I'algorithme qui sera présenté dans le
paragraphe suivant. Cet algorithme ne converge pas assez vite pour 5 = 0.5 (et de fagon générale,
pour 8 > f3.); la derniére figure du cas 3 = 0.5 a donc été obtenue en utilisant plutot ’algorithme
de Metropolis présenté ci-dessus, avec 107 transitions de la chaine de Markov. Par conséquent, la loi
de cette conﬁguratlon aléatoire o € X5)"® n’est pas exactement ]P’;O% -, mais c’est une tres bonne

approximation.

Sur la figure B.8 qui suit, on a représenté une partition plane de taille N = 20 suivant une loi
tres proche de PYf; : on a utilisé 'algorithme de Metropolis avec de nouveau 107 transitions. La
figure illustre un résultat important appelé théoréme du cercle arctique : si N est grand, alors avec
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tres grande probabilité, les 6 régions (poles) situées a I’extérieur du cercle inscrit dans I’hexagone
de taille N sont figées, et chacun de ces poles ne contient quasiment qu’un seul type de losanges (le
type de losange dépend du pole considéré).
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Ficure B.8. Une partition plane inscrite dans le cube de taille N = 20, obtenue par
107 transitions de la chalne de Markov (avec paramétre ¢ = 1).

3. Couplage par le passé

L’inconvénient principal de I’algorithme de Metropolis est qu’il ne produit qu'une approxima-
tion de la loi recherchée; cette approximation peut étre assez mauvaise si n n’est pas choisi assez
grand, et pour le moment on ne sait pas comment choisir le parametre n pour éviter cela. La mé-
thode du couplage par le passé va nous permettre de résoudre ce probleme : c’est un algorithme
dériveé de I’algorithme de Metropolis et qui fournit une variable aléatoire suivant exactement la loi
recherchée. Le prix a payer est que le temps de calcul de ce nouvel algorithme est aléatoire et éven-
tuellement tres grand. Pour commencer, reformulons la construction des chalnes de Markov de
I’algorithme de Metropolis. Dans chaque cas (modele d’Ising ou partition aléatoire), on a construit
la chaine (wy,)nen sur Pespace X par récurrence, en posant wy 11 = f(wn, &), avec des variables &,
1.1.d. a valeurs dans un certain espace mesurable £, et f : X x E — E une fonction mesurable. On
avait :

— pour le modele d’Ising : E = [1, N]* x [0,1], & = (2, 1) ;
— pour le modeéle des partitions planes aléatoires :
E = {hexagones dans la partie de taille N du réseau hexagonal} x {0, 1},
En = (hn, byn).
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On note dans ce qui suit f,, = f(+,&,); c’est une transformation aléatoire de I’espace d’états X. Par
construction, les chaines de Markov (0,,)nen €t (pn)nen précédemment construites s’écrivaient :

Wy = (fn—l o fn—Q -0 fO)(WO)y

en utilisant génériquement la notation (wy, )nen pour la chaine de Markov, et X pour ’espace d’états.

LemME B.6 (Relation d’ordre sur ’espace des états). Dans les deux cas étudiés, il existe une relation
d’ordre < sur lespace d’états X pour laguelle les fonctions f(-,&) sont croissantes : st w1 = wo, alors
w1, &) =2 fwa, &) pour tout parameétre € € E.

DEMONSTRATION. Pour le modele d’Ising, on notera 0 < ¢’ si o(z) < o'(z) pour tout site
z € [1, N]*. Considérons alors un élément (z,u) € [1, N]* x [0, 1], et deux configurations o et o’
telles que ¢ < ¢’. On notera o1 = f(o, (z,u)) et o} = f(0', (z,u)). Sty # z, alors 01 (y) = o(y) et
a1 (y) = o'(y), donc on a encore 01 (y) < o} (y). Pour le site z, remarquons que

B2y yna 7 (Y) B2y y~a o' W) )
< = Do
2cosh(B2, |, 0(y)) ~ 2cosh(B>°, |, 0" (y))

est croissante. On a donc les possibilités suivantes en fonction de la valeur

Pz =

car la fonction t —

. Toosh
(u < ps) = (01(z) = o1(z) = +1);
(pe <u<pl)= (- 1—01 ) < of(z) = +1);
(pxﬁu)ﬁ( ) =oi(x ):_1>
Dans tous les cas, on a donc bien o4 (z) < o} (z), et ainsi 07 < 7.

Le cas des partitions planes est similaire : notons p < p’ si la partition plane p’ contient (tous
les cubes de) la partition plane p. Alors, étant donné un couple (h,b) :

— Sib = 1, alors f(p, (h,b)) est obtenu en rajoutant si cela est possible un cube a p au niveau
de ’hexagone h. De méme, f(p/, (h,b)) est obtenu en rajoutant si cela est possible un cube
a p’ au niveau de I’hexagone h. On a alors trois possibilités :

(1) On ne peut pas rajouter de cube a p au niveau de h (soit parce que ’hexagone h est
non modifiable, soit parce qu’il est déja plein en p). Alors, f(p, (h,b)) = p < p' =
f@'; (h, b)).

(2) Lhexagone h est vide en p et ne I’est pas en p’. Alors, comme p < p/, ceci n’est possible
que st le cube de p” est dans p/, donc f(p, (h,b)) = p" <p' = f(p', (h,b)).

(3) Lhexagone h est vide en p et aussi en p'. Alors, le rajout d’un cube au méme emplace-
ment est compatible avec I'inclusion, donc f(p, (h,b)) = p" < (p") = f(P', (h,D)).

— Le cas b = 0 se traite de la méme fagon, cette fois-ci en retirant si cela est possible un cube
ap et p’ au niveau de ’hexagone h.

Dans tous les cas, on a donc bien f(p, (h,0)) = f(p/, (h,b)) sip < p'. O

La méthode du couplage par le passé consiste a retourner ordre de composition des fonctions
aléatoires f,, dans la relation de récurrence de la chaine de Markov de loi invariante 7. Posons, pour
toutn € N,

Yn:fooflo"'ofn—la
ou les f,, sont comme précédemment les transformations aléatoires f(-,&,) : X — X.



80 B. SIMULATION DE VARIABLES ALEATOIRES

THEOREME B.7 (Propp-Wilson). On considére une chaine de Markov irréductible (récurrente po-
sitive) sur un espace fini X, et on suppose qu’on peut I’écrive sous la forme w1 = f(wn, &) = fulwn)
avec des aléas &, indépendants et identiquement distribués. On suppose également qu’il existe une rela-
tion d’ordre = sur X telle que :

(1) Les fonctions f(-, &) sont toutes croissantes pour la relation d’ordre.

(2) Il existe un élément minimal wpy, et un élément maximal Wy, AVEC Wipnin = W = Winax POUT
tout état w € X.

Posons
= inf{n € N|Y,,(Wmin) = Yo (Wmax) }-

Le temps aléatoire T est fini presque siirement, et la valeur de Y (w) ne dépend pas de I’état w € X. Cette
variable aléatoire X = Yr(w) a pour loi la mesure de probabilité invariante T de la chaine de Markov.

Avant la démonstration du théoreme B.7, notons que ses conditions sont bien vérifices par nos
deux modeles. Le lemme précédent a permis d’établir la croissance des fonctions f(+, &), donc il
suffit de vérifier que les ordres partiels introduits dans la preuve du lemme admettent chacun un
¢lément minimal et un élément maximal. Pour le modele d’Ising, la configuration minimale est

= —1 sur toute la grille 1, N ﬂz

Omin

et de méme, la configuration maximale est la fonction constante oy, = +1. Pour les partitions
planes, la partition plane minimale dans X%} est la partition vide (), et la partition plane maximale
est celle qui remplit tout le cube N x N x N (elle est donc de volume N?3).

PREUVE DU THEOREME B.7. Comme la chalne de Markov est irréductible, il existe un entier
n > 1 pour lequel P™"(wWmin, Wmax) > 0. Autrement dit, pour tous aléas 1.i.d. &, ...,&, de lois
correspondant aux transitions de la chaine de Markov,

P[(f(afu) ©0---0 f('>§in))(wmin) = wmax] =p> 0

pour unc certaine constante p. Notons

Ai - {(f(:é.(n—l)z) o f(a g(n—l)i-ﬁ-l) ©--+0 f('agni—l))(wmin) - wmax}-

Les événements A;>; sont indépendants et tous de méme probabilité positive, donc le premier
événement A; qui se réalise a un indice 7 qui suit une loi géométrique de parametre p (en fait, par
le lemme de Borel-Cantelli 2.8, avec probabilité 1, on sait méme qu’une infinité de A; se réalisent).
Or, si A; est réalisé, alors pour tout état w € X,

wmax > (F (5 €m-n)i) 0+ 0 (5 &nima)) (@) 2 (F (5 €m1)i) © -+ 0 [ (- €nim1)) (Winin) = Winax

en utilisant la croissance de toutes les fonctions f ( §). Lacomposée (f(+, {m—1)i) 00 f(+,&nic1))
envoie donc tous les éléments de X sur la méme image wiay, et a fortiori,

Ym’ = Y‘(n—l)i © (f<7£(n—1)z) ©---0 f('vgm'fl))

envoie tous les éléments de X sur la méme image. En particulier, V,,;(Wmin) = Yii(Wmax), donc
T < ni. On a donc établi la finitude du temps aléatoire 7" avec probabilité 1. Ce temps T est le
temps de coalescence des suites aléatoires (Y,,(w))nen pour w € X : en effet, pour les mémes raisons
de croissance que précédemment, si X = Y7 (wWmin) = Y7 (Wmax ), alors pour tout autre état w € X,

X = YT(wmin) S YT((JJ) S YT(wmax) = X7

donc on a égalité partout. Il reste 2 montrer que Y7 (w) suit la loi 7 stationnaire de la chalne de
Markov. Pour ce faire, notons que si X = Y7(w), alors on a aussi

X =Yry(w) =Yrp(w) =
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puisque, compte tenu de I’ordre de composition des fonctions f,,, tous ces éléments s’écrivent Yo (w’)
pour un certain w'. Autrement dit :

Vn>T, YweX, X =Y,(w).

Notons wy une variable aléatoire de loi 7, 7 étant I'unique loi stationnaire de la chaine de Markov.
Pour tout n € N, Y,,(wp) est la composée évaluée en wy de n transformations aléatoires correspon-
dant aux transitions de la chaine de la Markov ; cette variable aléatoire a donc encore pour loi 7 par
invariance de cette mesure de probabilité. On écrit alors :

PX=w=PX=wetn>T|+PX =wetn <T]
=PY,(wy) =wetn >T]+PX =wetn < TJ.

Par finitude de T, lorsque n tend vers I'infini, le premier terme tend vers P[Y,,(wy) = w] = 7(w),
et le second terme tend vers 0; ceci prouve que X a bien pour loi 7. O

On a donc exhibé un algorithme qui calcule en un temps fini une variable aléatoire X = Yr(w)
qui suit exactement la loi 7 recherchée. D’un point de vue pratique, pour réaliser I’algorithme :

— On calcule seulement les trajectoires Y,,(w) pour w = wWpin €t W = Wpay ; au moment de
coalescence de ces deux trajectoires, toutes les valeurs Y,,(w) sont égales par ’largument de
croissance.

— Comme Y,,(w) est stationnaire apres le temps 7', il n’est pas nécessaire de trouver exacte-
ment la valeur de T'. On peut se contenter d’examiner les deux suites

Yor (Wmin) €t Yor (Wmax), k>1

et de s’arréter lorsqu’elles sont égales a la méme valeur; cette valeur suit la loi invariante 7

de la chaine de Markov.

Un probléme qui subsiste est ’estimation du temps 7" requis pour que I’algorithme s’acheve. Pour
comprendre intuitivement ce qui se passe, il est utile de changer un peu les notations et de numéroter
négativement les transformations aléatoires f_,, : ainsi, ¥, = foo fq4 0--- 0 f_(,_1). Chaque
transformation f_,, est croissante et peut envoyer plusieurs configurations w € X sur la méme
image ; voir le schéma B.9.

fo fs 2 f6 fos fou fs o [ fo

X = YT(wmin) = YT(wmaX)

FIGURE B.9. Trajectoires aléatoires de la méthode du couplage par le passé.
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Pour trouver le temps 7', on regarde dans le passé le temps le plus récent a partir duquel toutes
les trajectoires convergent vers le méme état (qui suit alors la loi stationnaire 7). Malheureusement,
dans certains cas, les trajectoires se mélangent trés peu, et la coalescence demande un temps tres

J 8 P P
grand. C’est exactement ce qu1 se produit pour le modeéle d’Ising lorsque (3 est trop grand (plus
grand que le parametre critique 5.) : les configurations avec beaucoup de spins positifs donnent
des trajectoires qui restent sur les configurations avec beaucoup de spins positifs, et qui ne viennent
quasiment jamais intersecter les trajectoires issues de configurations avec beaucoup de spins négatifs.
Il faut donc remonter dans le passé un temps 7' extrémement long avant que les trajectoires issues de
Omin €t Omax coalescent; c’est la raison pour laquelle on a préféré utiliser I’algorithme de Metropolis
pour la simulation de la figure B.3 dans le cas 5 = 0.5.
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Introduction a SageMath

Objectifs de la séance : apprendre a utiliser SageMath dans un contexte de simulations aléatoires.

Ouvrir un terminal, puis lancer Sage avec lacommande sage -n jupyter. Créer une feuille de
calcul SageMath. Pour exécuter le contenu d’une cellule de la feuille de calcul, taper (Shift+Enter).
Le résultat du dernier calcul est automatiquement stocké dans la variable _; par exemple, la com-
mande type (_) affiche le type de ce résultat. Une aide thématique est disponible a I’adresse :

http://doc.sagemath.org/html/en/reference/.

Opérations, variables, méthodes. On commence par introduire les bases de Python et de Sage.

(1) Calculer 3+2+5,sin(%), /1 — sin®(5) — cos( ). Toutes les fonctions usuelles sont déja

programmees !

(2) On stocke ou modifie une variable nommée z avec la commande x = val, ot val est la

valeur que I'on veut donner a z. Recalculer la valeur de | /1 — sin®(%) — cos(%) en stockant

3
d’abord une variable égale x a sin(%). Pour afhcher la valeur d’une variable x, on utilise la
commande print (x), ou simplement x.

(3) La documentation d’une fonction func est donnée par la commande func?. Demander
la documentation de la fonction sin, et celle de matrix. Créer une variable M égale a la
matrice ( 3).

(4) Le type d’un objet x dans Sage (ou Python) est donné par la fonction type (x). Quel est
le type de 3? de 3.1? de la matrice créée a la question précédente? On peut forcer le type
d’un nombre x (réel, entier, rationnel) avec les commandes RR(x), ZZ(x) et QQ(x). Créer
trois versions différentes du nombre 3.

(5) Tous les objets dans Sage ont des méthodes qui leurs sont associées, et qui dépendent du
type de I'objet en question. Une méthode method d'un objet x est appelée par la commande
x.method (). Pour avoir la liste des méthodes associées a un objet %, on peut taper x. +
(Tab). Calculer le déterminant, les valeurs propres et 'inverse de la matrice M.

(6) Presque tous les objets mathématiques sont déja implémentés dans Sage. En utilisant la
documentation, réaliser les taches suivantes :

(a) Créer un graphe (Graph) qui est un triangle, et afficher.
(b) Obtenir la table de multiplication du corps fini (Finite...) F4 a 4 éléments.

(c) Calculer le développement de Taylor a ordre 6 de la fonction exp(1 — cos(x)).

Fonctions, listes, itération. On détaille maintenant quelques techniques de programmation plus
avancées : fonctions, listes, boucles for.

(1) Une fonction f(x) d’une variable x est définie en Sage par la commande :
def func(x):
instructions
return (le resultat)
Attention, tout le contenu de la fonction doit étre indenté dans le code. Créer une fonction
g(x) = /1 — exp(—x), et calculer ¢(0.3). Afficher son graphe sur I'intervalle [a, b] = [0, 2]
en utilisant la commande plot (lambda x : g(x),x,a,b).
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(2) On peut tester une condition, par exemple dans les instructions d’une fonction avec :
if condition:
instructions_1
else:
instructions_2
De nouveau, les instructions doivent étre indentées par rapport au reste du programme
pour étre reconnues comme telles. Les conditions que I’on peut tester sont I’égalité (a == b),
I'inégalité stricte (a < b) ou large (a <= b), etc. Créer une fonction

e six >0,

h pr—
(%) 1 stz <0,

et afficher son graphe sur [—2, 2].

(3) Une liste d’objets (a, b, ¢) est codée par la commande [a,b,c]. On appelle le i-ieme élé-
ment d’une liste L par L[i] (les éléments sont numérotés a partir de 0), et on ajoute un élé-
ment z a la fin d’une liste L avec .. append (x) . Créer une fonction liste_factorielle(n)
qui renvoie la liste des entiers k!, avec k entre 1 et n (indication : on peut appeler une fonc-
tion f récursivement a 'intérieur d’elle-méme).

(4) Sil’on a des opérations a effectuer sur les éléments d’une liste L, on utilise :
for x in L:
instructions
La liste des entiers entre 1 et n est donnée par range(1,n+1) ou par [1..n]. Créer une
fonction factoriel(n) qui calcule n!.

Variables aléatoires. On explique comment travailler avec des variables aléatoires.

(1) Une variable uniforme sur [0, 1] est donnée par la commande random(). A partir de celle-
ci, on peut construire n’importe quelle variable réelle X de fonction de répartition F,

carsi U ~ U([0,1]), alors F;'(U) ~ X. Créer :

(a) une fonction random_exp(t) qui renvoie une variable de loi exponentielle, dont la
densité est 1,~9e * tdx;

(b) une fonction random_bernoulli(p) qui renvoie une variable de Bernoulli de para-
metre p.

(c) et une fonction random_binomial (n,p) qui renvoie une variable binomiale de para-
metres n et p.

(2) En fait, la plupart des lois continues sont déja implémentées dans Sage, et on peut y accéder
avec la commande RealDistribution(type,parametres). Ainsi,
U = RealDistribution("uniform", [0,1])
G = RealDistribution("gaussian",1)

deéfinissent des générateurs aléatoires de lois respectives U([0, 1]) et N'(0,1). Si X est un
générateur aléatoire défini dans Sage, on obtient des nombres aléatoires indépendants avec
la commande X . get_random_element (). Utiliser les méthodes du générateur gaussien G
deéfini ci-dessus pour dessiner la densité et la fonction de répartition de la loi gaussienne
standard, et pour obtenir une liste de 10 nombres aléatoires gaussiens indépendants.

(3) La fonction sage.plot.histogram.histogram(L), qu'on peut évaluer en une liste L,
dresse un histogramme des valeurs de la liste. Dresser un histogramme de 10000 valeurs du
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générateur aléatoire gaussien (indication : on peut rajouter apres I’argument L la commande
,bins=n dans les parenthéses pour avoir un histogramme en n colonnes).

(4) Veérifier la loi des grands nombres et le théoréme central limite pour des sommes de va-
riables aléatoires de Bernoulli indépendantes (indication : sum(L) renvoie la somme d’une
liste).

(5) Dans Sage, les représentations graphiques peuvent étre construites avec des listes d’ins-
tructions. On initialise un graphique avec la commande G = Graphics(), et on rajoute
un objet Obj sur le graphe (ligne, polygone, texte, etc.) avec lacommande G += 0bj. On af-
fiche ensuite G avec G. show (), avec éventuellement des options dans I’argument de show ().
Par exemple,

G = Graphics(Q)

G += 1line([(0,0),(0,101)

G += 1ine([(1,0),(0,1)1)

G += line([(0,0),(1,001)
G.show(axes=False,aspect_ratio=1)

dessine un triangle rectangle isocele.

Ecrire une fonction Percolation(n,p) qui garde chaque aréte de la grille [0, 7] x [0, 7]
avec probabilité p indépendamment pour chaque aréte, et affiche le résultat.

PO i LS TR =

IrE

Chaines de Markov. On programme diverses chaines de Markov : marches aléatoires, processus de
branchement, etc.

(1) Ecrire un programme Marche (n,p) qui affiche les n premicres étapes d’une marche aléa-

toire sur Z de paramétre p. Vérifier expérimentalement que si p > 3, alors la marche
aléatoire tend presque stirement vers +o00; tandis que si p = 3, alors la marche semble
revenir infiniment souvent en 0.

(2) Lanneau Z/NZ est défini dans Sage par R = Integers(N), et un entier k modulo N est
alors appelé par R(k). Par exemple,
R = Integers(9)
R(4) + R(7)
renvoie 2 (ou plus précisément, la classe dans I'anneau quotient Z/9Z qui contient 2).

Ecrire un programme MarcheCercle (N,n) quicalcule les n premieres étapes d’une marche
aléatoire sur Z/NZ, issue de 0 et avec probabilités de transition

P(k,k) = P(k,k—1) = P(k, k +1) = %
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(3)

(4)
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Vérifier avec un histogramme que pour n grand, la loi de la position X, est quasi-uniforme
sur Z/NZ.

Soit 1 une mesure de probabilité sur N. Le processus de Galton-Watson de loi 1 est la suite
aléatoire (X,,)nen, telle que X, 11 est la somme de X, variables aléatoires indépendantes
de loi p. Il représente I’évolution d’une population dont chaque individu a aléatoirement
Y ~ p enfants, indépendamment pour chaque individu. Calculer la matrice de transition
de cette chaine de Markov, et écrire un programme GaltonWatson(Y,n,k) qui dépend

d’un générateur aléatoire Y et donne les n premiéres générations du processus, partant de
Xo = k.

Programmer une classe ChaineMarkov qui s’initialise a partir d’une liste d’états et d’une
matrice de transition, et qui contient des méthodes :
— pour calculer une trajectoire de la chalne de Markov, et la mesure empirique associée;

— pour calculer la mesure invariante de la chalne.
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Simulations de lois par I’algorithme de Metropolis

Objectifs de la séance : manipuler les configurations du modele d’Ising et les partitions planes aléatoires,

et simuler les lois Py s et PR avec alogorithme de Metropolis ou la méthode du couplage par le passé.

Télécharger le fichier metropolis.py a I’adresse
http://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~meliot/markov/metropolis.py

Ouvrir un terminal, puis lancer Sage avec lacommande sage -n jupyter. Copier 'intégralité du
contenu de metropolis.py dans une cellule de la feuille de calcul, et ’exécuter (Shift +Enter).

Mode¢le d’Ising.
(1) Creéer une configuration de spins sur une grille de taille N x N = 10 x 10 avec la commande
I = IsingConfiguration(10).Expérimenter les méthodes suivantes (pour appeler une
méthode method sur I, on tapera I.method(), et I.method(arg) si la méthode admet

pour arguments arg) :

— plot() dessine la configuration de spins, le rouge correspondant aux spins +1 et le
gris aux spins —1.

— energy () calcule I’énergie de la configuration (on pourra éventuellement vérifier le
calcul sur un exemple de plus petite taille).

— magnetization() calcule la somme de tous les spins.
— random_site() retourne un site aléatoire de la grille.

— switch_site(y, u, beta) modifie le site y en

{—i—l siu < exp(B 3,y 1(2))

2 cosh(B 32, I(z))’
—1 sinon.

— transform(n, beta) applique n transitions markoviennes de parametre 3 a la confi-
guration. Essayer d’abord avec un petit nombre de transitions (n < 10), puis un plus
grand nombre n ~ 1000. On prendra par exemple 3 = 0.3, et on dessinera la nouvelle
configuration entre chaque essai. Commenter.

(2) Pour chaque valeur de 8 dans {0.2,0.3,0.4,0.5,0.6}, approximer la loi Pésoljlﬁg en appli-
quant n = 100000 transitions de paramétre  a une configuration de taille N = 50. On
pourra utiliser la commande MarkovIsingConfiguration(N, n, beta). Comparer les
résultats.

(3) Le programme MarkovIsingConfiguration(N, n, beta) admet comme argument op-
tionnel

boundary="positive" ou boundary="war"

qui correspondent a la loi d’Ising conditionnellement au fait que la frontiére soit entiere-
ment positive, ou conditionnellement au fait que le bord gauche soit positif et que le bord
droit soit négatif. Expérimentez ces deux options.
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(4) Le programme RandomIsingConfiguration(N, beta) utilise la méthode de couplage
l Isin g o
pour simuler exactement Py 5*. Expérimentez-le (on commencera avec N suffisamment
petit et § < 0.5, et on pourra falre suivre N, beta de ’argument optionnel verbose=True
pour avoir un indicateur de progression du programme). Vérifier que le code applique bien
la méthode de couplage.

Partitions planes aléatoires.

(1) Créer une partition plane vide inscrite dans le cube de taille N x N x N =5 x 5 x 5 avec
la commande P = DimerCovering(5). Expérimenter les méthodes suivantes :

— plot() dessine la partition plane. Cette méthode admet deux arguments optionnels
rotate et beautiful, par défaut égaux a True. En particulier, on peut appeler la mé-
thode plot(True,False) pour dessiner la configuration de dimeres correspondant
a la partition plane.

— draw_honeycomb () donne le systeme de coordonnées du réseau hexagonal sous-jacent
a la partition plane.

— volume () calcule le volume de la partition plane.

— switchup(Hexagon(a,b)) ajoute une case / effectue une rotation des diméres au
niveau de I’hexagone de coordonnées a et b, si cela est possible. On définit de fagon
analogue la méthode switchdown(Hexagon(a,b)). Construire manuellement une
partition plane de volume au moins égal a 5. Vérifier que chaque ajout ou retrait de
cube correspond a une rotation d’un hexagone dans la configuration de dimeres.

— transform(n,q) applique n transitions markoviennes de parameétre ¢ a la configu-
ration. Essayer d’abord avec un petit nombre de transitions (n < 50), puis un plus
grand nombre n ~ 1000. On prendra par exemple g =1o0uq=2,et on dessinera la
nouvelle partition plane entre chaque essai. Commenter.

(2) Pour chaque valeur de ¢ dans {0.5,0.9, 1}, simuler la loi 5" en appliquant 10000 transi-
tions de paramétre ¢ a une partition plane inscrite dans le cube de taille 5 x 5 x 5. Com-
menter. Essayer en taille plus grande.

(3) Le programme RandomDimerCovering(N,q) simule exactement la loi Py, avec la me-
thode de couplage. Expérimentez (on pourra de nouveau utiliser I’argument optionnel
verbose=True pour avoir une idée du temps de calcul).



Chapitre C

Temps de mélange

Dans le chapitre précédent, on a expliqué comment utiliser une chaine de Markov (X,),en pour
simuler une loi 7 sur un ensemble fini X. Le probléme de I’algorithme de Metropolis est que ’on
a besoin de savoir comment choisir n de sorte que la loi de X, soit proche de 7, par exemple en
distance en variation totale : étant donné ¢ > 0, on veut que

drv(Xn,m) = sup |[P[X, € A] —7(A)| <¢,
ACx

étant entendu que si la chalne est irréductible apériodique de mesure invariante 7, alors 'inégalite
ci-dessus est vraie pour n assez grand. Dans de nombreux cas, ce probléme est essentiellement équi-
valent a P’estimation de ’espérance ou de la queue de distribution du temps de coalescence 7" de
I’algorithme du couplage par le passé; on admettra ce fait, et on se concentrera donc uniquement
sur le calcul de la vitesse de convergence de ’algorithme de Metropolis.

1. Généralités sur la distance en variation totale

Commengons par énoncer quelques généralités sur la distance en variation totale. Si X est un
espace d’états et p,  sont deux mesures de probabilité sur X, leur distance en variation totale est la
quantité

dry(p,m) = sup [p(A) = m(A)],

qui appartient a [0, 1]; drv(p, m) = 0 si et seulement si p = 7.

ProrostTioN C.1 (Distance en variation totale et distance ¢'). Pour toutes mesures de probabilité
p et 7 sur un ensemble X fini on dénombrable, on a

drv(p,m) = 3 3 lpla) — (o))

zeX

DEMONSTRATION. Pour commencer, notons que si A est une partie qui contient deux éléments
x et y tels que
p(x) = m(x) > 0> py) —7(y),
alors on augmente la quantité |p(A) — 7(A)| en retirant a A ’élément x ou I’élément y. En effet, si
’on a par exemple p(A) — 7(A) > 0, alors

p(A\A{y}) — 7(A\{y}) = (p(A) — 7(A)) — (p(y) — 7(y)) > p(A) — w(A) >0,

d’ou [p(A\{y}) —m(A\{y})| > |p(A)—7(A)|. De méme, dans le cas contraire ou p(A) —7(A) < 0,
onalp(A\{z}) —m(A\{z})| > |p(A) — 7(A)|. On en déduit que le supremum dans la définition
de la distance en variation totale peut étre pris sur les parties A constituées d’éléments x ou le signe
de p(z) — m(z) est constant. De plus, pour toute partie A,

|p(A°) = m(A)] = [(1 = p(A)) = (1 = w(A))] = [p(A) — w(A)],
donc par complémentation, on peut se ramener aux parties A constituées d’éléments = tels que
p(z) — n(z) > 0

drv(p,m) = sup (p(A) —m(A)).
Ac{zex | p(z)—n(z)>0}

89
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Il est alors évident que le supremum est atteint si I’on prend la partie
A=X; ={z e X|p(x) —n(z) > 0}.
Notons X_ = X\ X; = {z € X|p(x) — n(z) < 0}. On peut maintenant écrire :

drv(p,m) = |p(Xy) —n(Xy)| = %(‘p(%Jr) — (X)) + [p(X2) — 7 (X))
B % Z (p(z) = m(2)) + % Z (m(z) — p(z)) = %Z lp(z) — m(z)|. O
2| p(2)>m(a)

x| p(x)<m(z) zeX

La proposition précédente assure que, a un facteur multiplicatif pres, la distance en variation
totale par rapport a une mesure de probabilité de référence 7 est une norme dans I’espace £ (X, 7) :

2dry(p,m) = 3 Io(a) = 3" w(@) (@) — 1] = [|h = 121 (e
zeX zeX

ouh(x) =2 (I  peut étre vue comme la densité de la mesure p par rapport a la mesure de référence 7.

Plus géneralement st 'on veut mesurer la distance entre une mesure de probabilité p et une mesure
de référence 7 sur un espace d’états X, on pourra utiliser une norme .27 :

dp(p,m) = [lh = 1l| 2rm) = (ZW(@ |h(x) — 1|p> p

zeX

avec p > 1. L'inégalité de Holder garantit que, si 1 < p < ¢, alors

dp(p, ™) < dy(p, ).

En particulier, 2 dry (p, ) = di(p, ) < da(p, 7) par I'inégalité de Cauchy-Schwarz (cas particulier
de Holder pour p = 1 et ¢ = 2). Nous utiliserons cette inégalité dans la prochaine section pour
trouver des bornes supérieures sur les distances en variation totale.

REMARQUE C.2. Pour p # 1, les distances d,(p, 7) = ||2 — 1|| #»(x,x) ne sont pas symétriques :
dy(p, ) # dy(m, p). Le terme distance n’est donc pas entierement approprié. Néanmoins, comme
la plupart du temps on cherchera a évaluer a quel point la loi marginale 7,, d’une chaine de Markov
est proche de la loi stationnaire 7, dans tout ce qui suit I'une des deux mesures de probabilité 7
sera bien une mesure de référence qu'on pourra utiliser comme « point pivot » de ’ensemble des
mesures de probabilité sur ’espace X.

REMARQUE C.3. Sip = 2 et si 7 est la mesure uniforme 7(z) = + sur un ensemble X fini de
cardinal N, alors pour toute autre mesure de probabilité p,

(da(p, 7 Z|NP )= 1P =N |p(x) = n(x)]* = N (lp— =%,

acE% zeX

i
N

ou la norme dans la formule de droite est la norme euclidienne standard sur C* = CV.

Il existe une autre définition de la distance en variation totale qui sera trés utile pour certaines
estimations. Si p et 7 sont deux mesures de probabilité sur X, on appelle couplage de p et m une
mesure de probabilité M sur X? dont les deux marginales sont p et 7

VeeX, Y Mxy)=px) : VyeX, > Mzy) =n(y).
yeX zeX

Un couple de variables aléatoires (X,Y) & valeurs dans X? est appelé couplage de p et  si sa loi
M(z,y) = P[X = 2, Y = y] est un couplage de p et 7. Un point important & comprendre est
qu’il existe en général une infinité de fagons possibles de coupler deux lois p et 7; on peut prendre
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le couplage indépendant M (xz,y) = p(x) 7(y), mais ce n’est pas le seul couplage et pour certaines
applications, d’autres couplages sont plus intéressants.

TutoreME C.4 (Distance en variation totale et couplages). Pour tout couple de mesures de proba-
bilité (p, ) sur un ensemble fini ou dénombrable X,

dov(p,7) = inf PIX +£Y]).
TV(p ) (X,Y)couplagede(p,w)( [ 7& ])

DEMONSTRATION. Pour commencer, considérons un couplage (X,Y) de p et 7, et une partie
ACX.0Ona
p(A) —m(A) =PX € A]—PY € A|<PX € AetY ¢ A] <P[X #Y]

et de méme, m(A) — p(A) < P[X # Y], donc |p(A) — w(A)| < P[X # Y. Par passage a la borne
supérieure a gauche et a la borne inférieure a droite dans cette inégalité, on obtient

dTv(p, 7T) < inf (]P’[X 7é Y])

" (X,Y) couplage de (p,)

Pour montrer que I’on a en fait une égalité, il faut construire un couplage (X, Y") optimal tel que
PX #Y] =drv(p,m) = 5> ,cx |p(x) — 7(2)|. Notons § = drv(p, ); on a alors

20+ 2 Z min(p(x), 7(x)) = 2,

reX

voir la figure C.1.

Ficure C.1. Si p et m sont deux mesures de probabilité de distance en variation
totale 0, alors 20 est ’aire hachurée dans le dessin ci-dessus, et sous chaque courbe
'aire totale vaut 1. La partie blanche sous les deux courbes a pour aire

2 aex min(p(z), w(x)).

Si 0 = 0, alors p = 7 et un couplage optimal est obtenu en prenant X = Y.Sid = 1, alorspet 7
ont des supports disjoints et tout couplage est optimal. Supposons maintenant 0 < ¢ < 1, et notons
B une variable aléatoire de Bernoulli de parametre 1 — §. On introduit également trois variables
U,V,W indépendantes entre elles et indépendantes de B :

: min(p(z),m(z)) ,
— U de loj minle@(z)

: p(z)—min(p(z),7(z)) .
— Vdeloi 2 L ;

— W de loi W(:E)_min((SP(JJ)m(;r)).

Notons que V' et W ont des lois a supports disjoints, car si p(z) — min(p(z),7(z)) > 0, alors
7(z) — min(p(x),m(x)) = 0. On pose X = BU + (1 — B)V et Y = BU + (1 — B)W. Montrons
que (X,Y) est un couplage optimal de p et 7. Si B = 1, alors X = Y = U, tandis que si B = 0,
alors X =V # W =Y d’apres ce que 'on vient de dire sur les supports des lois de V et W. On a
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donc P[X # Y] =P[B = 0] = ¢. Il reste a montrer que X a loi p et que Y aloi 7. Or, pour X par

exemple,
P[X = 2] = P[B = 1]P[U = 2] + P[B = 0] P[V = 4
— win(p(e), 7(2)) + (p(z) — min(p(x), 7(z))) = plz). 0

2. Méthodes spectrales et phénomene de coupure

Considérons une chaine de Markov (X,,),en irréductible et apériodique sur un espace d’états
fini X de cardinal N. Par le théoreme de convergence 3.18, les lois marginales m,, vérifient

Tn —7n—o0 ™,

ou  est la loi stationnaire de la chalne, et ou la convergence ci-dessus peut étre envisagée comme une
convergence de vecteurs dans C. Or, 1, = 1y P", ol P est la matrice de transition. Le théoréme
de convergence doit donc étre relié au comportement des puissances d’une matrice stochastique,
et aux propriétés spectrales de cette matrice. Le résultat algébrique qui explique le théoréme de
convergence 3.18 dans le cas des espaces finis est le théoreme de Perron-Frobenius, que nous énongons
ci-dessous sans démonstration.

TuEoreME C.5 (Perron-Frobenius). Soit P une matrice stochastique irréductible de taille N x N.
Lensemble des valenrs propres (complexes) de P est inclus dans le disque unité {z € C||z| < 1}. De
plus, si z est une valeur propre de P de module 1, alors = a multiplicité 1 comme racine du polynéme
caractéristigue de P (valenr propre simple), et z s’écrit sous la forme

2ikm
z=eh

ou h est la période de P et k € [1,h]. En particulier, si P est une matrice stochastique irréductible et
apériodique, alors le spectre de P est

{1} U {walenrs propres de module strictement inférieur a 1},

la valeur propre 1 étant de multiplicizé 1.

Il y a un cas particulier du théoréme de Perron-Frobenius qui est relativement simple a dé-
montret, et que nous allons illustrer par un exemple dans cette section. Rappelons qu’une mesure
de probabilité 7 sur un espace X est dite réversible par rapport & une matrice de transition P si
7(z) P(x,y) = 7(y) P(y,z) pour tout couple (z,y) € X?. Dans ce cas, la mesure 7 est invariante
pour P (lemme B.2).

LemME C.6 (Chalnes réversibles et opérateurs symétriques). Si P est une matrice stochastique de
taille finie, irréductible et qui admet une mesure réversible, alors toutes les valenrs propres de P sont
réelles.

DEMONSTRATION. Notons 7 la mesure de probabilité réversible, qui est 'unique loi invariante
pour P. Comme la matrice est irréductible, 7(x) > 0 pour tout « € X, donc

(flg),=> () f(z) g(=)

est un produit scalaire (forme bilinéaire symétrique définir positive) sur R*. Alors, la matrice P est
un opérateur symétrique pour ce produit scalaire :

(f| Pg), =) m(x) f(x) (Pg)(x) = Y () f(x) Plw.y) g(y)

zeX Y

=Y " 7(y) Py, =) f(2) g(y) = > _7(y) (Pf)(y) 9(y) = (Pf ] g),-

yeX
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Le résultat s’en déduit immeédiatement, puisqu’un opérateur symétrique de dimension finie est dia-
gonalisable en base orthonormée, avec des valeurs propres réelles. O

ReMARQUE C.7. On a montré ci-dessus que dans le cas réversible, I’action a gauche de P sur les
vecteurs colonnes était un opérateur symétrique de I’espace .£(X, w). On peut aussi montrer que
Iaction a droite de P sur les vecteurs lignes est un opérateur symétrique de I'espace £?(%, 2). En
effet,

1 1
(nlvP)L = mezx @) p(z) (vP)(x) = mzy @) W) w(x)v(y) m(y) Py, x)
- m ule) vy)(a) Pla.y) = ) @ (1P)(y) v(y) = (uP| V)1 .

PREUVE DU THEOREME DE PERRON-FROBENIUS DANS LE CAS REVERSIBLE. Soit P une matrice sto-
chastique irréductible avec une mesure de probabilité réversible 7. Comme toutes les valeurs propres
de P sont réelles, il faut montrer qu’elles sont incluses dans [—1, 1]. Notons que le spectre pour I’ac-
tion a gauche de P est le méme que le spectre pour son action a droite. Remarquons que pour tout
vecteur ligne u € R¥, on a

[l pP)s| = Z%u(%)u(y)l’)(y?w) = Zﬁ(y)ﬂ—x)@P(y,x)
1 T ﬂ 2 T T M 2 T
<3 3 () <7T(x)) Py, =) + xzy (v) <7T y)) Py, z)
LS (PN LS (B@Y
=22, @ (59 F32,70) (%)
> 5 () = )

En particulier, si 2 est vecteur propre pour une valeur propre A, alors (||]|1)? > |A| (||| )?, donc

1 > |A|l. On a donc bien Spec(P) C [—1, 1]. Identifions les vecteurs propres pour la valeur propre
A = 1.Si A = 1, alors la suite d’inégalités ci-dessus est une suite d’égalités, et on peut méme Oter les
valeurs absolues sur la premiére ligne. Ceci n’est possible que si

-3 () - (5

pour tout couple (z,y). Or, ceci implique % = %, donc 1 = ¢ avec ¢ constante. Réciproque-

ment, le vecteur ligne 7 vérifie bien 7 = 7P par définition d’une mesure invariante. On a donc
établi que la valeur propre 1 était une valeur propre simple.

Montrons finalement que si P est apériodique, alors —1 n’est pas valeur propre, de sorte que
Spec(P) C (—1,1]. On suppose par I’absurde qu’il existe un vecteur propre a gauche f pour la
valeur propre —1; sans perte de généralité, on peut alors se donner x € X tel que f(z) > 0O et
f(x) = maxyex |f(y)| (quitte a prendre —f au lieu de f). Le lemme 3.15 implique que, pour n
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assez grand, P"(x,z) > 0. Alors,

—f(z) = (P f)(x) =D P a,y) f(y)

yeX
> =) P a,y) | f(y)
yeX
> =Y P ay) fo) = —f(a)
yeX
I’inégalité étant stricte a la seconde ligne car f(x) > 0 > — f(x); c’est une contradiction. O

Dans le cas réversible, on peut utiliser la théorie spectrale développée ci-dessus pour démontrer
des bornes supérieures sur drv (7, 7). Fixons une matrice irréductible apériodique P de taille N x
N et de mesure réversible 7, et notons le spectre de P

1>)\22/\32"'2/\N>—]..

Le trou spectral de la matrice P est la quantité p = 1 — |\, ou A est la plus grande valeur propre en
module parmi celles différentes de 1. On a donc avec nos notations

p=min(l — |Xo|, 1 — |An]).

TutoreME C.8 (Vitesse de convergence des chaines de Markov finies réversibles). Soit P une
matrice stochastique irréductible apériodique sur un espace d’états fini. On suppose que P est réversible,
de loi invariante et de trou spectral p. Alors, pour toute loi initiale 7o, on a

1 1
dTV(ﬂ-n,ﬂ-> S Ce_pn7 d‘UECC — 5 Iilea;%{ <m _ 1> )

DEMONSTRATION. D’apres ce que ’on a vu dans la section précédente,

2dry(my, ™) = di(m, ) < do(my,m) = | Y () (W"(x) _ 1)2 %

rzeX 7T(ZL’)

< (2 5 @) = 7@ ) =l = e

Or, P est un opérateur symétrique pour son action a droite sur £?(X, 1), donc il existe une base
orthonormée (p1, o, - . ., ) de cet espace correspondant aux valeurs propres (1, As, ..., Ay). Le
vecteur propre orthonormé p; pour la valeur propre 1 est simplement la mesure invariante 7.
Ecrivons la décomposition de la loi initiale 7y dans la base de diagonalisation de P :
N
T
i=2

pour certains coefficients réels ¢ et c;co ], avec ¢; = (7o | pt;) 1. En appliquant P" a la formule

1
™

ci-dessus, on obtient :
N
T, =Ccm+ Z ci (N)"™ .
i=2

Comme toutes les valeurs propres \jc2,n] sont en modules plus petites que 1, en faisant tendre n
vers |'infini, on obtient ¢ = lim,,_,, 7, ce qui impose ¢ = 1. Alors, 7, — 7 = ZZ]\LQ ci (A)™ iy et

(=l )’ = e 0 < (S06r ) =2 < (fma =) e

=2 =2
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Pour conclure, on doit borner F(m) = (||mo — 7| 1) = ex ﬁ (mo(z) — w(x))? sur 'ensemble

des mesures de probabilité sur X. Notons que la fonction F est quadratique et donc convexe sur
une partie convexe de R” ; elle atteint donc son maximum en un point extremal du convexe formé
par les mesures de probabilité. Les points extrémaux de ce convexe sont exactement les mesures de
Dirac ¢, (toute probabilité est une combinaison convexe de ces Diracs). Ainsi,

2 2
max (llmo =il ) = max (118, — 7 )

mo probabilité sur X

Or, pour x fixé,

<H5w0—71-H71r)2: (1—7TZL’0 +Z7T

TH#T0

:O—w@m2+ﬁ_ﬂmﬁzﬁéd

(o)

— 1. U

En pratique, nous n’aurons pas forcément besoin de connaitre la théorie générale, car nous
pourrons diagonaliser au cas par cas la matrice de transition P de la chalne de Markov. C’est exacte-
ment ce qui a été fait lorsque nous avons étudié la marche aléatoire sur le cercle. Un autre exemple
important et qui va nous permettre de mettre en évidence le phénomene de coupure est la marche
aléatoire sur ’hypercube (Z/2Z)N = {+1}". Considérons ainsi 'espace d’états

= (Z)22)N = {(z1,...,2N) | z; € {-1,1}},

et la matrice de transition

N+l s1x = Yy,
Px(z,y) = § w5 si&i = —y; pour un seul indice 7 € [1, N],
0 sinon.

Les transitions associées a cette matrice se déroulent comme suit : a chaque étape, on a une proba-
bilité . de rester au méme endroit, et une probabilité 5 de changer une des coordonnées du
vecteur de taille N, chaque coordonnée étant équiprobable.

ProrosiTioN C.9 (Propriétés de la marche aléatoire sur ’hypercube). La marche aléatoire sur
Ihypercube est irréductible apériodique, de loi stationnaire et méme réversible w(x) = 5 pour tout
r € (2/2Z)N

DEMONSTRATION. Comme on peut changer une a une les coordonnées d’un vecteur par des
transitions de la chaine de Markov, elle est irréductible; et 'apériodicité vient de

1
Py(z,z) = >0
o) =
pour tout état z. Finalement, la mesure uniforme m(z) = 55 est bien réversible, car pour tout
Couple (m,y%PN(fL’,y) :PN(y7$)- ]

Pour trouver les valeurs propres de Py, on va exhiber sa base de diagonalisation. Etant donnés
e=(e1,...,en) € {0, 1}V et & € {£1}", posons () = 2° = [, (z;)"

LemMme C.10 (Diagonalisation de la matrice de transition de la marche sur I’hypercube). Les
fonctions e avece € {0,1}Y forment une base orthonormée de RU=1Y" pour le produit scalairve (f | g) =
5% Yowe(enyy () g(x). De plus, vues comme vecteurs lignes de taille 2%, ces fonctions diagonalisent
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Paction a droite de Py :

PO%? ou .
N N + 1 ’

DEMoNSTRATION. On calcule

=g ¥ =T (EEY).

z€(Z/2Z)N i=1

Si e = n, alors chaque terme du produit vaut 1, donc (] ) = 1. Si g; # n;, alors () i 2 R

2
== = 0 et le produit scalaire (¢ | ) s’annule. Comme on a le bon nombre de fonctions ortho-
gonales et de norme 1, on conclut que {¢ € {0,1}"} est une base orthonormée de ’espace de

7.)27)N

fonctions R( , qui est de dimension 2.

On a ensuite :

(ER0)) = ) Pul0st) = 5 o) + 5y (17 elo)

Yy

Comme (—1)% = 1 — 2¢;, on conclut que

(e Py)(z) = e(x) (1 - 2]%3—+—1f> . 0

REMARQUE C.11. On retrouve sur ce cas particulier le théoreme de Perron-Frobenius. En effet,
sie = (0,...,0), alors la valeur propre obtenue est égale a 1, et c’est la seule fonction qui donne
cette valeur propre (Valeur propre simple). Pour les autres fonctions ¢, on obtient une valeur propre
comprise entre —{— et 34—, donc de module strictement inférieur a 1.

Dans ce qui suit, on consideére le cas particulier ou mp = (11, (on obtiendrait les mémes
estimées de la dlstance en variation totale pour toute loi initiale concentree en un point, car tous les
éléments de (Z/27)N jouent un role symétrique). La distibution au temps n de la chalne de Markov
est donnée par :

2l \"
’/Tn:’/TO(PN)n: Z <7T0|€> (S(PN)H): Z <7T0‘€> (1_N|—|—|1) £,
e€{0,1}N e€{0,1}N

ou |g| = Zfil e;. Notons alors que <5 } d(1,..1) > = 2%\, pour toute fonction €. Donc,

() — (2 2NZ( N+1)n > ew)

e€{0,1}N
le|=k

On peut réécrire cette identité A I'aide de la fonction de densité hy, (z) = =& — 2N 1 (1)

ho(z) — 1 = i (1 - N2—j‘;1>n > ew)

k=1 e€{0,1}V
e|=k

Dans I’espace -£%(X, ), les fonctions ¢ forment une base orthonormée, donc on obtient

N 2n
) N 2k
(10 = Ul z2em)” =D <;€> (1 TN+ 1)

k=1
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puisquil y a (}) fagon de répartir les 1 pour obtenir une fonction ¢ avec |¢| = k. La quantité
ci-dessus majore 4(drv(m,, 7))* d’apres la discussion du début de ce chapitre. Notons que, si &' =
N+1—kaveck < %,alors

2K 2k N N
1-— =—|(1-— ; < :
N +1 N+1 K k

Donc, sin = (N 4 1)(log N + ¢), alors

SL o\ e, 5y
Adry(mp,m))> <2 (k) (1 —~ N—H) <2y e MI=2y ek
k=1 k=1 k=1
- 1 —c e —c
<2y e =20~ 1) <2¢!
k=1

Ainsti, au-dela du temps ;11 Nlog N, la distance en variation totale dry (7, 7) devient trés petite :

drv <71% (N+1)(log N-+¢)» 7r) <Ce s avecC = %.

Il se trouve qu’inversement, avant le temps § N log N, la distance en variation totale drpy (,, 7)
n’est pas petite, et est méme assez proche de 1. Pour montrer ceci, il faut exhiber des événements
discriminants A qui ont une probabilité tres faible sous 7, et trés forte sous 7. Considérons la
quantité S = le\il z; € [—N,N]. Sous la loi initiale 7y = (1, 1), S = N presque stirement,
tandis que sous la loi uniforme 7, E[S] = 0 et Var(S) = N, de sorte que S est concentrée autour de
la valeur 0 avec des fluctuations d’ordre v/N. On a donc un comportement de la variable aléatoire
|z| tres différent sous 7y et sous 7; nous allons montrer que c’est encore le cas pour les deux lois
mpetmsin < 1 (N —1)log N. Commengons par énoncer un lemme général qui permet de borner
inférieurement la distance en variation totale de deux lois p et  lorsqu’il existe une variable aléatoire
avec un comportement tres différent sous p et sous 7.

LemME C.12 (Variable aléatoire discriminante). Soit X une variable aléatoire telle que a = E,[X],
b=E,.[X] et
max(Var,(X), Var, (X)) < w.

Alors, drv(p,7) > 1 — (bf—i’l)Q.

DEMONSTRATION. Supposons sans perte de généralité a < b, quitte a échanger le role joué par
p et 7. On considere I'événement A = {X > 212}, Par I'inégalité de Bienaymé-Chebyshev,

o <o ({x-m =150 <

et de méme,
a+b b—a dv
1—7T<A)—7T({X< 5 }>§7T<{]X—]EP[X]|Z 5 })S(b—a)Z’
donc w(A) — p(A) 21—@?—2)2- =

. . N . .

Sous la loi uniforme 7, la somme S = ;" | x; est une somme de variables de Bernoulli +1 de

paramétre 3, donc E,[S] = 0 = a et Var,(S) = N. Calculons maintenant ces quantités sous la loi
m,. Pour toute fonction ¢ de la base orthonormée, on a

Er,[e(@)] = 2% (e] m) = 2% (] mo(Py)") = 2" (e(Pn)" | mo)
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car le produit scalaire considéré est a un facteur pres celui de I’espace £%(X, 1), pour lequel la
matrice Py est un opérateur a droite symétrique (voir la remarque C.7). On obtient donc :

2le] \" 2] \"
E, [e(z)] = 2" (1 - N—+1> (e| b)) = (1 TN+
Sig; =(0,...,1;...,0),alors S = Zf\il g;, donc

e (1-525)"

N —1)(log N — ¢). Notons que log (1 — 2=) > — 2, donc
q

Dans ce qui suit, on prendran = 1 Nl N1

N
Nlo

E, [S] > Ne ™1 = Nzei =b,

Pour calculer la variance de S sous 7, notons que
N 2
SQ = ZSZ' =N+ Ei€j
i=1 i,j€[1,N]
i#]
et qu'un produit ;¢ est une fonction ¢; ; correspondant au N-uplet (0,...,1;,...,1;,...,0). On
obtient ainsi :

E,[S%] = N + N(N —1) (1 _ Niﬂ)n;

N +1

<N+N?([1- 4 n— 1— 2 " <N
- N+1 N+1 -

On peut donc appliquer le lemme C.12 avec v = N :

Var%(S):NJFN(N_l)(1_L>"_N2(1_L2n

dry(m,, ™) >1—8e™ "
On a ainsi démontré une coupure au voisinage du temps n = ¥ Nlog N :

TuEOREME C.13 (Phénoméne de coupure pour la marche aléatoire sur ’hypercube). Considé-
rons la marche aléatoire sur Phypercube (Z/27)N, de loi réversible la loi uniforme. On suppose que

.....

(1) Il existe une constante positive C' telle gue sin = (1 + €) Neoupure avec € > 0, alors

dTv(T{'n77T) S CN_%

(2) Quitte a changer la constante C, sin = (1 — &) Neoupure avec € > 0, alors on a auss
dTv(ﬂ'n,ﬂ') Z 1-CN°.
DEmONSTRATION. 1l suffit dans chaque cas de faire un changement de variables, qui donne ¢ =

elog N + o(1). O

On dit aussi que § Nlog NV est le temps de mélange de la marche aléatoire. Le phénomene de
coupure se produit pour de trées nombreuses familles de chaines de Markov sur des espaces d’états
finis : permutations aléatoires, marches aléatoires sur de grands graphes, ezc.
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dTV(WmW)

Necoupure = iNlOgN

Ficure C.2. Phénomene de coupure : la distance en variation totale reste tres proche
de 1 jusqu’au temps 3 N log N, puis se rapproche trés rapidement de 0, en une fenétre
d’ordre de grandeur O(N).

3. Méthodes de couplage

Pour conclure ce chapitre, nous allons essayer de calculer le temps de mélange de la chaine de
Markov utilisée pour réaliser I’algorithme de Metropolis pour le modele d’Ising ; ou au moins, une
borne supérieure sur ce temps de mélange (c’est ce dont on a besoin pour savoir que I’approximation

obtenue de la loi Pﬁi%g est bonne). On rappelle les données de la chaine de Markov :
— espace d’états : X = X8 — {41} [LAT

— loi stationnaire :

7(0) = Pl = —— exp 83 o(x) o(y)

" lsing
ZNs oy
— probabilités de transition :
0 st o et o’ différent en deux sites ou plus,
n o 1 exp(B Zy |y~ o' (z) o (y)) . /1 .
P(0,0") = { 3% —2com(s S o) Sloeto different uniquement en z,
le reste sioc = o,

ou par « le reste » on entend la quantité qui fait de P(o, -) une probabilité.

On souhaite estimer dpv (7, 7). Par le théoréme C.4, c’est I'infimum sur tous les couplages de 7,
et de m de E[1(x y)]. Une quantité plus simple a manipuler est

de(p,m) = inf Eld(X,Y)|,
C<IO ) (X,Y) couplage de (p,m) [ ( >]

ou la distance entre deux configurations o et o’ est le nombre de sites ou elles différent, c’est-a-dire :

do.o)=5 S o)~ ()]

ze[[1,N]?
Sio # o', alors d(o,0') > 1 = 1(,40), donc on obtient immédiatement en prenant les espérances
I'inégalité
de(p, ™) = drv(p, )

. . Isi
pour toute paire de mesures (p, 7) sur I’espace des configurations Xy .
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LemME C.14 (Couplage des probabilités de transition). On suppose que le parametre (3 est suffi-
samment petit, de sorte que

c(B) =1 —4tanh(28) > 0.

Considérons deux configurations o et T telles que d(o, ) = 1. Alors, il existe un couplage (o1, 71) des
lois de transition P(o,-) et P(7,") tel que

DEMONSTRATION. Rappelons que les transitions de la chaine de Markov ont été construites
dans le chapitre précédent en appliquant une transformation aléatoire f(-, (X,U)), ou X est un
site aléatoire de la grille [1, N]* et U est un réel de [0, 1] choisi suivant la mesure uniforme. On va
réaliser les transitions o — 07 et 7 — 71 en utilisant le méme couple (X, U). Notons z, I'unique site
tel que o(xg) # 7(x0); quitte a échanger les deux configurations, on peut supposer o (o) = —1 et
7(x9) = +1. On notera par ailleurs

(B, ,x0)
X Seosh(BY,,x o)

et de méme pour p%. Selon que U soit plus petit ou plus grand que p%, on met & jour le site X avec
un +1 ou —1 lorsque I’'on passe de o a o1 ; et de méme pour p% et la transition 7 — 77. Distinguons
trois cas :

(1) Si X ¢ {xg, voisins de ¢}, alors p%& = p%, donc on a 01(X) = 74(X). Comme on avait
déja o(X) = 7(X), la distance d(oq, 71) reste égale a 1 dans ce cas :

Eld(o1,m1) | X ¢ {0, voisins de z(}| = 1.

(2) St X = x, alors on a encore p% = p%, car les configurations o et 7 coincident sur les
voisins de . Donc, on a de nouveau 01 (X) = 71(X), et les deux configurations o; et 7
sont maintenant partout égales :

Eld(oy,m) | X = z0] = 0.

(3) Il reste a traiter le cas ou X est I'un des voisins de x¢ (le nombre de ces voisins est au plus
égal a 4, et 1l peut étre inférieur a 4 si x se situe au bord de la grille). On a p% < p¥%, car
dans la somme sur les voisins de X, le site z intervient avec o(xg) = —1 et 7(x) = +1.
Alors, il est possible que I’on mette a jour le site X avec un —1 dans oy et un +1 dans 74,
a condition que

Pk <U <pk.

Dans ce cas, la distance d(o7, 1) augmente et vaut 2, puisque oy et 71 different en ¢ et
en son voisin X. Dans les autres cas, d(o1,71) = d(o,7) = 1. Ainsi, si ’'on dispose d’une
borne ¢ déterministe sur la taille de 'intervalle [p%, p%], alors P[p% < U < p%] < d et

E[d(o1, )| X € {voisins de zo}] < 1+ 4.
Calculons une borne ¢ raisonnable. On peut réécrire

1 + tanh(f Zy‘yNX a(y))
2 Y

Pk =
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tanh z4tanh y

et la fonction tangente hyperbolique vérifie I'identité tanh(z +y) = {F, d’ou

|tanh z — tanh y| < 2 tanh(|z — y|) pour tout couple (z,y). Alors,

P pk =g [tann (53 o) | —tann (53 oty)

yly~X yly~X
<tanh [ 8 ) (7(y) —o(y)) | = tanh(2B).
yly~X

En réunissant ses trois cas, notant v € {2,3,4} le nombre de voisins de x dans la grille carrée, on
obtient :

Eld(o1,m)] < % + < (14 tanh(28)) = 1 - (1-v 1]:3;1}1(2@))
c(B) c(B)
Sl—ﬁgexp<—w), 0

: .
CoroLLAIRE C.15. Pour toutes configurations o et T dans X "%,

dc(P(o,), P(T,+)) < d(o,T) exp (—%) :

DEMONSTRATION. On montre facilement que dc est une distance sur les mesures de probabilité,
donc elle vérifie I'inégalité triangulaire. En utilisant cette inégalité triangulaire avec une chalne de
configurations

O ="No,M,MN2y--yMNi-1,T =T

ou les paires (7;,7;11) sont a distance 1, on peut se ramener au cas ou d(o,7) = 1; or ce cas est
contenu dans le lemme précédent. O

PrOPOSITION C.16. Pour toutes mesures de probabilité i et p sur Lespace X5, on a

do(pP, pP) < dc(p, p) exp (—%) :

ou P est la matrice de transition de lalgorithme de Metropolis.

DEMONSTRATION. Pour toute paire d’états (o, 7), il existe un couplage M, des deux lois P(o, -)
et P(r,-) tel que, si (o1, 71) suit la loi M, ,, alors

Eld(oy,m)] < d(o,T) exp (—C;V—ﬁz)) :

En effet, c’est le contenu du corollaire C.15. Par ailleurs, il existe un couplage M, , des deux lois p
et p tel que, si (o, 7) suit la lot M, ,, alors

Eld(o,7)] < dc(p, p).

En effet, la distance dc(p, p) sur les mesures de probabilité est définie comme une borne inférieure

inf Z M(o,7)d(o,T) |,

M couplage de (1,p) Ising

o, TEX N
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mais ’ensemble des couplages est une partie fermée du compact [0, 1]&~"*; Pinfimum est donc

atteint pour un certain couplage optimal. On construit alors un couplage de uP et pP comme suit :

0-177—1 Z 07(0-177—1)

Vérifions d’abord qu’on obtient bien un couplage de uP et pP. Sil’on calcule la premiere marginale
de M, on obtient :

ZM(al,ﬁ Z M, (01,71)

Z P(o,01) car M, , est un couplage de P(o,-) et de P(7,-),
= Z w(o) P(o,01) car M est un couplage de p et p,
= (MP )(o1).

Le méme calcul montre que la seconde marginale de M est bien pP, donc on a défini un couplage.
Il suffit alors de vérifier que ce couplage donne une espérance E[d(o1, 71)] plus petite que la borne
annoncée. Or,

d(o1,1)] ZM01,7'1 (01,71) Z upl M, (o1, m)d(o1, 1)

01,71 o,T,01,T1

< (; M, (o, 7)d(o, ﬂ) exp (—%) < de(p, p) exp G%) . O

Les calculs ci-dessus menent a un bon contrdle de la vitesse de convergence si le parametre [3 est
suffisamment petit :

TuEoreME C.17 (Vitesse de convergence du modele d’Ising a tres haute température). Supposons

B suffisamment petit, de sorte que c(f) > 0. Alors, sin = 1(+5 N2%log N? avece > 0,0na:

dpy (7, m) < N7%,

quelque soit la mesure initiale T de la chaine de Markov de I'algorithme de Metropolis pour la simulation
dem = Pﬁlfgg. Le temps de mélange est donc dans ce cas un O(N?log N?).

DEmMoNsTRATION. En appliquant n fois ’inégalité de la proposition précédente, on voit que
pour toutes mesures de probabilité x et p sur I’ensemble des configurations, on a :

i),

dry(uP", pP") < dc(uP", pP") < dc(p, p) exp <—

N2
De plus, dc(i, p) est un infimum sur des couplages d’une espérance d’une quantité qui vaut au
plus N2 (lorsqu’on a la configuration ¢ = 0y = 1 et 7 = opin = —1). Donc, on a toujours

dc(p, p) < N2, et en appliquant I'inégalité avec p = mg et p = 7 (loi stationnaire), on obtient :

dry (T, ™) < N? exp (_n}c\ﬁf)) :

Le changement de variables n = % N?log N? permet de conclure. O
Notons que N?log N? est 'ordre de grandeur du temps requis pour que I’ensemble des sites

. .. . . . . 2,
aléatoires X choisis pour mettre a jour la configuration soit toute la grille carrée [1, N]” (c’est le
classique probleme du collectionneur). Ainsi, intuitivement, si /3 n’est pas trop grand (trés hautes
températures), alors on est proche de la loi stationnaire une fois que tous les sites ont été visités par
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I’algorithme et mis a jour suivant la regle locale de la dynamique de Glauber. Le probleme pour
[ grand (basses températures) est que les mises a jour locales ne mélangent pas suffisamment la
configuration, car les grandes régions de spins positifs ou de spins négatifs ont tendance a rester
figées. Autrement dit, visiter une seule fois des sites X7,..., X, ne fait pas vraiment évoluer la
configuration o|{x, .. x,}, car les grandes régions de signe constant ont tendance a s’autostabiliser et
ne pas évoluer. On peut montrer que si  est grand, alors le temps de mélange de la chaine de Markov
n’est pas un O(N?log N?), mais est plut6t de 'ordre de exp(C'V) pour une certaine constante C' =
C(3). Cela ne veut pas dire que la simulation de Pi\s,t%g avant ce temps de mélange exponentiellement
grand (donc en pratique inatteignable) est sans intérét : ce peut étre une bonne approximation pour
certaines propriétés des configurations, mais il existe des propriétés discriminantes qui n’ont pas du
tout la méme probabilité sous Pi\s,{%g et SOus Tp<p

mélange *
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