
Chain :

mesuresinrarimtesetrewrrenapc.si/-ive-



Etont donnie une chain de Markov (Xn) n⇐n sur un espace d
'e'tho Tf

,

on soit maintenant re' pondre si la question
"

combier defo is on
'etat x

est
-
il visite ?

"

C recurrence l transience)
.

↳ theorie des mesores invariants vs pome
Are en particulier de

repondre s to question plus precise
"

si quelle f-requena mayenne on'etat x est. il visite ? "

,

dans le cos d ' one chain irreducible recurrent
.

On fixe dans tout ce qui soit une notice stochasticoe P
irreducible sur un es pace

d 'e'lots *
.

esirim¥dexempk .



Definition : Une mesure invariant pour
P est une mesure positive

T sur DE
,

de masse §⇒iTG ) = TDE ) finie ou infinite , telle
que TP =D.

On patenssi de mesure stationnoire .

Si Test de masse fin ie ,
dors en considerant

,
on peut se ramener au cos of Test

de masse 1
.

On pork hors de probdsilite
' invariante ou stationnoir .

TP =P :
txt*

,

ITG ) = {Ttt) Plt
,

x)
.

te*

Proposition Si P est irreducible
,
Mors une mesure invariantet

non notte est > O sur tout l
'

espace * .



Peyre : Soit x te que
TG ) > 0 . SigEtc ,

3ns I 1

Pyx
,g) so .

Par recurrence sur n
,
on manfre facilement guet.JP?

Alas
,

Tl ) = §*T It) Ptt ,y ) z TG )
P'Cx

, y)
> O .

Ceci
estrade

por toutgfx par
irreducibilite de P .

D
.

examples
FmtoeZ :

Pck
.

htt
.) =p, Pch ,

k - 1) =P- p
Ure mesure invariant est la measure de compbye Tek ) = I tkfz .

En effet , I = The l = p t
M - p)

= PCk - l
,

k ) t P ( let l ,k)
= The - i ) Pek - I

,

k ) + itAct B) PCkid , k)
=#P) (k) .



Bien sor
,

tout multiple dit nee d > O est encore une mesne
invariant .

Si
p t ng , une autre mesure invariant-e est :

tick) = ftp.pykV-kfz .

Eneffet ,

on a de nouveau

Tick)=#p)k ⇐ M - p )#p)k t p (¥p)k
=

p (⇒
k . '

ta - p )¥p)k
"

= The - i) Plk - I
,

k ) t Thet i) Plktl
,

k )
a CTP ) ( k ) .



2)edoiesgfi .

Soit G . CV
,
E) in qraphe fini area deg x > I ttxf V

P = Pg la motrice de transition dela marche histoire
sur agrapha .

PG.gl tag
six -y .

O six d-
y

ne sont pas
raisins .

Une mesure invariant de massefinest
TG ) = deg x .

HPxx) = §×tcy7 Ply .
x) = §, defy §

= §, I = deg x = TG )



One probsbi like invariant est done

rtenormdisee Cx) = defy
§degg

s degxy
Q l El

'

T.Existenaetmicitepomewen.ir#ide .

theorem Soit GE
,

D ) espace et m
Aria d 'me chain de

Markov re
'current irreducible . I mfacteer multiplied

-f- post.f
press , it exist une unique mesure invariante t sur€ .

Pree ve (existence ) On fixe x ESE .

Comme on raisonne

Tmaefficient multiplied-f- press ,

on parra por
I'existence et

tunicate suppose que
la mesne invariante donne Ix une masse B .



On definite :

µ Cy ) a Ecnbre
de visites de y

los de la premiere excursion

⇐ €[€!
-

bang) ) '

Point non trivid : px
Cst) a¥ px ly)

-

-

E⇐?
"

↳Bain =p )
⇐ €[ §?

"

as ) = EC
peut vNoir + o

,
ou et-re fini

Mais : Hg ESE , µ
(
g
) s too .



#visits dey lelong de Ex
") (xn )nen )

⇐
A
#Eggo they#tf#assisted.sn/eainfredYntglnenDoncpxg)--R.CTgsExtJEgCE?-&A-xn=

, ]
( propriote de Markov forte ) #

rarisldegeometriguede
parameter Pg Ltg] .
done d 'esperance B-

=

Px fly - Ext] Bycg*j←E lo
,
too) .



Montross maintenant que µ
est invariant

.

Remar
guans gu

'
on a

§!!
- d

Ia
.
. g)

= §a⇐ Hex
. =p

.

( lemme gdiqoe)

Alas
, Cpx Pkg ) ⇐ { Ex

'

am ,g) Pct , y )
1-ESE

=

?:{
*

Exc Haast, I n ) )
PH

, y) .

= §? €* Rsf Xn = t , ExtentD Plt, y ) .

On remarque que
:



④ An = t
,
Txt s nt D Pct , y )

=¥
. .

×
.

? Ii
) PG
.

.

xd . - -

PG
. . .

.

t ) Pct
, y )

= Dx C Xp = t , Xnt ,
=y ,

Ext int I ] .

Done Cpx Pkg) a §
" -

§*PxCXn=t, Xm .
=y .

Extent I]

= §
.

'

P×CXn+ ,
=

g.
Tx ntl]

=

§
to

Balm .gl#Extzm )
)

=

"

c £? #xm.gs ) s Hy ) D
.



Premature) : on utilise un argument assez classique en
theorie des Chaires de Matta : µ a one proprietekxtiem-N.AE .

So.tt une autre mesure invariant ; on peut suppose TG ) = I .
Pour yet x , on a pxlg) - E

-

R
. CXn=g ,

Ext > n]
A- l l

Par invariance deT :
v

Tty) se ⇐Texas ) Pcxas , y )
"

= Pfx ,y ) t ×§×TGa
) Pcxas

, y )

BEX .
-

y ,
a ]

= us t §±×TCx, ) PG, y )



= us * E Ths ) PG
, as
) Pkwy )

¥
,
Kt x

+ ,¥× PG ,
x .
) PCB

, y )
→ Back -y , Txt>2)

= up 1- us t ,§×
, *
ITCx ) Plxz ,

x
,
) PCx.gg)

→
at jet extra're deity) les Ternes un de µ

(
g )

⇒ Tcg) > µ (g) si y t x ,

et TGI = p×
G) = B

.

⇒ px
est minimole .

Ma's rotors
,

I µ s
O et est me oneswe

invariant

qui s
'

on rule en x ⇒ elle s
'
onrule partout⇒ Tg pix



3.chainesrearrente-posit.us
Pour one chain irreducible re

'current
,
comme

toutes les nesures
invariantes sont proportionnelles , on a deux possibilities :

n .
toutes les nesures invariants sont de masse fin ie
⇐ it exist one probBil ite

' invariant-e ( renormalise une
mesure

invariant

par
sa masse )

⇐is th f#
, p×
Of) = Exat] s t as

On park dos de chain re
'arent positive .

Old



2 .

toute les Mesvres in variates sont de masse infinie .

⇐ FxC-A
, px
Of) = € Cat ) = too .

On pale dos dechaine re
' arrernte nuke

.

::÷÷÷÷÷.÷÷÷÷÷
Remarque's • Dans le as recurrent positif , I'unique probabilities

invariant est D= p
px#)

(por
n' impale gud x)



En e
'blunt en x : TG ) ⇐BEE '

Ceci per
met de Haler les espetasus des temps d

'
excursions .

• the chain irreducible fin ie est fora'ment darren te positive .

theorems Considerons da
'

prog
cement one chain Of

,
P)

ImeHmt memeswe invariantet de masse
nie .

Akers
,

b chain est re'current positive .

Pyare :
On se donne xfJE et on part suppose TTA ) = I .

Alas
,

Hire'
g
d ite' its µ

nlvtilissit pas b recurrence .

Dona
,
to >TOE) z p

OE) = Ex CE]



et × est recurrent (post- if) D
.

4.spoileritheoemesergddiguesso.it#
,

P) chain irreducible recurrent positive .

IT = probdoit ite invariante .

Q suppose que
PG

,
x ) > O por ou

mains un e'th- x
.

m it (g) = Pio Nn -g) IT) ¥mes
we initiate to .

a) nd §
"

Hwy) pn.SI?ostG)V#veinitiheTo .


