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Quelques propriétes des graphes
géomeétriques poissonniens

L'objectif de ce devoir est d’étudier certaines propriétés des modeles de graphes géométriques pois-
sonniens. Dans tout ce qui suit, on fixe un entier d > 2 et un parametre réel + > 0. La mesure de
Lebesgue est notée dz, et 'ensemble des mesures atomiques sur R? est noté .#*"°™ (R?). Si y et v sont
deux mesures atomiques, on notera £ < v si tous les atomes de ;1 sont des atomes de v (autrement
dit, v — p est encore une mesure atomique positive). Finalement, P(2) désigne une mesure aléatoire
de Poisson sur R? d’intensité 7 dx.

Partie I. Théorie de Palm. Si n > 1, on note .#, (‘:f)om(Rd) ’ensemble des mesures atomiques sur R
avec n points marqués : c’est ’ensemble des paires de mesures atomiques 7 = (p, ) avec u < v, et
ft =31, Oz, les z; étant des points arbitraires dans R?. On équipe .2y (R?) de la plus petite tribu
qui rend mesurables les applications 7+ 1(A) et m +— v(A), A partie borélienne de R?.

1. Montrer que la projection
MG (RY) — O (RY)
(u,v) — v
est une application mesurable. Sin = 1, onnote 7 = (d;, ) = (z,v) les éléments de .77 (RY).
Etablir la mesurabilité de I’application
MET(RT) — RY
(x,v) — x.

2. On fixe une partie mesurable bornée A C R? avec vol(A) = [o.1a(z)dr # 0, et (X;)nen

une suite de variables i.i.d. de loi 1;“()(1&?. Expliquer comment construire a partir de cette suite

une mesure aléatoire de Poisson M d’intensité ¢ 1 4 () dz. Soit M’ une autre mesure aléatoire de
Poisson indépendante de M et d’intensité 2 1gay 4 () dz. Quelle est la loi de M 4 M'?

3. On fixe une mesure aléatoire de Poisson P = P(2), et on note Pra 4 la mesure aléatoire P

restreinte au complémentaire de A, et N = P(A). On considere une fonction h : //&t)om(]Rd) —

R mesurable bornée. Démontrer ’identité suivante :

E > h(x,P)'(N,PRd\A) :ﬁ/ANhCEl,Z%i—FPRd\A) dry - doy.

z€ANsupport(P)

4. On suppose que h est invariante par translation : h(z,v) = h(0,v(- + z)). Montrer que :

E > A&, P()| =vol(A)E[h(0,5 + P(2))].

xz€ANsupport(P(z))



5. Soitn > 1, et B(n, A) = >, dx, la mesure aléatoire binomiale a valeurs dans A, les X; étant
1.i.d. uniformes dans A. On considére une fonction k : ///(";f)om(Rd) — R mesurable bornée, et
une mesure aléatoire de Poisson P(2) indépendante de la mesure aléatoire binomiale. Adapter
les arguments des questions précédentes pour montrer que :

E 3 kY6, P0) _ YA g (B, 4), B(n, A) + P)].

n!
X CAnsupport(P(z)) zeX
card X=n

Partie I1. Loi de la taille d’un cluster. Si n € .#77°™(R?), le graphe géométrigue I geom (1) est le graphe
dont les sommets sont les atomes de p, et dont les arétes sont les paires (z,y) avec ||z — y|| < 1, la
norme || - || étant la norme euclidienne standard de R%. Si m = (x, ;1) est une mesure marquée dans
e//at)om(Rd), on note également I'geom (7) = I'geom (1), qu'on considére comme graphe enraciné en le
sommet z. Soit P*(¢) = (0,09 + P(z)) la mesure aléatoire de Poisson marquée au point 0; c’est un

¢lément aléatoire de ("it)om(Rd). On note
Pgeom(t) = Pgeom(P(2)) 5 Teom(t) = Pgeom(P7(2))
et
W* = {z atome de P*(2) | x est dans la composante connexe de 0 dans I';,,,,(2) }-
Autrement dit, st x € W*, alors il existe une suite 0 = g, x1,...,7, = = d’atomes de P*(1) avec
|2 — zj41]l < 1 pour tout j € [0,n — 1]. On a représenté ci-dessous deux simulations de 'y, ()

aved d = 2 et 1 € {3,5}; les atomes de le mesure aléatoire poissonnienne sont représentés par des
boules euclidiennes de rayon 1, de sorte que deux points sont connectés si et seulement si les boules
correspondantes s’intersectent. La composante connexe W de 0 est coloriée en rouge.

On cherche dans cette partie une formule pour p, (1) = P[|[W*| = n],n > 1.
1. Si z est un sommet d’un graphe G, on note cc(x,G) sa composante connexe. Soit R > 1 un
parametre réel et
Mp = card {z € P(1) N [~R, R]* | |cc(z, Tgeom(2))| = n} .

Montrer que E[Mp] = 1(2R)?p,(2). On pourra exhiber une fonction h : ///(ﬁgom(]Rd) — R
vérifiant les hypotheses de la question 1.3 (attention aux problémes de mesurabilité).



2. On dit qu’un sommet = d’un graphe G est a gauche si 2! = min({yY), y € cc(z, G)}), avec
= (zW, ..., 2@) dans R% On pose :

Mp = card {z € P(2) N [-R, R] ]| Jee(z, Tgeom(2))| = n et @ est & gauche} ;
Pn(1) = P[[W*| = n et 0 est a gauche dans 'y, (2)].

Montrer que E[Mg] = 1(2R)*p,(2), et que E[|Mr —nMg|| = O(R*). On pourra intro-
duire I’ensemble V' des atomes = € P(2) tels que |cc(x, Tgeom(2))| = 7 et tels que le point le plus
a gauche de cc(z, Dgeom (1)) tombe dans [— R, R]%.

pn())

3. Montrer que D, (2) = pour tout n > 1.

4. On considere la fonction k : .Z3°%) (]Rd) — R qui a une paire (>, 0,,, /1) associe :
— 1s1{0, z9,...,x,} est lacomposante connexe de 0 dans I'geom (0, do+ 1), et si 0 est a gauche;
— 0 sinon.

Montrer que pour R assez grand, on a I'identité

1|W"|:n et O est & gauche — Z k (Z Oz 73@)) :

XC[—R,R]dﬁ’P(z) zeX
card X=n—1

En déduire a I’aide des questions précédentes la formule suivante :

pn:):mz_‘l)!/md (Zéx,25 + P )

5. On note k(xg,...,x,) = k(O i 00us Y 5 o0s,), €t A(z1,...,z,) = vol(J._, B(x;, 1)), ou
B(xz,1) est la boule euclidienne de rayon 1 centrée en x. Montrer que

k (Z 5961'7 Z 5561 + P(Z)>] = k’(ﬂfz, R ,a:n) ot A0 Tn)
=2 =2

6. On définit finalement une fonction K : (RY)" — {0,1} :

dwy -+ dx,,.

K(I1,-~~>In):1($§1> M (1)

<<y, et Pgeom (D7 0z, ) est connexe) ’

Montrer que

pn(z) = Zn_l / K(O’ T, ... ,an) e_ZA(()’IQ ..... xn) dCCZ e da?n
n (Rd)n—1

7. Montrer que pour tous entiers 1, m > 1,

pn+m71(z) > pn(z) pm@)
n+m—1—" n m

En déduire qu’il existe une constante ((2) telle que

i (—220) — ¢,

n—ro0 n



On peut montrer que si ¢ est assez petit, alors ((2) > 0, de sorte que les probabilités p,,(2) décroissent

exponentiellement avec n. Par contre, si ¢ est plus grand qu’un certain parametre critique 2.(d) > 0,
—1

alors ((2) = 0etona —logp,(2) = O(n'=4").

Partie III. Existence d’une composante connexe infinie. On note p. (1) = P[|IW*| = o0] la proba-
bilitée pour que la composante connexe de 0 dans I}, (2) soit infinie. Lobjectif de cette partie est de
montrer que P (2) = 0 pour ¢ assez petit. On notera dans ce qui suit V(d) = vol(B(0,1)) le volume
de la boule unite.

1. Montrer que ¢ — poo(2) est une fonction croissante.

2. Soit (M, )nen une suite de mesures aléatoires de Poisson indépendantes de paramétre 1 sur R,
On construit par récurrence des ensembles X,,> et S,,>¢ comme suit : Xy = {0}, Sp = B(0, 1)
et

Xot1 =A{@n4115 - Tnr1n,., } = {atomes de M, 11 N S, };

Np41

Sni1 = UB(an,z‘,l) \ (Sou Siu---Sy,).
=1

Si N, est le nombre de points dans X, et Y, (ZV( 45> montrer que (Y )nen est une surmar-
tingale pour la filtration (F,,)nen définie par F,, = o (M, ..., M,).

3. Po/ur n 21, soit Py = (Mo) g\ (spu-u8,-1) T oy 1 (Mi)js, ' Montrer que toutes les mesures
aléatoires (P,),en sont des mesures poissonniennes d’intensité ¢ dz.

4. On pose M = (Mo)jre\(, y, 5n) T D1 (Mi)1s,_, - Montrer que pour ¢ assez petit, on a pour
toute partie borélienne bornée A :

M(A) = nh_)rglo P,(A) en probabilite.

En déduire que M est encore une mesure aléatoire de Poisson de paramétre .

5. On construit le graphe géométrique poissonnien d’intensité 2 en prenant P (1) = M. Quel est
le lien entre W* et les ensembles de points X,,? En déduire que pour ¢ assez petit, |[W*| est
d’espérance finie.

6. Montrer qu’il existe un parametre ¢.(d) € (0,400] tel que ps(2) = 0 pour tout © < 2.(d), et
Doo(2) > 0 pour tout 2 > 1.(d).

7. On peut montrer que le parametre critique 7.(d) est fini, en couplant le modele de graphe géo-
métrique a un modele de percolation discret et en utilisant les résultats de base de cette théorie.
Soit ¢ > 1.(d). Montrer que le graphe géométrique poissonnien I'geom(2) a avec probabilité 1
au moins une composante connexe infinie. On pourra utiliser les propriétés d’indépendance
spatiale de la mesure aléatoire de Poisson pour montrer que cet événement est indépendant de
lui-méme.

Un probléme ouvert important est de montrer que p.(+) est continue en le parametre critique 2.(d).
La continuité de cette fonction pour 2 # .(d) est connue, mais au point critique seul le cas d = 2 est
démontré, et par des arguments assez difficiles.



Corrigé.

I.1.

I.2.

L.3.

I.4.

Soit my : (1, ) € M (RY) = v € ™™ (R?). On rappelle que .2 (R?) est équipé de la
plus petite tribu qui rend mesurable les applications evaly : v — v(A), A partie borélienne de
R?. En particulier, étant donné un autre espace mesurable (E, &) et une application f : £ —

Y Atom (Rd),
f est une application mesurable <= VA € %(R?%), eval, o f est une application mesurable.

Ici, (evalg omo) (1, v) = v(A), donc par définition eval 4 o 5 est mesurable sur ///(if)om(Rd) pour
toute partie mesurable A, et m est bien mesurable.

Sin =1, notons 0 : (x,v) € ,//[(ﬁt)om(Rd) — z € R%. Soit B € Z(RY). On a
071(B) = {(u,v) € AH"(RY) | (B) = 1} = (evalg o m1) ™' ({1}),

et comme précédemment, evalp o m; est mesurable sur ./ 7™ (R?) pour tout n > 1. Ainsi, la

partie 6~ (B) est mesurable dans .2Z{"™ (R?), et ceci prouve que 0 est une application mesurable.

Si N est une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de parametre 2 vol(A), on a vu en cours
que

N
M=) oy,
i=1
deéfinissait une mesure aléatoire de Poisson d’intensité ¢ 1 4() dx (c’est la construction générique

de toute mesure aléatoire de Poisson dont I'intensité est de masse finie). Par le principe de su-
perposition, M + M’ est alors une mesure de Poisson d’intensité + dz sur R

On utilise la construction de la question précédente pour la mesure aléatoire de Poisson P =

M + M'. Calculer ’espérance conditionnellement a N et a M’ = Pja\ 4 revient a intégrer par
rapport aux variables aléatoires X,,>1 (qui elles sont indépendantes de N et M’). Ainsi,

E Z h(z, P) ‘ (N, M')| = /AN (izlh(l’i,izl&ni +M/>> lex(,lél) vjlx(]z\il)

z€ A Nsupport(P)
N N
= ——— h Op, + M' | dry -+ do

en utilisant a la seconde ligne la symétrie des rdles joués par les variables x4, . .., xx.

La question précédente incite a calculer ’espérance en conditionnant par rapporta N et M’. On
L
écrit :

> h(x,P)

zeANP

E

—E|E > k(s P)'(N, M)

z€ANsupport(P)

N N ,
=K WANh<$1yézl+iZ25zi+M> dr1-~~de]

h (931, 5oy + f: 5o, + M’)

ol N A vol(A) / E
e mzl CE 3 day - -+ day,.




L5.

Posons A4 = 2vol(A). Dans ’espérance restante, la seule variable aléatoire est M’ = P (1) g 4.
On réécrit Pexpression obtenue en isolant la variable x1, et en posant [ = m — 1 et y; = ;41

Z h(zx, P)

x€ANP
ol M est une mesure aléatoire de Poisson d’intensité 1 14 () dy et indépendante de M'. Lasomme

l
h(xl,ém + Zéyi + M’)

=1

o= (M) dy dy,
= dr Aa ( / - E
! /A ! (e ; I ) vol(A) " vol(A)

- Z/A dzﬂE[h(ml,ézl + M M)] ,

P = M + M’ est une mesure aléatoire de Poisson sur tout R? d’intensité 1 dy. Comme h est
invariant par translation et comme la loi d’une mesure aléatoire de Poisson est aussi invariante

par translation, E[h(z1, 65, + P)] = E[h(0, 8 + P(- + 21))] = E[k(0, 8 + P(2))]. On conclut :

Z h(x, P)

Tz€ANP

_ / dzy E[R(0, 60 + P ()] = 2 vol(A) E[h(0, 60 + P ().

On garde la méme construction P = M+ M’ de la mesure aléatoire de Poisson, et on commence
par calculer Pespérance conditionnelle

, dx dx
El > kXP’NM = 1nsn Z/ (Zax,25%+M>VOI(A)...V()l(A)

XCANP IC[1,N] i€l
card X=n |I|=n

1N2n N n N /
- W (n) /I4Nk<2215117121511+M> dry - -+ dry,

ou h(X, P) = h(}_,cx 02, P), et en utilisant la symétrie du role joué par les variables ;. On
obtient ensuite en isolant les n premiéres variables 1, ..., x, :

E| > kX.P)

XCANP
card (X)=n

E (Volf(vj’;) (n)/ (Zéx,ZcS +M’> dry -- de]
(z(sﬁ,sz)]
(Zém,zcs +Zéyz+M)

_ e*)\A

) Am vol ) Vol
2 - (M) / dy, dyz
- dry -+ dxy, Aa
n! b ( Z Il Juvol(A)  vol(A

k(Zéziéx M+ M’)
=1 =1

)



II.1.

\ , 7 — , . . . 5 .
ou comme précédemment M est une mesure aléatoire poissonnienne d’intensité ¢ 14(y) dy et
indépendante de M’. On conclut :

Zn
E kE(X,P)| =— dry--- dr, E
Z (X, P) n! /An !
XCANP
card (X)=n

(S s om0

_ Wiﬂ E[k(B(n, A), B(n, A) + P(1)).

On considere la fonction

he (2,0) = Tiec(eLyoom () [=n-
Le point délicat est de montrer que cette fonction est mesurable, ou, de fagon équivalente, que
’ensemble des paires (z, v) avec |cc(z, I'geom(V))| = n est une partie mesurable de ///(af)om(Rd).
Notons que si [cc(z, Tgeom (V)| > n, alors il existe un arbre 7' d’ensemble de sommets [1, n] tel
qu’on ait

/ d TT Lot | Tososioion 0a(dy) w(des) - w(dz,) > 0.
(R )nfl

(a,b) aréte de T

En effet, si I'on explore de voisins en voisins la composante connexe de = z; dans I'geom (V)
en s’arrétant dés que I’on a n sommets distincts x1 # 9 # - - - # @y, alors on obtient un graphe
connexe sur n sommets étiquetés, et un arbre couvrant 7" de ce graphe donne alors une intégrale
positive. La quantité écrite ci-dessus est une fonction mesurable Fr(z,v) de la paire (x,v), en
tant que composée des applications mesurables suivantes :

— (z,v) € ///(alt)om(Rd) = (04, v) € (™™ (R?))? (cf. question L.1);

— 1L, : (u,v) € (™™ (R))? — p@v® 1 € ™™ ((R?)") — ce point n’est pas tout a fait
évident, et il faut un argument de classe monotone pour voir que I’ensemble des parties
A C (RY)" telles que evaly o II,, soit mesurable est I’ensemble de tous les boréliens de
(Rd)n :

— evaly, @ A ((R?)") — N, ol Ay est la partie mesurable de (R?)" formée des n-uplets
tels que 1 # @9 # -+ # @y, et d(xq, 1) < 1 pour toute aréte (a, b) de Parbre T

Par conséquent,

{(z,v) € ME"RY | lec(, Pgeon () 20} = | (Fr)7H([L, +oc])

T arbre de Cayley
sur n sommets

est bien une partie mesurable pour tout n > 1, donc h est une application mesurable sur
M (RT).

Notons que Mp, est le nombre de points = dans [~ R, R]? N P(2) tels que h(x, P(2)) = 1. Il est
évident que h est invariante par translation, donc on peut lui appliquer le résultat de la question

14:
E[Mg] = ¢ (2R)" E[1(0, 00 + P(1))] = ¢ (2R)? pn(1).

I1.2. Le méme raisonnement que ci-dessus montre que la fonction

h: (ZL’, V) = 1\cc(:v,Fgeom(l/))|:n et z est A gauche



I1.3.

11.4.

est mesurable sur //(alt)om(Rd) (on change seulement I’ensemble mesurable A7 en rajoutant la

condition mesurable que x soit a gauche). De plus, & est de nouveau invariante par translation,
donc
E[Mg] =1(2R)* E[R(0,8 + P(1))] =+ (2R)"D,(2).

Comparons maintenant My et M . Soit V I’ensemble des atomes 2 € P(2) qui appartiennent
a une composante connexe de I'geom(2) de taille n, et tels que le point le plus a gauche de
cc(z, Dgeom (1)) tombe dans [— R, R]¢ (“le plus & gauche” signifiant de premiére coordonnée mi-
nimale). Avec probabilité 1, les premiéres coordonnées des atomes d’une mesure aléatoire de
Poisson sont toutes distinctes, donc cette définition est sans ambiguité. On a évidemment :

cardV =n Mpg,

puisque I’application qui a z € V associe le point y le plus a gauche dans cc(x, Igeom (2)) atteint
chaque élément compté par M p exactement n fois. Comparons maintenant les ensembles V' et
U, ou U est ’ensemble des points comptés par M.

— Siz € V\ U, alors la composante connexe de z est de taille n et a son point le plus a
gauche y dans [— R, R]¢, mais = n’est pas lui-méme dans [~ R, R]?. On a ||z — y|| < n, donc
x appartient A [-R — n, R+ n|?\ [-R, R]%. Ainsi,

card (V \U) < P(2)([-R — n, R+ n]*\ [-R, R]?).

— Deméme, siz € U\ V,alors x est dans [— R, R]? et dans une composante connexe de taille
n, mais le point y le plus & gauche de cc(z, [geom (2)) n’est pas dans [— R, R]%. De nouveau,
ce point y appartient alors a [-R — n, R + n]? \ [-R, R]%, et il y a moins de n points
x € U\ V lui correspondant, donc

card (U\ V) <nP()([-R—n,R+n]*\ [-R,R]*).
Comme n est fixé et [-R —n, R+ n]?\ [- R, R]? est de volume O(R"'), on obtient

E[|cardU — card V|] < (n + 1) E[P(2)([-R — n, R+ n]* \ [-R, R]")] = O(R*™).

D’apres la question précédente, pour tout R > 1, on a

_ |E[Mg — nMg]| :0(1>.

1 (2R) R

[pn(2) = 1D, (2))]

En faisant tendre R vers I'infini, on en déduit I’identité assez intuitive mais non triviale p, (1) =
1P (2).

La condition “|W*| = n et 0 est a gauche” peut étre vérifiée en observant uniquement la mesure
aléatoire P(1) dans la boite [~ R, R]? avec R > n. Ceci implique immédiatement I’identité. La

fonction k est mesurable sur .3 (RY) pour des raisons analogues a celles données dans la

question IL.1. Par conséquent, d’apres la question 1.5,

pu(0) = CCO T G B — 1, (R, B, B(n — 1, [~ R, RIY) + P()]

(n—1)!
k(i (5%,%5% +77(z))] :

Zn—l

- dry - dr, E
(n — 1)' \/([—R,R]d)"l




IL.5.

IL.6.

I1.7.

Lidentité est vraie pour tout R assez grand, et donc aussi pour I'intégrale sur (R%)"~! par conver-
gence monotone. Par ailleurs, le terme de gauche de la formule est égal a ”"T(Z) d’apres la question
précédente.

Lafonction (s, . .., z,) vaut 1 sile graphe I'yeom (do+ . 95, ) est connexe et si 0 est a gauche,
et 0 sinon. Si k(xg,...,x,) = 0, alors {0, 2, ..., x,} ne peut pas étre la composante connexe
de 0 dans Tgeom (00 + D1y 02, + P(2)) avec 0 le point le plus a gauche, et dans ce cas I'identité
est claire. Supposons maintenant que k(xs, ..., x,) = 1. Alors, pour que {0, z2,...,x,} soit la
composante connexe de 0 dans I'geom (00 + iy 0z, +P(2)) avec 0 le point le plus a gauche, il faut
que les atomes ajoutés par P (1) ne soient pas connectés a I'geom (0o + Y 1o 0z, ), donc tombent
tous en dehors de B(0,1) U|J;_, B(x;, 1). La probabilité pour que ceci arrive est e~* A(0:@2n)
d’ou I'identité

E

— k’(.’]jQ, e ’l’n) e_lA(07x27.__7In).

k (i: O; 2”: 0u; + P(z))

En combinant les questions II.4 et II.5, on obtient

n—1

pa(2) _ !
n (n—1)!

/ k(xg,. .. m,) e A0mm) day oy,
(Rd)n—l

La fonction de n — 1 variables que I’on inteégre est invariante par permutation des variables, donc
on peut se débarrasser du facteur multiplicatif ﬁ en intégrant seulement sur ensemble des

(n — 1)-uplets (za, ..., x,) avec xél) < xgl) <o <z, Alors,

pn(’l) o n—1 —1 A(0,z2,...,xn)

—TL =1 /(Rd)n1 ]{?(.@27 e ,$n) 1(.1’;1><"'<$5L1)) c d&fg d.Tn

=t / K(0,zq,...,x,) et AOE2T) oo
(Rd)n—l
Notons que si K (0,2, ...,2,) =1 et K(zp,...,Tpim—1) = 1, alorson a
0<all < o<l <<l

et par ailleurs les deux graphes I'geom ({0, 22, . . ., 1 }) €t Dgeom ({Zn, - - -, Tnim—1}) sont connexes,
done Tgeom ({0, 22, . . ., Tpym—1}) est également connexe puisque le point z,, est partagé. On en
déduit que K (0,22, ..., Znim—1) = 1. Ainsi, on a toujours

K0, z9,...,2,) K(Zp, . s Tpim-1) < K(0,29, ..., Tpim_1)-
Comme le volume est sous-additif, on a ausst

A0, 9, ..., xp) + ATy, ooy Tiem—1) = A0, 22, ..o, Tym—1)-



Alors, en utilisant I'invariance par translation des fonctions considérées, on obtient

DPn (Z) pm@)

n anl m mel

:/ K Om e wa) K03, ) @7 Ot T8 )) i dy
(]R )n+m—2

/(]R'i) +m—2 K(07 To,... ,In) K(Q?n, Yo + TpyoooyYm + .Clin> eil (A2, wn )+ Al y2tEns.o Yt n)) dx dy

::j/ K(0,23, .., 50) K, - ., Tnpy) @ (A0 8 4 A1) iy
(Rd)n+m72

—1(2)
< K 0, T, ..., Trsme e—zA(O,xz,-..,xn+m_1) dr = Pn+m 1( 7
- /(\Rd)nerQ ( 2 + 1) (n _|_ m — 1) Zn+mf2

ce que ’on voulait démontrer. On en déduit que la suite positive

u, = — log (p—g:i(i))

est sous-additive, donc par un argument classique il existe une limite ¢(z) > 0 a la suite (%),,>1.

1 n . . 1 1
%(’) a la méme limite puisque % tend vers 0.

La suite —
II.1. Si: < 7, on couple les deux mesures aléatoires P = P (1) et P’ = P(¢) en prenant P” = P (/' —1)

indépendant de P, et en posant P’ = P + P”; on obtient bien une mesure poissonnienne

d’intensité 2’ dx par le principe de superposition. Avec cette construction, I';. ., (2) est un sous-

graphe I';.(+'), donc si 0 est dans une composante connexe infinie du premier graphe, c’est
fortiori le cas dans le second graphe. Ceci montre que poo(2) < poo(?).

II1.2. On calcule
E[Nn—i-l |~7:n] = E[Mn-i-l(SN) |‘Fn]

Nn
SEALH(UBQMJ0|E1
L =1

N,
S E Z Mn—l—l(B(xn,i? 1)) ‘ Fn]
=1

< N, (2 Va).

Par conséquent, Y,, = @]‘iﬁ est une surmartingale pour la filtration (F,, ) en.

II.3. Le casn = 1 est trivial :
Py = (Mo)ra\p(0,1) + (M1)B(0,1)
suit bien la loi P(2) par le principe de superposition. Supposons le résultat établi jusqu’au rang
n, et considérons P, ;. Lorsqu’on passe de P, a P, 1, on retire les points de M, dans S, en
les remplagant par des points d’une nouvelle mesure aléatoire M,,,;; on s’attend a ce que ceci
ne change en rien la loi de la mesure aléatoire. Pour montrer que ’on conserve bien une me-
sure aléatoire de loi P(z), on utilise la formule de Campbell. Soit f : R — R, une fonction
mesurable positive. On a par conditionnement :

E[eanH(f)] - E [E [e—(Mo)‘Rd\(sou.,.uSn)(f)—(Mn+1)\sn(f) ’ M, ..., M,| e k=1 (Me)is, ()



[1.4.

IIL.5.

II1.6.

I1.7.

Par le principe de superposition, conditionnellement aux mesures M, ..., M,, la mesure aléa-
) A :
toire (Mo)ra\(sou-us,) T (Mn+1))s, a la méme loi que (Mo)ray (so0--us,_,)- Donc,

n—1
Ele” 1] = E [E [e‘(MO)‘Rd\wou'“usnfl)(f "My, M| e ZZ:NMwwsk,l(f)]
= E[e~ ()],

Ainsi, pour tout n > 1, B, ~ P(2).

On remarque que

E[(Pot1(A) — Py(A))?] = E[(Mn1(ANS,) — Mo(ANS,))?]
=E[E[(Mn11(ANS,) — Mo(AN S,))? | Ful]
=2E[vol(ANS,)]

puisque la variance d’une loi de Poisson de paramétre A est égale a A\. On en déduit la borne
E[(Pass(4) — Pu(A)?] < 26 Vo) E[N,] < 273"

en utilisant le résultat de la question IIL.2. En particulier, si « V; < 1, alors la série des normes
| Poi1(A) — P, (A)|| dans £2(Q, F,P), donc la suite de variables aléatoires (P, (A)),>1 converge
en norme quadratique, et par conséquent en probabilité vers M (A). Pour toute familles de par-
ties mesurables bornées disjointes (A1, ..., A,) et tout n > 1, le vecteur (P,(A1), ..., P.(4,))
est un vecteur de variables indépendantes de Poisson de parameétres (1 vol(A;), ..., 2vol(A,)).
Comme la convergence en probabilité est compatible avec les produits d’espaces et implique la
convergence en loi, on en déduit que (M (A;),..., M(A,)) est aussi un vecteur de variables in-
dépendantes de Poisson de paramétres (2 vol(A;), ... ,2vol(A,)). Ceci implique que M est une
mesure aléatoire poissonnienne d’intensité 7 dx.

Les ensembles X, sont construits en lien avec ’exploration de la composante connexe de 0 dans
[eom () @ ainsi,

X, ={z e W*|d(x,0) =n},
ou la distance est la distance de graphes. En particulier, W* = | |, .y X,,. D’apres la question

1.2, E[|X,,|] = E[N,] < (+Va)™, donc E[|[W*|] est finie des que ¢V < 1.

D’apres ce qui précede, si 1 < Vid, alors pso(2) = 0. Soit 2.(d) = sup{t| ps(2) = 0}. On a donc
1.(d) > 0, et si1 < 1.(d), alors il existe ' € (0,1.(d)) tel que poo(?') = 0, et donc puo(2) = 0 par
la question ITI.1.

Soit Q = .#*°"(RY), F = o(evaly, A € B(R?)) sa tribu et P la loi d'une mesure aléatoire
de Poisson d’intensité ¢ dv. On considére pour x € R? la transformation 7, : Q — Q qui
correspond a la translation par z :

(Tow)(A) = w(A + x).
On a la propriété suivante : pour tous événements Ey, F» € F,

[[]| =00



En effet, notons F,, = o(evaly, A € %B([—n,n]?)). Si E; et E, sont dans une sous-tribu F,,
alors on a P[7,(E) N Ey] = P[E;] P[Ey] pour tout x assez grand tel que 7,.(B,,) N B,, = 0, par
indépendance des réalisations d’un processus de Poisson sur des parties disjointes. Il reste a voir
que F = 0(U,en Fn)» ce qui est trivial car evaly = sup,,cyevalanp, pour toute partie A. Ceci
permet d’approcher tout événement F par des événements ne dépendant que de ce qui se passe
dans une partie bornée, et donc de montrer 'identité dans le cas général. En particulier, si E
est un événement invariant par translation (7,,(F) = F pour tout z), alors P[E] = (P[E])? et la
probabilité de F vaut 0 ou 1.

Appliquons ce résultat a I’événement E d’existence d’une composante connexe infinie dans
Lgeom(2). Si 2 > 1.(d), alors cette probabilité est non nulle, car plus grande que ps(2). Ici, on
utilise aussi le fait que 0 est avec probabilité 1 connectée a seulement un nombre fini de voi-
sins, a savoir les éléments de P(2)(B(0, 1)). Par conseéquent, si cc(0, Ty, (2)) est infinie, alors

en retirant 0 de T}, (2), on ne scinde pas cette composante connexe en un nombre infini de

composantes finies. D’apres le raisonnement précédent, on en déduit que P[E] = 1.



