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Soit (X , d) un espace métrique compact, par exemple X = S2 ou X =

SU(2). On se donne une probabilité m sur X , et des points v1, v2, . . . , vN
indépendants de loi m. Le graphe aléatoire géométrique d’ordre N et

de niveau L sur (X , d ,m) est le graphe Γgeom(N, L) = (V ,E ) avec :

I V = {v1, v2, . . . , vN} ;

I E = {{vi , vj} | d(vi , vj) ≤ L}.

On s’intéresse à la matrice d’adjacence A(N, L) = (1d(vi ,vj )≤L)1≤i,j≤N de

ce graphe, et à son spectre (réel)

e1(N, L) ≥ e2(N, L) ≥ · · · ≥ eN(N, L).

Objectif : comprendre le comportement asymptotique de ce spectre, lorsque

N → +∞ et l’espace (X , d ,m) a suffisamment de symétries.
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Graphe aléatoire géométrique sur la sphère S2, avec N = 100 points et

niveau L = π
8 (projection stéréographique).
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On suppose que X = G est un groupe de Lie compact (simple, simple-

ment connexe) ; m est sa mesure de Haar et d est la distance géodésique

associée à une structure riemannienne bi-invariante sur X = G . De nom-

breux résultats vrais dans ce cadre s’étendent aux quotients symétriques

X = G/K .

Exemple : G = SU(n).

Il y a deux régimes intéressants pour l’asymptotique du spectre :

I régime gaussien : N → +∞ et L > 0 est fixé.

I régime poissonnien : N → +∞ et L = LN = ( `N )
1

dim G , de sorte que

le nombre moyen de voisins d’un sommet de Γgeom(N, LN) reste un

O(1).

Idée : utiliser les représentations du groupe G pour comprendre les deux

asymptotiques et leurs liens.
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Régime poissonnien et

convergence au sens de

Benjamini–Schramm



Convergence locale au sens de Benjamini–Schramm

Le régime poissonnien peut être traité par des arguments géométriques.

On considère le graphe ΓN = Γgeom(N, LN) et on l’enracine en un sommet

aléatoire rN ∈ {v1, . . . , vN} choisi uniformément. Chaque (ΓN , rN) est un

élément aléatoire de G•, l’ensemble des graphes enracinés connexes

localement finis (Γ, r).

Définition (Convergence locale)

Une suite de lois (PN)N∈N sur G• converge au sens local si, pour tout

k ≥ 0, les lois des k-voisinages de la racine ont une limite faible :

lim
N→∞

PN [Vk(Γ, r) = γk ] = L[Vk(Γ, r) = γk ]

pour tout graphe enraciné fini γk dont tous les sommets sont à distance

inférieure à k de la racine, et pour une certaine loi L sur G•.
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Convergence locale et convergence spectrale

Si (Γ, r) ∈ G•, son opérateur d’adjacence est

AΓ : `2
c(VΓ)→ `2

c(VΓ)

f 7→

AΓf : w 7→
∑

(v ,w)∈EΓ

f (v)

 .

Dans les bons cas, AΓ s’étend de manière unique en un opérateur auto-

adjoint AΓ : `2(VΓ) → `2(VΓ) (graphe essentiellement auto-adjoint). La

mesure spectrale de (Γ, r) est alors définie par

〈
1r

∣∣ (AΓ − z)−1(1r )
〉
`2(VΓ)

=

∫
R

1

x − z
µ(Γ,r)(dx)

pour z ∈ C+.
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La mesure spectrale d’une loi L sur G• est µL = E[µ(Γ,r)]. Si Γ est un

graphe fini et si L = U(Γ) est la loi uniforme sur les choix possibles de

racines, alors on retrouve

µU(Γ) = νΓ =
1

N

N∑
i=1

δei

où les ei sont les valeurs propres de la matrice d’adjacence de Γ.

Théorème (Bordenave, 2016)

La restriction de L 7→ µL à la clôture des combinaisons convexes de lois

U(Γ) (ou plus généralement les lois unimodulaires) est continue pour les

topologies :

I de la convergence locale de graphes ;

I de la convergence faible de mesures de probabilités.
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Convergence locale des graphes poissonniens

Pour un graphe géométrique poissonnien de paramètres N et LN =
(
`
N

) 1
dim G ,

une petite boule BG (rN , αLN) est quasiment isométrique à la boule eucli-

dienne BRdim G

(0, αLN). Il existe donc une application bijective

ψ(N,α) : BG (rN , αLN)→ BRdim G

(0, α)

I qui multiplie quasiment les distances par 1
LN

;

I qui fait quasiment correspondre le αLN -voisinage de rN dans ΓN avec

le α-voisinage de 0 dans le graphe construit comme suit :

1. On lance un processus ponctuel de Poisson P d’intensité `
vol(G)

Leb

sur Rdim G .

2. On relie les points à distance inférieure à 1 dans P t {0}.

Ce graphe (Γ∞, r = 0) est le graphe booléen-poissonnien enraciné en 0,

de dimension dimG et de paramètre `
vol(G) .
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En faisant très attention, on peut quantifier les quasiment et établir :

Théorème

Le graphe géométrique poissonnien (ΓN , rN) enraciné en un sommet

aléatoire uniforme converge au sens de Benjamini–Schramm vers (Γ∞, 0).

Le résultat de Bordenave implique que les espérances de mesures spec-

trales E[νΓN
] convergent faiblement vers une limite ν∞, qui est la mesure

spectrale du graphe booléen-poissonnien. On a même :

Théorème

On a la convergence en probabilité νΓN
→P ν∞ dans l’espace des mesures

de probabilité sur R.

Question : que peut-on dire de ν∞ ?
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Régime gaussien et spectre de

l’opérateur de convolution



Matrices à noyau de carré intégrable

Si L est fixé, la matrice d’adjacence A(N, L) est une matrice à noyau du

type (K (vi , vj))1≤i,j≤N , avec les vi variables i.i.d. dans G et K noyau tel

que ∫
G 2

(K (x , y))2 dx dy < +∞.

L’opérateur K : L2(G ) → L2(G ) de convolution par K est de type

Hilbert–Schmidt, et les plus grandes valeurs propres de A(N,L)
N tendent

vers celles de K .

Spec(A(N, L)) = e−1(N, L) ≤ · · · ≤ 0 ≤ · · · ≤ e1(N, L) ≤ e0(N, L) ;

Spec(K ) = e−1 ≤ e−2 ≤ · · · ≤ 0 ≤ · · · ≤ e1 ≤ e0.

Théorème (Giné–Koltchinskii, 2000)

On a presque sûrement
∑

k∈Z |
ek (N,L)

N − ek |2 → 0.
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Convolution sur un groupe compact

Question : quel est le spectre de l’opérateur K si K (x , y) = 1d(x,y)≤L ?

Notons pour commencer que

(K f )(x) =

∫
G

1d(x,y)≤L f (y) dy =

∫
G

1d(xy−1,eG )≤L f (y) dy

= (ZL ∗ f )(x) avec ZL(g) = 1d(g ,eG )≤L.

La convolution de fonctions d’une variable sur un groupe compact G est

décrite par le théorème de Peter–Weyl. On note :

(V , ρ : G → GL(V ))
une représentation de G sur un espace vectoriel
complexe de dimension finie ;

Ĝ = {λ = (V λ, ρλ)}
l’ensemble des classes d’isomorphisme de
représentations irréductibles de G ;

〈· | ·〉λ un produit scalaire G -invariant sur V λ ;

dλ la dimension complexe de V λ.
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Si f ∈ L2(G ), sa transformée de Fourier est

f̂ (λ) =

(∫
G

f (g) ρλ(g) dg

)
∈ End(V λ).

On peut voir f̂ comme un élément de L2(Ĝ ) =
⊕⊥

λ∈Ĝ End(V λ), chaque

espace d’endomorphismes étant muni du produit scalaire

〈u | v〉End(Vλ) = dλ tr (u∗v).

Théorème (Peter–Weyl, 1927)

L’application f ∈ L2(G ) 7→ f̂ ∈ L2(Ĝ ) est une isométrie et un isomor-

phisme d’algèbres.

Si f est invariante par conjugaison, alors f̂ ∈ Z (L2(Ĝ )) =
⊕⊥

λ∈Ĝ CidVλ .

Les valeurs propres de la convolution par f sont alors

cλ =

∫
G

f (g) chλnorm(g) dg , avec multiplicité (dλ)2.
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Calcul explicite du spectre

Technique : utiliser les formules de Weyl pour décrire Ĝ et calculer les

valeurs propres cλ.

Exemple : G = SU(n). On fixe T = {diag(eiθ1 , . . . , eiθn), det = 1} un

tore maximal, de rang d = n−1. Il existe un réseau ZΩ de caractères de T

(réseau des poids) tel que, si W = Norm(T )/T = S(n) est le groupe

de Weyl de G , et si C est un domaine fondamental pour l’action de W

sur RΩ = ZΩ⊗ R (chambre de Weyl), alors

Ĝ = ZΩ ∩ C .

De plus, si Ĝ =
⊕d

i=1 Nωi et ρ =
∑d

i=1 ωi , alors

chλ(t) =

∑
w∈W ε(w) (ρ+ λ)(tw )∑

w∈W ε(w) ρ(tw )
; dλ =

∏
α∈Φ+

〈α | ρ+ λ〉∏
α∈Φ+

〈α | ρ〉
.
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C

0

α1

α2

ω1

ω2

Réseau des poids et représentations irréductibles de G = SU(3).

13



Pour G = SU(n), Ĝ = {(λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn−1 ≥ 0) ∈ Nn−1}, et

dλ =
∏

1≤i<j≤n

λi − λj + j − i

j − i
.

En utilisant la formule d’intégration de Weyl, on obtient :

Théorème

Les valeurs propres limites de A(N,L)
N lorsque N → +∞ sont :

cλ =
vol(RΩ/ZΩ)

dλ

(
L√
2π

)d ∑
w∈W

ε(w) JRΩ(L (λ+ ρ− w(ρ))),

où JRΩ est la fonction de Bessel sur l’espace des poids RΩ, définie par

JRΩ(x) =
1

2
d
2

∞∑
m=0

(−1)m

m! Γ(m + d
2 + 1)

(
‖x‖2

4

)m

.
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Poids dominants mis en jeu dans le calcul de cλ.
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Lien entre les deux régimes



Développement combinatoire des moments

On peut comprendre comment le régime gaussien dégénère en le régime

poissonnien en tentant de calculer les moments

Ms =

∫
R
x s ν∞(dx) ;

Ms,N = E

[∫
R
x s νΓN

(dx)

]
=

1

N
E[tr (A(N, LN))s ].

Lorsqu’on développe la trace de la puissance de la matrice d’adjacence, la

valeur de

E[1d(vi1 ,vi2 )≤LN
1d(vi2 ,vi3 )≤LN

· · · 1d(vis ,vi1 )≤LN
]

ne dépend que des éventuelles identités d’indices ij = ik . Ceci mène au

développement sur les circuits.
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Un circuit est un graphe H = (V ,E ), éventuellement avec des boucles et

des arêtes multiples, et muni d’un parcours T de ses sommets qui boucle

et qui fait apparâıtre chaque arête une fois.

12

3 4
5

6

7

89

10

11 12

Circuit de longueur s = 12 sur k = 8 sommets, associé aux identités

{i2 = i5 = i7, i3 = i11, i6 = i12}.
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Étant donné un circuit (H,T ), on note

EH,T ,N = E

 ∏
(a,b)∈T

1d(va,vb)≤LN

 .
On a alors :

Ms,N =
∑

(H,T ) circuit de longueur s

(N − 1)↓|H|−1 EH,T ,N .

Par ailleurs, chaque EH,T ,N ne dépend que du circuit réduit R(H,T )

obtenu à partir de H par l’algorithme suivant :

I remplacer les arêtes multiples par des arêtes simples ;

I placer une étiquette 1 sur chaque arête ;

I couper le graphe en ses composantes 2-connexes ;
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I retirer récursivement tous les sommets de valence 2, en remplaçant

a b

par

a + b .

I remplacer les composantes 1 par des boucles 2 .

2

4

1

1

1

2
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Théorème

Pour tout circuit (H,T ) sur k sommets, il existe une limite

lim
N→∞

Nk−1 EH,T ,N = e
(`)
R(H,T ) = eR

(
`

vol(G )

)k−1

.

On a donc Ms =
∑

(H,T ) circuit de longueur s eR(H,T )

(
`

vol(G)

)|H|−1

.

Exemple :

M6 = e
(`)

6
+ 6 e

(`)

4

2

+ 3 e
(`)

3

3

+ 6 e
(`)

4
+ 6 e

(`)

22

2

+ 9 e
(`)

22 1

+ 6 e
(`)

2

2

+ 4 e
(`)

3
+ e

(`)

2
.
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Une conjecture en théorie des représentations

Observations :

I Chaque EH,T ,N peut s’écrire comme une série indicée par le réseau

(LN Ĝ )nombre de sommets de R(H,T ). Les termes de ces séries mettent en

jeu des puissances des valeurs propres cλ.

I Lorsque N tend vers l’infini, le pas LN du réseau tend vers 0 et les

séries deviennent des sommes de Riemann d’intégrales. Les sommes

alternées dans les cλ deviennent des dérivées partielles.

I Il y a aussi d’autres termes plus compliqués, qui mènent à une conjec-

ture intéressante sur des fonctionnelles des représentations irréductibles

de G .

Exemple :

M3 = e
(`)

3
=

∫
C

(
(∂Φ−JRΩ)(x)

(2π)
d
2

)3
dx∏

α∈Φ−

〈x |α〉
〈ρ |α〉

 (` vol(RΩ/ZΩ))2.
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Soit S un graphe fini avec k sommets et r arêtes, a → b une orientation

arbitraire des arêtes de S . On note

GFS((λe)e∈E(S)) =

∫
G k

 ∏
(a→b)∈E(S)

chλe (ga(gb)−1)

 dg1 · · · dgk

la fonctionnelle de graphes des représentations irréductibles λe .

Conjecture

Il existe un polytope P((λe)e∈E(S)) génériquement de dimension(
dimG − rang(G )

2

)
r − (dimG )(k − 1)

tel que GFS((λe)e∈E(S)) soit le nombre de points entiers dans ce polytope.

Les équations déterminant P((λe)e∈E(S)) dépendent des représentations

λe ∈ Ĝ de façon affine.
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The end
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