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Plan

© Introduction

© Modele A huit sommets

© Récurrence de Kashaev

@ « Triangle-étoile » et géométrie discrete
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« Modeéles » : la mécanique statistique

But : décrire un systéeme possédant un grand nombre de degrés de
liberté.

Boltzmann : état aléatoire o, a la température inverse 5 = kBiT et
pour |'énergie E(o), donné par :

P(o) = 3 exp - HE(0)].
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« Intégrables » ?

Liouville :
N constantes
du mouvement

{fi,fi} =0

Paire de Lax
dL

/
Matrices de Dynamique conjuguée a
transfert une translation sur
[T(v), T(v)] =0 Slx...x 8t
Ve Baxter Modeles “Existence de
“exactement structures
solubles” algébriques”
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Modele de dimeres

G = (V, E) un graphe planaire,
muni des poids positifs (Ve)ecE-
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Modele de dimeres

G = (V, E) un graphe planaire,
muni des poids positifs (Ve)ecE-

Configuration de dimeres :
sous-ensemble d’'arétes m C E tel que tout sommet touche une et
une seule aréte de m. Poids d'une configuration :

Wdlm H Ve.

ecm

Probabilité de Boltzmann :

_ Wgim(m)
Bm) = 7 (G)

Fonction de partition :

Zyim(G; v) Z H Ve.

m ecm
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Théoreme de Kasteleyn

On suppose G planaire et biparti; V = W LU B. Si on oriente les
arétes de G, on peut définir une matrice d'adjacence orientée et
pondérée K = (Ky )

wEW,beB -
. w_ e b
Ve sSi O—>—@ |,
Kw,p = . w_ e b
—Ve S8i O—~@
0 sinon.
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Théoreme de Kasteleyn

On suppose G planaire et biparti; V = W LU B. Si on oriente les
arétes de G, on peut définir une matrice d'adjacence orientée et
pondérée K = (Ky )

wEW,beB -
w_ e b
Ve sSi O—>—@ |,
Kw,p = w e b
—Ve SI O—~@ |
0 sinon.

Théoréme [Kasteleyn, Temperley-Fisher; 1961]

Il existe une orientation telle que

Zgim(G; v) = det K.
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Théoreme de Kasteleyn

On suppose G planaire et biparti; V = W LU B. Si on oriente les
arétes de G, on peut définir une matrice d'adjacence orientée et
pondérée K = (Ky )

wEW,beB -
w_ e b
Ve sSi O—>—@ |,
Kw,p = w e b
—Ve SI O—~@ |
0 sinon.

Théoréme [Kasteleyn, Temperley-Fisher; 1961]

Il existe une orientation telle que

Zgim(G; v) = det K.

Etsi« G—o0n?
Energie libre : limg_, —ﬁ log [Z4im(G; V)] ?
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Limite thermodynamique des diméres bipartis

G est planaire, biparti, Z?-périodique.
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Limite thermodynamique des diméres bipartis

G est planaire, biparti, Z?-périodique.
Gy = G/Z?, et K sa matrice d'adjacence pondérée orientée.

|

—_

|

—
= = = O
R R O
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Limite thermodynamique des diméres bipartis

G est planaire, biparti, Z?-périodique.
G1 = G/72, et K; sa matrice d'adjacence pondérée orientée.
Pour tout z, w € C, Ki(z, w) une matrice modifiée selon

I’homologie.
1 1 0 1/z
—1xw -1 1 0
Klzwl =1 g 1xz 11
1 0 1/w 1
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Limite thermodynamique des diméres bipartis

G est planaire, biparti, Z?-périodique.

Gy = G/Z?, et K sa matrice d'adjacence pondérée orientée.
Pour tout z, w € C, Ki(z, w) une matrice modifiée selon
I’homologie.

P(z,w) = det Ki(z, w) est le polynéme caractéristique.

1 1
P(z,w)=5—z—=-—w— —.
z w
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Limite thermodynamique des diméres bipartis

G est planaire, biparti, Z?-périodique.
G = G/Zz, et Ky sa matrice d'adjacence pondérée orientée.
Pour tout z, w € C, Ki(z, w) une matrice modifiée selon

I'homologie.
P(z,w) = det Ki(z, w) est le polynéme caractéristique.

Théoreme [Cohn-Kenyon-Propp 2001, Kenyon-Okounkov-Sheffield 2006]

Soit G, = G/ (nZ)>.

1 1
Jim_ —— log (Zgim(Gn, 1)) = @in) I8 Pz, W)l —
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Corrélations

Cas infini : si G est planaire, biparti, Z?-périodique :
Lorsque n — o0, les mesures de Boltzmann sur G, ont une limite :
c'est une mesure de Gibbs ergodique sur le graphe infini G.
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Corrélations

Cas infini : si G est planaire, biparti, Z?-périodique :

Lorsque n — o0, les mesures de Boltzmann sur G, ont une limite :
c'est une mesure de Gibbs ergodique sur le graphe infini G.
Théoreme [Cohn-Kenyon-Propp 2001, Kenyon-Okounkov-Sheffield 2006]

Soient e1 = {wib1},...,ex = {wk, b} des arétes de G. La
probabilités qu'elles soient toutes présentes est

IP’(el, b0y @k E m <H Kw,, ,) det( b,,lmg)1<,J<k

N
’
1
|
1

ou

1 1 [(ComKi(z, W)l , ,,dzdw
Kb - \2 —Z W ——.
wet(nm) (2im)? Jr2 P(z,w) z w
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| - Le modele a huit sommets
« free-fermion »




Un modele de glace : le modéle a six sommets

»o——& é og——a
b o *

X 2
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Un modele de glace : le modeéle a six sommets

by

Six configurations locales ou « sommets » :
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Un modele de glace : le modéle a huit sommets

T T
ro&éo?m B
R gw

2 2

Six conﬁguratlons locales ou « sommets » :

...huit sommets si on introduit des défauts.
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Le modele a huit sommets (eight-vertex)

On fixe a, b, c,d > 0 les poids locaux des six configurations :

K e
SRR,

Sur une portion finie G de Z?, une orientation 7 qui satisfait ces
regles a pour poids

w(r) = aMNepNo Ne g,
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Le modele a huit sommets (eight-vertex)

On fixe a, b, c,d > 0 les poids locaux des six configurations :

K e
SRR,

Sur une portion finie G de Z?, une orientation 7 qui satisfait ces
regles a pour poids

w(r) = aMNepNo Ne g,

—  w(r) = ab3c*d.
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Le modele a huit sommets (eight-vertex)

On fixe a, b, c,d > 0 les poids locaux des six configurations :

$rd
Sur une portion finie G de Z?, une orientation 7 qui satisfait ces
regles a pour poids

w(r) = aMNepNo Ne g,

__ w()
T Z@a sy

Zgv(G;a,b,c,d) = Z w(T).

T
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Questions

° Energie libre :

. 1 _
GI|_r>nZz —@ log [Zsv(G; a, b, c,d)] ?

o Corrélations : Pour deux arétes e, € verticales « loin » dans G,

le—¢|
Cov (1e+ dans 7’ 1e/+ dans T) ~ exp <_ &’ ?

Si c’est le cas £ est une longueur typique de corrélation.

o Généralité du modeéle :
extension a des graphes 4-réguliers,
avec des poids a, b, ¢, d locaux;
sur la spheére, le plan ou le tore.
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Diagramme des phases

Comportement prédit par les physicien-ne-s dans les années 70-80
(Baxter, Fan, Lieb, Sutherland, Wu,...) :
@ Sia> b+ c+d, la probabilité sur Z? se concentre sur deux
configurations :

@ Ildem pour b > a+ c+ d, etc.
@ Si chaque poids est inférieur a la somme des trois autres, alors
toutes les configurations locales apparaissent avec densité > 0.

@ Dans le cas d = 0, le modéle est « dégénéré » : les corrélations
décroissent en loi puissance.
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Diagramme des phases (d < ¢)

b>a+c+
b/c A
phase désordonnée
= o9
- o %
1 S s
A
N o
\ X
(o
\ 4
\
c>b+c\\d \ a>b+c+d
>
0 1 a/c
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Décorations

Idée : dimeéres bipartis m +— modéle 3 six sommets 7.
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Décorations

Idée : dimeéres bipartis m +— modéle 3 six sommets 7.

|
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Décorations

Idée : dimeéres bipartis m +— modéle 3 six sommets 7.

| ,
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Décorations

Idée : dimeéres bipartis m +— modéle 3 six sommets 7.

| ,

Proposition [Fan, Lin, Wu 1970s]

Si le modele a six sommets (d = 0) satisfait a®> + b?> = c?, il existe
des poids sur le graphe de diméres tels que

Z Wim(m) = w(7).

m—T
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Existence de décorations

Autres décorations h plus générales telles que |
— b =
Z Waim(m) = w(7)? Sy
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Existence de décorations

Autres décorations ) plus générales telles que e
b =
Z Waim (m) = w(7)? e

Lemme

Si une décoration h planaire existe,

22+ b% = 2+ d>
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Existence de décorations

Autres décorations ) plus générales telles que e
> waim(m) = w(r)?

Lemme

Si une décoration h planaire existe,
>+ b =%+ d>

Lemme

Si une décoration h planaire bipartie existe,

abcd = 0 et a° + b%> = c® + d°.
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Existence de décorations

Proposition [Hsue, Lin, Wu 1970s]

Si le modéle a huit sommets satisfait

P Ak b = & 4= @,

il existe des poids sur le graphe de diméres h-décoré (non biparti)

tels que
Z Wim(m) = w(7).

m—T
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Existence de décorations

Proposition [Hsue, Lin, Wu 1970s]

Si le modéle a huit sommets satisfait

PR =

il existe des poids sur le graphe de diméres h-décoré (non biparti)

tels que
E Wim(m) = w(7).
m—T
S
d — —
_4/ _‘
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Résumé

4 8 sommets \
a,b,c,d
6 sommets “fermions
libres”
2 42
= a“+b
o= — (2 4 42 <«—1—— Dimeéres non bipartis

. J

Dimeres bipartis

- Energie libre

- Corrélations

- Mesures de Gibbs ergodiques...
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Du non-biparti au biparti

Théoreme [M. 2018]

Pour tout modeéle a huit sommets « fermions libres »

(a® + b? = c? + d?) sur un graphe planaire fini, il existe deux
modeéles a six sommets « fermions libres » (a1, b1, c1), (a2, b2, ¢2)
avec a? + b? = c? tels que :

Zsv(a, b, c,d)? = Zsy(ay, by, c1) Zsv(az, ba, @2).
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Du non-biparti au biparti

Théoreme [M. 2018/

Pour tout modele a huit sommets « fermions libres »

(a® + b? = c? + d?) sur un graphe planaire fini, il existe deux
modeéles a six sommets « fermions libres » (a1, b1, c1), (a2, b2, ¢2)
avec a? + b? = c? tels que :

|
.

Zgv(a, b, c,d)? = Zsy(a1, b1, c1) Zev(an, b2, c2).

oem-cnd] = i (25 en () o () o (52

in S
H[al:bl:q [sna:cosa }

o] - o 1.
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Eléments de preuve

Trouver suffisamment de symétries sur Zgy(a, b, ¢, d).
e Zgy(a,b,c,d)= Zgy(a,b,c,—d).
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Eléments de preuve

Trouver suffisamment de symétries sur Zgy(a, b, ¢, d).
e Zgy(a,b,c,d)= Zgy(a,b,c,—d).

3 1 -1 1 1 a
b 1f{-1 1 1 1]]|b»b
c|l 2|11 1 1 -1]|¢c
d 1 1 -1 1 d
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Eléments de preuve

Trouver suffisamment de symétries sur Zgy(a, b, ¢, d).
e Zgy(a,b,c,d)= Zgy(a,b,c,—d).

3 1 -1 1 1 a
b 1f{-1 1 1 1]]|b»b
c|l 2|11 1 1 -1]|¢c
d 1 1 -1 1 d

o Echange de spins :

N En

7 |:|
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Eléments de preuve

Trouver suffisamment de symétries sur Zgy(a, b, ¢, d).
e Zgy(a,b,c,d)= Zgy(a,b,c,—d).

3 1 -1 1 1 a
b 1f{-1 1 1 1]]|b»b
c|l 2|11 1 1 -1]|¢c
d 1 1 -1 1 d

o Echange de spins :
+
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Eléments de preuve
Trouver suffisamment de symétries sur Zgy(a, b, ¢, d).

e Zgy(a,b,c,d)= Zgy(a,b,c,—d).

1 -1 1 1
1 1
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Eléments de preuve

Trouver suffisamment de symétries sur Zgy(a, b, ¢, d).
e Zgy(a,b,c,d)= Zgy(a,b,c,—d).

1 -1 1 1
1 1

F + =
HE[ B
-

H=-FF

H |+
+_+E ™
it
I+
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Eléments de preuve

Trouver suffisamment de symétries sur Zgy(a, b, ¢, d).
e Zgy(a,b,c,d)= Zgy(a,b,c,—d).

1 -1 1 1 a
11-1 1 1 1 b
201 1 1 —1|]¢c
1 1 -1 1 d
++ +I: H _ T Ayl
4 ++7'1 Siab=cdetdb =cd,
-
+H= —F Zgy(a, b, c,d)
SRR ><ng(a’,b’,c’,d’)
Ho| Tz = Zgv(a1, b1, c1, d1)
+ + + + xZgy(az, b2, c2, da)
I+
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Couplage 1

L'identité
Zgv(a, b, c,d)? = Zsy(a1, b1, c1) Zov(az, b2, )

cache-t-elle un couplage probabiliste ?
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Couplage 1

L'identité
Zgv(a, b, c,d)? = Zsy(a1, b1, c1) Zov(az, b2, )

cache-t-elle un couplage probabiliste ?

Théoreme [M. 2018]

Sur un graphe planaire fini, soient 7,7’ des configurations tirées
selon la mesure de Boltzmann de (a, b, ¢, d), et 71,72 selon celles
de (a1, b1, c1,0) et (a2, by, 2,0), toutes indépendantes. Alors

d
TAT =11 A
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Couplage 1

L'identité
Zgv(a, b, c,d)? = Zsy(a1, b1, c1) Zov(az, b2, )

cache-t-elle un couplage probabiliste ?

Théoreme [M. 2018]

Sur un graphe planaire fini, soient 7,7’ des configurations tirées
selon la mesure de Boltzmann de (a, b, ¢, d), et 71,72 selon celles
de (a1, b1, c1,0) et (a2, by, 2,0), toutes indépendantes. Alors

d
TAT =11 A

Formalisme des opérateurs d’ordre et désordre (Kadanoff Ceva
1971, Dubédat 2011) + transformée de Fourier discrete.
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Couplage 2

L'identité
Zgv(a, b, c,d)? = Zsy(a1, b1, c1) Zov(az, ba, c2)

s'étend-elle pour des graphes sur le tore?
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Couplage 2

L'identité
Zgv(a, b, c,d)? = Zsy(a1, b1, c1) Zov(az, ba, c2)

s'étend-elle pour des graphes sur le tore?

Théoreme [M. 2018]

Pour un graphe fini sur le tore, soient

@ P(z,w) le polynéme caractéristique des diméres (non-bipartis)
associés a (a, b, ¢, d),
e Pi(z,w), P2(z,w) ceux des dimeéres (bipartis) associés a
(31, b1, C1) et (32, by, Cz).
Alors
P(z,w) = Pi(z,w)Pa(z, w).
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P(z,w) = Pi(z, w)Pa(z, w).

Amibe : image du lieu des zéros de P par
(z,w) = (log |z, log |w]).



Couplage 3

Ces identités s'interpretent-elles « localement » sur les matrices de
Kasteleyn ?
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Couplage 3

Ces identités s'interpretent-elles « localement » sur les matrices de
Kasteleyn ?

Théoreme [M. 2018]
Pour tout graphe fini ou infini, sur la sphére, le plan ou le tore, il
existe un opérateur local T tel que, si
@ K est la matrice de Kasteleyn des diméres (non-bipartis)
associés a (a, b, c, d),
@ Ki, K> sont celles des diméres (bipartis) associés a (a1, b, c1)
et (a2, b2, @),
alors
1Ll =] = =i
K :§<K1 + KT+ TR - K1)
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La transformation « Triangle-Etoile »

[Kennelly, 1899]

R/
Q& D ?
\
1
/?/
R>
[ % / & / RlRQ
R]- T Ri+R+R3 R2 T Ri+R+R3 R

37 RitRe+Rs
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La transformation « Triangle-Etoile »

Ga Gy

Equations de Yang-Baxter : relations de couplage entre un modéle
de mécanique statistique sur Ga et Gy.
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La transformation « Triangle-Etoile »

Ga Gy

Equations de Yang-Baxter : relations de couplage entre un modéle
de mécanique statistique sur Ga et Gy.
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La transformation « Triangle-Etoile »

R s

Equations de Yang-Baxter : relations de couplage entre un modéle
de mécanique statistique sur GR et Gy.
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« Triangle-Etoile » sur un graphe de losanges

Si G est un graphe (fini ou infini) formé de losanges de méme
taille, il existe une transformation géométrique :
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« Triangle-Etoile » sur un graphe de losanges

Si G est un graphe (fini ou infini) formé de losanges de méme
taille, il existe une transformation géométrique :

Le dual G* étant 4-régulier, on peut définir un modele 8V dessus.
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« Triangle-Etoile » sur un graphe de losanges

Poids sur les faces du graphe de losanges (k, ¢ € [0,1)) :

o a(f)
a @ b(f) = cn (61K) + en (616)
)

(
7 c(f) = 1+ sn (8]k) sn (8]¢) + cn (6] k) cn (6]¢)
d(f) = cn (k) sn (8]¢) — sn (6]k) en (6]€) .

sn (0]k) +sn (0]€)
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« Triangle-Etoile » sur un graphe de losanges

Poids sur les faces du graphe de losanges (k, ¢ € [0,1)) :

e a(f)
a @ b(f) = cn (61K) + en (616)
)

(
7 c(f) = 1+ sn (8]k) sn (8]¢) + cn (6] k) cn (6]¢)
d(f) = cn (k) sn (8]¢) — sn (6]k) en (6]€) .

sn (0]k) +sn (0]€)

Proposition [M. 2018]

Pour ces poids, le modéle a huit sommet « free-fermion » est
invariant en loi sous la transformation triangle-étoile.
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« Triangle-Etoile » sur un graphe de losanges

Poids sur les faces du graphe de losanges (k, ¢ € [0,1)) :

e a(f)
a @ b(f) = cn (61K) + en (616)
)

(
7 c(f) = 1+ sn (8]k) sn (8]¢) + cn (6] k) cn (6]¢)
d(f) = cn (k) sn (8]¢) — sn (6]k) en (6]€) .

sn (0]k) +sn (0]€)

Proposition [M. 2018]

Pour ces poids, le modéle a huit sommet « free-fermion » est
invariant en loi sous la transformation triangle-étoile.

Régime Z-invariant (Baxter) sur un graphe isoradial
(Kenyon ; Boutillier, de Tiliere, Raschel; Grimmett, Manolescu,
Duminil-Copin, Li,...)
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Conséquences

o Energie libre :
1 dz dw
= log|P il
i oo P WIS

Dans le cas Z-invariant sur un graphe de losanges,
@ Existence d'une mesure de Gibbs ergodique.
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Conséquences

o Energie libre :
1 dzdw
- log | P el
i Jo e PSS
Dans le cas Z-invariant sur un graphe de losanges,
@ Existence d'une mesure de Gibbs ergodique.

e Formule exacte, locale pour les corrélations (via les dimeéres
de Boutillier, de Tiliere, Raschel 2017) :

Cov (166’7'7 16’67') = g(ah SRR ap)'

ia
. e'=r
1
e'
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Conséquences

o Energie libre :
dz dw
2/71' / log |P(z. W)yiw

Dans le cas Z-invariant sur un graphe de losanges,
@ Existence d'une mesure de Gibbs ergodique.

e Formule exacte, locale pour les corrélations (via les diméres
de Boutillier, de Tiliere, Raschel 2017) :

Cov (leer; lerer) = gla, - . -, ap)'

@ Ordre des corrélations : si 0 < k < £ < 1, quand
|x — y| — oo, sous des conditions naturelles,

K~ x,y] ~ [x — y| "} exp (—'ng') .

Quand k -0, (=0 (k2) =0 ((B—B)7Y).
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Il - La récurrence de Kashaev
et un modele de boucles intégrable

AN
LINVANNY/ /AVA\\V//A&A\}
/\VIJA\ \VA V AN ”\v’—/AV\VA\
/AN ou N/ SN/ SN/ SN/ SN/ SN
el e e e e e



Modele d'lsing

G = (V, E) un graphe planaire, muni de constantes (xe)ecg sur les
arétes.
Configurations de spins : 0 : V — {—1,+1}.

S PRE TE
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Modele d'lsing

G = (V, E) un graphe planaire, muni de constantes (xe)ecg sur les
arétes.

Configurations de spins : 0 : V — {—1,+1}. On note £, les
arétes dont les extrémités n'ont pas le méme spin.
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Modele d'lsing

G = (V, E) un graphe planaire, muni de constantes (xe)ecg sur les
arétes.

Configurations de spins : 0 : V — {—1,+1}. On note £, les
arétes dont les extrémités n'ont pas le méme spin.

+
P(o Xes
( ) lemg(G X) H N e
Fonction de partition : e
Zising(G, x) = Z H Xe- ++F FF

oce{—1,1}V e€E,
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« Triangle/Etoile » pour le modele d'lsing [Wannier]

Rappels
P(o) = % HeeEU Xe, N
+ —
+
Zising(G, x) = X per—1,13v [ecE, Xe- e I
3 — /

Le modele d'Ising est préservé en loi ssi

x| = (x24x1x3)(x3+x1X2)
17V Gaxexs+1)0a+xexs)
W = ] Latxexs)(atxaxe)
2 (xaxox3+1)(xo+x1x2)
5! — ] abxexs)(xetxaxs)
3 (xaxex3+1)(x3+x1x2)
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« Triangle/Etoile » pour le modele d'lsing [Kashaev]
Supposons que
u

C1\2
Xe — Xe — gsgt ?—6—4\
2 8u8v

v

avec (gi)icvur des variables sur les sommets et les faces de G.
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« Triangle/Etoile » pour le modele d'lsing [Kashaev]
Supposons que

u
1\ 2
Xe — Xe — gsgt ?—6—4\
2 8u8v

v

avec (gi)icvur des variables sur les sommets et les faces de G.

&5 &5
g(:*& PR &6 &4
&0 ‘
24 &3 & &3
82 &2
[Kashaev, 1995] Le modele d'Ising est préservé en loi ssi

828l +gigs + 8582 + 8382 — 2(81838486 + 82838586 + 81828485)
—2g084(g184 + 8285 + 8386) — 4(80828486 + 84818385) = 0

Paul Melotti Modéles intégrables de spins, vertex et boucles 25/ 39



Mineurs principaux

M une matrice de taille n.
Pour I C [n], aj = det (I\/I,’) est appelé mineur principal.

Relations entre les a; 7 Quels sont les polynémes dans C {(a,),c[nﬂ
qui s'annulent toujours?
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Mineurs principaux

M une matrice de taille n.
Pour I C [n], aj = det (I\/I,’) est appelé mineur principal.

Relations entre les a; 7 Quels sont les polynémes dans C {(a,),c[nﬂ

qui s'annulent toujours?

Théoreme [Holtz & Sturmfels 2006 ; Oeding 2011]

Lorsque M est symétrique,

ajatos + 331y + Brars + a1 353
—2apazaipaies — 2apa2a13ai123 — 2apa23a1 a3
—2a3apa13a12 — 2a33a323312a1 — 23232331341
+4aparzaizain + 4azarajainz =0

et toutes les relations entre les a; sont « générées » par celle-ci.
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Récurrence de Kashaev

883 + 8185 + 85815 + &30
—2(g283813812 + 8183823812 + £182823813)
—2gg123(81823 + 82813 + &38412)
—4(gg3813812 + £123818283) =0

83

813 ’ 823

81 82
812
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Récurrence de Kashaev
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Récurrence de Kashaev
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Récurrence de Kashaev

Polynéme de Laurent en les conditions initiales !

Question [Kenyon, Pemantle 2016]

La solution s'exprime-t-elle comme la fonction de partition d'un
modeéle ?
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Sur un empilement de cubes /,

avec poids (g;)es sur les sommets,

configurations et poids des faces :

=2 =2
& IE&
=5 S5 /8580858t + BBy

t

SO

I & I\ /BuBu /858t + 8uBy
SRS L

v

vV 8s8t8u8v
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configurations et poids des faces :

=2 =2
& IE&
=5 S5 /8580858t + BBy

t
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I & I\ /BuBu /858t + 8uBy
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v
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Sur un empilement de cubes /,

avec poids (g;)es sur les sommets,

configurations et poids des faces :

=2 =2
& IE&
=5 S5 /8580858t + BBy

t

SO

I & I & \/8uB /BBt T BuBy
Poids d'une configuration :

v

vV 8s8t8u8v

oN H poids(f)

f

ou N est le nombre de boucles finies.

28/ 39

Modéles intégrables de spins, vertex et boucles
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Solution de la récurrence de Kashaev

Théoreme [M. 2018]

La fonction de partition
N . —2
Zcél)(l, g) = Z 2 H poids(f) H g
conf.de boucles f i€l

est la solution de la récurrence de Kashaev avec conditions initiales
(gi)ies- Il'y a une bijection entre configurations de boucles et
mondmes.
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Solution de la récurrence de Kashaev

Idée de la preuve :

S ¢ D_C D_C D_ L C Dy _C D
9 797 297 297 N O 2 — L

35% - '/)Sc
Bieie'd — X

Y - X
S ¢ SN _C SNt SN _ L e D ¢ D
97 797 297 290 WO i — L

S LD
5_(/- YL - )Ac 7Zc
+ algorithme de reconstruction d'une configuration a partir de son

poids.
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Solution de la récurrence de Kashaev

Théoreme [M. 2018]

La fonction de partition

Zew(l g) = > 2N T] poids(f) [[ &2
f

conf.de boucles iel

est la solution de la récurrence de Kashaev avec conditions initiales

(gi)ics- Il y a une bijection entre configurations de boucles et
mondmes.

Conséquences

@ Polynome de Laurent en les g;j et les Xt = \/gsgt + gugyv ;
exposants connus; les coefficients sont des puissances de 2...

@ Formes limites.
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Conditions initiales périodiques :

__ ac
R =%,
N — oo
=] = - = = DA
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Conditions initiales périodiques: R =3, N — o

A “*"\

2NN

/ SR \i\\\\

e f‘}.—‘&%‘ B \ ,




Conditions initiales périodiques: R #3, N — oo

c
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Conditions initiales périodiques : R#3, N—

v%v“\
\VAVAVAVAVAVANN
A N

AR

Forme limite : courbe algébrique (projective) explicite de
degré 8.
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D’ou viennent ces formes limites ?
[Petersen, Speyer 2004 ; Di Francesco, Soto-Garrido 2014 ; Kenyon, Pemantle 2016]
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2
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2
satisfont la récurrence
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Question

D’ou viennent ces formes limites ?
[Petersen, Speyer 2004 ; Di Francesco, Soto-Garrido 2014 ; Kenyon, Pemantle 2016]

Pour différents z, les
gz =2.w(lz8)
2
satisfont la récurrence
de Kashaev (relation polynomiale).

dlIn(gz
— Les p, 1= goigéf)

satisfont une relation linéaire.

— F(x,y,2) =3« pijxyizk

P(x,y,z
Al - B

Méthodes de combinatoire analytique
[Pemantle, Wilson] pour trouver
I'asymptotique des coefficients (analyse de singularités de F).




Formes limites

Dans les conditions initiales périodiques,
on considére une configuration aléatoire o.

. s solide
Pour un point z € /, on définit une observable feuide

gaz
1

p(z) =K |nz(0) + mf%ef@)

ou n,(o) est la puissance de g, dans le poids de o,
et et(o) la puissance de X;.

(1,0,0) (0,1,0)

(0,0,1)

Paul Melotti Modéles intégrables de spins, vertex et boucles 32/ 39



Formes limites

Dans les conditions initiales périodiques,
on considére une configuration aléatoire o.
. s solide
Pour un point z € /, on définit une observable feuide
gaz
1

p(z) =E |ny (o) + 0T R g;ef(g) «

ou n,(o) est la puissance de g, dans le poids de o,
et et(o) la puissance de X;.

Théoreme [M. 2018/

Pour les conditions initiales périodiques de longueur N, et
z = (| Nu], |[Nv], |Nw]), avec N — o0,

@ si [u: v : w] est dans la région solide, p(z) ~ cste e

(1,0,0) (0,1,0)

(0,0,1)

—Kuw N
’

@ si [u:v:w] est dans la région liquide, p(z) ~ cste N 0w,
o si [u:v:w] est dans la région gazeuse, p(z) — 1,
ol Kyyw, Buvw sont des taux explicites.
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Lien Cz(l) - Ising

Existe-t-il un lien direct entre modeéle d'Ising et boucles bicolores ?
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Lien Cz(l) - Ising

Question
Existe-t-il un lien direct entre modeéle d'Ising et boucles bicolores ?

Soit G = (V/, E) un graphe fini,
planaire, muni d’'un modéle d'lsing avec poids

(Xe = exp (—2Je))ece- On considére le modele
(1)

1 .
de boucles G5/ sur G° avec poids locaux

A

2 12
(aea bev e, b67 aebe)eeEv

ol a¢ = tanh2J,, be = (cosh 2Je) 1.
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Lien Cz(l) - Ising

Question

Existe-t-il un lien direct entre modeéle d'Ising et boucles bicolores ?

Soit G = (V/, E) un graphe fini,
planaire, muni d’'un modéle d'lsing avec poids

(Xe = exp (—2Je))ece- On considére le modele

(1)

1 .
de boucles G5/ sur G° avec poids locaux

)\ = (32 b2 de, be, aebe)eEEv

e’ e’

ol a¢ = tanh2J,, be = (cosh 2Je) 1.

Théoreme [M. 2018]

(leing(G’ J))4 = (22‘/' H COSh2 2./6) Zcz(l)(GQ,)\).

ecE
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Lien Cz(l) - Ising

Existe-t-il un lien direct entre modele d’lsing et boucles bicolores ?

Théoreme [M. 2018]

(leing(G’ J))4 = (22\/' H cosh? 2Je) ZC2(1)(GO,)\).

ecE
Preuve :
o +
Boucles <—— Boucles <> Diméres? <--»Ising*
orientées !

Dubédat 2011
Boutillier, de Tiliére 2014
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[l - Transformation « triangle-étoile »
en géométrie discrete

Travail en commun avec Sanjay Ramassamy et Paul Thévenin.



Plongements de graphes

Soit G un graphe planaire, on cherche des plongements naturels de
G et son dual G* (i.e. des plongements de G°).

G*

Exemple 1 : certains graphes peuvent étre plongés en un graphe
de losanges : toute face de G° est envoyée sur un quadrilatére t.q.

a=b=c=d

Triangle-étoile : EI;I @
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Plongement p ayant la propriété de flip

Graphes abstraits, Graphes plongés
munis d'un modéle

O
Ga 1P 1. A
o) o] e \ ;
couplage mouvement
Q local

(¢}

Gy
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Plongements de graphes et triangle-étoile

Exemple 2 : plongements de Tutte.

G
O

Théoreme [Steiner; Kenyon, Lam, Ramassamy, Russkikh 2018]

Pour tout plongement de Tutte de GR, il existe un unique point P’
qui donne un plongement de Tutte de GY,.
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Plongements de graphes et triangle-étoile

Exemple 3 : s-plongements pour le modele d'Ising [Chelkak 2017].

Théoreme [M., Ramassamy, Thévenin 2019]

Pour tout s-plongement propre de G3, il existe un unique point P’
qui donne un s-plongement propre de GY,.
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Plongements de graphes et triangle-étoile

Exemple 4 : a-plongements.

Q.
G* P
o a d
>§ &« ° O A = b4 e
° o

La définition s'étend a @ € RU {—o00, +00}.
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Plongements de graphes et triangle-étoile

Exemple 4 : a-plongements.

Q.
G P
S — . O =Y 4 d”
. b c
o O

Théoreme [M., Ramassamy, Thévenin 2019]

Sia>1,
Pour toute a-réalisation de G3, il existe un wnigue point P’ qui
donne une a-réalisation de GY.
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Plongements de graphes et triangle-étoile

Exemple 4 : a-plongements.

Q.
G P
>§ % . o 3% + ¢ = b + do
- b ¢
O O

Théoreme [M., Ramassamy, Thévenin 2019]

Sia>1,
Pour toute a-réalisation de G3, il existe un wnigue point P’ qui
donne une a-réalisation de GY.

Question

Modele de mécanique statistique intégrable associé ?
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« Intégrables » ?...

Liouville :
N constantes
du mouvement

Paire de Lax
d =[P, L]

{fi,fi} =0

/
Matrices de Dynamique conjuguée a
transfert une translation sur
[T(u), T(v)]=0 Slx...x 8t

[
Yang-Baxter

VARPN

Z-invariance

dimeres

Modeles
“exactement
solubles”

“Existence de
structures
algébriques”

8V “free-fermion”
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« Intégrables » ?...

Liouville :
N constantes
du mouvement

{171}—0

Paire de Lax
= ['D’ L]

Matrices de Dynamique conjuguée a
transfert une translation sur
[T u)T =0 Slx...x St

Yang—Baxter Modeles

“exactement
solubles”

“Existence de
structures
algébriques”

Kachaev \ /mmeurs, "
boucles G,
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« Intégrables » ?...

Liouville :

N constantes Paire de Lax

du mouvement g—lg =[P, L]

{ﬁ7 fj} =0

/
Matrices de Dynamique conjuguée a
transfert une translation sur
[T(u), T(v)]=0 Stx...x 8t

[
Yang-Baxter

Modeéles "“Existence de
"exactement structures
A;/\k solubles” algébriques”
! ’ a-plongements ?
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