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1. Introduction
2. La fonction I'(z)

Existe-t-il une maniere naturelle d’interpoler la fonction factorielle N > n — n! entre
deux entiers n et n + 1 quelconques ? La réponse est oui !
Pour z > 0 réel, la fonction Gamma est définie par :

['(x) ::/ e tt" L.
0

Cette intégrale converge prés de ¢t = 0, puisque la fonction t*~! y est intégrable d’apres
le critere de Riemann, et elle converge aussi pour ¢ — 00, simplement parce que la
décroissance de e~! neutralise toute croissance polynomiale. En intégrant par parties, le
lecteur pourra vérifier que I’on a I'(n + 1) = n! pour tout entier n € N, mais il peut s’en
dispenser, puisque nous allons aussi faire ce calcul dans un instant. Sans attendre, décollons
vers I’imaginaire !

Quelques observations simples permettent en effet d’étendre le domaine de définition.

Théoreme 2.1. La fonction R’ > x —— I'(x) se prolonge comme fonction holomorphe
dans le demi-plan droit {z € C: Rez > 0}, par la formule :

['(z) = / el dt (Rez>0).
0
Evidemment, on note :
z=x+1y.

Démonstration. Commengons par observer que :

|€7ttz71‘ _ eft‘e(zfl)logtl _ et e(:ztfl)logt _ efttxfl’

de telle sorte que cette intégrale complexe converge effectivement lorsque Rez = x > 0,
puisqu’elle est majorée par :

IT(2)] = /OO e ! dt‘ < /OO le™ ¢ dt
0 0

:/ e 't tdt = I'(z) < oo.
0

Mais pourquoi I’application z — I'(z) serait-elle de surcroit holomorphe ?
1
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11 suffit de faire voir, pour tous nombres positifs 0 < § < M < oo, que cette intégrale
définit une fonction qui est holomorphe dans la bande verticale :

Bsy = {2 €C: § <Rez < M}.

. A . 2 . 1/e . .
Puisqu’elle peut étre envisagée comme lim_ | fa / , introduisons :

1/e
O (z) = / e telzllogt gt
3

D’apres un théoreme connu, puisque 1’intégrande est visiblement holomorphe par rapport
a z, cette fonction z — ®_(z) est holomorphe dans la bande Bj,. En prenant ¢ := %,
il suffit alors de montrer que la suite ((ID%(Z))ZO:l de fonctions holomorphes dans B;
converge uniformément vers I'(z), car un théoréme connu de Cauchy garantira alors que la
limite y est holomorphe.

A cette fin, estimons :
o0

IT(2) — ()| </0 e_tt””_ldiH—/ ettt dt (2€ Bs)-
1

S
La premiere intégrale converge uniformément vers 0 lorsque ¢ — 0, puisqu’on peut la
majorer par :
5

€ € c z
/ ettt < 1-/ g = [ltm} - <&
0 0 z 0 i 5

Quant a la seconde :

/ e_tt”_ldt' g/ ettt < constante/ e 2dt — 0. O
1 1

€ € 1/e ¢—0

Malgré le fait que I’intégrale qui définit I'(z) n’est pas absolument convergente pour
les valeurs de z telles que Re z < 0, nous allons pouvoir prolonger méromorphiquement
I' au plan complexe C tout entier, avec peu de pdles, seulement aux point entiers négatifs
z=0,—1,—-2,-3,.... Lunicité de ce prolongement méromorphe sera alors garantie par
le principe d’unicité pour les fonctions holomorphes, en-dehors de cet ensemble discret de
poles. Nous continuerons a noter I' € .# (C) ce prolongement méromorphe.

L’existence de pdles aux points entiers négatifs provient en fait d’une identité fonction-
nelle importante.

Lemme 2.2. Pour tout z € Cavecx = Rez > 0,0na:
[(z+1) = 2T(2),

et :
I'(n+1) = n! (VneN).

Démonstration. Une simple intégration par parties dans le domaine de convergence
{Rez > 0} explique I’identité :

2T(2) :/ etz dt
0

= [e*ttﬂ — / —e Y dt
L 10 o 0
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r'a) = /000 e tdt = [— e*t]zo =1,

une récurrence instantanée donne I'(n + 1) = n! — point d’exclamation de plaisir ! U

et comme :

C’est la division nécessaire par le facteur z dans la formule quasi-équivalente I'(z) =
1T(z + 1) qui va introduire des poles — heureusement simples !

Théoréme 2.3. La fonction I'(z), initialement définie dans {Rez > 0}, bénéficie d’un
prolongement méromorphe au plan complexe C tout entier dont les seules singularités sont

des poles simples aux entiers négatifs = = 0, —1,—2,—3, ..., ou elle a pour résidus :
—1)»
res,—_,I' = (=1) (VneN).
n!

Démonstration. 11 suffit de prolonger I" a tout demi-plan de la forme {Rez > —m} avec
un entier m > 1 quelconque.

Pour Re z > —1, définissons :
I'(z+1)
—
Puisque I'(z + 1) est holomorphe dans {Rez > —1}, il est clair que ®; est méromorphe
dans ce demi-plan, et qu’elle y a une unique singularité, un pole d’ordre 1 en z = 0.

Di(2) =

Comme I'(1) = 1, son résidu y vaut 1 = (70—1!)0. De plus, dans le sous-demi-plan {Re z >
0} C {Rez > —1}, I’identité fondamentale montre que cette fonction :
I'z+1
Di(2) = % = I'(z2)

coincide bien avec la fonction a prolonger.
Pour un entier m > 1 quelconque, définissons dans le demi-plan {Rez > —m} la
fonction :

D, (2) = I'(z+m) '

" z+m—1)--z+n+1)(z+n)(z+n—-1)---(2+ 1)z
Visiblement, cette fonction est méromorphe avec des poles simples en z = —m +
1,...,—1,0, et en un point entier négatif = = —n avec 0 < n < m — 1 quelconque,

elle y a pour résidu :
res,—_, P(2) = lim (2= (—n)) @,,(2)

zZ——"Nn
I'(—n+m)

(—n+m—1)---(1)0(-=1)--- (—n+1)(—n)
B (m—n+1)!
 (m—n+1)(=1)"nl
(—1)"

n!

De plus, dans le sous-demi-plan {Re z > 0} C {Re z > —m}, une itération de I’identité

fondamentale du Lemme 2.2 :
F(z+m) =(z+m—1)---(z+1)z'(2)

montre aussitot que ®,,(z) = I'(z) coincide bien avec la fonction a prolonger.




4 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

D’ailleurs, le principe d’identité garantit aussi que ®,, = ®,, pour tous entiers 1 < n <
m, dans {Rez > —n}\Z_. O

L’identité fondamentale I'(z + 1) = 2 I'(z) continue d’étre satisfaite (exercice mental)
dans I’ouvert connexe (C\Z, — c’est-a-dire en-dehors des pdles — parce que (solution)
les deux cotés de cette formule coincident dans {Re z > 0}.

On peut méme se convaincre (exercice) qu’en un entier négatif quelconque z = —n
avec n > 1, les deux membres de I’identité I'(z + 1) = zI'(z) sont infinis, et que :

res,. ,1(z2+1) = (—n)res,—_, ['(2).

Enfin, en z = 0, notons que :
I'(1) = lim z['(2).

z2—0

Voici une démonstration alternative du Théoreme 2.3, encore plus éclairante, dont les
idées se recontreront aussi plus tard. Elle consiste a décomposer I’intégrale qui définit I'(z)
pour Re z > 0 en deux morceaux :

1 00
['(z) :/ ettt dt+/ et dt.
0 1

Grace a la décroissance forte de ', la deuxieme intégrale définit une fonction holo-
morphe entiere, définie sur C. Quant au premier morceau, développons-y en série entiere
I’exponentielle, justifions la convergence normale (exercice), et intégrons terme a terme :

/0 _ttZIdt—Z/ ED" o1 gy = g%

Ceci nous permet d’écrire formellement :

0o _1) 00
[(z) = Z n'<—)) —1—/1 e 't dt (Rez>0).

—~nl(n+z
Assertion 2.4. Cette série infinie Y~ n('?T définit une fonction méromorphe dans C
ayant pour seules singularités des poles simples aux entiers négatifs = = —n ou elle a pour
= )"
résidus

Démonstration. Pour un grand rayon R > 1, et pour un entier N > 2R, décomposons-la

en:

U g CD s

—~nlntz) = nln+z) n:NHn!(n—i—z)
La premiére somme, qui est finie, définit une fonction méromorphe dans le disque {|z| <
R} avec les poles et les résidus annoncés, tout a fait en accord avec ce que la premiére
démonstration a déja fait voir.

Pour ce qui est de la deuxieme somme portant sur des entiers n > N > 2R, toujours

pour |z| < R, comme |n + z| > R implique :

(="
n!l(n+z)

nous voyons instantanément qu’elle converge normalement sur le disque {|z| < R}, donc
y définit une fonction holomorphe grice a un théoreme de Cauchy.

1
S nlr’
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Comme R > 1 pouvait €tre choisi arbitrairement grand, tout ceci montre que la repré-
sentation de I'(z) sous la forme d’une série méromorphe infinie suivie d’une intégrale est
valable dans C\Z_ tout entier. U

En définitive, nous avons pour fout z € C\Z_ :

(2.5) [(z) = Z _ " + /Oo et 7l dt.
1

!
—~ nl(n+z)

Présentons maintenant d’autres propriétés de la fonction I'. Voici une identité qui dévoile
une symétrie fondamentale de I" par rapport a la droite {Re z = %}

Théoreme 2.6. [Formule des compléments] En tout z € C :

T
I'z)I'(1—-=z) = .
()11 =2) sinm 2

Observons que I'(1 — z) a des pdles simples aux entiers naturels z = 1,2,3,..., de

telle sorte que le produit I'(z) ['(1 — z), une fonction méromorphe sur C, possede des poles
simples en tous les entiers relatifs € Z, tout aussi bien que la fonction —"—.

sinm z

Démonstration. 11 suffit d’établir cette identité en des points réels 0 < x < 1, car alors le
principe d’identité garantira aussitdt qu’elle est vraie dans tout I’ouvert connexe C\Z_.

Lemme 2.7. Pour un parametre réel 0 < a < 1 quelconque, on a :

00 ,Ua—l T
dv = — .
o 14w sinTa

Démonstration. 1l suffit d’effectuer le changement de variable v = ¢” et de se souvenir de

I’intégration, déja vue dans un chapitre qui précede, de la fonction f(z) = 1?:—; le long de

rectangles de sommets — R, R, R + 2im, —R + 2¢m avec R — 00, pour calculer I’intégrale

qui apparait :
00 ,Ua—l o) % T
/ dv = / dr = — : O
o 1+wv oo 1+ €% sinTa

Pour établir le théoréme, avec un parametre ¢ > 0 quelconque, en effectuant le change-
ment de variable vt = u, préparons :

rl—=z) = / e MuT"du = t/ e " (vt) ™" dv,
0 0
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et grace a cette astuce, calculons, puis concluons :

I'l—ax)I'(z) = /000 e "TID(1 — x) dt

— / e tprt (t/ et (U t) o dv) dt
0 0
= / v® (/ e~t(1+v) dt) dv
0 0
0 —t(14wv) o
= / vt {—e } dv
00
_ d
/0 1+o""

™

sinm (1 —x)
7r

g

sinTx’
En particulier, au point z = %, en observant que I'(x) > 0 quand x € R* , nous trouvons
la valeur spéciale :
1
L(z) = V.

Poursuivons notre étude de la fonction Gamma en regardant son inverse, fonction qui
devient entiere et a croissance controlée.

Théoreéme 2.8. La fonction z — 1'(z) d’Euler jouit des propriétés suivantes.
08} ﬁ € O(C) est holomorphe entiere, avec des zéros simples aux entiers négatifs z =
0,—1,—2,..., et aucun zéro ailleurs.
?2) ﬁ a pour croissance :

1
I

ot 0 < cq,co < 00 sont des constantes universelles.

|
< c1 ec2 |z|log | 2] (VzeQ),

Une telle inégalité doit en fait s’interpréter quand |z| — oo. On dit alors que ﬁ est
d’ordre (exponentiel) < 1, au sens ou, pour tout € > 0, il existe une constante 0 < ¢; . < 00
telle que :

1

I'(z)
L’Exercice 1 montre que 1’on ne peut pas ici se dispenser d’un € > 0 dans la puissance
’1+6

co |Z|1+5

< Cl,s €

|z
Rappelons que les seuls zéros de sinmz = %(em — e_m) sont les z € C tels que
€™ =1, dou z = k € Z, comme on doit s’en souvenir.

Démonstration. Grace au Théoreme 2.6 qui précede, nous pouvons écrire :
1 sinz
= I'l—=
et a droite, les poles simples de I'(1 — z) situés aux entiers z = 1,2,3, ... sont annihilés
par les zéros simples de sin 7z, donc ﬁ est holomorphe entiere avec des zéros simples
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aux z€ros restants de sin 7z, c’est-a-dire en z = 0, —1, —2,.... De plus, ﬁ 2 0 ailleurs,
car les seuls zéros de sinwz sont les 2z = k € Z.

Pour établir I’estimée de croissance, avec un réel x > 0 quelconque, et avec 1’entier
positif unique x < n < x 4 1, commencons par :

/ e—ttxdtg/ et dt
1 0

=n!

nn

VAN

— enlog;n
x+1) log (x+1
< eletlog(tl)

En utilisant ’identité (2.5) écrite pour I'(1 — z), nous avons :

1 SINT2 (—=1)" sinmz [,
= t = dt
I'(z) s nzz()n!(n+1—z)+ T /1 ‘ ’

Ensuite, comme ‘e“’} < el et comme pourt > 1:
<

—z —zlogt —Rez logt Re z|log t z|logt z
‘t|:‘e g|:€ g el \g<e\|g:t\|’

nous pouvons estimer la croissance du deuxiéme terme :

00 |z 00
e
/ et dt‘ < / et dt
1 ™ J1

ol |
< & c(EHDog (24D
m

imZ

e _ e—iwz

T

< ¢ e2lelioBlsl

Quant au premier terme :

sinz i (—=1)"
' _ Y
T f=nl(n+tl-2)
Im z| > 1, puisqu’on a alors pour tout entier n > 0 :

‘n+1—z‘ > 1,

dans un premier cas ou

il se majore aisément :

[e.9]

sinT 2 ‘i (—1)" eIl 1
| _ |.
s —~nl(n+l-2) ™ “=mnl-1
67r|z|+1
R
Dans ’autre cas ot |Im z| < 1, introduisons I’'unique entier £ = k, avec k — % < Rez <

k + %, et distinguons deux sous-cas.
Lorsque k£ > 1, mettons en exergue, dans la somme infinie, le termen =k — 1 :

SINTZ — —1)" sinz —1)k1 sinz —1)"
DECIN. S

m n+l—z) 1 (k=11 (k—2) m (n+1-—2)

n=0 n#k—1
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et démontrons que les deux expressions a droite sont bornées.
Pour la premiere expression, avec la constante :

sin Tw
max =: ¢ < 00,
lw|<3/2 | Tw

finie parce que w — s':r# est holomorphe sur C car en 0 on a sinTw = 7w + O(w?),
estimons la par cette constante :

sinmz (—1)k1t _|sinm (k- 2) 1

T (k=11 (k—-2) m(k—2z) | (k—1)!
i < sin Tw 1 1
= k— max = Co—
b 4 S w2 mw | (k—1)! (k—1)V

sachant que ’on a ici :
lw| = |k—z| < |[k—Rez|+]|lmz| < i +1.
Ensuite, grace a :

n<k—-2 = |n+1—z2>|n+1—Rez| =Rez—n-—1

>k-Ll-n-1
1
2 2
n>k = |n+l—2>n+1—Rezl] =n+1—Rez
>n+l1—-k—3
1
2 29
constatons que le second terme est lui aussi borné :
sin Tz _1 n eiﬂxfﬂ'y - 671’7!’174’7‘(':!/ 1
T Z n'(T(L+)1—Z) S 24w Z n!-1
n#k—1 ) n#k—1 T2
Rl
< 2e
T
2
< _ 7T+1
T

Enfin, lorsque £ < 0, d’olt Rez < % d’apres notre supposition, il devient inutile de
mettre un terme en exergue, car alors on a toujours :

‘n+1—z‘>n+1—Rez>n+1—%>% (VneN),
d’ol similairement :
sinmz i (—=1)" e X1
T f=nl(nt+l-2) T n!i
< ze’r“. O
s

Le fait que ﬁ satisfasse une condition d’ordre exponentiel du type qui a été discuté
dans le chapitre sur les fonctions entieres conduit naturellement a une factorisation de Ha-
damard.
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Rappelons auparavant que la constante d’Euler :
"1
o= NI|_)ngO Z = log N,

n=1

est bien définie, car :

n=1 n=1
N—1 n+1
1 1 1
=S [ (G
n n x N
n=1
avec, lorsquen <z <n—+1:
Ogl_lzx_n<i7
n rn n?
donc :
N 1 N—1 1
Z——IogN: an + —,
n=1 n n=1 N

avec 0 < a,, < -3, ce qui fait voir la convergence, grice a > =5 < o0.

Théoreme 2.9. Pour tout z € C :

1 it z 2
= ¢e* 1+ — e n.
T(2) e zg ( —i—n)e
1

Démonstration. Grace au théoreme de factorisation de Hadamard, et au fait que ®) est en-

tiere d’ordre < 1, avec des zéros simples en z = 0, —1, —2, ..., nous pouvons représenter
cette fonction sous la forme d’un produit de Weierstrass :

1 AZLB d z\ _:=z
M 14+ 2 o
I ¢ ZH(*n)e /

n=1

dans lequel il reste a déterminer les deux constantes A, B € C.
Mais si nous nous souvenons que zI'(z) — 1 quand z — 0, nous trouvons B = 0,
ou n’importe quel multiple entier de 2:i7, ce qui ne change rien.
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Ensuite, assignons z := 1 et utilisons I'(1) =1 :

— ﬁ (1+%) e_%

n=1

i 1

1

= |im (1 + —) e n
N—00 . n

n=

— lim e Zn=1llog(141/n)=1/n]
N—o0

— lim e 2n=illog(n+1)—logn]=3=5_, 1/n
N—00

— lim eloB(NHD-SN, 1/n
N—0o0

— lim elog(l—&—l/N)—i—IogN—Z]:L:l 1/N

N—00

=e 7.

Ainsi, A = 7 + 2ikm pour un entier k € Z, mais comme I'(z) est réelle pour x > 0 réel, il
faut £ = 0, ce qui conclut. O
Ces arguments montrent que ﬁ est essentiellement caractérisée, a des constantes nor-
malisatrices pres, comme la fonction holomorphe entiere :

e qui a des zéros simples en z = 0, —1, —2, ... et ne s’annule nulle part ailleurs;
e est d’ordre de croissance < 1.

Observons que sin 7z a des propriétés analogues, excepté le fait qu’elle s’annule en fous
les entiers z = k € Z. Cependant, tandis que sin 7z jouit d’une propriété de croissance de
1

la forme sinmz = O (ec |Z‘), I’Exercice 1 montre que tel n’est pas le cas pour Ok

3. La fonction ((s)

La fonction zéta de Riemann est définie, pour s € C complexe avec Res > 1, par la
série :

()=

n=1

convergente et définit, comme nous 1’avons déja vu dans le chapitre consacré aux produits
infinis, une fonction holomorphe dans le demi-plan complexe {Re s > 1}.

Comme la fonction I'(z) d’Euler, cette fonction ((s) de Riemann peut étre prolongée
méromorphiquement au plan complexe tout entier, avec un unique pdle, simple, en s = 1.
En fait, il existe de nombreuses démonstrations de ce prolongement, et nous en présentons
une qui dévoile une équation fonctionnelle importante satisfaite par ((s).

Toutefois, le prolongement de ((s) au plan complexe C tout entier est plus délicat
que celui de la fonction I'(z). La voie argumentative que nous choisissons relie ((s) et
['(z) a une autre fonction importante en théorie analytique des nombres. Commengons par
quelques préliminaires.
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D’apres le cours d’ Analyse de Fourier, on sait que la fonction ©x —— e qui
appartient a 1’espace de Schwartz .#(R) des fonctions a décroissance (trés) rapide a ’in-
fini — coincide avec sa transformée de Fourier :

()
A V) )
/ e~ o 2iméx dr = e € )

oo

Avec un parametre réel ¢ > 0, le changement de variable dans cette intégrale :

T
T —r —=
71'52

Vit

donne que la transformée de Fourier de la fonction f(z) := e ™" est f({ ) = \/Li e .

Rappelons aussi la formule sommatoire de Poisson, valable pour toute f € . (R) :

o fm)y = > fn),

n=—oo n=—oo

qui donne ici :
i e — = i e’#.
n=—oo \/z n=—oo

Si donc nous introduisons la fonction ¢ définie, pour ¢ > 0 réel, par :

I(t) = i e ™,

n=—oo

nous voyons qu’elle satisfait I’équation fonctionnelle :
_ 1 (1
(3.1) I(t) = 7 0(3)-
L’information dont nous aurons besoin concerne la décroissance exponentielle de cette
fonction :

I(t) =142 e ™"
n=1

. . . . >
lorsque ¢t — o0, ainsi que son comportement singulier quand ¢ — 0.

Lemme 3.2. [l existe une constante universelle 0 < C' < oo telle que :

0<) J@t)—-1 < Ce™* Vt>1),
et:
I(t) < C’\/% (Vo<t<1).

Démonstration. Comme {nQ: n > 1} Cc{m>1},ona:

() —1 = 2 f: e L2 i e~
n=1 m=1
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et pour ¢ > 1, puisque e~ ™ < e~ ", nous obtenons bien :

—Tr

e

9(t)—1 €< 22—,
®) STl e

Ensuite, grace a 1’équation fonctionnelle (3.1), pour 0 < ¢ < 1,dou 1 < 1 < o0, en

t
recyclant ce que nous venons de faire :
1 /1 1 - 21
(¢ :—19(—) - —(1+2 e—mt>
) =207) = 7 Zl

< L (1+2 e )
N Vit 1—e ™t

< 1 (1+2 ¢ )
SVt l—e 7/

Tout ceci montre qu’on peut prendre comme constante universelle C' := 1+2 <" [

l1—e

Nous sommes maintenant en position d’établir une relation importante entre les trois
fonctions (, I, ¥.

Théoreme 3.3. Pour tout s € Cavec Res > 1, ona:

/000 us ! [%] du = ! I'(2)¢(s).

S
T2
P . FHu)—1 . . g
Démonstration. Comme % consiste en la sommation des termes e~ ™" pour n =
1,..., 00, calculons les intégrales suivantes dans lesquelles nous effectuons le changement
de variable u = L5 ¢ :
™™
o] 00 2
s _ _ 2 ™ s _ _ dt
/ uz"te 7r”““du:/ _20§t216t 5
0 o (mn?)2 mn?,
1 1 [
= —— [ tletat
T2 N° Jo
11
[Reconnaitre T'] = — — F(%)
m2 n’

Les estimées du Lemme 3.2 justifient alors I’interversion entre sommation infinie et
intégration dans le calcul conclusif suivant :

/OOO it [%] du = /OOO it (i e””2“) du
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Au vu de cela, introduisons une certaine modification de la fonction ¢, appelée fonction
xi, définie pour Re s > 1 comme étant le résultat que nous venons d’obtenir :

£(s) = = T(3) <),

et qui met en lumiere une symétrie fondamentale.

Théoreme 3.4. Cette fonction &(s) est holomorphe dans {Re s > 1} et posséde un prolon-
gement méromorphe a C tout entier, holomorphe dans C\{0, 1}, avec deux poles simples
ens=0etens=1.

De plus, pour tout s € C :

£(s) = £(1—5).
Bien entendu, en s = 0 et 1, on a £(0) = oo = £(1).
Démonstration. Soit la fonction auxiliaire ¢ (u) = 19(%)_1, déja considérée plus haut.

L’équation fonctionnelle ¥(u) = \/%7 U(L) se transmet a 1) :

1 1
ot 1= L f2v(2) 1]
W(u) + NG o)+
c’est-a-dire : . . ) )
v = =)+ a7
En partant du Théoreme 3.3, découpons I’intégrale, insérons, changeons de variable,
transformons, et calculons (patiemment) pour Res > 1 :

! F(%) C(s) = /000 w2~ (u) du

s
T2

1 0o
:/ w2t (u) du—l—/ w1 p(u) du
0 1

- [ [ - Y [T e
— ; u \/a " 5 Ju 5 U ! u u)au
Lous 1 1 [ty . >
_/0 uu\;ﬂ¢<a> du+§/0 (uﬁ_%—uﬁ_l) du + 1 w Y (u) du
o 1[us™2  ws]! >
[u:%] :/ U,%,% w(?])d?]—i—— |i5 1 5 +/ u%flw(u)du
1 2 27 2 2 1o 1
1 1 & s s
Autrement dit :
1 1 b S 1 S

Or puisque la fonction ¢/ décroit exponentiellement a I’infini, cette derniere intégrale a
parametre définit une fonction holomorphe entiere, ce qui fait clairement voir que :

¢ € #(C)no(C\{o,1}),

avec deux pOles simplesen s = Oeten s = 1.
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De plus, il est visible que ﬁ — % est invariant lorsqu’on remplace s — 1 — s, et on se
convainc aisément que 1’intégrale est aussi invariante a travers s — 1 — s. En définitive,
on a bien £(s) = £(1 — s). O

Grace a cette identité qui montre la symétrie de £(s) a travers la réflexion d’axe {Re 5=

%}, nous pouvons facilement déduire les propriétés de la fonction zé€ta de Riemann : son
prolongement méromorphe a C, ainsi que son équation fonctionnelle célebre.

Théoréme 3.5. La fonction ((s) posséde un prolongement méromorphe a C, avec un
unique pole simple en s = 1 de résidu égal a 1, et elle satisfait I’équation fonctionnelle :

((s) = 2°m* Fsin (7)) D(1—5)¢(1—s).

Démonstration. Le prolongement méromorphe de ((s) est fournit instantanément par la
formule :

s €(s)
C(S) = m2 s\ °
I'(3)
Mais comme ﬁ est holomorphe enticre, d’apres le Théoreme 2.8, avec des zéros
2
simples en s = 0,—2,—4,..., le pole simple de £(s) en s = 0 est annihilé par le zéro

correspondant de . Par conséquent, il ne reste, comme singularité pour ((s), que le

1
r(3)
pole simple de { en s = 1.

Ensuite, I’équation fonctionnelle pour £(s) :

TAT(3) () = £(s) = E(1—s) = 75

donne :

et il nous faut encore remplacer ici I' (%) Or avec z := %, la formule de I’Exercice 3 :

I'(22)

T — 1 21—22 il S
e

devient :

Nous pouvons donc remplacer, réorganiser et appliquer au final la formule des complé-
ments :

o= h T2 2°T(1 — s) -
R YO T (e
= 25571 W I'l—s)((1—s
-y ¢
[Théoreme 2.6] = 27" sin (w2) T(1—s)¢(1 — s). O
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4. Exercices

Exercice 1. (a) Montrer qu’il n’existe pas de constantes 0 < c¢1,co < oo telles que :

ﬁ < cp el (Vz€CQ).
Indication: Aux points z = — k — % avec k > 1 entier, constater que :
k!
' —k—g)| "

(b) Montrer qu’il n’existe pas de fonction holomorphe entigre F € ¢(C) de croissance |F(z)| < cje®l?l
ayant des z€ros simples aux entiers négatifs z = 0, —1, —2, ..., et qui ne s’annule nulle part ailleurs.

Exercice 2. Montrer que la fonction Gamma (réelle) d’Euler :

(oo}
I(x) = / t*~tetdt (x> 0),
0
est logarithmiquement convexe, c’est-a-dire satisfait :
IM(z)IM(z) < I(z)T(x) (Va>0).

Exercice 3. (a) Montrer que la formule classique de Wallis peut s’écrire sous la forme :

2n 2
\/Z = ngméngr))(z +1)2
(b) En déduire I’identité satisfaite par la fonction méromorphe Gamma :
T()T(z+3) = 72217277 (22) (VzeC).
Exercice 4. EE
Exercice 5. EE



