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Méthodologie de travail

e Polycopié de cours. Des chapitres constituant un polycopié en cours d’élaboration seront
distribués réguliecrement. Chaque étudiant est invité a signaler les fautes typographiques et
autres défauts, puisque cela aidera a améliorer le polycopié pour 1’année prochaine. De
nombreux exercices d’assimilation seront inclus.

e Lecture réguliere du polycopié. Afin de réussir sa formation au métier merveilleux de
mathématicien — métier qui exige une grande capacité de lire, en solitaire, des textes ma-
thématiques écrits —, chaque étudiant doit impérativement lire et étudier attentivement le
polycopié. Le travail de lecture peut s’effectuer occasionnellement, méme sur des courtes
périodes d’une dizaine de minutes, a la maison, a la bibliotheque ou dans les transports en
commun. C’est en lisant qu’on devient vraiment intelligent, car on absorbe les intelligences
variées d’autres personnes sans rester confiné en soi-méme, voire infiniment pire : confiné
a I’abrutissement total du tripotage crétinisant de téléphone portable ! Tous les mathéma-
ticiens professionnels sont de grands lecteurs et savent mettre a distance la technologie
ludique envahissante.

e Assiduité au cours. Il est vrai que lire des mathématiques peut s’avérer ardu voire dé-
courageant, d’autant plus que d’assez nombreux textes écrits sous-entendent beaucoup de
choses et ne parviennent pas véritablement a transmettre les intuitions fondamentales. Or
c’est principalement le cours oral au tableau qui permet de transmettre les idées infor-
melles et les intuitions importantes. Aussi lecture du polycopié et présence au cours sont-
elles deux activités complémentaires et indispensables pour une préparation optimale au
métier de mathématicien. De plus, on lit beaucoup plus facilement le polycopié apres avoir
écouté le professeur.

e Prise de notes pendant les séances de cours. L’existence d’un polycopié ne dispense
absolument pas de prendre des notes manuscrites compléetes et soignées, car ces notes,
relatives au cours intuitif, viendront compléter la lecture du polycopié écrit. Au tableau
apparaitront de nombreuses figures qui seront absentes du polycopié. Il faut donc étre tres
respectueux des figures, qui sont de la pensée intuitive tres élaborée.

e Devoirs a la maison. Trois devoirs a la maison seront proposés au cours du semestre
avec des exercices de niveau fort accessible. On tiendra compte «inconsciemment » des
performances de chacun aux devoirs a la maison pour relever ou rabaisser les notations.
Evidemment, avoir réfléchi indépendamment sur ces devoirs aidera grandement a obtenir
une note finale agréable, car un certain pourcentage des questions d’examen (partiel) seront
des variations sur des questions traitées a la maison.
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1. Partiel du Jeudi 10 Mars 2011

Exercice 1. Soient H et K deux espaces de Hilbert, soit /' un sous-espace vectoriel arbi-
traire de H, et soit L une application linéaire continue quelconque de F' dans K. L’objectif
est de démontrer qu’il existe (au moins) un prolongement linéaire continu L:H > K
de I’application L a H tout entier, i.e. satisfaisant Z! »=Let IZ]] < oo, dont la norme

d’opérateur reste inchangée : | L|| = || L]

(a) Rappeler la définition de la norme d’opérateur || L||.

(b) Montrer tout d’abord que L admet un unique prolongement linéaire continu L €
Lin(F, K).

(¢) Etablir que 1’application  — 77(h), de H a valeurs dans F', «projection orthogo-
nale sur /' », est linéaire continue. Que vaut ||75|| ?

(d) Considérer I’opérateur L := L’ o 75 et conclure.
Exercice 2. Soit 671,%5,...,%, ... une suite de sous-ensembles convexes fermés non
vides dans un espace de Hilbert / qui satisfont :

Cngrl C 6 (k>1).

(a) Montrer par un exemple géométrique simple que I’intersection :
+oo
G =[]
k=1

peut se réduire a I’ensemble vide.

(b) On suppose dorénavant que 6., # (). Vérifier alors que %, est un sous-ensemble
convexe fermé de H.

(c) Fixons a présent un élément i € H arbitraire. Pour tout entier £ > 1, on note :
hk = T, (h)
le projeté de h sur €}, et aussi :
T ()
le projeté de h sur €.. Vérifier alors que :

[h = hal? < I = b |* < B = (B[P,
9 Z . . 2
(d) Qu’en déduire sur la suite (|2 — hy[?) ko1 |
(e) En utilisant I’identité du parallélogramme (que 1’on rappellera ou que 1’on recons-
tituera), établir que la suite (hy)g>1 est alors nécessairement de Cauchy dans H pour la
distance associée a la norme hilbertienne.
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(f) Si on note :
hoo = |imk*>+oo hk,

montrer que 1’on a, pour tout g € 6, :
Re (h — heoy, § — hoo) < 0.

(g) En déduire :
hoo = Mg (h)7
et énoncer le résultat obtenu sous la forme d’un théoreme clair.

Exercice 3. Si f € ¢°(T), alors pour tout n € N*, la n-¢me somme de Fejér est continue
sur le cercle T et satisfait :

lon(F)lgo < [flo-

Exercice 4. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f: R — R définie pour tout
0 € [—m, | par :
02
f(0> =1- PJ

et prolongée comme fonction 27-périodique (continue) sur R tout entier.

Exercice 5. On considere la série de fonctions :

sin®(nf
>

n=1

(a) Montrer que cette série converge uniformément sur R. On note S(f) sa somme.
(b) Montrer que S est de classe € et 2m-périodique.
(¢) En développant sin®(nf), exprimer S(#) en fonction de (justifier aussi I’existence) :

o(0) = Z M

|
o1 n.

(d) Montrer que S(6) est développable en série de Fourier et trouver son développement.

(e) En considérant aussi :

X cosnf
T(0) = :

n!

n=1

calculer explicitement 7(60) + io(6).
(f) En déduire que pour tout § € R, on a la formule explicite :

S(0) = 2 sin(sinf) e3¢ — L sin(sin30) €05

Exercice 6. Soit f € ¢°(T) ayant une série de Fourier de la forme ), ., bysin(nf) avec
b, € R.

(a) Montrer que ses sommes de Fejér o,,(f)(6) sont impaires et en déduire que f elle-
méme est impaire.
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(b) On considere la fonction £': R — R définie par :

0
FO) = —/ F(t) dt.
0
Montrer que F' est 2m-périodique, de classe €1, et que ses coefficients de Fourier sont
donnés par :
2
~ dt
F(0) = tf(t) —
0= [ g

= 1

Exercice 7. Soit f € €°(T). Montrer que la série :

Z f(k)
k
kEZ
est absolument convergente.
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2. Corrigé détaillé du partiel du Jeudi 10 Mars 2011

Exercice 1. On supposera F' # {0}, car si F' se réduit a {0}, I’application linéaire continue
H — K identiquement nulle convient comme prolongement de I’application nulle {0} —
K préservant la norme d’opérateur.

(a) [0,5 pt] La norme de I’opérateur linéaire :
L: (F |- ) — (K, |- )

est classiquement définie par :

L
” ”L(fjlzjK _SUDHfTF HL( )“K

(b) [1 pt] Tout élément 7 € F de I’adhérence du sous-espace vectoriel F' C H s’obtient
comme la limite dans H d’une certaine suite (fy)x>1 d’éléments f, € F', laquelle est alors
nécessairement de Cauchy. Or la majoration uniforme :

|L(fk) = LU ) & < WLA 1Sk = Fra |

montre que la suite (L(fx)) .-
est complet par définition. Donc il existe un unique g € K tel que limy,_, 4 o L(fy) = 3.
Malntenant cette apphcatlon L qu1 a un tel f € F associe ce g est linéaire, puisque,
si f], — feF,sig = L(f), A f eF,sig = L(f ),et si N, \ sont deux
constantes arbitraires, la suite A’ f; + A" f/ converge vers \’ F 4+ M7 et on déduit de la
linéarité de L que :
Mg 100 L(X L+ ,;’) = Nlimp_yoo L(fL) + N'lime oo L(f7) = NG + X' 77,

donc I'unique élément que L associe 3 X' f + X'f est bien égal 2 NL(f ) + N'L(f ).
Ensuite, en passant a la limite dans les inégalités :

ILCF) e < LA el (k>1; freF),

I = super
170

est alors aussi de Cauchy dans I’espace de Hilbert /&, lequel

on obtient :
IZ(F) e < NENNF o

etdonc ||L|| < ||L||, ce qui montre que L est un opérateur linéaire continu. En fait, comme
L| = L, on a méme, plus précis€ément :
LI = LI

Enfin, si deux applications linéaires continues L,: I — K et Ly: F — K prolongent

toutes deux L: F — K, a savoir L, Let Ly L, alors, puisque tout élément

|F: {F:

1. Noter le léger changement de notation par rapport a I’énoncé, ot le prolongement L était noté L.
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élément f € F de 1’adhérence de F' peut s’écrire comme la limite f = lim;_, o f5 d’une
suite d’éléments fj € F), et puisque L, et L, sont continues, on voit que :

Li(f) = Ly (limgo o0 fre) = liMiogoo L1 (fi) = iMoo L(fr) = My o0 La(fi) = Lo (iMoo fr) = La( f),
d’ou Zl = Zg. B B .

Ainsi ’application L définit I’'unique prolongement linéaire continu L € Lin(F , K ) de
L, c’est-a-dire satisfaisant Z‘F = L.

(¢) [1 pt] D’aprés un résultat du cours (Corollaire 5.3), puisque F' est fermé, I’espace de
Hilbert H se décompose comme somme directe orthogonale :

— 1
H=FaF
de F avec son orthogonal :
— | p—
F={geH: (9,/))=0,V[eF},
lequel est lui aussi fermé. Ainsi, tout élément h € H se décompose comme :
h = 7p(h) + 751 (h),

ol les deux projections 77(+) et 71 (+) sont linéaires, et I’orthogonalité assure que le théo-
reme de Pythagore est satisfait :

2 2
2 = W) + [l ()]
Mais alors, si on néglige le second terme a droite qui est positif, cette égalité peut étre vue
comme une inégalité :
2
(82 = [=z(B)]
laquelle exprime que la norme de 1’opérateur de projection orthogonale 73 (+) est toujours

< 1. Enfin, puisque cet opérateur se réduit a I’identité en restriction a ' # {0}, on a en
fait :

7zl = 1.

(d) [0,5 pt] L opérateur L:=Lo 77 est linéaire continu, puisque L et 7z le sont tous
deux. De plus, grace a la majoration connue de la norme d’opérateur d’une composition
d’opérateurs continus :

ILI < IZI I~z
=1
=1L
= [IL1l;

on voit que L est continu lui aussi, de norme d’opérateur majorée par celle de L. Mais
comme sa restriction E| » = L aF # {0} est clairement égale & L par définition, il se
trouve que || L[| = ||L|| en fait.

En conclusion, il existe (au moins) un prolongement linéaire continu L: H — K de
I’application L a H tout entier, i.e. satisfaisant L | » = Let IZ]] < oo, dont la norme
d’opérateur reste inchangée : ||L|| = ||Z||. Ce théoréme est vrai plus généralement dans

n’importe quel espace vectoriel normé (espace dit de Banach), d’apres le fameux Théoreme
de Hahn-Banach (cours de M1).
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Exercice 2. (a) [1 pt] Dans H = R?(z,y), une famille de demi-espaces fermés a bords
paralleles qui est poussée a Iinfini telle que, disons, 6, := {x > k}, offre un exemple
simple de suite de sous-ensembles convexes fermés non vides 61, 6, . . ., %, . . . emboités
les uns dans les autres : 63,1 C %) mais dont I’intersection ﬂ;"i €, = 0 est vide.

(b) [0,5 pt] Lintersection ﬂzg G =: G~ est toujours un fermé, car au niveau abs-
trait de la topologie générale, une intersection quelconque d’ensembles fermés est encore
fermée, sachant que 1I’ensemble vide est un fermé lui aussi.

Si € est non vide, soient f, g € %,.. Alors pour tout entier k, ces deux éléments f et
g appartiennent a 6. Mais puisque %}, est convexe, le segment fermé {tf + (1 —¢)g: 0 <
t < 1} qu’ils délimitent est contenu dans %y, et ce, pour tout k£ > 1. Donc ce segment est
aussi contenu dans 1’intersection €, de tous les 6}, d’ou il découle que %, est convexe.

(c) [1 pt] D’apres un résultat du cours (Théoreme 5.1), si h € H est un élément arbi-
traire, ses projections hy := 74, (h) (k > 1) et w4, (h) sur les convexes fermés €, (k > 1)
et 6., existent et sont uniques. Or a cause des deux inclusions :

Coo CCry1 €t Gy C G,
on a immédiatement :
T (h) € Coy1 et hpyr € G,

et alors grace aux deux propriétés de minimisation de la distance :

=gl
on peut en déduire, si 1’on pose g := m¢,_(h) puis g := hy41, respectivement, les deux
inégalités désirées :

[h = byl < M= 7w (MIP et b= Te® < = By |

|7 = bl = mingeq,, [h =gl et [h = hy| = mingeq,

(d) [0,5 pt] On en déduit que la suite de nombre réels tous positifs (||h — hy, ||2) psp qui

est croissante et majorée par |h — 7y~ (h)| admet une unique limite, disons d,, > 0, dans
R,.

(e) [2 pts] L’identité du parallélogramme, qui remonte a Pythagore et a Euclide, stipule
que pour tous u,v € H,ona:

2
[ul® + Jol” = 2] 32" + 3 lu — o]

Appliquons donc cette identité a u := h — hy, eta v := h — hy, pour deux entiers k; < ko,
en plagant |u — v|? seul a gauche, ce qui nous donne :

h h 2
5l = hu P = [ = i P + b = by |* = 2|2 = 225722 .

) . R o hg +h .
Or, puisque hy, et hy, appartiennent tous deux a 6y, D %,, leur milieu —5—2 appartient
aussi au convexe 6y, , et donc encore grace a la propriété de minimisation, on a :

hi, +h
R N e
c’est-a-dire de maniere équivalente en multipliant par —1 :
B, +h
—|[h = 2| < —[h — hy |-
En revenant a 1’égalité précédente, on en déduit alors une inégalité :
3 NPy = Py |* < Jh = Py |* = | = P, |

bl
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qui implique que la suite double |hy, — hy, | satisfait la condition dite de Cauchy pour la
distance associée a la norme hilbertienne, puisque nous venons de voir que la suite dé-
croissante positive (|h — hg|?) 4>, converge. Par complétude de I’espace de Hilbert H, la
suite des hj converge donc vers une certaine limite dans H. Soit heo cette limite. Puisque
hy, € €* pour tout k, on a h, € €°.

(f) [1 pt] D’apres un résultat du cours (Théoreme 5.2), pour k fixé quelconque, le projeté
hi, = 74, (h) de h sur le convexe fermé %), est caractérisé par la propriété que :

Re (h — hi, g — hy) <0,

pour tout autre élément g € %j. En particulier puisque %, est contenu dans %, cette
inégalité est satisfaite pour tout g € é,.. Mais d’apres la question précédente, la limite :

hoo = |imk*>+oo hk

existe, et par continuité du produit scalaire, en passant a la limite quand £ — 400, la
famille d’inégalités précédentes devient :

Re (h — hoo, g — hoo) <0,
pour tout g € %, ce qu’il fallait démontrer.

(g) [0,5 pt] Toujours d’apres le méme résultat du cours, ce jeu d’inégalités caractérise
uniquement la projection de & sur le convexe fermé ., donc il en découle que :

hoo = T% (h)

Pour conclure, le théoreme « clair » énonce : 1) que la limite des projetés orthogonaux sur
des convexes fermés emboités en famille dénombrable dont I’intersection totale est non
vide existe ; 2) qu’elle est unique; et 3) qu’elle coincide avec la projection orthogonale
sur le convexe fermé qui est I’intersection totale de tous ces convexes fermés ; ce résultat
pourra aussi étre considéré comme mathématiquement plus « clair » si on I’exprime sous la
forme d’une seule équation :

Exercice 3. [1 pt] Si f € €°(T), alors pour tout n € N*, la n-éme somme de Fejér?, qui
est par définition la n-eme somme de Cesaro des sommes partielles de la série de Fourier
de f:

o (1)(6) = SO SO+ +S,1()0) _ 152

n

(l) eile

S|

k=0 I=—F
est évidemment continue sur le cercle T, puisque c’est un polyndme de degré < n en les
exponentielles complexes ¢, e=*. D’aprés un calcul du cours, cette somme s’exprime
comme la convolution avec le n-¢éme noyau de Fejér F,, :
—T
2. Exercice subsidiaire : Etablir que :
k=+n

Kn(®) = 3 (1—%) M etque: ou(f)0)= 3 (11

k=—n k=—n
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donc on peut alors majorer aisément :

00 (f)(6)] < maxiy<x | (0 —n)| /7r IF.(n) dn

27
= [ flwo,

en se souvenant de la propriété cruciale que, pour tout entier n € N*, I'intégrale sur
[—7, 4+ de ce noyau positif est toujours égale a 1 :

T do
1= [ R0 = Il

ce qui démontre finalement I’'inégalité désirée en prenant le maximum sur ¢ a gauche :

lon(Hlee < 1f

€0 .

Exercice 4. [1 pt] Le zéro-¢me coefficient de Fourier complexe de la fonction f: R — R,
définie pour tout § € [—m, 7] par :

f0)=1- 2,

et prolongée comme fonction 27-périodique (continue) sur R tout entier est égal a :
~ 1 (" 2 1 1 m 2

D T PR Sy A W P

1(0) 27r/ﬂ( ”2) o U T 2 3 3

Pour k € N*, si I’on se souvient que que ffﬂ ¢’ df = 0 pour tout entier [ # 0, le k-eme
coefficient de Fourier complexe de ladite fonction f se calcule grace a deux intégrations
par parties dont la nécessité ne fait pas de doute :

Flky = = / (L~ )it dp

:% B
:i _H_ZL *ikeﬂ' _i 7r2_0i€fik:9d9
2 w2 —ik - 2m ) mik
11201 _.p T L [T 2 1 _,,
=—|=Z 3 — — e "d
2 Lr? K2 © }_W 2r ). w? k? ¢
21,
:_Fﬁ(_l) (kez¥).

Exercice 5. (a) [0,5 pt] La série de fonctions :

sin®(nf
>

n=1

converge uniformément sur R vers une fonction continue S(6), puisque qu’elle converge
normalement (et méme tres rapidement) :

sin3(n9)‘ =1
<Y = < 400
DT | S <t
| nl “ nl

sachant que n! ~ (%)n v/ 27n croit plus vite, lorsque n tend vers 1’infini, que toute puis-
sance fixe n®.
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(b) - (¢) [0,5pt - 1pt] Pour toutt € R,ona:
4sin’*t = 3sint — sin(3t),

d’apres une formule classique de trigonométrie que 1’on peut retrouver et re-deviner — au
cas ou I’on ne s’en souvienne pas — en développant tout simplement (

I’on pose :
sin(nf)
o(0) := E —
n!
n>1
série qui converge a nouveau uniformément grice au méme argument que ci-dessus, on voit
que :

i0_ ,—i0\ 3 .
£=¢—)". Si donc

S(0)=320(0) — 10(30),

formule que I’on pouvait aussi re-deviner en examinant un peu a 1’avance I’équation qui
était écrite a la derniere question (f). Pour montrer que S(6) est °, il suffit visiblement
de montrer que o () est de classe 4’*°. Mais si ’on dérive p fois terme a terme la série o,

on obtient une série :
sin(nd
Z nP ( )
n!

n=1
qui est a nouveau normalement convergente, puisque n! croit plus vite que toute puissance
fixe n®. D’apres le théoreme classique d’existence d’une série dérivée, il en découle par
récurrence sur p que la dérivée p-eéme de o existe, qu’elle est continue et 27w-périodique et
qu’elle est donnée par cette série infinie normalement convergente dérivée terme a terme :

(p) 9 o Rl p Sln(ne)
(d) [1 pt] Puisque o(0) est de classe € sur le cercle T = R/27Z, donc en particulier
de classe €, le théoréme connu de Dirichlet * montre qu’elle s’identifie, en tout point du
cercle, a sa série de Fourier :

0 CRsin(nl) R 1 et — et X -
OmL T ThE w2 T

Mais comme o(f) s’écrit déja sous la forme d’une série trigonométrique absolument
convergente, on en déduit sans aucun calcul * que 5(0) = 0 et que :

. 1 sgn(k)
k) = — =\
o) =5 T

Maintenant, en remplacant ¢ par 36 :

pour |k| > 1,

+0o 1 €i3n9 o €—i3n9

n=1

3. En fait, le théoreme le plus élémentaire de Dini s’applique aussi directement, non pas seulement aux
fonctions holdériennes de classe € avec 0 < « < 1, mais aussi bien entendu aux fonctions de classe &+
qui sont beaucoup plus régulieres.

4. — grice a un résultat du cours qui dit qu’une série trigonométrique normalement convergente est la
série de Fourier de la fonction continue qu’elle définit sur le cercle —
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et en revenant 2 la relation S(0) = 3 o(0) — 1 5(36), il vient 5(0) = 0 et enfin pour tout
k>1:

~

SEk=2) =5 (@) SGk-1)=5(mm) S6H =50y — 1w
S(=3k+2) = 5 (imran):  S3k+ D =5(gy)  S30=50Em —iw)-

(e)-(f) [1pt - 1pt] Pour le calcul explicite de 7(0) + ic (), si I’on introduit, comme cela
a été suggéré :

X cosnb
(o)=Y =,
n=1 :

on observe en posant z := e'?, que I’on peut écrire 7 + i sous une forme simple :

+00  ing +too  pn
. € z z
T(@)—FZO’(@):E ~ :E mze_l
n=1 : n=1 ’

qui fait naturellement apparaitre 1’exponentielle complexe e*. Donc on a :
7(0) +io(0) = ¢* = ¢’ = gCOSO+ISING _ [COS0 (iSiNg _ COS [cos(sind) + i sin(sind)],
ce qui donne en identifiant les parties imaginaires a gauche et a droite :
o(0) = %% sin(sind).
Enfin, on obtient bien la formule explicite annoncée :
S(0) = 2 sin(sinf) €% — L sin(sin30) €05
Exercice 6. Soit f € ¢°(T) ayant une série de Fourier de la forme ), ., bysin(nf) avec
b, € R.

(a) [1 pt] Par hypothese, pour tout n € N*, la n-eme somme partielle de la série de
Fourier de f est donc égale a :

S.(/)(6) = 3 by sin(k),

fonction qui est visiblement impaire. Il en découle que la n-¢me somme de Fejér o,,(f)(6)
est elle aussi impaire, puisque :

o (F(8) = SO £SO -+ Sua(1)(0)

n
Or d’apres le théoreme de Fejér, la suite (O‘n( f) (6’))n>1 converge uniformément, lorsque n
augmente jusqu’a I’infinu, vers f. Donc f elle-méme est impaire.

(b) [1 pt] La primitive F': R — R de f définie par :

0
F(0) ;:—/0 F(t) dt

est de classe € sur R tout entier puisque f est continue, et elle est aussi 2-périodique,
puisque I’on a grace a la regle de Chasles :

0+m

F(0+7r)—F(0—7r):—/ ft)dt =0,

0—m
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cette derniere intégrale s’annulant automatiquement par imparité de f.
Maintenant, calculons en appliquant le théoréeme de Fubini a la fonction continue (dont
intégrable) (¢,0) — f (t) le zéro-eme coefficient de Fourier de F :

F(0) = " [/ Flt dt}d@——% :ﬂf() /%de

:2; Ft) (t — 2m) dt = % dt—/ £(t)

=7 0) 0
Ensuite, calculons, a nouveau grace au théoreme de Fubini, le k-eéme coefficient de
Fourier de F', pour un k& € Z* arbitraire :

F(k) = —% ng {/00 f(t) dt} e k0 q9 = —% 0% f(t)[/t% e~ k0 d@} dt

= 2;{#/0 i (1— e_ikt) f(t)dt = % (EO — f(k)) = _% f(k:).

Mais comme on a par hypothese :

on obtient bien comme voulu :

F(k‘) b|k‘ VkelZ.

2I/lfl

Exercice 7. [1,5 pts] D’apres la formule de Parseval, la série de terme général |(}/”\(k:)|2

converge et est égale au carré de la norme L? de la fonction f € ¢°(T) C L*(T), a savoir

I'ona: 50
> (Fwf = [ s

keZ

= |flZ> < +oo.
Mais par ailleurs, 1’inégalité de Cauchy-Schwarz permet alors, pour chaque n € N*, de
majorer la somme partielle a étudier :

| f /2 1\ 12
> MO (52 we) (3 )
[k|<n [k|<n |k|<n
k#£0 k#0 k#0
1/2
< flzem - (2%)
< 400,
par une quantité qui est bornée uniformément par rapport a n, ce qui montre que la série a

termes positifs >, . @ est effectivement absolument convergente, cqfd.
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3. Examen du Jeudi 19 Mai 2011

Exercice 1
Soit f € L (R) telle que :

loc

0= [ s@ e,

o0
pour toute fonction ¢ € € °(R). Soit (p,);>1 une suite régularisante, c’est-a-dire plus
précisément une suite de fonctions p; € €°(R) telles que p; > 0, fj;o pj(z)dr = 1et
supp p; C [—€;,+¢;] pour une certaine suite de réels ¢; tels que 0 < ¢; < 1 satisfaisant
Iimj_>+oo € = 0.
(1) Montrer que toutes les régularisées f * p; de la fonction f sont identiquement nulles.

(2) Soit a un réel strictement positif et posons b := a + 1. Montrer que, pour tout réel x tel
que |z| < a et pour tout entier j > 1,on a:

pi* f(x) = pj* (L-oy) f)(2) = 0.

(3) Montrer que :
+a

1o £ — 05 * (Lo f) ]| 2/ | f(x)] dz.

—a

(4) En déduire que f = 0 presque partout.

Exercice 2

(1) Soit ¢» € L'(R) telle que ¢ > 0 et que fj;o Y(y)dy = 1. Pour tout € > 0, on pose

Y- (y) = L ¢ (). Montrer que pour toute fonction f € €°(R) N L>*(R), on a en tout point

T e

fixrecR:

lime_o f * V() = f(x).
(2) Si f est de plus uniformément continue sur R, montrer que la convergence est uniforme.
(3) On suppose a présent que f € €°(R) N L=(R) N L' (R).

. L . a2 <
(a) Rappeler I’expression de la transformée de Fourier de e™**", ot @ > 0 est une
constante réelle, et écrire en quelques mots comment s’est effectuée la démonstration en
cours.

(b) En déduire la valeur de I’intégrale :

+oo 262
/ eE=Y) o= dg.

o0
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(c) Montrer que (justifier d’abord I’existence de 1’intégrale) :

1 too
zx{ d
ol I’on a posé : p.(x) := e e 22,

(d) En déduire la formule de type « inversion », valable pour toute f € €°(R)NL>(R)N
L'(R):
= lim._,0 — L d
fla) =tmage [ Fo)e 3
Probleme

L’objectif est de produire des exemples de séries trigonométriques qui ne sont série de
Fourier d’aucune fonction intégrable (au sens de Lebesgue) sur le cercle unité T = R/27Z.

On rappelle ’expression : D,,(0) := ’,:?_FZ ¢ du noyau de Dirichlet, et celle : F,,(6) :=
L [Do(8) + - - + Dy—1(#)] du noyau de Fejér, somme de Cesaro des D;(6).

(1) Montrer, pour toute fonction 27-périodique intégrable f € L'(T), que :

k=+n
_ _ iko ) _ _ E) Trry Liko
nF,(0) = Z (n— |k[) e etque: F,x* f(0) = Z (1 - f(k)e™.
|k|<n k=—n
ou: f(k =7 ft)e L = 0% f(t) e &L désigne le k-eme coefficient de Fourier
de f.
(2) Soit g une fonction dans L'(T) telle que g(0) = 0 dont on considére la primitive
fo s) ds s’annulant en 0. Vérifier que G est 2r-périodique et montrer que :

R 1 2

G(0) = — 2 . sg(s)ds.
(3) Montrer que :

A 1

G(k) = Z,—g(k’) (kez*).
(4) Montrer que :

N . §(k‘) i k=n N k=-1 R
Fo % G(0) = G(0) —1 Z - T Zg(k)— Z g(k) ).
1<|k|<n k=1 k=-n
(5) Etablir que :
g(k i [
lim,, s 4 oo % =5 /0 sg(s)ds.
<Jk|<n

(6) Pour tout couple d’entiers (p, q) tels que 0 < p < g et tout § #Z 0 mod (27), calculer :

- n=q ezne _ e—in@

(nd) -
Z sin(n ;p 5; ,

1

et montrer ensuite que cette somme est majorée par iy
2
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(7) Montrer que la série trigonométrique :
+oo .
Z sm(nﬁ)
logn
n=2 9
converge pour fout § € T fixé ; par souci de complétude mais sans s’y attarder, établir auparavant que
si (ak)k>1 et (bg)r>1 sont deux suites de nombres réels quelconques, alors pour tout n > 2 :
n—1 n
Z(ak — k1) [k + -4 b1] = Z arby — an(by + -+ by),
k=1 k=1
et en déduire le critere de convergence d’Abel : si la suite a,, est positive, décroissante, convergente vers zéro,
et si la suite (>, bk)n>1 est bornée, alors la série 3,5 a;.by, converge.

(8) En admettant sans s’y attarder le principe de comparaison entre séries a termes dé-
croissants et intégrales, montrer, en effectuant un changement de variables dans I’intégrale

correspondante, que :
n

—— ~ loglogn.
klogk geg

k=2

+oo 8iN(nd)

(9) Déduire de tout ce qui précede que la série trigonométrique en question )y~ logn

n’est la série de Fourier d’aucune fonction g € L'(T).
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4. Corrigé détaillé de I’examen du Jeudi 19 Mai 2011
Exercice 1

(1) Les régularisées fxp;(z) = fj;o f(y) pj(x—y) dy de la fonction f sont identiquement
nulles, puisque chaque fonction y — p;(z — y) appartient a .°(R).
(2) Soit @ un réel strictement positif, soit b := a + 1, et soit z € R tel que |x| < a. Alors,
puisque le support chaque fonction p; est contenu dans [—1, 1] (par hypotheése, 0 < ¢; < 1),
le support de y — p;(z — y) est contenu dans [—b, b}, donc :

+b

+o0
0=pxf@) = [ pe—n)iWdy= [ e =) flo)dy

00 —b

= / h pi(x —y) f(y) L by (y) dy

o0

= pj* (1 f) ().

(3) Sachant que pour toute fonction g € L'(R), et pour tout @ > 0 quelconque, on a
trivialement :

ol = [ lo@lde= [ lgwlar s [ gtlas

00 a |z|>a

+a
> / 19(0)] da,

a

on voit immédiatement que :

+a

|1 f = 25 % (v £) | s >/ e f = pi* (Losy f) | d

—a

> [ islan

a

(4) Observons que 1_ f appartient a L'(R), puisque f € L  (R) par hypothese. D’apres

un théoreme du cours, le membre de gauche de la derniere inégalité tend vers zéro quant j
tend vers +o00. Ainsi, fjaa |f(x)|dx = 0, et puisque le réel positif a était arbitraire, on en
déduit, comme demandé, que f = 0 presque partout.

Exercice 2
(1) C’est une question de cours. Soit donc ©» € L*(R) telle que ¢ > 0 et que
fjoooo Y(y)dy = 1. Pour tout ¢ > 0, posons . (z) = 1 ¢(f) On a encore 1 =

T«
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[ 4 (x) dx (faire £ =: y). Etant donné une fonction quelconque f € €°(R) N L¥(R),
on calcule la différence a étudier en tout point fixé r € R :

Feve) - 1) = [ " fa =) vw) dy — (@)

[e.9]

-/ e =) — F@) v () dy.

o0

Maintenant, puisque f est continue en x :
V>0, Jv=w0v(d) >0, (!(w—y)—x’ <v=|flz—y) - f(z)| gé).

En découpant alors I’ intégrale f_t:f = f‘y| ™t f|y‘>v, on en déduit la majoration :

+v
|f* e(z) = fa)]| <0 Ve(y) dy +2 f = Ve(y) dy.
v lyl>o

ng Pe=1

Mais dans I’intégrale restante, en revenant a 1’expression ¢ (y) = % 2/1(%), on peut poser
x := ¥ et se ramener au majorant suivant :

froe) - S| <o+ [ wla)da,

|z[>¢
dont le deuxieme terme 2 droite tend vers zéro lorsque ¢ — 0, puisque ¢» € L*(R) par
hypothese, et puisque £ — oo.
(2) Si f est de plus uniformément continue sur R, il est clair que le v ci-dessus ne dépend
pas de x, d’ou la convergence est uniforme.
(3) On suppose a présent que f € €°(R) N L=(R) N L*(R). On a en effet besoin de
f € LY(R) puisque I’on va considérer la transformée de Fourier de f.

ax

( . az? s
(a) On a vu en cours au tableau que la transformée de Fourier de e ,oua > (estune

constante réelle :
—+o0 ) 2
f(e_‘”ﬂ) (5) = / e—axQ e—m‘f dl’ = z 6_4%1
oo a

se calculait grace a la formule des résidus dans C effectuée sur un rectange parallele a 1’axe
des x, symétrique par rapport a I’axe des y, dont les largeurs tendent vers +o0o, les deux
intégrales sur les largeurs devenant négligeables a 1’infini.

(b) Si on applique tout simplement cette formule a a := Cetad = (v — , on
pphiq p B Y
obtient I’expression de I'intégrale qui était demandée :

4
/ o0 _5262 eis(z_y) dé' _ T _(1‘*’!/)2 V 27T _(x*y)z '

e 2 e 22 = e 2¢2

e2/2 €

—00

(c) L’intégrale suivante :
1 too ) 22
@) et e de

2r J o

5. — noter I’échange de variables x <> £ —
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existe bel et bien, puisque la transformée de Fourier f de toute fonction f € L! est bornée
2 2

. . 262
et puisque le facteur exponentiel e~ 2~ est a décroissante tres rapide en +o0o, pourvu que
€ > (. Maintenant, le théoreme de Fubini nous permet d’échanger I’ ordre des intégrations :

1 [t

o [ Reese Far= /m/m i€e) = fly) dy d

21 J_ o
27r _ </_ e z&xy)dg)f()y

1 [T V21 @w?
22

= — e d
o | e (y) dy
to 1 @w?
= / e = fy)dy
oo EV2T
=[x 90€<x)7
ou I’on a posé :
1 _ a2
xXr) = 2e
pe() eV2rm

(d) Maintenant, la question (1) s’applique et donne la formule de type «inversion »,
valable pour toute f € €°(R) N L>(R) N L' (R) :

+oo ) 2242
(@) = lime f*(ps(x)—lime_m% / Fl€) e e e,

Probléme

(1) On calcule :

nF,0) = D,(8) = ek — g e'k?
=0 =0 k=—j (j,k)ENXZ
|El<j<n—1

— Z card{jEN: |k|<j<n—1}.€ik9

k|<n—1

_ Z (n_’k’)eika

|k|<n—1

. Z ’k’ sz.

|k|<n

Ensuite, en appliquant cette formule, il vient aisément, pour toute fonction 27-périodique
intégrable f € L(T) :

F.x f(6) —% D> (n—Ikl) e = £ (6).

|k|<n

k=—n
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grace a la formule fondamentale :

F(k)e™ = fxe® (0) = ™ 5 £ (0) .

qu’il fallait absolument avoir intégré mentalement dans ce cours.

(2) Soit maintenant g une fonction dans L'(T) telle que §(0) = 0 et soit G(t) := [ ¢(
sa primitive s’annulant en 0. Elle est continue, car intégrale d’une fOIlCthIl L1 et sa 27r-
périodicité équivaut 2 g(0) = 0:

Gt + 2r) = /t s ds = /0 o) ds = 0.

Pour calculer G(0), il vaut mieux considérer fo% au lieu de [” . La fonction (¢, s) —
g(s) étant intégrable sur le triangle {(¢,s) € R?: 0 < s <t < 27}, le théoréme de Fubini
nous permet d’échanger 1’ordre de I’intégration double qui apparait naturellement, et en
prenant bon soin des bornes % on obtient la réponse :

@(0)2/02 G();Z:r 217r " (/ ()ds)dt —/ ds/
dS(W—S)g(S)
g

=—5- | s9(s)ds,

27T

car I’intégrale correspondant au terme souligné s’annule, puisque g(0) = 0 par hypothése
(encore elle!).

(3) Maintenant, pour tout entier relatif non nul k € Z*, établissons astuc1eusement la rela-

tion demandée G/(k) = = g(k) en la voyant sous la forme équivalente g(k) = ik G(k), ¢
qui revient a dire que nous partons de la définition :

0= [ aten i

-7

Q)

et que nous prenons avantage du fait que la primitive GG de g s’annulant en zéro peut étre
considérée, ce qui nous permet d’intégrer par parties :

09 = o] [ e

2m
:z'k/ G’(t)e_iktﬂ

_W 2m

= ik G(k),
le terme souligné s’annulant par la 27-périodicité de GG observée a I’instant.

(4) Maintenant, passons aux choses sérieuses. En posant # = 0 dans I’identité obtenue en
(1) ci-dessus que I’on applique présentement a notre primitive (=, en utilisant les relations

6. Faire une bonne figure explicative dans sa copie aide toujours a convaincre le correcteur d’attribuer
les points.
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démontrées jusqu’a ce point, et en réorganisant, on obtient :

k=+n
ForGO)= Y (1—%) Qi) =GO)+ Y (1—%) G(k)
k=—n 1<lkl<n
~ |kl\ 1 .
= G(0) + Z - =) (k)
—ao -1 Y MWL os By
1<|k|<n 1<|k|<n
_ &) Zja“+%(_'mm—§jam)
1<|k|<n k=1 k=—n

comme souhaité.

(5) Il est enfin possible de regarder cette identité intéressante et de raisonner. Comme cette
fonction G est continue, le théoréme de Fejér assure que F,, x G(0) converge vers G(0) =
0 lorsque n tend vers +oo. Par ailleurs, le lemme de Riemann-Lebesgue appliqué a la
fonction g € L'(T) fournit les deux limites :

0 = limg— 400 g(k) et 0 = limg——oo (k).
Le théoreme de Cesaro, d’apres lequel les moyennes arithmétiques de toute suite ayant une
limite déterminée ont forcément la méme limite nous donne alors aussi :
§(1) + -+ g(n) G(=1)+ -+ +3(-n)

n n

Il découle donc de notre identité intéressante que la limite, quand n tend vers +oo, de la

somme )y jx1<p (kk) existe et qu’elle n’est autre que —i G/(0), ¢’est-a-dire si I’on revient

a son expression intégrale :

gk i [T
lim,,— 400 Z $:%/ sg(s)ds.
0

1<|k|<n

(6) Pour tout couple d’entiers (p, q) tels que 0 < p < g et tout § # 0 mod(27), on calcule :

n

Il
_

1 29

n

) n=q ind _ —in® 0T 4 10 4 L i(amp)0] _ o—ipf[] | =0 Ly p—i(a—p)f
sin(ng) =>_ ¢ . | ] [ ]
p n=p

el ila—p+1)0 _ 1 e~ PO o—ila—p+1)0 _ q

21 e? —1 27 e —1

oiP0 Li(BEL0 Li(B e (e —ipd —i(SB e (e i )e
o9 cis e _ o—id 2% i 1% _ oid
_ (550 gin(a=ztlyg ~ e~ gin(— 1=zt )g
2i sin(%) 2i sin(—%)
| sin(emEEL)g (i) _ it
~ sin(d) 2i
sin(<=2tl)g

- “en(h) sin(%£2)0,
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d’ou I’on déduit la majoration :

nXJz sin(n@)’ < L

_ £ S 1z +oo  SiN(nd) :
(7) Pour & = 0 mod, la série considérée » ' —, “Togn est bien entendu convergente,

puisque tous ses termes sont nuls.

Supposons donc que § # 0 modm, d’ou < 4o00. Les sommes partielles

_ 1
g Isin($)|
Zn:p sm(n&) étant majorées, en valeur absolue, par une quantité finie qui est indépen-
dante de p et de ¢, et la suite n +—> @ étant décroissante pour n > 2, le critere d’Abel

assure bien que la série trigonométrique :

sin(n)
Z logn

n=2

converge pour tous ces autres § € T fixés non égaux a 0 modulo 7.
Pour redémontrer le critere d’Abel, on établit trés facilement par récurrence 1’identité donnée

dans 1’énoncé. Ensuite, puisque R est complet, il suffit de montrer que la suite (Zzzl ag bk)n>2

est de Cauchy. Mais la suite —ay, (b1 + - - - + by,) est de Cauchy, puisque a,, — 0 et puisque par
hypothese, il existe une constante B > 0 telle que |by + - - - + b,| < B pour tout n > 1. Il reste le
membre de gauche, et pour tout couple d’entiers (p, q) avec 1 < p < ¢ < n — 1, on estime :

Z (ak — aks1) b+ -+ b1] | < B Z lax — a1

p<k<q p<k<q

=B Z ap — ag+1 = B(ap — ag+1),

p<k<q

quantité qui peut étre rendue arbitrairement petite pourvu que p soit assez grand, puisque a; — 0.

(8) Ainsi, on admet, sans en rappeler tous les éléments de justification, le principe de com-
paraison entre ) et f , d’ol1 par le simple changement de variable y := logz, dy = % :

n |Ogn
1 1 1
E ~ / dr = / — dy ~ loglogn,
= klogk 5 xlogx log2 Y

équivalent qui tend vers I’infini quand n tend vers +-o00.

upposons par 1’absurde qu’il existe une fonction g € ont la série de Fourier :
(9) Supp par I’absurde qu’il t fonction g € L'(T) dont 1 de F

> g e

keZ
est cette série trigonométrique :

k=-2 +o0

—1 ke L ke
kZ 2ilog(—k) ‘ +Z Dilogh

=—00 k=2
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c¢’est-a-dire dont les coefficients de Fourier g(k) seraient donnés par :
0 pour |k| < 1;
G(k) = m pour k > 2;
— pour k < —2.

2ilog(—k)
On en déduit I’'imparité de ces coefficients :
g(=k) = —g(k),
et donc aussi, la parité de la fonction £k +—> %k), pour |k| > 1. D’apres la question (5), si
une telle fonction g € L'(T) existait, la suite indexée par un entier n :
-~ n ~ n
3 9k) _, 3 gk) _ 1 y ol
k k 21 klogk
1<[k|<n k=1 k=2
devrait avoir une limite finie lorsque n — 400, mais nous venons de voir dans la ques-
tion précédente que la série a termes positifs ZZ;’; EIC}_Qk divergait, contradiction et fin du

probleme.
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5. Partiel du lundi 12 Mars 2012

Exercice 1. On dit qu’une suite d’éléments (f,,),>1 d’un C-espace de Hilbert (H, | - | )
converge faiblement vers un élément f de H si, pour tout ¢ € H, la suite numérique
(fn,g) converge, lorsque n — +o00, vers (f, g). On dit qu’une telle suite ( f,,),>; converge
fortement (ou converge en norme) vers un élément f de H lorsque 0 = lim,, o0 | fr — flu-

(a) En supposant qu’elle existe, montrer que la limite faible d’une suite est unique.
(b) Si (f,)n>1 converge fortement vers f, montrer qu’elle converge faiblement vers f.
(¢) Dans ¢*(C), trouver une suite qui converge faiblement sans converger fortement.
(d) Etant donné une suite quelconque (b,,),>1 de nombres réels, la suite associée :

b, = inf{bm: m > n}

est croissante, et on définit :

liminf,— toobpn = liMy, 10 b,
un nombre appartenant a [—oo, +oo|. Vérifier, pour tout entier N > 1 fixé, que 'on a :
liminf,— oo (bn)ns1 = liminf,s oo (bn)nsn-
(e) Si une autre suite de nombres réels (a,,),>1 satisfait a,, < b,, pour toutn > 1 et converge
vers un réel a € R, en déduire que a < liminf, o b,.

(®) Si (f,,)n>1 converge faiblement vers f, en déduire que :

[l < timint, oo | fo] 2

(g) Etant donné a nouveau une suite quelconque (b,,),>1 de nombres réels, I’autre suite
associée :
bt = sup{bm: m > n}
est décroissante, et on définit :
. T +
limsup,, o0 b = limy 5450 0,7,

un nombre appartenant aussi a [—oo, +0c]. Vérifier que b, converge vers une limite b €
[—00, +00] si et seulement si :

liminf, o0 by, = limsup,,_,, o bn.

(h) Montrer qu’une suite ( f,,),>1 converge fortement vers un vecteur f € H si et seulement
si elle converge faiblement vers f et si, de plus, limsup,,_,.. | fullz = | f]#-

Exercice 2. Le but ici est d’établir que de toute suite infinie d’éléments (f,,),>1 d’un C-
espace de Hilbert H qui est bornée :

il existe une constante M > 0 telle que |f,|x < M pourtout n > 1,
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on peut extraire une sous-suite (f,,);>1 qui converge faiblement (au sens de 1’Exercice
précédent) vers un certain vecteur f € H.

(a) Montrer par récurrence que pour tout entier £ > 1, il existe une suite ( frlf)n>1 extraite
de (fy)n>1 telle que, pour tout entier 1 < j < k, la limite :

- k
Ilmk—>+oo <fn7 f]>
existe dans C et est égale a un certain nombre complexe c;.

(b) On introduit la suite dite diagonale :

(g)iz1 = (fll)l>1'
Vérifier d’abord que :
supzy |gil i < suppy [ fulln < M.

Montrer ensuite que pour fout entier j > 1 fixé, la suite de nombres complexes ( (g, ) )
converge aussi, lorsque [ — 0o, vers le méme nombre complexe c;.

>1

(c) Soit V' := Vectc{f,: n > 1} le C-espace vectoriel engendré par tous les vecteurs f;,
de la suite initiale. Montrer que pour tout f € 1, on a :

0 =1limg 400 ‘ (f, 9m — a1) ‘

(d) Soit u € H un vecteur arbitraire. Si V' désigne 1’adhérence (la fermeture) de V' dans
(H,| - |x), justifier que I'on puisse écrire u = v + w avec v € V etw € v

(e) Montrer alors que la suite ( (v, g1) ) a valeurs dans C est de Cauchy.

>1

(f) En déduire que pour tout u € H, la suite (u,g;) converge vers une certaine limite
l(u) € C et vérifier que I’application ¢: H — C est linéaire.

(g) Montrer que |[/(u)| < M |u|g.
(h) Conclure qu’il existe un vecteur g € H tel que :

limy o0 (U, 1) = (u, 9)
pour tout u € H.

Exercice 3. Rappeler la définition du noyau de Fejér F,,(0) sur T = R/27Z, n € N*, et
montrer que pour toute fonction h € L'(T) et toutréel 0 < § < 7, ona:

dt 1 1
F.(t)h(t) —| < — ——||h| L.
L BORO S < s i

Exercice 4. Rappeler la définition du noyau de Dirichlet D,,(¢) sur T = R/27Z, n € N, et
montrer, en suivant le guide ci-dessous, qu’un équivalent de sa norme L' est :

4
IDnlzr = = logn + O(1).
T

(a) Etablir les deux inégalités fonctionnelles préparatoires :

3 .
t— % <sint <t,

pour tout ¢ € [0, 400.
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1

(b) En utilisant le fait que ﬁ < 1+ 2z pour tout x € [0, 5], en déduire que les deux

inégalités suivantes :

SN
—_
| DN

sont satisfaites pour tout t € [0, 7].

(c) Etablir les deux inégalités :

2 (™ |sin(n+ 1)t
0<||Dn||L1——/ Mdtgﬂ_
T Jo t 12
(d) En déduire que :
2 2 | sinu
D,z = — du + O(1
Oulir =2 3 [ [ w0

et préciser une constante indépendante de n qui se cache dans cet O(1).
(e) En déduire que :
ID,11 = 5 fogn + O(1)
et préciser une constante indépendante de n qui se cache dans cet O(1).
Exercice 5. Soient I et F' deux espaces de Hilbert et soit 7': £/ — F' un opérateur linéaire
continu.
(a) Montrer qu’il existe un unique opérateur linéaire continu 7™: F' — [ satisfaisant :
(T(@), y)p =2, T (¥) .
pour tout x € F et pour touty € F.
(b) Montrer que ||7*|| = |T||-
(¢) Montrer que (7%)" = T.
(d) Montrer que |7 o T'[| = [|T'||*.
Exercice 6. Soit f une application 27-périodique sur R qui est de classe €%, i.e. qui admet

des dérivées jusqu’a I’ordre k et dont la k-&éme dérivée f*) est continue, 27-périodique sur
R.

(a) Montrer que :
f(n) =o(5r),
quand |n| — oo.
(b) Pour n € N, soit S,,(f)(8) = 32=1" F(j) €9 la n-eme somme partielle de la série de

j=-n

Fourier d’une fonction f € €* (R/ 27TZ). Montrer que :
[/ = Sul)llgo = o(z=):

quand n — oo.
(c) Soit f € L! (]R/ 27TZ) et soit £ > 2 un entier. Montrer que si :

f(n) =0(%).
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quand |n| — oo, alors f est une une fonction de classe €% 2.

Exercice 7. Soit une fonction :
f € €°(R/2xZ) N6, (R/27Z)
une fonction continue, ’! par morceaux et 2-périodique sur R.
(a) Montrer que la série de Fourier de f converge normalement sur R.

(b) En déduire que 'on a :
n=-4o00
f0) =Y flnyer,

pour tout § € R/277Z.
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6. Corrigé détaillé du partiel du Lundi 12 mars 2012

[Seul(e) létudiant(e) qui lit et qui réfléchit sur
I'intégralité des corrigés détaillés progresse dans sa
perception que les mathématiques sont belles et que
leur pensée est I'élégance méme.]

Exercice 1. (a) Etant donné deux éléments f’ et f” satisfaisant, pour tout g € H :

<flag>H = |Imn—>+00 <fn7g>H = <f//7g>H7
on déduit par soustraction 0 = | f” — f’|% en prenant g := f” — f', c’est-a-dire " = f'.

(b) Supposons donc la convergence forte 0 = lim,, . | fn — f|z- Alors pour g € H quel-
conque, on déduit grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

(a0 = Fodhi | = | o= o) | < 1o~ Flir ol — 0.

ce qui montre effectivement que f,, converge faiblement vers f.

(¢) Soit la base hilbertienne canonique (e;);>; de £*(C) constituée des vecteurs élémen-
taires :

ei=(0,...,0,1,0,...) € C>,
avec 1 a la i-éme place, et zéro partout ailleurs. Alors la suite (e,,),>1 converge faiblement
vers 0, puisque, pour tout g = (g1, g, ... ) € £2(C), a savoir satisfaisant > |g;|* <
on a immédiatement (e,,, g) = ¢,, qui tend vers zéro lorsque n tend vers ’infini, puisque le
terme général de toute série convergente doit au moins converger vers (. Mais bien entendu,
cette suite (e, ),>1 ne converge pas fortement vers 0, puisque tous ces vecteurs de base ¢,
sont de norme 1!

(d) La suite translatée (c,,),>1 == (anr N_l)n>1 a pour suite croissante associée :

c, = mf{cm' m > n} inf{bm+N_1: m}n} mf{bm' m = n—l—N—l} —bn+N 1

et comme une translatée quelconque d’une suite (croissante) convergente possede toujours
la méme limite que la suite originale, on déduit que 1’on a bien :

liminf, 400 (On)nz>1 = liMps 00 b, = liMyy 00 b, vy = liminf, o (bn)n>n-

(e) Maintenant, puisque par hypothese a,, converge vers a lorsque n — oo, pour tout £ > 0
arbitrairement petit, il existe un entier N = N (&) assez grand pour que :

>N:>(a—5<an<a+€>

Alors pour tous ces entiers n > N, on déduit de I’hypothese a,, < b,, que :

a—e<b,.
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Par conséquent, en appliquant (d) :
a— e < hminfy o0 (bn), = liMinfusioo (b) -

et comme ¢ > 0 était arbitrairement petit, on conclut comme demandé que a <
liminf(b,,)p>1-

(f) On a par hypothese de convergence simple :

(1f1a)* = iMoo (f, )

Mais I’inégalité de Cauchy-Schwarz contraint, pour tout entier n > 1, a ce que :

| fad i | < 1 FLa 1 full

Une application directe du résultat de la question précédente donne alors :

2 -
(1 z)™ < 1 f L timinty s | fillrr,
ce qui est la conclusion désirée a un facteur | f| 5 prés.

(g) Il est immédiatement clair par définition que b,, jouit pour tout entier n > 1, de I’enca-
drement :

b < b, < b

n
et donc si les deux suites encadrantes convergent vers une limite identique, cela force ma-
nifestement b,, a converger vers la méme limite.
Réciproquement, si b,, converge vers une limite b, a savoir si, pour tout € > 0 arbitraire-
ment petit, il existe un entier N = N (&) assez grand pour que :

n>N=— <b—5<bn<b+5>,
alors on déduit sans effort que pour ces mémes entiers n > N :
b—e<b, eth <b+e,
d’ol en prenant les deux limites :
b—¢e < liminf,_, 4~ b, et limsup,_, b, <b+e¢,
et comme € > () était arbitraire, on a bien égalité des deux limites inférieure et supérieure.

(h) Si f,, converge fortement vers f, on a déja vu qu’elle converge faiblement vers f, tandis
que la continuité de la norme | - |z vue en cours et la question qui précédent assurent que :

£z = timinfs oo | frllr = liMnstoo | frl i = limsup, oo | ful i
Réciproquement, le résultat de la question (f) et la deuxieme hypothese donnent un jeu
d’(in)égalités :
| £l <timint oo [ fola <timsup, oo [ ol =[]
qui contraint visiblement, grace a la question qui précede, a I’existence de la limite :
[l = timp oo [ fol -

Si donc I’on veut établir que les f, convergent fortement vers f, on estime la norme au
carré de leurs différences :

If = fally = Vf 1% + 1 fal% — 2Re (fa, ),



6. Corrigé détaillé du partiel du Lundi 12 mars 2012 31

et I’on voit a droite que le second terme tend vers | |2, tandis que grace a I’hypothese de
convergence faible, le troisieme terme tend vers —2 Re (f, f) = —2| f|%, ce qui donne une
somme qui tend vers 0, ce qu’il fallait démontrer.

Exercice 2. (a) Soit £ = 1. L’inégalité de Cauchy-Schwarz :

| (fos F) | < Ul 1 il
<M | filu

montre que la premiere suite ( {(fu, [1) )n>1 de nombres complexes est bornée, a valeurs
dans le disque fermé de centre 1’origine dans C et de rayon M | f1|z. Par compacité d’un
tel disque, il est donc possible d’extraire une sous-suite ( fnl)@l de la suite (f,,),>1 de telle
sorte que la suite de nombres complexes ( f! fi) converge vers un certain nombre complexe
c1 appartenant au disque fermé en question.

Supposons par récurrence que 1’énoncé demandé soit démontré au niveau k. Alors avec
le (k + 1)-eme vecteur fy1, ’inégalité de Cauchy-Schwarz a nouveau :

| CPY fov) | < UE1a | frsalm
<M | frala

et la compacité du disque fermé de centre 1’origine dans C et de rayon M | fy 11|z assurent
que ’on peut extraire une sous-suite ( f,’f“)7121 de la suite ( fT’f)n21 — laquelle demeure
constamment une sous-suite de la suite originale (f,),>1 — de telle sorte que la suite de
nombres complexes < fheL fk+1> converge aussi vers un certain nombre complexe ¢y
appartenant au disque fermé en question. Or il est immédiatement clair par construction que
toutes les limites des suites < fhat fj> demeurent les mémes pour tout entier 1 < j < k, ce
qui acheve la preuve.

(b) La suite diagonale (g;);>1 étant extraite de la suite initiale ( f,,),>1, on a évidemment :

SupP;>1 lgila < SUPp>1 | fullzr < M.

Ensuite, soit un vecteur fixé f;, pour un certain entier j > 1. D’apres les extractions de
suites qui précedent, on sait que :

limy,— 400 <f7ia fJ> = G-

Autrement dit, pour tout € > 0 arbitrairement petit, il existe un entier J = J(¢) assez grand
pour que :

n>J— (Hf%} fi) = ¢l <g>.

Quitte a augmenter J si nécessaire, on peut supposer que J > j.

Considérons alors tous les vecteurs f} pour [ > J > j. Puisque [ > j et puisque chaque
suite (f!),>1 est par construction (successivement) extraite de la suite (f7),~1, chaque f}
est nécessairement de la forme :

I _ 47
fl - fn(l)
pour un certain entier n(l) > [ > J (le l-eme terme d’une suite extraite est au moins le
{-eme terme de la suite initiale), d’ou 1’on déduit :

| (F ) — el = [(Fy fi) — el <e
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pour tout [ > J = J(g). La quantité £ > 0 étant arbitraire, ces inégalités démontrent bien
que ¢; = limio0 (f1, f;)-

(c) En effet, tout vecteur f € V' s’écrit comme combinaison linéaire finie :

f=>_af;
finie
a coefficients complexes a; € C de vecteurs f; de la suite initiale. Or grace a la question
qui précede, on sait que :
iMoo | (afi, a0) | = aj ¢ = limmosroo | (a;f5, gm) |,

d’ou par sommation de soustractions :

0 = My mosioo | (s gm) — (f5 90) |.

(d) 11 s’agit la d’un résultat du cours, d’apres lequel tout sous-espace vectoriel fermé d’un
espace de Hilbert possede un supplémentaire orthogonal.

(e) Soit ¢ > 0 arbitrairement petit. Par définition de I’adhérence, comme v € V, il existe
f € Vavec |f — v| < e. Pour deux entiers [, m assez grands, on peut alors estimer en
utilisant la question (c) :

| (v, gm) — (0, @) < |0 —=F, g — ) | + | {f, 9 — 91) |
<e (HgmHH + |lgi ”H) + terme qui tend vers 0 lorsque I, m — oo
<
~X

€ 2M 4 terme qui tend vers 0 lorsque m, [ — oco.
La quantité £ > 0 étant arbitrairement petite, cette inégalité montre bien que la suite numé-
rique ((v, 1) ),., est de Cauchy.
(f) Puisque chaque vecteur g; appartient par construction a 1/, on a par orthogonalité :
(u, gi) = (v, g + (w, g1)_,

d’ou la suite ( (u, gr) ) 1>, est elle aussi de Cauchy, donc converge vers une certaine limite
¢(u), par complétude de C. Maintenant, si u = v/ + v” ousiu = Au,onav = v’ + v
ouonawv = Av, dol aisément {(u) = ((u') + £(u”) ou {(u) = Al(u), ce qui vérifie la
linéarité.
(g) Par construction, on sait que :

‘ <U7 gl> | <M ”u”H>
d’ott immédiatement |[¢(u)| < M |u| 4.

(h) Ainsi I’application u — ¢(u) est-elle une forme linéaire continue sur I’espace de Hilbert
H. Le théoreme de représentation de Riesz garantit alors I’existence d’un vecteur g € H
tel que :

E(U) = Iiml—H-OO <u7gl> = <uag> )
pour tout u € H. En conclusion, la suite (g;);>1 extraite par procédé diagonal de la suite

bornée initiale (f,,)n>1 posséde bien la propriété d’étre faiblement convergente vers ce
vecteur g € H.
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Exercice 3. Pour n € N*, le n-¢me noyau de Fejér est égal a :

Fn(0) = 1 [Mr’

w Lan(3)

sur T = R/27Z. Pour toute fonction h € L*(T) et tout réel 0 < § < , la majoration
triviale valable pour tout réel ¢ avec 0 < [t| < 7 :
1 1
Fo(t) < — ——
®) n sin?(2)

peut étre intégée sur-le-champ pour déduire que 1’on a effectivement, pour toute fonction

h € LY(T):
dt 1 1 dt
Fo(t)h(t) —| < = / h(t)| —

<l
—_— 1.
) sin?(2) g

Exercice 4. (a) Intégrer I'inégalité triviale cost < 1 donne I'inégalité connue sint < ¢
valable pour tout ¢ > 0. Autrement dit : —t < —sint, inégalité que 1’on inteégre a nouveau
pour obtenir, apres transfert a gauche de la constante 1 d’intégration :

1-— % < cost,

inégalité valable sur [0, +oo[. Enfin, une troisieme et derniére intégration donne 1’inégalité
désirée :
satisfaite sur [0, 400
(b) En remplacant ¢ par £, I’inégalité préparatoire devient :
t t3 ot t
57 48 g sm§ g 9-
Par inversion, les inégalités et les extrémités échangent leurs roles :

2 1 2 1
<Z_ -

Or sur Iintervalle [0, 7], on a I’inégalité (Iégérement grossiére) % < %, et en appliquant
I’inégalité :

1 <142z
—x

dont on vérifie qu’elle est trivialement satisfaite pour 0 < x < %, on déduit finalement que :

a nouveau pour tout ¢ € [0, 7.

(c) Par parité de la fonction qui définit le noyau de Dirichlet, sa norme est égale a :

T |sin n+ t
D, ||L1:—/ Isin(n + )t 4,
Sln
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En appliquant les inégalités vues a I’instant, on déduit aisément ce qui était demandé :

\sm n+ )t! Tt
< |Dy, ”Ll——/ —_— = 277/ 6|sm(n+%)t\dt
1 ™
g—/ L
™ Jo 6
o
12

(d) Dans I’intégrale considérée a I’instant qui approche donc |D,, |1 2 O(1) pres, on pose :
(n+3)t=:0, dou: %

t v’

ce qui la transforme en deux morceaux dont le second est d’une contribution négligeable :

™ H 1 nimw s .
z/ |sin(n 4 5) | dt:z/ 2 |sino| o
T Jo t T Jo v

2

_ /”’T |sinv|dv+g /mr+§ |sim)|dv
T Jo v T Jom v

-

1 _ 1
<ar3=0(3)

Naturellement, grace aux changements de variables linéaires v := k7w + u effectués pour
k =0,...,n — 1, 'intégrale restante (le premier morceau) se décompose en une somme

d’intégrales sur [0, 7] :
2 ("7 |SII’1U| |smu|
™ /0 Z / km 4+ u
En définitive, on obtient (la valeur absolue disparatt) :
2 O~ [T sinu
i 1
D], =2 }; /O S+ 0(1)+0(2),

expression dans laquelle la constante qui se cache dans le O(1) n’a pas été modifiée et peut
étre prise égale a 5

(e) Tout d’abord, le terme pour k = 0 de cette derniere somme est majoré par :

2 s
_/ sintt 1, <
T Jo U

Ensuite, pour tout entier k avec 1 < k < n — 1, les inégalités triviales :
1 o 1 o 1
kr+7  kr+u o kn

valables pour tout u € [0, 7], multipliées par la quantitée positive sinu, intégrées sur [0, 7|,
puis sommées pour k allantde 1 a n — 1, donnent :

-1

sinu 2 1 T sinu
— d — — —du.
Zkﬂ'—l—ﬂ'/ sint 64 < Z/ k:7r+u Wzk‘ / “
=1 ﬁ/—/

=2 =2
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Or en L3, le correcteur est en mesure de s’imaginer que 1’étudiant sait pertinemment que :

—

| =

3

=logn + v+ O(2),

B
Il

1

ou 7 est la constante d’Euler (sinon, I’étudiant en question est prié de se cultiver sur la
question). Donc on obtient :

4 2 T sinu 4
F(—%+|ogn+v+0(%))<%2/ S < 2 ogn + 7+ O(1)).

En faisant le bilan de toutes les inégalités établies jusqu’a présent, on conclut par exemple
que :

s 4
gﬁﬁ—ﬂ'—i-ﬁ’}/ﬁ—()(%).

Question laissée en suspens : quelle est la valeur exacte de la constante c telle que :

D, — — ogn

Dl = =5 10gn+ ¢+ O(2)?

Un point en plus a qui trouvera la réponse dans la littérature mathématique.

Exercice 5. (a)(b) Pour tout y € F' fixé, I’application :
z— (I'(z),y)

est linéaire et continue. Grice au théoreme de représentation de Riesz, il existe alors un
unique élément de £ — que 1’on notera 7*(y) puisqu’il dépend de y — tel que cette ap-
plication linéaire s’écrive comme un produit scalaire avec cet élément :

(T(x), y) = (=, T"(y)) -

Pour tous y;,y2 € F et tous A\, Ay € C, on se convainc trés aisément que A\; 7*(y;) +
Ao T* (o) satisfait la propriété qui caractérise T*(A1y; + A2 y2), ce qui montre que y —
T*(y) est effectivement linéaire.

Maintenant, en appliquant la définition des normes d’opérateurs et en utilisant le fait
que 2] = (z, ﬁ> pour tout vecteur de norme 1, on transforme successivement ces normes
en passant par deux expressions centrales parfaitement symétriques :

IT*] = sup{|T*()]: y € F. |ylr =1}
= sup{| (&, ")) |: 2 € E, ||z =1, y € F, |ylpr =1}
= sup{[ (T(x).9)|: 2 € E, |a|p =1, y € F, ly|lr =1}
= sup{|T(2)]: = € E, | =1}

def

= |71,
d’ou il découle que 7™, de norme visiblement finie, est en effet continu.

(¢) La démonstration du fait que (T*)* = T découle des définitions par simple symétrie
logique, et — seule exception ici — le micro-détail des vérifications ne sera pas offert au
lecteur par le correcteur.
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(d) Avant de montrer que ||7* o T'|| = ||T||?, on a tout d’abord par majoration connue des
normes d’une composition d’opérateurs et en utilisant la question (b) :

|7 T < I7) - 17|
<7
Par ailleurs, en appliquant I’inégalit¢ de Cauchy-Schwarz, on a pour tout x € FE avec
|z]e <1
I7(2)]* = (T(x), T(x))

= <:z:, (T o T)(x)>
<alg - T TN - |2l 2
< [T o T,
<

2| T* o T, d’ou I’égalité demandée.

On en déduit I’inégalité inverse || 7|

Exercice 6. (a) Apres k intégrations par parties dans chacune desquelles les termes de bord
s’annulent automatiquement par 2r-périodicité, on obtient :

fy= [ joyei®

o 2

1 T o df
- = (k) —ind 7
(i) /_ IR UL =

La k-eme dérivée de f étant continue par hypothese, le lemme de Riemann-Lebesgue assure

que :
" g 0

—T

Il en découle que I’on a bien :

Fn) = o),

lorsque |n| — oo.

(b) Grace a I’inégalité triangulaire infinie, on majore — sans finesse ni grossiereté — pour
tout n € N, et pour tout ¢ € R, la différence :

|£(8) = Sul(£)(0)] =

Z f(ﬁ) eil0

[¢)=n+1

< Y |fw)

[£|>n+1

Cela étant vrai pour tout z € R, en appliquant la question qui précede, on déduit que pour
tout € > 0, il existe n > 1 assez grand pour satisfaire :

1
Hf_sn(f>H<gO<€2 Z W

[£|=n+1

> dx
<€2/n ﬁ

< 2¢
= (k — 1) nk—1"
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Ainsi a-t-on bien comme annonce :

Hf - Sn(f)Hcgo = O(nk—l_l)

lorsque n — oo.

(c) Puisque f(n) =0 (%) et que 1’on a supposé k > 2, la série :

In|
> Fo

LeZ

converge absolument, d’apres le critere dit de Riemann. Par conséquent, la série de Fourier

complete :
Z J/c\( f) oito

el

converge uniformément vers une fonction au moins continue sur le cercle R/27Z, et un
théoreme du cours (basé sur I’utilisation du noyau de Fejér) assure que 1’on peut écrire :

F60) =S Flky e,

keZ

pour tout # € R, ol le membre de droite converge uniformément.
Mais il y a plus : tant que &' < k — 2, la série des dérivées terme a terme :

S°Fw e e

LeZ

continue a converger absolument et normalement — toujours d’apres le critere de Rie-
mann —, donc le théoreme de dérivation terme a terme assure 1’existence et la continuité
de telles dérivées k-emes.

Exercice 7.(a) La fonction f’ étant 27-périodique et continue par morceaux sur R, elle
appartient manifestement a I’espace L*(T). Ainsi, en tenant compte de I’intégration par
parties :

f'(n) = in f(n),
on peut appliquer la formule de Plancherel a f/, ce qui donne :

n=-+o0o

> lfm =[] < oo

n=—oo

Mais ensuite, une utilisation fréquente de I’'inégalité de Cauchy-Schwarz finie qui consiste
quelque peu astucieusement a faire apparaitre un produit invisible montre que I’on a, pour
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toutentier N > 1:

~ 1 -~
>, [Fml= > rlnim)]
1<|n|<N 1<|n|<N
N RS
(X% (X, wor)
1<|n|<N 1<|n|<N
1\2 . 3
<(Z.%) (Z_emr)
1<|n|<o0 1<|n|<o0
=25 (17],.)°
< 400,

ce qui établit la convergence normale demandée.
(b) Un théoréme du cours — application du théoreme fondamental de Fejér — assure
alors que f est égale a sa série de Fourier :

n=-+o00

FO) =Y fnyer,

n=—oo

pour tout # € R.

[Nous voici donc rendus a la fin de ce corrigé détaillé qui doit étre lu et re-lu,
médité et re-médité, dans son intégralité.]
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7. Examen du Jeudi 10 Mai 2012

Exercice 1. Soit la famille des noyaux de Fejér sur R/277Z indexée par n € N* :

F.(0) = % {S:rf(%ge))

2
} si 0 & 2nZ; F”‘%Z =n.

(a) Rappeler de maniere concise les trois propriétés fondamentales dont jouissent ces F,,.

(b) En admettant 'inégalité de Holder [, |fgldu < ([ [fIPdu)"” ( [y lgI” dp)"™
pour toute mesure de probabilité ;. sur un espace topologique X, vérifier, dans les notations
du cours, que pour toute fonction f € LP(R/27Z) avec 1 < p < +oo,ona:

DO < 3= [ 1H0-0P R

(c) Montrer I’'inégalité suivante entre normes LP :
o (]| o < 1 1zs-
(d) Vérifier, pour tout € R/27Z, I’identité :

10) = DO = [ (10) = 10— 0)Falt) o

(e) En déduire que 'on a :
(lon(f) = £l,)" < # ' Fn(t)(/ﬂ |£(t) — f(8 —t>\pdt> dt.

(f) Conclure que I’'on a :
0 = limnioo [|on(f) = ] -

Exercice 2. Etant donné une fonction f € L'(R) a valeurs complexes, le probleme de

Dirichlet dans le demi-plan supérieur consiste a déterminer les fonctions u € %> (]R X Ri)

vérifiant :

((0*u 0*u .
@(az,y)—i—a—yg(a:,y) =0  pourtous (z,y) € R xR},

limy_ou(z,y) = f(x)  pour presque tout z € R,

+o0
SUP,~0 / lu(z, y)| do < +oo.
\ -

oo

On suppose que, pour tout y > 0, les quatre fonctions :

s u(e,y) s Ry AT Py
x U x?y ) x 8x I?y ) x axQ ny M x 8y2 x?y
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sont intégrables au sens de Lebesgue sur R.

(a) Si & — u(&,y) désigne la transformée de Fourier de u par rapport a la variable = dont
on explicitera d’abord la définition, montrer que 1’on a, pour tout y > 0 :

0*u

§2 a(ga y) - a_y2(€’ y) = 07

lim, o W(E,0) = F(€),

st [1(6.1)] <+

(b) Montrer qu’il existe des fonctions A et B telles que :
(€, y) = A(§) e + B(&) e,
(c) Etablir que I’on a en fait :
(&, y) = f(&) e k.
(d) Vérifier, pour tout y > 0 fixé, que la fonction £ — u(¢, y) appartient 2 L' (R).

(e) Justifier que I’on a :

+0o0
u(y) = = / e, y) ¢ de.

27 J_ o

(f) On pose g, () := % xzin. Calculer la transformée de Fourier :
3,(6)(€) = kv,
(g)Déduire de ce qui précede que I’'on a :

a(faQ) = ﬁ(f*gy)

(h) Montrer que la solution recherchée est donnée par la formule intégrale :

ey = [ 56 s

0 (42 + (x = 5)?)

qu’elle est de classe en fait 4> sur R xR, et qu’elle satisfait toutes les conditions requises.

Exercice 3. Soit f: R — C une fonction 27-périodique de classe ¢! dont la moyenne
fozw f(x)dz = 0 est nulle.

(a) Montrer que ’'on a :
27 9 27 9
/ | ()| da < / | ()| da.
0 0

(b) Montrer que 1’on a égalité si et seulement si f(x) = a e +b e~ pour des constantes
q g p
a,b e C.
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Exercice 4. Soit f une fonction de classe ¢ sur un segment réel [a, b] avec a < b qui
vérifie f(a) = f(b) = 0.
(a) En appliquant la formule de Plancherel, montrer que :
b 2 b
b—a 2
[ 1swra < S ipa)

(b—a)
2

2
(b) Montrer que la constante est optimale.

Exercice 5. Soit / un espace de Hilbert et soit C' C H un sous-ensemble convexe fermé
non vide. Montrer, en utilisant un théoreme du cours, que I’opérateur de projection 7 sur
C' est 1-lipschitzien, au sens ou il satisfait :

|mc(z2) — me(z1)] < |22 — 24,

pour tous z1, x5 € H.
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8. Devoir-maison a rendre pour le Mercredi 11 Avril 2012

(Toute copie incompléte sera corrigée)
(Les exercices restants pourront étre rendus aprés les vacances)
(Tous les exercices sont fondamentaux et importants pour le prochain cours)

Exercice 1. Pour toute fonction f € L*(IR%), soit la transformée de Fourier fde f définie
comme étant la fonction (continue) de & € RY :

~

F (&) = [(&) = 5 fx)e @8 da.

(a) En dimension d = 1, avec —oc0 < a < b < +00, calculer :

F(be )6 =

1+&

sin(*3* ) —i(atb)E/2 o
Fla)©=3""¢ ° HE7D
b—a si £#0.
(b) Pour a # 0, calculer :
1
# (o - Lo
o 2 in?(a& /4
4 (( - %) 1[—3,;1) (&) = %

Exercice 2. Soit une fonction f € L!(R?). On note :
e [ sa conjuguée, définie par f(z) := f(z);
e [, sa symétrisée, définie par f,(z) := f(—x);

e 7, f sa translatée par un vecteur fixe quelconque a € R¢, définie par :

7o f(7) = f(r — a).
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(a) Montrer :

(L) = (), () =(ZD) . F{) =70
et en déduire :

f paire (resp. impaire) — f paire (resp. impaire).

(b) Pour tout A € R* fixé, montrer :

Exercice 3. Pour toute paire de fonctions f, f» € L'(R?), montrer :
fix fa=f1fo
Exercice 4. On sait que la transformation de Fourier :

Z: (DR, |- n) — (6" R, |- leo)

|-] =400

est une application linéaire continue. Le but est d’établir qu’elle n’est pas surjective. On
travaille ici en dimension d = 1.

(a) Soit g: R — C une fonction continue impaire qui tend vers 0 a I’infini telle que la

limite : n
1 T

n’existe pas : trouver un seul ou plusieurs exemples explicites de telles fonctions.

(b) Montrer que I’intégrale impropre :

+00 i
t
/ sin gt
0 t

existe ; on ne demande pas ici de la calculer exactement, mais juste de démontrer au moins
qu’elle existe .

(¢) On suppose maintenant par I’absurde qu’il existe une fonction f € L!'(IR?) telle que
f = g,eton pose :

F(t) == —i(f(t) = F(=1)).
Vérifier que :

o(z) = / " R sin(at) dr.

0

7. Elle est en fait égale a 5. Existe-t-il une démonstration simple et rapide ?
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(d) Montrer que ’on a pour tout B > 1:

/IR @dx = /Om (/f Si”ft))F(t) dt.

Exercice 5. (a) En dimension d = 1, soit f € L'(R) N %*(R). Montrer que pour tout
EeR,ona:

(e) Conclure.

Fie) =& f(9).
Sife CK"“(]R) avec k > 1, en déduire que pour tout entier positif ¢/ < k,on a :
7O = (ie) J1©).

(b) En dimension d > 1, quelconque, si f € %’“(Rd), montrer que pour tout multiindice
(01,...,0;) e Ntavecl; + -+ ;< k,ona:

gittta 1ot ¢l ¢

a _ bty b cla g
Cf<a$€1“.axf;df)(éla"wgd)_Z 61 gd‘/(f>(£177§d)

(¢) En dimension d = 1, soit f € L'(R) telle que la fonction produit z + x f(x) appar-

tienne encore a L' (R). Montrer que f admet une dérivée f’ continue et bornée sur R qui

est donnée par la formule :

Fi(e) = —ixf(e).

(c) En dimension d > 1 quelconque, si, pour un entier £k > 1, toutes les fonctions

produits f, x;, f, Ty, f, ..., Tx, - x;, f appartiennent & L'(R) pour tous indices
1 <y, ly, ...l < d, montrer que I’on a pour tout entier ¢ < k :
(7 (f))

96, 06, (&) = (0" F (a0 1)(©)

Exercice 6. On admet ici un théoréeme du cours du Amardi 10 avril 2012, dit Formule d’in-
version : Pour toute fonction f € L'(R?) telle que f € L*(RY), ona :

f=@m'f,
en presque tout point v € R%. Soit donc f € L'(R?) telle que f € L'(R?) et soit une autre
fonction g € L(R?).
(a) Vérifier que f € L=(R?).
(b) Montrer que fg € L*(RY).

(c) Montrer que ’on a :
—~ 1

fg= (Zﬁ)df*’g\-

Exercice 7. (a) Montrer que la transformée de Fourier de la fonction indicatrice 1,5 d’un
intervalle fermé borné [a,b] C R avec —oco < a < b < +oo n’appartient pas a L'(R).

Ainsi f € L'(R) n’entraine pas f € L'(R), donc la transformée seconde f ne peut pas
en général étre calculé.
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Le but ici est d’énoncer une condition spécifique sur f, dite « de Dini », qui assurera que
I’on puisse néanmoins inverser la transformée de Fourier en écrivant :

+oo )
f(z) = — / Fle) e de

27 J_ o
cette intégrale impropre étant définie comme valeur principale au sens de Cauchy :
+R
M s+ o0 f(&) e de.

(b) Avec f € L'(R), on pose donc pour R > 0 :
1 +R

2

Sh(x) = (&) e dg.

En admettant que f , montrer que I’on a :

{ flx+t)+ f(x—t) =2 f(x)] sin(Rt)

dt.
2 t

Sr(x) = f(2)

(¢) On pose donc :

%@%:f@+w+f%—ﬂ—2ﬂ®7

et on suppose (Dini) qu’il existe un § > 0 tel que :

)
/ |g$()|dt<+
.t

Montrer que alors sous cette hypothese que I’on a effectivement la conclusion désirée :
+R

F(&) e de.

f(x) =limp_ o0 o

(d) Vérifier que cette hypothése est automatiquement satisfaite lorsque f € L'(R)NE*(R),
a savoir lorsque f satisfait de plus une condition de type Holder : il existe un certain nombre
réel 0 < o < 1 et une constante K tels que 1’on ait :

@) = f@)| < K o' ="
pour tous 2/, 2" € R.
Exercice en complément au partiel. Soit D,, le noyau de Dirichlet. Déterminer la
constante c telle que :
4 1
D], = Sgloan +c+O(2).

Quelle serait la constante suivante dans le reste O(1) = 4 + O(-;) ? Peut-on aller plus
loin ?
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9. Devoir-maison a rendre pour le Mercredi 2 Mai 2012

(Toute copie incompléte sera corrigée)
(Les exercices restants pourront étre rendus aprés les vacances)
(Tous les exercices sont fondamentaux et importants pour le prochain cours)

Exercice 1. Soit g € L'(R) telle que /"= g(y) dy = 1. On pose :

c_ = /0 9(y) dy,

—00

+0o0
Cy 1= / 9(y) dy.
0

Pour & > 0, on pose g.(z) := < g(%).

(a) Si f est une fonction continue par morceaux et bornée sur R, montrer qu’en tout point
reR, ona:

lim._yo f * ge(z) = c_ f(x +0) + c; f(z —0).

(b) Si de plus f ne présente pas de points de discontinuité sur un intervalle fermé donné,
montrer que la convergence est uniforme sur cet intervalle.

(c¢) Que se passe-t-il si I’intervalle en question contient un point de discontinuité de f ?

Exercice 2. Soit f une fonction de classe ¢! sur un segment réel [a,b] avec a < b qui
vérifie f(a) = f(b) = 0.
(a) En appliquant la formule de Plancherel, montrer que :

b —q)? [P )
[ 1s@rar< S [ rwp

™

2
est optimale.

(b) Montrer que la constante (b;—;"

Exercice 3. (a) Calculer la transformée de Fourier de la fonction f définie sur R par :

1
fle) = coshrmz’
(b) Calculer la transformée de Fourier de la fonction g définie sur R par :
—imra?
e
9(x) = coshrz’

(c) Etablir deux formules dues a Ramanujan :

/+°° cos2mtx ) 1 + v/ 2sinmrt?
cosmz’ dr =
0

coshmx 2\/5 coshrt
/ T cos2rtr —1 4+ v2cosnt?
—— sintx” dx = .
0

coshmx 2\/§cosh7rt
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Exercice 4. Soit D,, le noyau de Dirichlet. Déterminer la constante c telle que :

D], = Sytoan +c+O(2).

Quelle serait la constante suivante dans le reste O (1) = 4 4+ O() ?
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10. Partiel du 13 mars 2013 et son corrigé détaillé

Exercice 1 (Théoreme du point fixe pour les applications strictement contractantes).
Soit X un R-espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (-, -) et de la norme associée | - ||.
Soit une application continue 7' : X — X. On suppose que ' est strictement contractante,
a savoir on suppose qu’il existe une constante k € R, avec 0 < x < 1 telle que :

|T(z) — T(y)|| <k lz—y| pour tous z,y € X.

L’ objectif est d’établir I’existence d’un unique z* € X satisfaisant 7'(x*) = x*, c’est-a-dire
I’existence et ’unicité d’un point fixe pour 7'.

Avant de commencer, il importe de faire observer au lecteur-étudiant que ce
théoréme est vrai avec une démonstration identique sans aucune modification plus
généralement lorsque (X, | - |) est un espace de Banach, a savoir un espace vec-
toriel normé complet dont la norme | - | ne dérive pas nécessairement d’'un produit
scalaire (observer ci-dessous que le produit scalaire n’est absolument pas utilisé !).

(a) On choisit (au hasard) un zy € X initial quelconque et on itere sur xy 1’application 7'
un nombre arbitraire n > 1 de fois :

Xy :=T"(xg) =T 00T (xg).
n fois
Montrer alors que I’on a, pour toutn € N :

s — wall < w7 [T(a0) — o],

Tout d’abord, pour n = 1, c’est une conséquence immédiate de I'’hypothése de
contraction (stricte) ci-dessus appliquée a = := T'(x) et y := x¢. Ensuite, suppo-
sant cette inégalité acquise au niveau n, on se place au niveau n+ 1 et on majore :

012 — ]| = [742(a0) = T4 = [T ) ~ T (T (20)

[Hypothése de contraction stricte] <k HT"H (xo) — T™(z0) H
[Coincidence notationnelle] =K Han — :L’n”
[Hypothése de récurrence] < kK" HT(Q:O) — Zol|,

ce qui conclut grace au principe d’'induction compléte.

(b) Déduire du point précédent que, pour tous entiers 0 < j < k, on a la majoration
générale :
o = < (871 4+ W) [ T (o) — o
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Tout d’abord, essayons de comprendre ce qui est demandé dans le cas particu-
lier ou k = j + 2. On devine qu’il est naturel d’'insérer deux termes dont la somme
s’annule afin de se ramener a ce qui vient d’étre démontré :

[2542 = 5] = || 2542 — 2500 + 2500 — 25| <lwjpo — 2] + J2j0 — 2]
[Appliquer (a) deux fois] < (Kj+1 + /{j) HT(:EQ) — on.
Le cas général ou k — j > 1 est arbitraire se démontre aisément de maniere simi-
laire :
lee = 2] = |Jae = 2po1 + @1 = Tpog + o T — T+ T —
< ze — 2ot + lzp-1 — 2| + -+ 4 25400 — zja | + 2500 — 25
< (K 4+ w) T (z0) — o] -

(c) Déduire de ce qui précede que la suite (xk) est convergente vers un (unique) point

r* e X.

Lespace de Hilbert X étant complet (par axiome!), il suffit de faire voir que la
suite (x’f)i@o est de Cauchy, car alors une limite unique z* existera. Soitdonc e > 0
arbitrairement petit. Ainsi la question est : peut-on choisir un entier J > 1 assez
grand pour que :

k>0

(k>j>J>::><hk—%H<5)?

La réponse est manifestement : oui grace a la question qui précede! Tout sim-
plement parce que 'on sait parfaitement calculer des sommes géométriques tron-
quées :
il <RI (RFIT L 1) T _
Joe — 2] < W (KM L) [T () — a0
N———

constante

1 — gk
= K’ —1 _K/{ HT({E()) — .I'()H
1
< i) o || T(w0) = o

(.

VvV
nouvelle constante

et bien entendu aussi, parce que lim;_,. 7 = 0 puisque 0 < ~ < 1 par hypothése.

(d) Montrer que I’on a, pour tout k € N :
|o* — T(x*)

Conclure que ’'on a T'(z*) = z*.

< o” =z 4w Jag — 27

Aprés insertion (artificielle) du terme nul — ;.1 + x,,1, I'inégalité triangulaire
donne :

xt —T(x")

<" = wpal + ann — T
= |z* — zppa|| + | T(2) — T(2*)

S R e B




50 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Sud

Pour conclure, en faisant tendre £k vers oo, le membre de droite tend visiblement
vers 0 + 0, puisque =, — x* par construction, d’ou :

|z* = T(z*)| <0,

ce qui donne z* = T'(2*) par positivité stricte de la norme sur X\{0}.

(e) Montrer que si z** vérifie aussi 7'(z**) = x**, alors nécessairement z** = x*.
Ici, il s’agissait simplement de deviner qu’une application de I'hypothese de
stricte contraction a z := 2** = T'(z*™) eta y := 2* = T'(z*) donne instantanément :

= o~
a savoir :

(1= k) 2™ — 2" <0,
et comme 0 < k < 1, cette quantité positive ne peut qu’étre nulle, d’ou z** = z* par
positivité stricte de la norme sur X\ {0}.

Exercice 2 (Théoréme des fonctions implicites de Zarantonello). On se donne un en-
semble F, un R-espace de Hilbert (X, (-, -)) muni de la norme associée | - | et une applica-

tion :
F: ExX — X

(&, z) — F(&,x).
On suppose que :

e [ est fortement monotone en x, uniformément en £, a savoir : il existe une constante réelle
a > 0 telle que I’on ait, pour tout ¢ € E'ettous z,y € X :

<F(€7$)_F(€ay)7 ZL‘—y> >a||$—y||2;

e F' est Lipschitzienne en x, uniformément en &, a savoir : il existe une constante réelle
b > 0 tel que I’on ait, pour tout ¢ € X ettous z,y € X :

|F(&,2) = F(&y)| <blz -yl

On se propose d’établir I’existence d’une application f : £ — X résolvant I’équation
implicite F' = 0, a savoir telle que, pour chaque £ € F, on ait :

(Fe2)=0) < (2=r©).

Notons que ce théoreme des fonctions implicites est valable sans aucune hy-
pothése sur I'application de départ F', ni continuité, ni linéarite — méme partielle
par rapport au second argument = —, de telle sorte que I'application résolvante
f que nous allons construire n’a pas non plus de raison de jouir de propriétés
spécifiques.

(a) Pour ¢ > 0, on définit une application G.: £ x X — X par:
G.(&,x):==a—cF(& ).
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Vérifier que, pour £ € E fixé, on a F'({,x) = 0 si et seulement si x est un point fixe de
I’application :
Xoz+— G(§ ) € X.
A quoi pense-t-on alors ?
La fixe-attitude de G.(&, ) :

= GC<€7$) == CF<£7$)

est manifestement équivalente — grace a des opérations algébriques élémen-
taires dont la maitrise remonte aux mathématiques babyloniennes et qui furent
symbolisée de maniere systématique par les mathématiciens arabes — a la zéro-
itude de F(, ), puisque ¢ > 0, lui au moins, il n'est pas atteint de nulle-itude !
Comme on a résolu sagement I'exercice précédent, on pense en un éclair au Théo-
reme du point fixe !

(b) Montrer que I’'on a, pourc > 0, € Xetz,y € X :
[Ge(é,2) = Gl y)I* < (1= 2ac+ ™) — y”.

Dans un espace de Hilbert, le calcul d’'une norme au carré doit s’effectuer en
développant le produit scalaire par bilinéarité :
|Ge(€,2) = Gel&)|* = o~y - c( (&) — <s,y>) I

Les deux hypothéses admises sur I'application /' donnent alors deux majorations
uniformes :

|F(& 2) = F&v)|” < 0z -yl
_<F(£7$)_F($v ) - ><_a”$_y”2
que I'on peut reporter dans I'expresssion obtenue, ce qui donne la majoration cher-
chée :
2
|Ge(€2) = G y)|” < e —yl* + 0 o — y? = 2ac]z —y|?,

en tenant compte bien sOr de la symétrie du produit scalaire dans le R-espace de
Hilbert X.

(c) Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour tout £ € E, I’application G.(&, ) soit contrac-
tante.

Il est clair que pour ¢ > 0 assez petiton a:
1 —2ac+ 2b? < 1,

puisque a > 0, sachant que ¢®> < c (exercice mental). Aussi I'inégalité de la ques-
tion précédente (b) montre le caractére contractant de I'application x — G.(¢, z),
lagquelle est uniforme en &, d’ailleurs.
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(d) Pour tout £ € E, noter f(£) 'unique point fixe de G.(, -). Montrer que I’application
f + E — X ainsi définie vérifie la propriété suivante : pour tout ¢ € Fettoutx € X, on a
F(&,x) = 0sietseulement si x = f(£).

Pour tout ¢ fixé, le Théoréme du point fixe (ces deux termes n'ont pas exac-
tement le méme sens dans les deux cas!) assure alors qu'il existe un unique
r = x(§) € X dépendant de ¢ qui satisfait :

2(€) = Ge(z(§),2) <= F(&2(§) =0.

A tout ¢ € E est donc associé d’une maniére parfaitement déterminée cet unique
r = z(§) € X. Par définition méme du concept d’application entre deux ensembles,
ceci veut précisément dire qu’on a construit une application :

EFE— X

que l'on choisit ici de noter « f », et qui vérifie toutes les propriétés requises,
comme on s’en convainc en effectuant la synthése mentale des résultats démon-
trés dans cet Exercice.

Exercice 3 (Fonctions continues a coefficients de Fourier positifs). Soit f € €°(T) une
fonction continue sur le cercle unité. On dit qu’elle est définie positive si :

VveN, Vb,,....0, €T, Ver,...,c, € C

on a positivité de : Z Z f(6x—0,)enc, > 0.

A=1 p=1

Comme on s’en est rendu compte en lisant le sujet, le but de cet exercice est
d’établir qu’une fonction continue f € ¢°(T) est définie positive si et seulement si
tous ses coefficients de Fourier sont positifs. Voila donc un théoréeme amusant !

(a) Montrer par le calcul que tout mondéme trigonométrique aj, e’*? avec a;, > 0 est une
fonction définie positive. En déduire qu’il en va de méme pour toute somme finie a coeffi-
cients positifs a; > 0 :

Traitons d’abord le cas d’'un seul monéme exponentiel a; ¢**? dont le coefficient
a,, est > 0. On doit donc estimer I'expression suivante et déterminer si elle est
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toujours positive :

AN
A

est aussi >0

ce qui s’avere étre vrai! Le cas d’'une somme finie s’en déduit par linéarité de
la condition qu’une fonction est définie positive : on somme un nombre fini de
conditions sur chaque ay, ¢**?, qui sont toutes > 0, donc la somme est aussi > 0!

(b) Soit f € €°(T) une fonction continue sur le cercle unité dont fous les coefficients de
Fourier f(k) > 0 sont positifs, V &£ € Z. Rappeler et utiliser le théoreme de Fejér concernant
les 0,,(f)(0) = F,, = f(0) pour établir que f est définie positive en utilisant (a).

Prenons et fixons un entier v € N*, des points du cercle 0,,...,0, € T et des
constantes ¢y, ..., ¢, € C. Il S’agit de montrer que :

0< > ) F(0x—0,) erty

A=1 p=1

Grace au Théoreme de Fejér, pour tout ¢ > 0, il existe un entier assez grand
n = n(e) > 1 tel que la n-eme somme de Fejér o,,(f) = F,, * f — laquelle est un
polynéme trigonométrique contenant des ¢? seulement pour |I| < n — satisfait la
e-proximité a f uniformément sur T :

Hf —ou(f)

wom S &
Or gréace a la question (a) que nous venons de résoudre aisément puisque nous
'avons s(rement déja résolue dans le Devoir 1 a la maison, nous savons pour un
tel polynébme trigonométrique o, (f) qu'il est défini positif, et donc on a positivité
de:

0< Y > oulf)(6r—6,) erca

A=1 p=1
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Maintenant, la différence avec la somme qui nous intéresse peut étre majorée par
une quantité :

ZZ —on(f ,\—6’ cAcM \EZZC,\CM

A=1 p=1 A=1 p=1

=cle++olf

TV
= constante

qui tend vers 0 avec ¢ — 0". Par conséquent (exercice mental), la positivité de
la somme double portant sur o, (f) implique la positivité (désirée) de la somme
double portant sur f.

(¢) Soient deux fonctions continues f, g € €°(T). On introduit la fonction :

/fe ) )de’

Montrer que ses coefficients de Fourier (k) sont égaux aux produits f(k) g(k).
Par définition, le k-éme coefficient en question vaut l'intégrale :

~ N do’ do
L fzke / / —ik6
Fik) = / k(o / - J6=0)g0)e 21 21

Ecrivons artificiellement (et astucieusement !) 'exponentielle sous la forme ¢~ =
e~V o—ik(0-9") gt effectuons le changement de variable 7 := 6 — ¢ qui induit dn = df
dans l'intégrale double (permutable puisque le Théoréme de Fubini s’applique sans
probléme aux fonctions continues) :

ﬁ@)zngw>*”w / F0 -0y m0-0 2 _ g0y Fn.

o 27

(d) Soit f € €°(T) définie positive. Pour toute fonction i € ¢°(T), montrer en la ramenant
a une somme double I’inégalité :

0<KWWW—WWWW%§~

Létudiant fin-comme-le-renard aura bien entendu réalisé que cette intégrale
double (continue) manifeste des similarités troublantes avec les sommes doubles
(discrétes) de I'hypothese de définie positivité ! Il aura ensuite été guidé par son
précieux flair pour se rappeler, par réminiscence (platonicienne), que les inté-
grales de Riemann (largement suffisantes pour les fonctions continues!) se cal-
culent comme limites de sommes de Riemann finies et discrétes.

Subdivisons donc l'intervalle produit [—7, 7] x [—7, 7| en v x v petits intervalles tous
de méme longueur 2T en les points (équidistribués) de coordonnées :

A—1 —-1
27 A=1--1) et 0, = —7r—|—M

9)\ = -7+

27 (p=1-v)
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Ainsi pour tout ¢ > 0, il existe un entier v = v(e) > 1 assez grand pour que
l'intégrale double soit c-approximable par la somme double de Riemann corres-
pondante :

14

[ ' — 27 27
‘/ﬂ/ﬂf(g_e)h(e) %ﬁ_;;f MR R

-~
quantité toujours > 0 par hypothése !

Ceci implique (exercice mental) que l'intégrale double a gauche est nécessaire-
ment > 0.

~

(e) En déduire que si f est définie positive, tous ses coefficients de Fourier f(k) > 0 sont
positifs, V k£ € Z.

La question qui précéde nous a convaincu que pour toute fonction continue
h € €°(T), on a l'inégalité :

o< [ [ -y o

or 21’

et on aimerait bien pouvoir se ramener a la question (c) :

| [ re-ergerem 25— Fagm.

Le probléme quand on compare ces deux intégrales doubles, c’est que la fonction
h(6") apparait conjuguée dans la premiére, tandis que dans la seconde, la fonction
g(0") n'apparait pas conjuguée ! Qu’a cela ne tienne, on n’a qu’a déclarer que :
h(6) := e~ et que : g(8) == h(0) = ™.
Et cette fois-ci — c’est merveilleux ! —, tout s’enclenche bien : les deux intégrales
doubles coincident, on a g(k) = 1 — qui est positif | — et donc au final :
0 < premiére intégrale double = deuxieéme intégrale double
= f(k)3(k)
= f(k),

et cela, pour tout k& € Z, ce qui conclut élégamment (on I'espere. . .) la démonstra-
tion.

Exercice 4 (Noyau approximant et Théoreme de Weierstrass sur le cercle). Sur le cercle
unité T = R/27Z, rappelons qu’un polynéme trigonométrique est une combinaison li-

néaire finie des (¢**?), _, . Pour tout entier positif n € N, on introduit le noyau :
1 NH\"
0o (H50)

ou ¢, € R est une certaine constante.
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(a) Vérifier que la fonction 27-périodique C,, est > 0 sur R et montrer que 1’on peut choisir
la constante ¢,, > 0 — sans la calculer ! — de telle sorte que :

s
1:/ C.(0) 5.

—T

Puisque cosfl est > —1 sur | — &, w[, l'intégrale sur [—x, | de la fonction paire
continue (%039)" strictement positive excepté aux bornes de l'intervalle est > 0,
et on n’a alors pas d’autre choix que de prendre :

1

Cpn = .
VT e

(b) Montrer que :

0= lim
n— oo

[€xllgoqn, 015

pour tout 6 €]0, 7|. Indication : on cherche a raisonner sans avoir a calculer les constantes
¢,. On pourra d’abord vérifier et utiliser le fait que :

1:%2/ 1 + cosf ﬁ)CnQ/ 1 + cosf sinﬁﬁ,
0 2 2m 0 2 2m

pour en déduire que c,, < 5 (n + 1), puis on pourra établir que :

T 1+cosd\"
[y < 5 0+ 1 (F550)

Une astuce indiquée dans I'’énoncé du sujet consiste a commencer par minorer
l'intégrale (paire) de C, par I'intégrale de la méme fonction multipliée par la fonction
positive sin# < 1 de facon a faire apparaitre une intégrande dont la primitive se voit
aisément :

1:200n/ (1+cos€> i > o <1+20059) <ind b
0 0

2. 2 m

o 2 1+cosf\"™1"
oo n+1 2 0

¢, 2
oo n+1

ce qui donne une majoration des constantes qu'on n’a pas eu le courage de cal-
culer :

n < = (n+1).

bo|
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Ensuite, puisque C, (6) décroit sur [0, 7] (exercice mental), on a pour tout § € [§, 7] :

Ca(0) < Co(8) = (1 +°°S5>"

2
T 1+ cosd \"
<=(n+1) ,
2 2
——
N <1
0

n—r00

ce qui établit la convergence uniforme vers 0 de C,, sur [, 7|, puis aussi sur [—J, —]
par parite.

(¢) Soit f € €°(T). On pose :
0= [ FO-0Cu0 5 = 4 Calo)

Montrer que les ., (f)(6) sont des polyndmes trigonométriques, ¥ € N. On pourra utiliser
(sans redémontrer) la formule du multindme :

9 4 ¢i0-t) 4 =i(0-)\ " _ 1 Z nl2n—k-t pilk=1)(0—1)
1 n (n—k— )& '

k+i<n
k>0, 1>0

Par commutativité du produit de convolution :

Fn(f)(0) = Cp % f(0)

- [ co-nsw;

T (24 07t 0N T dt
= / L
4 or

—T

Ensuite, 'application suggérée de la formule du multindbme conclut :

c nl 2n—k-l , o dt
A _ i(k—1)6 —i(k—1)t ot
la méme chose = yE E I e / e ft) —.

2T
k-+i<n —7 ,

J/ WV

(k=0)

-~

somme finie de eth? constante

(d) Soit § > 0 petit, notamment < 7. Montrer que :

dt dt
[5u(£)(6) 1)) < /M@!f(et ) Cult 27T+/5<|t<7r|f(9t 0t oL

A partir de maintenant, les raisonnements sont exactement les mémes que
dans le cours polycopié lorsqu’on montrait le méme théoréme avec les noyaux de
Fejér F,, au lieu de ces noyaux C,. Linégalité en vue provient de I'insertion de f(0)
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a l'intérieur de I'intégrale — grace au fait que la masse des noyaux positifs C,, vaut
toujours 1 — :

(DO = [ (501~ £0) C.fo) 5

. 2m

= / méme + / méme
[t|<6 s<|t|<m

g/ \méme\+/ Iméme
[t|<68 otI<m

puis d’'une décomposition de I'intervalle d’intégration en [—4, 6] et en [, —d] U [, 7],
suivie enfin d’'une simple inégalité triangulaire.

I

(e) En déduire :
[k (F)(0) = £(8)] < max|f(8—1t) — f(O)] +2]f

[t|<o

w® [ Collor-s1015m1)

En fait, la déduction procéde comme dans le cours.

(f) En utilisant ce qui précede, établir que :

0= lim Hf - Hn(f)”cg()(qr)'

n — 00

Soit € > 0. Rappelons que le raisonnement consiste a prendre d’abord ¢ assez
petit pour que le premier terme soit < ¢ grace a l'uniforme continuité de f sur le
compact T, puis a prendre n > N(g) > 1 assez grand pour que le second terme
soit lui aussi < ¢, ce qui est possible une fois que o est fixé grace a la question (b).
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11. Examen du Mercredi 15 mai 2013

Exercice 1 [Fonction égale a sa transformée de Fourier]. On se propose de calculer la

transformée de Fourier de la fonction définie sur R :

fla)= =

cosh(mx) em™ e ™

(a) Vérifier que f € L*(R).
(b) Pour R > 0, on note [Jx le rectangle de C, orienté dans le sens trigonométrique,
ayant les quatre sommets —R, R, R + i, —R + ¢. Vérifier que le résidu en z = % de la

fonction complexifiée f(z) := m vaut ﬁ, et montrer qu’elle n’a pas d’autre podle dans
I’adhérence de Llg.

(¢) Appliquer, apres 1’avoir énoncé précisément, le théoréme des résidus pour calculer :

672i7rz§
/ " 4
0p cosh(rz)
(d) Montrer que :

1 00 e—Qiﬂmf 00 6—2i7r(z+i)§ eﬂf
— / - / —da| =
2im | J_o cosh(mz) oo cosh(m(z + 1)) i

(e) En déduire :

~ 1

(&) = cosh(7¢)’

Exercice 2 [Théoréme ergodique trigonométrique]. On fixe un réel —m < o < 7 qui est
multiple irrationel de 7 et on pose, pour j € N, a; := —7 + j(a + 7). Etant donné une
fonction 27-périodique [S-holdérienne u: R — C avec % < B < 1, on se propose de dé-

montrer la coincidence (égalité) entre sa moyenne spatiale Ms(u) et sa moyenne temporelle
M, (u) :

/ ' u(6) @b _ Ma(ur) SOm89me 1) i - z_: u(ay).

o Mmoo M
— =0

(a) En utilisant la formule élémentaire 1 +a + --- + a”™ = 1_1“_":1 , a # 1, montrer tout

d’abord que 1’on a bien M(u) = Mg(u) lorsque u est I’'une des exponentielles-modele
0 — e avec k € Z.

(b) Justifier, grace a un théoreme du cours dont I’énoncé sera rappelé avec soin, la formule :

u(f) = (k) e (k) = f=, u(t)e ™™ 4],

k€EZ
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en précisant le mode de convergence.

(¢) En insérant cette représentation, en simplifiant %(0), et en découpant ), _, . estimer

alors :
m—1
1 i do
— A 9) —
\m ulay)~ [ u(®) 3

j=0 o

)

pour montrer que Mg(u) = My (u).

Exercice 3 [Théoréme de Plancherel et signaux a spectre borné]. La transformée de
Fourier d’une fonction u € L'(R) est la fonction @(§) := [ u(x) e~*™* dz. On rappelle
que €>°(R) est dense dans L*(R) et que >°(R) est contenu dans ’espace de Schwartz
Z(R).

(a) Soit une fonction quelconque u € L*(R), et soit (u,),>; une suite de fonctions de
%>(R) qui converge, au sens de la norme L2, vers u. A 1’aide du Théoréme de Plancherel
pour . (R) — dont on rappellera I’énoncé —, montrer que la suite (u,, ),>1 converge aussi
vers une certaine fonction dans L?(R).

(b) Montrer que cette fonction-limite dépend seulement de u, i.e. elle ne dépend pas du
choix de la suite approximante (u,),>1. On la note alors .% (u) € L*(R).

(c¢) Montrer que |.% (u)| 2 = |u| 2, puis vérifier que I’application u — .% (u), dite trans-
formée de Fourier dans L?, est C-linéaire.

(d) On pose maintenant I := [—1/2,1/2] et on définit le sous-espace de L*(R) des signaux
a spectre borné :

BL*(R) := {u € L*(R): Z(u)(&) = 0 pour presque tout & € R\]I}.

Siu € L*(R) appartient 2 BL?*(R), montrer que .% (u) € L*(R).

(e) Justifier soigneusement que 1’on peut écrire u(z) = [, F(u)(£) €™ d¢ pour presque
tout z € R.

(f) En déduire qu’apres correction éventuelle sur un ensemble de mesure nulle, une fonc-
tion u € BL?(R) est toujours €.

Exercice 4 [Espace de Wiener]. Etant donné la transformée de Fourier f(é’) =
Jg f(x) e ™ dz: définie par une formule intégrale sur L'(R), on considere I’ espace de
Wiener :

o —

W = L'(R) N LY(R).
(a) Pour f € ¥, montrer que f € %°(R) N L>(R), puis, en écrivant |f(x)[P =
|f(2)|P~1|f(x)|, que f € LP(R) pour tout 1 < p < 0.

(b) Soit f € L'(R). Montrer que f € # si et seulement si f € # . On utilisera, apres en
avoir soigneusement justifié la validité, la formule f(z) = [, f(€) e*™" d&.

(c) Montrer que pour f,g € #',onaaussi fxge ¥ etfgeW.
(d) Vérifier que la quantité | | := || f|z: + Hﬂ| ;1 définit une norme sur %'

(e) Soit maitenant ( fn)n>1 une suite de Cauchy dans I’espace vectoriel normé (7/, |- HW)
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(e-1) Justifier qu’il existe deux fonctions f € L'(R) et g € L*(R) telles que :
0= lim |fu = £l et lim [fi =g, =0

(e-2) Montrer que f = g (presque partout).
(e-3) Montrer que la suite ( fn)n>1 converge dans # et qu’ainsi, # est complet.
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12. Devoir-maison a rendre pour le Mardi 12 mars 2013

Exercice 1. [Polynémes de Legendre] Soit L?([—1, 1], C) I’espace des fonctions mesu-
rables sur [—1, 1] dont le module au carré est d’intégrale < oo, que I’on munit du produit
scalaire usuel. On appelle polynéme de Legendre de degré n > 0 le polyndme :

1 a
L,(x):= Sl o [(z* = 1)"].
(a) Pour deux entiers m > n > 0, intégrer n fois par partie 1’intégrale :

b, my 4" 1o n
/_1 @ )] (@ 1] d,

en prenant itérativement la primitive du premier facteur et en déduire que L,,, est orthogonal
al,.
(b) Par la méme méthode, calculer | L, | %2[_171].

(c) En déduire qu’il existe une constante strictement positive ¢, > 0 — que 1’on préci-
sera! — telle que (¢, Ly), _ estun systeme orthonormal de L?([—1,1],C).

Exercice 2. [Déterminants de Gram] Soit K = R ou = C le corps des nombres réels ou
le corps des nombres complexes. Soit £ un K-espace vectoriel préhilbertien, i.e. muni d’un
produit scalaire (-, -) mais qui n’est pas nécessairement complet (dans le cas ot £ est de
dimension infinie !). Soient ey, ..., e, des vecteurs de . On appelle matrice de Gram de
e, ...,e, la matrice :

1<i<n

Gram(el,...,en) = ((61, €j>) )

1<i<n

I’indice ¢+ numérotant ici les lignes. Son déterminant :

<€1,€1> e <€176n>
det Gram(ey, ..., e,) = - .
<6n’61> e <6n7€n>
est naturellement appelé déterminant de Gram de eq, . . . , e,,.

(a) Vérifier que cette matrice est symétrique dans le cas K = R, ou hermitienne dans le cas
K = C, a savoir par définition égale a la conjuguée de sa transposée.

(b) Dans le cas de n = 2 vecteurs, que peut-on dire de Gram(ey,e2) ? Quel théoreme
fondamental le Sherlock Holmes en vous reconnait-il ici sans aucune aide de son cher
Watson ? Et qu’€tes-vous tenté alors de conjecturer pour tout n > 27?7

(c) Soit maintenant X = (xy,...,2,) € K" un vecteur-ligne quelconque et soit :
(Gram(e) - X)Z.
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la i-¢me composante du vecteur-colonne Gram(e) - X. Montrer par le calcul que ’on a :

n

E T; €

i=1

2

(X, Gram(e) - X) =

(d) Montrer que la matrice Gram(ey, ..., e,) est toujours positive, et qu’elle est définie
positive lorsque et seulement lorsque ey, . . ., e, sont K-linéairement indépendants.

(e) Le but principal de cet exercice est de montrer que si /' C E est un K -sous-espace vec-
toriel de dimension finie n > 1 muni d’une base (ey, . . ., e,) qui n’est pas nécessairement
orthogonale, alors pour tout x € FE, la distance au carré de x a F' est donnée comme le
quotient suivant de déterminants de Gram :

_ o detGram(ey,...,e,, @
[dist(z, F)]” = (€1, e, 7)

det Gram(ey, ..., e,)
Cette formule vient donc complémenter le cours «magistral », dans lequel on a systé-
matiquement suppos€ que les vecteurs étaient orthogonaux entre eux afin de simplifier
grandement les formules. Commencer alors par justifier I’existence d’un unique vecteur

7p(z) € F qui réalise la distance de x a F':

dist(z, F) & inf [ — y]

= Hx — 7TF(:17)H
(f) Montrer par le calcul que :

(e1,€1) (€1, €n) (mp(z), 1)

detGram(el,...,en,x) = (ener) - (en, n) W
(me(@),e) -+ (mr(2),en)  |7r(2)]
(er,er) - (e1,en) 0
T (en,€1)  -+- (€n,€n) 0 , ’
(me(@),en) - (mp(2)en) |lo—mr(2)]

et conclure.

Exercice 3. [Théoreme de Miintz-Szasz] On considére ici comme connu le théoreme
de Weierstrass d’apres lequel la suite des mondmes standard (a:”) est totale dans

neN
%¢°([0,1],R) pour la norme | - |40 de la borne supérieure. Puisque I’on a (exercice de
révision) :

[flz> < [ fleo,

pour toute f € L? ([O, 1]) , la totalité de cette suite est instantanément héritée par L.

Etant alors donnée une suite (O‘")n>1 de nombres strictement positifs «,, € R qui
est strictement croissante : «,, < a1, on considere la famille, indexée par n € N*, des
fonctions-mondmes :

0,1] 2 z — 2% € R,
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qui appartienent tous au sous-espace vectoriel dense :
¢°([0,1,R) c L*([0,1],R)

des fonctions continues sur le segment [0, 1] dans 1’espace de Hilbert des fonctions de carré
intégrable sur [0, 1] muni de la norme standard f01 f(x)? dx notée || f| .2, et on se demande :
quand donc une telle suite est-elle (aussi) totale dans L? ([0, 1]) ?

Pour tout N € N*, on introduit I’espace vectoriel :

Ey = VectR(xal,x”, e ,w‘”\’).

(a) Soit maintenant une fonction-mondme z" avec m € R, quelconque. Montrer que :

inf Hx
fEEN

ocz+m+l‘

= e 11

Indication : En appliquant le résultat de 1’exercice précédent, on se ramenera a deux déter-
minants de Gram que I’on calculera par des techniques d’algebres linéaire ; notamment, on
démontrera, en commengant au besoin par examiner les petites valeurs N = 1,2, 3, que :

1 . 1 1

artor+1 artan+1 a1+m+1 2 2

.. .1. .. B H1<i<j§N (al —Oz]) ngiéN (O{Z —m)
1 ... 1 - 2
anFortT antantl antmtl 2m+1) [he ey (@0 +1) [Thaey (@ +m+1)
m+ai+1 U m+4an—+1 m+m—+1

(b) Montrer que la famille des fonctions-mondmes (xa”)n>1 est totale dans ’espace

=

%¢°([0,1],R) muni de la norme | - |72 si et seulement si — joli Théoréme dii & Miintz
et a Szasz — la série suivante diverge :

=1

Indications : Premierement, dans la circonstance spéciale (la moins significative) ou la
suite (ay,) _ est majorée :

sup o, = I|m o, =: A < +o00,
n—00 —00
H . 1 _ +
de telle sorte que 1’on a automatiquement » . 5o = 100, montrer que pour tout 1m € R,
ona:
N
lim
N—o00
i=1

Q; —m .
o, +m+1

Deuxiemement, dans la circonstance (plus fréquente et plus naturelle) ou lim,, ai = 00,
montrer tout d’abord que 1’on a aussi pour toute constante positive :
1

lim = 00
n—oo (4, + constante
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Ensuite, pour tout m € R* fixé quelconque, choisir un entier N; > 1 assez grand pour
que o;; > m pour tout 7 > Ny, prendre N, > N, arbitraire, et montrer que :
) o; —m ) N2 1
(NL'L"OO Il o= 0) = <NL'L“OO D OO)
Ni<i<Ny * i=Ny "

(On pourra prendre le logarithme de ce produit et utiliser la majoration log(1 — z) < —x
valable pour tout 0 < x < 1.) Pour conclure, effectuer une syntheése lumineuse qui répond
de maniere rigoureuse et complete a la question (b), en remplissant tous les raisonnements
qui n’ont pas été explicitement indiqués.

Exercice 4. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f: R — R définie pour tout
0 € [—m, | par :
(92
f(e) =1 p,

et prolongée comme fonction 27-périodique (continue) sur R tout entier.

Exercice 5. On considere la série de fonctions :
Z sin®(nd)
= n!
(a) Montrer que cette série converge uniformément sur R. On note S(6) sa somme.
(b) Montrer que S est de classe € et 2r-périodique.
(¢) En développant sin®(nf), exprimer S(6) en fonction de (justifier aussi I’existence) :

() = Z sin(né’)'

n!
n>1

(d) Montrer que S(6) est développable en série de Fourier et trouver son développement.

(e) En considérant aussi :

X cosnd
T(0) = ,

calculer explicitement 7(0) + io(6).

(f) En déduire que pour tout # € R, on a la formule explicite :

S(0) = 3 sin(sinf) €% — L sin(sin30) €05

Exercice 6. Si f € ¢°(R/2nZ), montrer que pour tout n € N*, la n-éme somme de Fejér
est continue sur le cercle et qu’elle satisfait :

lon(F)leo < S

0.

Exercice 7. Soit f € C°(T), ou T = R/27Z. On dit que f est définie positive si, pour tout
n € N, tout (6y,...,60,) € T", ettout (cy,...,c,) € C*,ona:

> f(8;—0) ;e = 0.

J,k=1



66 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Sud

(a) Soit m € N et soit :

m
B(0) = Z ane™,  avectousles a, > 0.

n=—m

Montrer que ¢ est définie positive.

~

(b) Soit f € C°(T) avec f(n) > 0 pour tout n € Z. Déduire de (a) que f est définie
positive.
(¢) Soit f, g € C°(T). On introduit la fonction

FO) = /W F(O = 0)g(0))de.

Calculer les coefficients de Fourier F'(n) en fonction des coefficients f(n) et §(n).

(d) Soit f définie positive. Pour toute fonction g € C°(T), montrer que ’on a :

/_7T /_7T F(0 -0 g(0)g(6") d0dd’ > 0.

~

(e) Soit f définie positive. Déduire de (d) que f(n) > 0 pour tout n € Z.
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Exercice 1. [Examen 2011] Soit f € L} (R) telle que :

+o0
0= / f(2) o(z) de,

o0
pour toute fonction ¢ € € >°(R). Soit (p;);>1 une suite régularisante lisse a support com-
pact, c’est-a-dire plus précisément une suite de fonctions p; € €>°(R) telles que p; > 0,
fj;o pij(x)dxr = 1 etsuppp; C [—¢;,+¢;] pour une certaine suite de réels ¢, tels que
0 < g; < 1 satisfaisant lim;_, o ¢; = 0.

(a) Montrer que toutes les régularisées f * p; de la fonction f sont identiquement nulles.

(b) Soit a un réel strictement positif et posons b := a + 1. Montrer que, pour tout réel x tel
que |z| < a et pour tout entier j > 1,on a:

pj* f(x) = pj* (Lo f)(z) = 0.

(c) Montrer que :
“+a

Hl[fb,b] f=pi* (L—op f) HL1 = /_ |f(z)| dx.

(d) En déduire que f = 0 presque partout.

Exercice 2. On se propose ici d’établir une version économique de la formule d’inversion
de Fourier.

Soit f une fonction de classe ™' sur R a support compact contenu dans I’intervalle
[—M, M], avec M > 0, et dont la transformée de Fourier F est a croissance modérée, i.e.

satisfait }f ‘ constante/ 1+ &2%).
(a) Pour L fixé avec L/2 > M, en associant & f une fonction L-périodique, en posant
§ := L, en introduisant les quantités f (k) = [T f(0) e 2 pour k € Z, montrer que
I’on a .
w)=06 Y f(ko) ¥ (lol < £).
k=—0o0

(b) Montrer que si une fonction g est continue et a croissance modérée, on a :

[ o@ae=tms 3 o

5>0 k=—o0

(¢) Conclure que I’on a bien la formule d’inversion de Fourier dans cette circonstance :

:/_ f(f) p2imxE de.
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Exercice 3. Cet exercice illustre le principe d’apres lequel la décroissance de f a I’infini
est reliée a la régularité de f.

(a) Soit f une fonction a croissance modérée : | f(z)| < A/(1+ 2?) sur R avec A > 0 dont

la transformée de Fourier f est continue et satisfait :

Fi©) = 0(=). lorsque [¢| — oo,

pour un certain réel 0 < a < 1. En admettant que la formule d’inversion de Fourier :

f(z) = / 7)o d,

est alors satisfaite, montrer que f est € “-holdérienne, a savoir qu’elle satisfait une estimée
uniforme du type :

|f(z+h) = f(z)] < M |n|* (z,hER),
avec une constante M > 0.

(b) Soit f une fonction continue sur R qui s’annule pour |z| > 1, satisfait f(0) = 0, et est
égale a :
1

log(1/lx])
dans un petit intervalle [—dy, do| avec g > 0. Vérifier que f est a croissance modérée, mais
que f ne I’est pas, et plus précisément, montrer qu’il n’existe pas de réel € > 0 tel que :

F(6) = O<|£‘++E>, lorsque [£| — oo.

Exercice 4. (a) En dimension d = 1, soit f € L'(R) N ¢ (R). Montrer que pour tout
EeR,ona:

F &) =i F(e).

Si f € €%(R) avec k > 1, en déduire que pour tout entier positif £ < k, ona :
FOE) = (i€)° F(€)-

(b) En dimension d > 1, quelconque, si f € & ’“(Rd), montrer que pour tout multiindice
(01,...,0y) e Ntavecl; +---+ {3 < k,ona:

gttt 1t ly L ¢
F| ——— ey &) = AT AT e &)
(5?50 e F ()6 )
(¢) En dimension d = 1, soit f € L'(R) telle que la fonction produit = + x f(x) appar-
tienne encore a L'(R). Montrer que f admet une dérivée [’ continue et bornée sur R qui
est donnée par la formule :

Fi&) = —ixf(e).

(d) En dimension d > 1 quelconque, si, pour un entier & > 1, toutes les fonctions

produits f, x;, f, xy T, f, ..., Tx, - x, f appartiennent & L'(R) pour tous indices
1 <1y,ls, ...,y < d, montrer que I’on a pour tout entier ¢ < k :
o(Z(f))

36, 06, (&) = (' F @ m 1) ©)
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Exercice 5. On admet ici un théoreme démontré en cours, dit Formule d’inversion : Pour
toute fonction f € L'(RY) telle que f € L*(R?), ona :

f=@nf,
en presque tout point € R%. Soit donc f € L'(R?) telle que f € L'(R?) et soit une autre
fonction g € L'(RY).
(a) Vérifier que f € L>®(R?).
(b) Montrer que fg € L'(R?).

(c) Montrer que ’on a :

1
(2m)?
Exercice 6. (a) Montrer que la transformée de Fourier de la fonction indicatrice 1, d’un
intervalle fermé borné [a,b] C R avec —oco < a < b < +oo n’appartient pas 3 L'(R).

fg= [*3.

Ainsi f € L'(R) n’entraine pas fe L*(R), donc la transformée secondefne peut
pas en général étre calculé.

Le but ici est d’énoncer une condition spécifique sur f, dite «de Dini», qui assurera
que I’on puisse néanmoins inverser la transformée de Fourier en écrivant :

+oo )
f =5 [ Foea

cette intégrale impropre étant définie comme valeur principale au sens de Cauchy :

+R

M -+ o0 f(&) e de.

(b) Avec f € L'(R), on pose donc pour R > 0 :

1 +R
2

Sr(x) == F(&) et de.

+00 Sln(Rt di —

En admettant que f montrer que ’on a :

[ flx+t)+ f x—t)—2f( ) sin(Rt)dt

Sulo) — i) = 2 [ t

(c¢) On pose donc :

gty o= LTS =0 22010

et on suppose (Dini) qu’il existe un § > 0 tel que :
5
2t
[0
0 t

Montrer que alors sous cette hypotheése que I’on a effectivement la conclusion désirée :

+R
f(x) =limp 400 o f(€) e de.
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(d) Vérifier que cette hypothése est automatiquement satisfaite lorsque f € L'(R)NE*(R),
a savoir lorsque f satisfait de plus une condition de type Holder : il existe un certain nombre
réel 0 < a < 1 et une constante K tels que 1’on ait :

}f(x”) —f(l’,)| < K‘l’”—l’/ «

)

pour tous z’, 2" € R.

Exercice 7. Soit g € L'(R) telle que fj;o g(y)dy = 1. On pose :

c = /0 9(y) dy,

o
Cy = / 9(y) dy.
0

Pour ¢ > 0, on pose g.(z) := %g(f)

(a) Si f est une fonction continue par morceaux et bornée sur R, montrer qu’en tout point
reR,ona:

im0 f * ge(z) = c_ f(x +0) +cy f(z—0).

(b) Si de plus f ne présente pas de points de discontinuité sur un intervalle fermé donné,
montrer que la convergence est uniforme sur cet intervalle.

(c) Que se passe-t-il si ’intervalle en question contient un point de discontinuité de f ?

Exercice 8. (a) Calculer la transformée de Fourier de la fonction f définie sur R par :

fla) = —

coshma

(b) Calculer la transformée de Fourier de la fonction g définie sur R par :

—imx?

e
T) = )
g( ) coshmx
(c) Etablir deux formules dues Ramanujan :
/ T cos2mtx ) 1 + v/ 2sin7t?
cosmx’ dr = —————,
o  coshmx 2v/2 coshrrt
/ o cos2rtr | —1 4+ v2cosnt?
sintz” dx = .
0 coshmw 2+/2coshrrt

Exercice 9. (1) Soit ) € L*(R) telle que 1) > 0 et que fj:oo ¥ (y) dy = 1. Pour tout & > 0,
on pose ¥(y) := 1 (%). Montrer que pour toute fonction f € €°(R) N L>(R), onaen
tout point fixé z € R :

lim._o f % - (x) = f(x).
(2) Si f est de plus uniformément continue sur R, montrer que la convergence est uniforme.

(3) On suppose a présent que f € €°(R) N L>(R) N L' (R).
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. , . _ 2 N
(a) Rappeler I’expression de la transformée de Fourier de e=**", ol @ > 0 est une
constante réelle, et écrire en quelques mots comment s’est effectuée la démonstration en
cours.

(b) En déduire la valeur de I’intégrale :

+oo 262
/ e@—y) p——5— d€.

(c) Montrer que (justifier d’abord I’existence de 1’intégrale) :

L
o [ e e 2 dE = fxpe(w),
x2
ol I'on a posé : . (7) := —J=—e 2.

(d) En déduire la formule de type «inversion», valable pour toute f € %°(R) N
L*(R)N L'(R):

1 oo
flz) = IimEHO% /_Oo F&) e d£
Exercice 10. (Examen 2011) L’ objectif est de produire des exemples de séries trigonomé-
triques qui ne sont série de Fourier d’aucune fonction intégrable (au sens de Lebesgue) sur
le cercle unité T = R/2xZ. On rappelle ’expression : D,,(0) := gifg e du noyau

de Dirichlet, et celle : F,,(0) := £ [Dg(6) + - - - + D,,—1(f)] du noyau de Fejér, somme de
Cesaro des D;(6).

(1) Montrer, pour toute fonction 27-périodique intégrable f € L'(T), que :

k=4n

_ _ iko ) _ _ m) iko
nFa(0) =3 (n— k) e™ etque: Foxf(0)= Y (1 =) Flky ™.
|k|<n k=—n
ou: f(k = [T ft)e L = 0% f(t) e 4 désigne le k-eme coefficient de Fourier
de f.
(2) Soit g une fonction dans L!(T) telle que g(0) = 0 dont on considére la primitive
fo s) ds s’annulant en 0. Vérifier que G est 2m-périodique et montrer que :
R 1 2
G(0) = — 2 . sg(s)ds.
(3) Montrer que :
~ 1
(4) Montrer que :
N . /g\(k) i k=n R k=-1 R
Fo % G(0) = G(0) —1 - T Zg(k)—Zg(k) :

1<|k|<n
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5) E’ tablir que :
| n i d .
iMoo g r 2 ; sg(s) S

1<|k|<n

(6) Pour tout couple d’entiers (p, ) tels que 0 < p < g et tout § #Z 0 mod (27), calculer :
n=q

n=q ein@ o e—in@
> sinnd) =Y
n=p n=p v

1
sin(g)-

et montrer ensuite que cette somme est majorée par
(7) Montrer que la série trigonométrique :
f sin(nd)
—~ logn
converge pour tout § € T fixé ; par souci de complétude mais sans s’y attarder, établir auparavant que

si (ax)g>1 et (by)r>1 sont deux suites de nombres réels quelconques, alors pour tout . > 2 :

n—1

Z(ak —ap) [be + -+ by] = Z arbr — an (b1 + -+ 4 bn),
k=1 k=1

et en déduire le critere de convergence d’Abel : si la suite a,, est positive, décroissante, convergente vers zéro,
- . n 2 7 . +OO
et si la suite (> _; bk)n>1 est bornée, alors la série ), ~; ayby, converge.

(8) En admettant sans s’y attarder le principe de comparaison entre séries a termes dé-

croissants et intégrales, montrer, en effectuant un changement de variables dans I’intégrale
correspondante, que :

En L loglogn
klogk glogr-
k=2

oo SiN(nd)

(9) Déduire de tout ce qui précede que la série trigonométrique en question » '~ fogn

n’est la série de Fourier d’aucune fonction g € L!(T).
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—1 point si copies doubles non numérotées 1/4,2/4,3/4,4/4
—1 point si réponses correctes non soulignées ou encadrées

eikG

Exercice 1 : Majoration uniformede >, ., <~

(a) La famille des noyaux de Dirichlet sur le cercle unité T = R/27Z est définie par
Dn(t) := 3" <, €. Montrer que :

sin(n + %) t

ain(3)

Dn(t) =

(b) Que valent les intégrales :

(c) Montrer que la fonction :

q: t+—

se prolonge continiiment a [—7, 7].

(d) En déduire I’existence d’une constante () > 0 telle que :

0
/ q(t) sin(nt—l—%) dt| < Q,
0

pour tout |0| < 7.

(e) On rappelle que le lemme de Riemann-Lebesgue stipule que pour toute fonction conti-
nue g € €°(T) :

0= lim /7r g(0) sin (nd) ;Z_Q = lim /7r g(0) cos (nb) ;l_@

n—oo [ i n —00 T

Déterminer alors :

lim /7r q(t)sin(nt+ %) dt.

n—oo [ __

(f) En admettant que blim fob % du existe, utiliser (b), (¢) et (e) pour établir que :
—00

/ %du:ﬁ.
0 u 2

(g) En déduire qu’il existe une constante R > 0 telle que ‘ fob Sint(d) dt| < R pour tous
b,c € R%.
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(h) Montrer que 9 SN t44/2) 4y < @ + 2 R pour tout |6| < mettoutn € N.
“sin(t/2)

(i) Montrer que :

1 et I~sin(kd) 1 (7
5 > —= - _5/0 (Dn(t) — 1)dt.

1<|k|<n k=1

(j) Donner une preuve alternative du fait signalé et utilisé en cours que les sommes :
ik0

> 5

1<|k|<n

sont uniformément bornées en n et en 6.

Exercice 2 : Théoréeme de James

Soit (E, | - |) un R-espace vectoriel normé complet. La norme d’une fonctionnelle
linéaire L: £ — R :

2= s 2O g (1)
wervoy Tl
est finie || L|| < oo si et seulement si L est continue, d’aprés un théoréme connu.
L'espace (E, | - |) est dit uniformément convexe lorsque, pour tout 0 < 6 < 1, la
quantité :

£(6) = inf {1 — sl = ol =1, Ju—o] > 5} >0
est strictement positive.
(a) Hlustrer cette propriété par un diagramme parlant et esthétique.

(b) On considere maintenant une fonctionnelle linéaire continue non nulle L : (E, |- ||) —
(R, | - |). Montrer qu’il existe une suite (un)n>1 d’éléments u,, € E de norme |u,| = 1
telle que L(u,) — || L]

n—oo

¢) Etant donné £ > 0 arbitraire, montrer qu’il existe N = N (e el que ny,ny >
(¢) Etant d 0 arbit trer qu’il te N = N(e) € Ntel q >N

entraine :
L(um) + L(“m) .

IL1(1 <) < S
(d) Toujours pour ny,ne > N(¢), en déduire :
Up, + U
l—¢) < |2
(19 :
(e) En utilisant I'uniforme convexité de (E, | - |), montrer que la suite (u,) _ est de
Cauchy.
(f) Justifier I’existence de uy, = lim w, et montrer que L(uy) = || L]
n—oo
(g) Montrer 1’unicité d’un élément v,, de norme |v.| = 1 satisfaisant L(v,,) = ||L]|.

Indication: Entrelacer (ul, V1, U2, Vo, v v oy Upy Upy v v ) et appliquer (b).
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(h) En notant donc maintenant u;, € E cet unique élément de norme |u, | = 1 satisfaisant
L(ur) = ||L||, montrer que pour tout v € E, la fonction :

R— R
t— |IL] - HuL —{—th — L(ur, +tv)

admet un minimum global en ¢ = 0.

(i) Lespace vectoriel normé complet (E, | - |) est dit lisse lorsque, pour tout u € E\{0},
I’application :
E — R
M,: d
v > T Hu + th

t=0
définit une fonctionnelle linéaire continue sur /. Conclure du point précédent (Théoreme
de James) que dans un espace vectoriel normé complet uniformément convexe et lisse (E, I
H), a toute fonctionnelle linéaire continue non nulle L: £ — R est associé un unique
élément u;, € E de norme 1 tel que :

L(:) = ILI - My, ().

(J) Montrer qu’un espace de Hilbert (H V(e )) est uniformément convexe. Indication: Uti-
&
<

(k) Lorsque (E, |-|) = (H, /(")) estun espace de Hilbert, comparer M, (v) et <m, v).

liser I’identité du parallélogramme pour minorer, par exemple : (d) >

(I) Comment s’énonce le Théoreme de James dans un espace de Hilbert ?

Exercice 3 : Décroissance holdérienne des coefficients de Fourier
Soit f une fonction 27-périodique intégrable sur [—7, 7] au sens de Riemann.

-~

(a) Rappeler la définition des k-eémes coefficients de Fourier f(k) pour k € Z.

ﬂm:=§/w{fwy—wi+gﬂe4wgg

—T

(b) Montrer que :

(c¢) Lorsque, pour un certain exposant réel 0 < « < 1, la fonction f est a-holdérienne :

|f(0+1t) — f(B)| < constante - [t|*,

=)

Il s’ agit ensuite de faire voir qu’une telle décroissance ne peut pas étre améliorée en général.

montrer que :

(d) Pour 0 < a < 1, montrer que la fonction :

)= e
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est a-holdérienne. Indication: Découper la somme :

FO+0—r0)=> ()+ >, ()

1 1
2n§m 2">W

Pour estimer la premiere somme, utiliser apres I’avoir justifié le fait que |1 — eia} < |6
pour |#| < 7. Pour estimer la seconde somme, utiliser I’inégalité |eit2 — eit1| < 2.
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. . . . ik
Exercice 1 : Majoration uniforme de >, ., <~

(a) Par définition :
Do(t) = ¢ ™ e p I

ko 1_qk+l

Dans le cours, en utilisant 1 + ¢+ --- 4+ ¢" = [, > On montre que :

D, () = sins(:z(t)i)t'

(b) Puisque pour tout entier £ € Z* non nul :

O:/ e dt,

/ Dn(t)dt:0+-~-+0+/ 1dt+0+---+0

-7 -

il vient :

= 27.

(¢) Sur [—7,0[ U ]0, 7], cette fonction :

1
q(t) = —
Sin (5)
est ¢°°, puisque ni sin(%) ,ni ¢t n’y ont de z€ros. Mais au voisinage de ¢ = 0, un dévelop-
1

pement limité utilisant — =1+ x+ O(x?) donne :

1
Tt
2

q(t) = - %

ce qui montre que la fonction ¢(t) se prolonge par continuité en ¢ = 0 par la valeur nulle :

q(0) := 0.
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(d) Bien entendu, on peut alors majorer :

/0 q(t)sin(nt+t/2) dt| < |0]- (maxq) -1

[0,6]

< 7| qleorm)
:;Q

< 0.

(e) Une formule trigonométrique connue stipule que :

sin(nt +t/2) = cos(t/2) sin(nt) + sin(t/2) cos(n t).

Alors une application directe du lemme de Riemann-Lebesgue donne la réponse :

n— 00 n— oo
—T —T —T

e€eo

lim /7r q(t)sin(nt+1t/2)dt = lim /7T q(t)cos(t/2) sin(nt) clt%-nliﬁmOO /7r
— 040
= 0.

(f) Pour tout n € N on sait que :
i ™ sin(n + 1)t
o [ oy [
o o sm(§)

Alors ce qui vient d’€tre vu permet de poursuivre :

= lim /W q(t)sin(nt+1t/2) dt

n—oo |
T/ 1 - 1
i / (sm(.nt 2)75 B sm(n:— 2)t )dt
e S sin(3) 2

fonction paire

™ sin(n + 1)t
o (o2 [0 )
n—o00 0 35

T al 1
=21 —4 lim / Mdt,
0

n—00 t
puis le changement de variable :
n 1 y Lot dt du
n+—-|t=u u: —=—
2 ’ t ’

donne : )
(n+§)7r .
2r =4 lim / st du,
0

n—o0

. . b si .
d’ou en admettant que lim [ SN dy existe :
b—o0

T > sinu
- = — du.
2 /0 u “

q(t)sin(t/2) cos(nt)dt
—_———

€eo
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(g) Le changement de variable similaire :

ct =: u, dou: —=—,
t

/b Sin(ct) gy — /bc S .
0 t 0 u

0o gj . o . . 2 2
Comme fo LS“ du existe et comme bc > 0, ces quantités sont uniformément bornées en

valeur absolue :
b .
t
‘ / sinc dt' <R
0 t

transforme :

par, disons, une constante notée R.

(h) Maintenant, en faisant apparaitre ¢(¢) dans une inégalité triangulaire :

0 o 1 0 0 1
/ wdt‘ < ’/ sin(nt+t/2)< _1t —%)dt’—i- / wdt‘
o o) : o 1)L,

t
2
(t)

|

< Q+2R

< o0,

et ce, pour tout |f| < 7, grice aux résultats des questions (d) et (g).

(i) On a bien :
1 [f I N
- D,(t) —1)dt = = R dt
2 [, @o-va=g [ 3 )
1<|k|<n
1 eikt 0
-3 = %),
1<|k|<n
_1 eik‘@ 1
2 ik k)’
1<|k|<n

eten observant que 0 = >, = par imparité, il reste :

1 0 1 eike
= Dn(t) —1)dt = —
3 ), @ -na=g > G
1<[kl<n
"< sin(k )

k
k=1
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(j) En conclusion, en prenant les modules, et pour tout |f] < 7 :

eik@ 0

> < / (Dn(t)—l)dt’
1<|k|<n 0
0

< /Dn(t)dt‘Jr]G]
0

<Q+2R+m7

< oo,

ce qui acheve la preuve alternative du caractere uniformément borné de ces sommes, fait
crucialement utilisé dans le cours magistral afin de construire avec du Bois Reymond une
fonction continue dont la série de Fourier diverge en 6 = 0.

Exercice 2 : Théoréme de James

(a) Voici un diagramme :

1— [t reste
uniformément minoré
par une quantité

e(6) >0

(b) Par définition de :

ILIl = sup |L(u)],

Jul=1

il existe une suite (uy,) _ d’éléments u, € E de norme |u,| = 1 telle que :

et quitte a changer u,, en —u,, seulement lorsque L(u,) € R*, on peut supposer que
L(u,) > 0 pour tout n, et ainsi sans valeur absolue :

L(u,) — JILI.

(c) Comme la fonctionnelle L est non nulle, || L|| > 0. Etant donné £ > 0 arbitrairement
petit, il existe par conséquent N = N(g) € N* assez grand pour que :

e Ne) = (L) > JLIE-2)),
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et alors par simple addition-moyennisation :

mon > N = (Kl )

(d) Toujours pour n,ne > N(g), supposons par I’absurde que :

Up, + Up,

5 < (1—5).

La propriété caractéristique |L(v)| < ||L]| - |v| valable pour tout v € E et directement
issue de la définition de la norme d’opérateur || L|| implique alors :
2

L unl + unz
2
< LN (1 —e),

d’ol en éliminant la valeur absolue a gauche :

p(gte) < i)

inégalité manifestement contradictoire avec (c).

Up, + Upy

< 40

(e) Soit & > 0 arbitrairement petit et associons-lui la quantité (0) — appelée module de
convexité — qui apparait dans la définition de I’uniforme convexité. Nous affirmons que :

mme > N(EE) = ([l — | <),

ce qui établira la Cauchycité de la suite (un)n>1.
Sinon, si au contraire on avait :

s = s | =6,

alors par uniforme convexité de ’espace (E, | - | ), on devrait avoir le contrdle minorant :
Up, + U

1— % > ¢(6),

ce qui équivaudrait a :
Up, + U
1—e(d) > | e 7
2
et produirait une contradiction manifeste avec le résultat de la question (d) !
(f) La complétude de (E, | - |) assure I'existence de uo, = lim u,. Comme L(u,) —
n—oo n— o0

IIZ||, et comme L est continue, L(us) = || L]

(g) Etant donné une autre suite (Un>n>1 quelconque qui satisfait exactement comme

(tn), ., ala fois |v,| = 1et L(v,) — [IL||, les mémes raisonnements s appliquent
= n— oo
sans modification et fournissent une limite v, = lim v, satisfaisant aussi L(v.,) = || L]

. n—oo
Or la suite entrelacée :

(ulavlau%v%'"7unavn7"')a
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a savoir la suite :
{ unt1 lorsque m est impair,
2
Wy, =

vn lorsque n est pair,
satisfait elle aussi trivialement |w,| = 1 et L(w,) — ||L||, donc les raisonnements qui
n—oo
précedent s’appliquent aussi a elle, et ils fournissent sans effort une limite w,, = lim w,
n—oo
qui satisfait encore et aussi L(wy,) = ||L]|. Ceci assure sans délai (exercice mental) que :
Voo = Uco,
et conclut la démonstration d’unicité. Bien entendu, |us| = [voo| = |weo| = 1.
(h) Avec u;, € E cet unique élément de norme |uy| = 1 satisfaisant L(uz) = |||, la
fonction :
R— R

t — |IL] - HuL —I—tv” — L(ug + tv),

est en fait a valeurs dans R, simplement parce que |L(w)| < ||L||- |w] pour w := up,+t v,
et elle s’annule visiblement en ¢ = 0. Son minimum global vaut donc 0, et si elle possédait
un qutre minimum :

0=|L| - HuL + 1o UH — L(uL +to v),
pour un certain autre ¢ty € R avec ty # 0, cela contredirait I’unicité de uy,.

(i) Toute fonction R — R, qui admet un extremum (local ou global) en un point doit y
avoir sa dérivée nulle. Ici en ¢ = 0, on doit donc avoir :

d
0= pr <|HL\H . HuL—i—tv” — L(ur) —tL(v)),
t=0
a savoir en termes de la fonctionnelle M, supposée exister dans (£, | - |) lisse :

0=|L|l- My, (v) = L(v).
Nous avons donc établi le :

Théoreme de James. Dans un espace vectoriel normé complet uniformément convexe et
lisse (E, | - ), a toute fonctionnelle linéaire continue L: I/ — R est associé un unique
élément uy, € E tel que :

L) = LI - My, ().

(j) Lidentité du parallélogramme, valable dans tout R-espace vectoriel normé dont la
norme dérive d’un produit scalaire :

e+ o* + Ju— o] = 2 Ju)? + 2 Jo]?,

donne ici, en supposant donc que |u| = |v| =1:

2 2

u+v _

2

u—v

2

)

et donc, pour tester I’'uniforme convexité de notre espace de Hilbert (H oA/ <y >) ,S1:

”u - U" > 57
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on en déduit la minoration :

52 fu—vf? R
4 5 4 2 |
puis en factorisant 1 — x? = (1 — x) (1 +x) :
5_< 1 u—+ v m u—+ v |
4 2
<2
et finalement, on conclut I’uniforme convexité :
621 U+ v
42 ° 2 |
grace au minorant-bonus indiqué :
62
0) 2 — >0
£0) > 2
(k) Rappelons la dérivée de la racine carrée d’une fonction g(t) > 0 :
d d
- t —
ai|, VI = 3 \/— dt|, ( ®)).
Ici, avec u # 0 pour assurer que g(O) > 0, on calcule :
d
M,(v) = —| {u+tv, uttov)
dt],—
— L1 (G + 2t () + 2 {00) )
= U, U U, v ,
2/ (u, u) dt]i_
1
= =2 (u,")
24/ (u,u)

—(w
= (1> v
donc les deux expressions a comparer sont égales.

(I) Ainsi, tout espace de Hilbert, complet par définition, s’avere-t-il étre aussi un espace
vectoriel normé complet lisse uniformément convexe auquel le Théoreme de James s’ap-
plique, montrant que toute fonctionnelle linéaire continue non nulle se représente comme :

L{v) = IL]l - Muy (v)
=Ll - <|u||’ >
= (Ll v)

= produit scalaire de v avec un vecteur fixe,

et I’on retrouve un énoncé central de la théorie, a savoir le Théoreme de représentation de
Riesz.
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16. Examen du Jeudi 15 mai 2014

— 1 point si copies doubles non numérotées 1/4,2/4,3/4,4/4
— 1 point si réponses correctes non soulignées ou encadrées
— 1 point si 2 devoirs sur 3 non rendus avant le 23 mai

Exercice 1 : Diviseurs de zéro dans I’algebre de convolution

(a) Soient deux intervalles ouverts I;, I, C R d’intersection I; N I, = () vide. Utiliser
deux fonctions non nulles ¢ € €>2([), 2 € €>°(15), pour construire deux fonctions
fi, fa € Z(R) de I’espace de Schwartz satisfaisant f; * fo = 0, puis interpréter cette
propriété. Indication: Utiliser la transformée de Fourier d’un produit de convolution.

(b) On introduit I’espace :

L (R,) := {f R — C mesurable telle que [, [f| < oo

0}.

pour tout intervalle borné J C R, et telle que f }]7 o

Pour f,g € L{ (R, ), montrer que f * g(x) = 0 lorsque = < 0, et, pour = > 0, que :

e /f —y)dy

(¢) Montrer que f x g € Ll _(R,).
(d) Soit maintenant f € L] (R, ) satisfaisant :
fxf=0.

Pour tout réel A > 0 et tout entier n > 1, montrer que :

VR ON
=[]

1
v

u+ 0

A g

=:Js

") F(A — ) f(A —v)dudy

SIS

A\AWV
|
hS

5
VAN
o

v
~

b

") F(A —u) f(A —v)dudv.

SIV/AV/AN
YESN

(e) Toujours avec f x f = 0,en posanty := A —uetx := A — v + y, montrer que :

n= [ et e s =o
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(f) Montrer qu’il existe une constante indépendante de n telle que :

A
sup / e"” f(A —z)dz| < constantey 4.
0

neN

(g) On admet maintenant qu’une fonction ¢ € L*([0,B]), B > 0, satisfaisant

| fOB e g(t) dt| < constante pour tout n € N est nécessairement nulle : ¢ = 0
presque partout. Déduire de ce qui précéde que f = 0.
(h) Soient maintenant f, g € €2 (R) := {h € 'R hh s = O} satisfaisant :

f*xg=0.
En posant f;(z) := x f(z) et g1(z) := x g(x), montrer que :

fxq+ fixg=0.

(i) Montrer que f % g; = 0. Indication: Calculer (f * g1) * (f * g1).

(j) Montrer, pour z > 0 et pour tout entier n > 0, que :
0= [ fte =y gy
0
(k) Utiliser un théoréeme de densité pour montrer que :

0— / " (Fle—y) o) dy.

(I) Montrer que 1I’algebre de convolution (%J?(R), *) n’a pas de diviseur de zéro. En va-t-il
de méme pour (Li (Ry), ) ?

Exercice 2 : Transformée de Hilbert

Premiére étape. Dans la suite, on note u la transformée de Fourier d’une fonction u €
L'(R) définie pour £ € R par :

Q) = / () e 2

[e.e]

On note alors différemment .% : L*(R) — L*(R) le prolongement 2 L?>(R) — théoréme du
cours — de cette transformation, qui se calcule donc comme .% (u) = u seulement lorsque
v € L'(R) N L*(R), et qui établit un automorphisme isométrique de L*(R), d’inverse
naturellement noté .% .

(a) Montrer que pour toute fonction u € L*(R) :

tim o= w3y =0

ou 1_,, ,] désigne la fonction indicatrice de I'intervalle [—n, n], pour n € N.
(b) Montrer que .7 (u) = limp_00.Z (u - 1_n ) dans L*(R).
(c) Pour tout n € N et pour presque tout £ € R, justifier que :

F(u-1nm) (&) = / u(z) e 2 dg.

—n
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(d) Montrer que :

n

0= lim Hﬁ(u)(ﬁ)—/ u(z) e 2™ dy

n—00 _n

L2(R)
Deuxiéme étape. On définit la transformée de Hilbert 5 : L*(R) — L*(R) pour u €
L*(R) par :
H(u)(x) = 7 (signe(&) F () (€) ) (x),
ot signe € L>(R) est la fonction définie pour £ € R par :
signe () := — 1 lorsque £ < 0, signe (0) := 0, signe (§) := +1 lorsque £ > 0.

La transformée de Hilbert associe donc a une fonction u € L?(IR) de carré sommable, la
fonction de carré sommable dont la transformée de Fourier coincide avec (resp. s’oppose
a) celle de la fonction donnée sur les réels positifs (resp. négatifs).

(e) Montrer qu’une telle transformation .7 est bien définie et qu’elle établit un automor-
phisme isométrique de L*(R).

L’objectif principal de cet exercice est de montrer que 1’on peut «représenter » .77

comme opérateur intégral singulier, a savoir que 1’on peut écrire pour presque tout x € R :
L[ uly)
H(u)(x) = — —

1T Jne T—Y

dy,

a condition d’interpréter une telle intégrale éventuellement divergente comme « valeur prin-
cipale au sens de Hadamard» — ne divergeant alors presque jamais —, a savoir comme la
limite de I’intégrale suivante tronquée de maniere équilibrée autour de x :

Pour ce faire, on commence par fixer ¢ > 0 etu € L?(R).
(f) Montrer que I’on a, pour presque tout x € R :
/ Mdy:fg*u(x),
ly|>e Y
ou f. € L*(R) est définie par :
= lorsque |z| > ¢,
£ @) { g

0 lorsque |z| < €.

Justifier rigoureusement le caractere bien défini de ce produit de convolution f. * .

(g) Montrer que I’on a, pour presque tout x € R :

L W) gy =~ L[ 7 (1) Fw)] .

T Jy—zf>e T—Y LT

(h) Montrer que I’on a, pour tout £ € R :

—2imx€ RS
lim / ‘ dx = — 2isigne(§) / T gz
e<|z|<n

e T amele] ¥
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(i) En utilisant la premiere étape, montrer que pour presque tout ¢ € R :

+oo
. sinx
F(f-)(&) = —2isigne() / —dx.
omele] T
(j) En utilisant la valeur connue fooo % dt = 7, montrer finalement que I’on a bien, pour
presque tout z € R :

I u(y)
— — lim dy = 7 (u)(x).
| =@

2 e—0+
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17. Partiel du Mercredi 12 novembre 2014

— 4 points si sonnerie de téléphone portable se déclenche
— 1 point si copies doubles non numérotées 1/4, 2/4,3/4,4/4
— 1 point si réponses correctes non soulignées ou encadrées
-+ 2 points-bonus si au moins 4 réponses accompagnées d’illustrations esthétiques

Exercice 1. [Inégalité de Tchebychev] Soit f: RY — R, une fonction intégrable a
valeurs positives qui est Lebesgue-intégrable. Pour o > 0, on pose :

E, = {z €R": f(z)>a}.

Montrer que (Figure-bonus possible) :

m(E,) < é/f

Exercice 2. En dimension d > 1, soit une fonction mesurable f: R —s R, a valeurs
positives finies.

(a) Rappeler la définition initiale de la mesurabilité d’une fonction, puis des caractérisa-
tions équivalentes.

(b) Montrer que, pour tout entier £ € Z, les sous-ensembles :
E, = {x eR%: 271 < f(2) < 2’“}
sont mesurables dans R<.

(c) Montrer que I’on a la réunion disjointe (Figure-bonus possible) :

[j E, = {z e R*: f(z)>0}.

k=—00

(d) Pour tout entier n € N, on introduit la fonction étagée :

k=+n
k
F% = 2: 2 1Em
k=—n
ainsi que F' := lim F},. Montrer que I’on a en tout point :
n—oo
sF < f<F

(e) Montrer que la fonction d’origine f est Lebesgue-intégrable si et seulement si
S 2Pm(Ey) < .
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(f) On introduit les deux fonctions :

1
) = ol pour 0 < |z| <1, ot o(z) = P pour |z| > 1,
0 autrement, 0 autrement.

En utilisant (e), montrer que f est Lebesgue-intégrable sur R? exactement lorsque a < d,
et aussi, montrer que g est Lebesgue-intégrable sur R? exactement lorsque b > d.

Exercice 3. Sur un segment compact [a,b] € R, soit f: [a,b] — R une fonction réelle
quelconque, pas forcément bornée. Montrer qu’on peut néanmoins définir sans modifica-
tion la notion de Riemann-intégrabilité de f, mais montrer alors que si, pour tout € > 0,
il existe une subdivision A de [a, b] telle que la différence entre les sommes de Darboux
supérieure et inférieure de f satisfait 2 (f) — Xa(f) < &, alors ceci implique en fait que
f est nécessairement bornée.

Exercice 4. Soient I, F», F3, ... C R? une infinité dénombrable d’ensembles mesurables
emboités de maniere décroissante les uns dans les autres :

Er D By (k>1).
On suppose que pour un certain entier ky > 1,ona:
m (Ekﬂ) < o0.

En utilisant un théoréme fondamental énoncé avec soin concernant les réunions dénom-
brables disjointes d’ensembles mesurables, montrer que (Figure-bonus possible) :

oo
m Ey. ) = lim m(E
(N5) = gm m(z)
k=1
puis trouver un exemple simple faisant voir que cette conclusion peut étre mise en défaut
sans I’existence de k tel que m(Ey,) < 0.

Exercice 5. Le but de cet exercice est de montrer que recouvrir les sous-ensembles £ C R?
par un nombre fini de cubes ne suffit pas a produire un concept réellement satisfaisant de
mesure extérieure m*(FE). On se restreint ici a la dimension d = 1. En effet, la mesure
extérieure de Jordan m* (E) peut étre définie par :

Y

J
m3(E) = inf > |1
j=1

ou I’infimum est pris sur les recouvrements finis :

J
Ec|Jr,
j=1

par des intervalles fermés I;.
(a) Montrer que m(E) = m’(E) pour tout sous-ensemble £ C R.

(b) Trouver un sous-ensemble dénombrable E C [0, 1] tel que m%(E) = 1, tandis que sa
mesure extérieure de Lebesgue vaut m*(E) = 0.
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Exercice 6. Dans R?, soit un nombre fini quelconque n > 1 de sous-ensembles mesurables
Ay, Ay, ... A, C R? de mesures finies :
m(A;) < oo, m(Ay) < o0, ...... , m(4,) < oo.
Montrer que (Figure-bonus possible) :
m(AluAgu---uAn) = > (-nF! > m<Ai1ﬂAi2m---mAik>.
1<k<n 1< <l <<t <N

Exercice 7. Soit m la mesure de Lebesgue sur R et soit ¢ > 0 arbitrairement petit.
Construire un ouvert 2 C R dense dans R tel que m(2) < e.

Exercice 8. Soit f € €°(R? R) une fonction réelle continue a support compact. Montrer
que :

0 = lim /Rd |f(z = h)— f(z)|da.

h—0
Indication: Si supp(f) C B(0, R) pour un rayon R >> 1 assez grand, se limiter a h € R avec
|h| < 1etseramenera [,

0,R+1)"
Exercice 9. Trouver une suite de fonctions en escalier f,: [0,1] — R, satisfaisant :

0 = lim /1 fn(z) dx,
0

n—o0

mais telle que, en fout point = € [0, 1], 1a suite numérique :

oo
(fn(x))nZI
soit bornée et ne converge vers aucune valeur réelle. Indication: Utiliser la suite double
Fim(z) = Lkt pour 1 < k < m, illustrer son comportement pour m = 1,2, 3,4,

décrire en mots les idées qui viennent a ’esprit, et enfin, rédiger en détail une démonstra-
tion rigoureuse.
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18. Corrigé du partiel du Mercredi 12 novembre 2014

Claire LACOUR et Jean-Jacques MARTIANO

Exercice 1. Pour tout a > 0, comme f : R? — R, est Lebesgue-intégrable, £, := {z €
R?:  f(x) > o} est mesurable et f > alg, . En effet :

—siz € E,, f(z)>a= f(x)>alg,(x),

-sic ¢ E,, 1lg/(r)=0 et f(z)=>0.
Dans tous les cas f(z) > alg, (z) et par croissance de I'intégrale, [ f > a.m(E,).

Exercice 2. (a) Une fonction f définie sur un ensemble mesurable £ C R? est dite
mesurable si, pour tout a € R, son ensemble de sous-niveau :

-1
f 7 ([~o0,a]) = {z € E: f(z) <a},

est un sous-ensemble mesurable de R?. On obtient des caractérisations équivalentes

suivantes :

— pour tout @ € R, ’ensemble :

{xGE: f(x)ga} = {féa}
est mesurable.
— pour tout a € R,

{zeE: flx) Z2a} = {f>a}
est mesurable
— pour tout a € R, I’ensemble :

{zeE: f(x)>a} = {f>a}
est mesurable.
— pour tout couple de nombres réels finis :

—o00 < a < b < +oo,
les ensembles-tranches :
{a< f<b}

sont mesurables. Plus généralement, il en va de méme en remplagant {a <
f < b} par I'un des trois ensembles :

{a < f<b}, {a < f <0}, {a < f <0}

(b) On en déduit que pour tout k € Z , les ensembles E}, := {r € R? : 2¢1 <
f(x) < 2%} sont mesurables dans R¢.
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+o00
(c) Pour tout entier relatif k, F, C {x € R? :  f(z) > 0}dou |J Ep C {z €

k=—o00

R?:  f(x) > 0}. Soit z € R? tel que f(z) > 0. Posons k = [W-‘ . Alors

x € Ej par définition de la partie entiere par exces du réel In(f(z))/In2. D’ou

o0

U Ep={z €R?: f(x) > 0}. De plus cette réunion est bien disjointe par
k=—0c0
unicité de la partie entiere d’un réel.

(d) Soit x fixé dans R,
— Si f(x) = 0 alors pour tout entier n, F,,(z) = Y. 2*1p (z) = 0 et, par

k=—n
passage a la limite, F'(z) = 0. Dol I'égalité $ F(z) = f(z) = F(z) = 0.
— Si f(x) # 0, il existe un unique entier ny € Ztelque z € E,,, etF o(x) =2m0,
Par définition de la suite (F,),, ,onaaussi Vn > ng, F,(z) = F,,(z) = 2".
D’ou F(x) = 2™. Par définition de I’entier ng, on a 2"~ < f( ) < 2™ ou
encore 1 F(z) < f(z) < F(x).
Dans tous les cas , on a bien : 1 F(z) < f(z) < F(x).
(e) Comme f : R — R, est mesurable a valeurs positives finies, f est Lebesgue-

intégrable si et seulement si [ f < +o0. La question précédente nous donne (par
croissance de I'intégrale) I’encadrement suivant :

fir<fse s

Ainsi f est Lebesgue-intégrable si et seulement si F' est Lebesgue-intégrable.

(F},) est une suite croissante de fonctions mesurables et positives. D’apres le

théoreme de Beppo-Lévi
/ F= Im / F,.
n—-+00

n +00
Or [ F,= Y 2*m(Ey).Onendéduitque [ F = > 2Fm(E}). Ce qui permet
k=—n k=—o00
d’assurer 1I’équivalence suivante :

+o0
[ Lebesgue-intégrable si et seulementsi Y. 2*m(Ey) < +oo.

k=—o00

_ o pour 0 < |z| <1
(f) e La fonction f définie par f(z) = ¢ | = |* est mesurable et

0 sinon.
positive.

Sia <0, f estclairement intégrable.

Sia >0,

Ep={zcR’: 2F'<fla)<2"}={zcR?: |z| < let

1
< 2(k—1)/a}'

ai7a Sl
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Remarquons que si k& < 1 alors B, = () et m(E)) = 0. D’apres (e), f est

+oo
Lebesgue-intégrable si et seulement si Y 28m(E},) < +o0.
k=1

o 1
Or E) apparait comme un dilaté d’un facteur Sha de 'anneau <7, = {r € R? :
1
9k/a
avec 0 < m(47,) < oo. On reconnait ici une série géométrique. On en déduit que

d
1 < |z| < 2Y9). Ainsi m(E},) = ( > m(e,) et 2¥m(Ey) = m(a,)280-3),

+o0
> 2"m(E},) < +oc si et seulement si ¢ — 1 > 0 soit a < d.
k=1

Ainsi f Lebesgue-intégrable si et seulement si a < d.

our |x| = 1
e De méme g définie par g(z) = ¢ |z [ pour | > est mesurable et
0 sinon.

positive .

Sib < 0, g est clairement intégrable et si b > 0,

1 1
— d'
Er={xeR:|z| >1et W<|x|< Q(k—l)/b}'

Remarquons que si k& > 0 alors E;, = (). D’apres (e), g est Lebesgue-intégrable

0
si et seulementsi > 28m(E)) < +oo0.

k=—00

1\
De nouveau, m(Ey) = (W) m(a4) et 2*m(Ey) = 280-8m(a4), avec

0

0 < m(a%) < oco. On en déduit que > 2¥m(E)) < +oo si et seulement si
k=—o0

+o00

3 (2%’1)k < +o00.

k=0

Ainsi f Lebesgue-intégrable si et seulement si % —1 < 0soitb > d.

Exercice 3. Dans cet exercice, on utilisera les notations du cours sur ’intégrale de Rie-

Soit f: [a,b] — R une fonction réelle quelconque, pas forcément bornée. Dans la

définition des sommes de Darbouyx, il se peut alors que I’'infimum de f sur un intervalle de la
subdivision (ou son supremum) soit infini, auquel cas la somme de Darboux corespondante
est infinie. Dans tous les cas rien ne nous empéche de vérifier si pour tout € > 0, il existe
une subdivision A de [a, b] telle que :

S2(f) - Zalf) < e

Supposons cette condition verifiée pour un € > 0 fixé, et montrons qu’alors f est

nécessairement bornée. Raisonnons par 1’absurde et supposons f non bornée, par exemple
sup, 5/ = +oc. Alors il existe un entier k tel que sup;, f = 400 et donc YA(f) = 4oo.
Mais alors

Za(f) = Z3(f) — e = +oo.
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Cela entraine que sur un certain intervalle [, inf;, f = 400, ce qui est impossible (on
considere des fonctions dont toutes les valeurs sont réelles). Ainsi, si une fontion vérifie la
définition de Riemann-intégrabilité, elle est nécessairement bornée.

On peut aussi adopter la définition 4.8 du poly du cours :

Une fonction f: [a,b] — R définie sur un intervalle compact [a,b] C R est
Riemann-intégrable si et seulement si, pour tout € > 0, il existe deux fonctions en es-
calier encadrant f :

esc esc
1 € \ \

/ /fff§<s.

La fonction f sera de nouveau implicitement bornée puisque les fonctions en escalier
sont (par nature) bornées.

telles que :

Exercice 4. Quitte a renuméroter la suite, on peut supposer que ky = 1 apres éliminination
des ensembles £, ..., Fy,_1 qui ne comptent pas dans I’intersection infinie. Posons £ :=
Nre; E%. Considérons alors les différences :

B\ Ers1 (k>1),

de telle sorte qu’on peut représenter sous forme de réunion disjointe :

E, = EU D (Ex\ Exi1)-

k=1
Grace au théoreme d’additivité dénombrable disjointe, on peut alors calculer :

K-1

m(B) = m(E) + fim > [m(B) = m(B)]

= m(E) +m(E) — KIi_r}noom(EK).

Puisque m(El) < 00, a gauche et a droite, on a des nombre réels positifs finis, donc apres
simplification :
m(E) = lim m(Eg),

K—oo

Sans I’hypothese que m(Ek) < o0 a partir d’un certain rang k > ko, I’énoncé est
faux. Si on prend par exemple Ej, := [k, co[ C R, alors (),—, Ej = 0 tandis que m(E},) =
00.

Exercice 5. (a) Pour prouver I’égalité demandée, on va raisonner par double inégalité.

e Soit U/_, I; un recouvrement de E par un nombre fini intervalles fermés. Alors

ECU ]—U 11

(on utilise ici qu’une union finie de fermés est fermée). Donc U}-Izll ;j est aussi un
recouvrement de £ par un nombre fini d’intervalles fermés, ce qui implique par
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définition de m*(E) :
J

m5(E) <) |,

Jj=1

Cette inégalité étant vrai pour tout recouvrement de £, on peut passer a I’infimum,

et on obtient m*(F) < m¥%(E).

e De méme, si U}-’le ; est un recouvrement de & par un nombre fini intervalles
fermés, alors

- J
Donc U/_, I; est aus_si un recouvrement de F ce qui implique m*(E) < Z_j:l |1,
puis m*%(FE) < m%(E). En réalité on vient simplement d’utiliser que £ C E et que
la mesure extérieure de Jordan est croissante.

(b) On cherche ici un ensemble dénombrable de mesure nulle dont 1’adhérence soit de
mesure grande. On pose donc

E=QnJo0,1],
qui a pour adhérence E = [0, 1].
L’ensemble £ est dénombrable donc mesurable de mesure m(E) = m*(E) = 0.

De plus, d’apres la question précédente,
m3(E) = m5(E) = m5([0,1]).

Or tout recouvrement U‘]lelj de [0, 1] par des intervalles verifie nécessairement

Z}]:1 |1;] > 1, et on a méme égalité en utilisant le recouvrement /; = [0, 1]. Donc
m*([0,1]) = 1 et ainsi m%(E) = 1.

Exercice 6. e Traitons d’abord le cas n = 2 qui sera la base pour la suite. Il s’agit de
prouver que pour tous ensembles mesurables A et B de mesures finies, on a

m(AU B) =m(A)+m(B) —m(AN B).

On a va utiliser les notations suivantes : pour tout ensemble £/, £ désigne son complémen-
taire dans R?, et si E et I sont deux ensembles disjoints (£ N F' = (), on note F LI F leur
union disjointe.
Cette égalité repose sur les deux égalités ensemblistes :
AUB=(ANB°)UB,
A=(ANnB)U (AN B°).
L’aspect disjoint provient du fait qu’un élément ne peut étre a la fois dans B et dans B¢, et
les égalités se prouvent rapidement par double inclusion.
La mesure de deux ensembles disjoints étant la somme des deux mesures, on obtient
m(AU B) =m(AN B°) + m(B),
m(A) =m(ANB)+m(AN B
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et la différence de ces deux inégalités (licite car tout ces réels sont finis puisque m(A) < oo
et m(B) < oo) donne

m(AU B) —m(A) =m(B) —m(AN B),

ce qui est I’égalité cherchée.

e On va maintenant prouvée 1’égalité demandée dans le cas général, par récurrence
sur n. Le cas n = 1 est évident. On suppose maintenant 1’égalité vrai au rang n, et on
cherche a la démontrer au rang n + 1. Soient donc Ay, ..., A, des ensembles mesurables
de mesures finies. Notons

B:A1UUA,“ Bz :AiﬂAn+1, (1§i<n).
D’apres le point précédent, on a

m(A1 U---u An+1) = m(B) + m(AnH) — m(B N An+1>

On utilise alors I’hypothese de récurrence, a la fois pour les (A;) et pour les (B;) :

n

m(AU--UA,) = > (=D Y m(A, 00 Ay) +m(Ana)

k=1 1<ip << <n

—é(—l)l* So m(By0- 0By,

1I<ji<-<gisn

On fait maintenant le changement de variables £ = [ + 1 dans la deuxieéme somme :

m(AU--UA,) = > (=D Y m(A, NN A+ m(Anaa)
k=1 1< << <n
n+1
=) (1) > m(A; N NA, N A).
k=2

1< < <jg-1<n

Par ailleurs, la premiere somme du membre de droite peut étre séparée en : le terme pour
k=1, quivaut ), m(A;), plus les termes pour k£ > 2. En faisant des regroupements,
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on peut alors écrire :

m(A U UAy) = Y m(A) +m(Ay)

1<i<n

DY m(A, NN Ay
k=2 1<i1 <+ <ip<n
n+1

S EDEE ST m(A NN Ay N Ang)
k=2

11 <+ <Jg—1<n

= > mA) Y (D YT mAL Ay

1<i<n41 k=2 1<t <<t <n

+ Z m(Ajl MN---N Ajk—l N An+1)

ISji<<Jg—1<n

+(=1)"m(A; N NA, N A1)

On retrouve dans la grande parenthese les mesures de toutes les intersections possibles de &
éléments, d’abord celles ne contenant pas A, puis celles le contenant. De plus le dernier
terme m(A;N---NA,NA,,1) peut aussi s’ écrire Zl<i1<---<z’n+1<n+1 m(A;N---NA
Ainsi

Z'n+l )'

n+1
m(AU--UA,) = > m(A)+ ) (=D Y m(A, NN Ay
1<i<n+1 k=2 1<ip < <ip<n+1
n+1
= ) (- > m(A, NN A).
k=1 1<y << <n+1

ce qui est la formule attendue au rang n + 1.

Exercice 7. Pour construire un ouvert dense, on va partir de I’ensemble (Q des rationnels
(qu’on sait dense dans R) et former des boules ouvertes de taille ajustable autour de ses
points. Soit donc (7,,),>1 une énumération des rationnels, et soit

Q= U]rn — Qp, Ty + an[a
n=1

ol pour tout n > 1, a;, est un réel strictement positif que 1’on déterminera plus tard. €2 est
un ouvert en tant que réunion d’ouverts. De plus, il est dense dans R car il contient QQ par
construction. Calculons maintenant sa mesure. Puisque I’union est dénombrable :

m(Q) <D m(ra — o, 7o+ o)) = > 20,

n=1 n=1

11 suffit alors de choisir a,, = £2~("*1) pour obtenir m () < e.

Exercice 8. Puisque f est a support compact, il existe & > 0 tel que son support est
inclus dans B(0, R). Soit h € R? de norme |h| < 1. Montrons d’abord que la fonction
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x — |f(zx—h)— f(x)| esta support inclus dans B(0, R+1). Soit  un vecteur n’appartenant
pas a B(0, R + 1). Alors, en utilisant I’inégalité triangulaire :
|t —h| > |z| —|h| > (R+1)—1=R,

ce qui implique f(z—h) = 0. De plus |z| > R+1 > R ce qui implique cette fois f(z) =0
et donc |f(x — h) — f(z)| = 0. Ainsi z — |f(z — h) — f(x)| est a support inclus dans
B(0, R+ 1), et ceci quelque soit h € R? de norme |h| < 1.

Soit maintenant £ > 0. La fonction f étant continue, elle est uniformément continue
sur le compact B(0, R + 1). Ainsi il existe § > 0 tel que pour tout & € R? et pour tout
xr€BO,R+1):

|h| <o = |f(zx—h)— f(z)] <e.
Posons maintenant ' = min(d, 1), de telle sorte que si |h| < ¢, h vérifie a la fois |h| < J et
|h| < 1. Pour un tel h, en utilisant d’abord la compacité du support, puis la continuité :

[ fa=ntade = [ sy R f @l < / =M (BOREY),

ou m (B(0, R+ 1)) = Cg4 est une constante qui ne dépend que de R et d (voir remarque
ci-dessous). Finalement, on a prouvé : il existe &’ > 0 tel que pour tout h € RY :

W< = /|f(x —h) — f(2)|dz < Crac.
Cela prouve
— / flx —h) — f(z)|dz = 0.

Remarque : on peut en fait calculer Cr g = 7%/2R?/T'(d/2+1) ot I est la fonction Gamma
d’Euler. Cette fonction, que 1’on peut considérer comme un prolongement de la factorielle
aux réels (et méme a tous les complexes excepté les entiers négatifs), est définie par

F(x):/ t" et
0
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Exercice 9 —

Corrigé. Considérons pour ) < & < m entiers la fonetion

Fim(r) = 1 wir({x)

nel o

¢l posons

Jo=Fp
fi=F0 fa=Fis
fai=Fgs fi=Fg3 [=Fh3

Un simple dessin convainera le lecteur que pour x fixe, la suite f,(x) prend une infinité de
fois les valeurs 0 et 1, ce qui montre sa divergence. Néanmoins dans la suite, nous nous
somines efforeés de donner les détails du problime de munérotation anguel on doit faire face
pour traiter exhaustivement cette question. La complexité apparente de la rédaction donne
malheurensement Uimpression qu'une difficulté réelle est dissimulée dans ce probleme, ce
qui n'est pas le cas,

mim—1)

Ou remargque que la suite {f)]n}l est strictement croissante, vaut 0 pour m = 1 et

1
tend vers +oo. Par conséquent, pour tout entier n = 0, il existe un unique entier m, = 1

tel que
my(m, —1 iy, (m,, + 1
Jr( T } 'S < T [ T )‘|
2 2
ot par conscoguent
mg(my, — 1 Min2
n= % +k,. avc0<k, < — =m,.

Remarquons que limg, o 7ty = +00 car my, + 1 > /2n. Pour n 2 0. posons
Ju(z) = Fr\ im, ().

On a
1 1
[ Folz)dr = f Fr. mxyr=1/m, — 0 lorsque n — oo.
0 0
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Soit x € [0,1]. Soit n > 3 tel que f,,(x) = 1: alors %‘- <T< %?— etsik,<m,—1 ona
mp(m, —1) g g i Mn(Mn — 1) o b MM, — 1) I Mo (g + 1}:
2 2 2 2
ce qui domne m,q =my, et fo(r) = Flag, m (x) =08 fiirj=1et k, =m, — 1, on

aMa=l <]t
JTl‘,t N—

g, (1, — 1)
2

T, (1 1
+m, = @1 et done m,=1+m,, ko =0,

n+1l=

ce qui donne

m, —1

fros1(x) = Fo14m, () =0 car car m,, = 2.

1+ min = Mg

Par suite,

(e3.11.1) pourn =3, fulr)=1= foii(x) =0.

Par ailleurs, pour £ € [0,1[ et n > 0, on a 0 < m,x < m,, et par conséquent
k=E{m,z) € {0,...,m, —1}.

Considérons n' = w + k> m On a

k 1+k
k<mur<1+k —<zr< +
. iy

et par suite
(€3.11.2) fo (@) = Fieym, (2) =1,

ce qui implique que la suite f, (x) prend une infinité de fois la valeur 1. Comme elle prend
aussi une infinité de fois la valeur 0 & cause de (e3.11.2-1), elle ne peut converger. Le cas
o =1 se traite de maniere Elll?llﬂgllﬁ. En utilisant des fonctions affines par morceanx, on peut modifier

'exemple ci-dessus de sorte que les fonctions f,, soient continues.
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Restitution des copies :

-

< N 19. Examen du Jeudi 8 janvier 2015
Incorrect ) — 4 points si sonnerie de téléphone portable se déclenche

\__ Correct

J

— 1 point si copies doubles non numérotées 1/4, 2/4,3/4,4/4

e — 1 point si réponses correctes non soulignées ou encadrées

+ 1 points-bonus si au moins 2 réponses accompagnées d’illustrations élégantes

Exercice 1. (a) Montrer que ni I'inclusion L!(R?) C L?(R%), ni celle L?*(RY) C L'(RY)
ne sont vraies. Indication : supposer d = 1 et penser a \/LE - 1jp,1[ ainsi qu’a % 11,00

(b) Montrer que si une fonction f: E — C est définie sur un sous-ensemble mesurable
FE C R? de mesure m(F) < oo, alors f € L*(E,C) implique f € L' avec :

[z < vm(E) | f]ea-

(c) Montrer que si f estbornée, i.e. si|f(z)] < C < oo, etsi f € L(R%), alors f € L*(RY)

avec :
Ifle2 < VCVIfl

Exercice 2. (a) Etablir I'existence de la limite suivante, et déterminer sa valeur :

_ oo 413+ 12
lim dt
n—oo fo  12t6 +3nt+ 2

Indication: Utiliser le théoréme de convergence dominée.

T2 o
lim / sin(nz) dx.
0

(b) Faire de méme pour :

n—00 n sinx

Indication: Découper I’intégrale en fo K /2,

Exercice 3. (a) Montrer pour f € €°(R? C) continue a support compact que I’on a :
0 = lim [ f(z) = FO )] 1 gay

(b) Généraliser cela aux fonctions f € L'(R? C) Lebesgue-intégrables quelconques.

Exercice 4. [Inégalité de Hardy dans LP] Soit un nombre réel 1 < p < co. L’objectif est
d’étudier I’opérateur qui, a une fonction f € LP(]0, o[, C), associe la fonction :

x— T(f / f(t) (0<z<00).

(a) Rappeler la valeur de I’exposant conjugué de p, dans I’inégalité de Holder.
(b) Montrer que cette fonction x — T'(f)(z) est bien définie pour z € RY..

(¢) Montrer que si g € 2°(]0, oo, C), alors g et T'(g) sont liées par une équation différen-
tielle, que I’on explicitera.
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(d) Montrer que si g € €°(]0, 00, C) est a support dans [a, A] avec 0 < a < A < oo,
alors :
(A—a)"7 gl

T

1T (g)(x)| <

(e) Montrer que z[T'(g)(z)]" tend vers 0 quand z — oco.

(f) On suppose temporairement que g € 6°(]0, oo, R™) prend des valeurs réelles positives.
En exécutant une intégration par parties, et en utilisant ce qui précede, montrer que :

(IT@)] )" = —p /OOO gT(9)" " +p /OOO T(g)".

(g) Toujours pour g € €°(]0, oo, RT), montrer en utilisant I’inégalité de Holder que :

1T(6)],5 < 525 lolss

(h) Montrer maintenant que cette inégalité est valable pour toute g € %2(]0, oo, C).

(i) Montrer que si une suite (g,,)2>, de fonctions g,, € LP converge en norme LP vers une
fonction-limite f € LP, alors :

T(gn) — T(f)-

n—o0

(j) Montrer que pour toute fonction f € LP(]0,00[,C),ona:

1Tl < 525 1ls

(h) Trouver un exemple de fonction f € L'(]0, oc) telle que T'(f) & L*(]0, o).

(k) Montrer qu’il n’est pas possible de remplacer la constante -~ par une constante plus
q pas p p p p

p—1
1
petite. Indication: On pourra considérer la suite de fonctions (t =t 1[17n])

)
n=1"

(1) Examiner le cas p = oc.

Exercice 5. Soit (f,)>, une suite de fonctions mesurables f,: R —s R Lebesgue-

intégrables satisfaisant :
im [ f= [
n—oo R4 R4

pour une certaine fonction Lebesgue-intégrable f: R —; R.

(a) Lorsque toutes les fonctions f;, sont a valeurs dans R, montrer que si f,,(z) — f(z)
en presque tout z € R% alors 0 = lim [ |f, — f|. Indication: Considérer la suite auxiliaire
n—o0

Gn = min(fp, ).
(b) Montrer que la suite :

ha(®) = nlyg 1a(z) = nl_1 gu()
converge ponctuellement vers 0 et que 0 = lim f hy,.

n—oo

(¢) La suite (h,,)>, converge-t-elle vers 0 dans un LP(R?) pour 1 < p < 00 ?
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Exercice 6. [Espaces de Sobolev] On note . le C-sous-espace vectoriel de L?(]0, 1[)
constitué des fonctions f: |0, 1[—> C de carré intégrable pour lesquelles il existe une
fonction notée Ay € L2 10, 1[) vérifiant :

[ 16 = [ A gt

pour toute fonction ¢ € € (]0 1], C) de classe ¢! sur |0, 1] et dont le support :

Supp(p) = {t €]0,1[: o(t) # 0}

est un sous-ensemble compact de ](), 1 [

(a) En admettant la densité de 4! dans €, montrer que . est un sous-ensemble dense de
L2(]0,1]).
(b) Montrer que :

/ flz dx+/01 Ag(z) Ay(x) do

définit un produit scalaire sur .7

(c) Montrer que .%’, muni de ce produit scalaire, est un espace de Hilbert.

Exercice 7. [Bases produits] Montrer que si (¢;(x)):2, est une base hilbertienne de
L*(R™) et si (1;(y))52, est une base hilbertienne de L*(R%), alors :

(i) (), -y

forme une base hilbertienne de L?(R% x R%),
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Restitution des copies :

N 20. Rattrapage du Vendredi 19 juin 2015
\ ‘Incorrect‘<</ — 4 points si sonnerie de téléphone portable se déclenche
e 1/4 N — 1 point si copies doubles non numérotées 1/4,2/4,3/4,4/4
S e—— — 1 point si réponses correctes non soulignées ou encadrées
Correct L + | points-bonus si au moins 2 réponses accompagnées d’illustrations élégantes

Exercice 1. [Intégrales dépendant d’un parametres] Soit un sous-ensemble mesurable
E C R, soit un intervalle I C R d’intérieur non vide et soit une fonction mesurable :

f: ExI — C.

(a) Si, au voisinage d’un point fixé ¢y € I, les trois conditions suivantes sont satisfaites :

e pour tout ¢ # t, proche de g, la fonction x — f(z,t) est Lebesgue-intégrable en la
variable z sur E ;

e pour presque tout x € £':

lim f(z,t) = f(x,to);

t—to

e il existe une fonction positive g: £ — RT Lebesgue-intégrable sur £ qui, pour tout
t # to proche de ¢, et pour presque tout x € F, satisfait :

| f(z,t)] < g();

montrer que la fonction = — f(x,ty) est Lebesgue-intégrable sur F.

tirrlo/fxt /facto

(c) Avec E et [ comme précédemment, si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

(b) Montrer que :

e pour toutt € I, lafonction v — f(x,t) est Lebesgue-intégrable en la variable = sur £ ;
e pour tout x € F, la fonction ¢t — f(z,t) est dérivable ;

e il existe une fonction positive g: £ — R Lebesgue-intégrable sur E satisfaisant
8f L(z,1)| < g(x), pourtoutz € Eettoutt € I;

montrer que pour tout ¢t € [ fixé, la fonction : v — %{ (z,t) est Lebesgue-intégrable sur
E,etque:

d of
—t/Ef(x,t)d at(x t)dx.
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Exercice 2. [Convergence en mesure] On dit qu’une suite (f,,)>° ; de fonction f,,: £ —
C de fonctions mesurables définies sur un sous-ensemble mesurable £ C R? converge en
mesure vers une fonction f: ' — C si, pour toutc > 0,on a:

0= i m({z € E: |fulx) ()] > <)),

(a) Lorsque f, converge en norme L' vers une fonction f € L'(FE,C), montrer que f,
converge en mesure vers f, et généraliser ensuite cela aux espaces LP avec 1 < p < oo.

(b) Avec I’hypothése supplémentaire que m(E) < oo, montrer que si (f,)>2, converge
presque partout vers une fonction f, alors (f,,)52, converge aussi en mesure vers f.

(¢) En considérant la suite de fonctions :
x
gn(x) = - 10,02 (7) (n>1),
montrer que 1’hypothése m(E) < oo dans (b) est en général nécessaire.

Exercice 3. Soit f: R? — R* une fonction mesurable intégrable satisfaisant fRd f e
10, 00[. Soit v > 0 un parametre. On introduit la suite numérique (a, )3 ; définie par :

S A

(a) Montrer que m({a: eRY: f(x) # O}) > (), o m désigne la mesure de Borel-Lebesgue
sur R%.

(b) Lorsque 0 < v < 1, montrer que oo = lim a,,. Indication: Utiliser le lemme de Fatou
n—o0

apres en avoir soigneusement rappelé 1’énoncé exact.

(¢) Lorsque o = 1, montrer que f f= lim a,.
n—oo

(d) Lorsque o > 0, montrer que 0 = lim a,. Indication: Montrer que la fonction x —
n—oo

Iog(1+xa) est bornée sur R™.

Exercice 4. Soit (f,,)>°, une suite de fonctions mesurables sur [0, 1] C R satisfaisant :
e il existe une constante C' > 0 telle que fol |ful dz < C pour tout n € N;
e pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout sous-ensemble mesurable £ C [0, 1]

avecm(F) < d,ona:
1
/ ‘fn‘ : ]—E < €.
0

(a) Pour une constante fixée K > 0, étudier

. 1 1
(5 22l Hamnien))

(b) Montrer que :

/01 (3gg\fn}).1{igg|fn|>[(} < Y /01 FARR T

0<n<p
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(c) Montrer que pour tout € > 0, il existe une constante K > 0 telle que :

1 1
5/0 <i22}f”|> '1{§Ltig|fn|>f<}

1 1
0 = Iim (—/ sup|fn])
p—=oo \P Jo n<p

Exercice 5. Pour y € R, on introduit :

(d) Montrer que :

[ =

= ——dx

o VT -yl

(a) Calculer /(y) et montrer que y — I(y) est une fonction continue bornée.

(b) Soit (yx)52, une suite de nombres réels. Pour = € [O 1] et pour n € N, on introduit :

Zkz.

Montrer que la suite numérique ( fo gn(x) dx) " est bornée.

$—yk

(c) Montrer que la suite de fonctions (g, )52, converge simplement vers une certaine fonc-
tion g., mesurable et intégrable sur [0, 1].

(d) Montrer que la série de fonctions de [0, 1] a valeurs dans [0, o] :

x —> e
E:m —
converge presque partout vers une fonction finie.

(e) Montrer que si (y,,)5°, est une suite a valeurs dans [0, 1] qui est dense dans [0, 1], alors
la fonction g, est discontinue en presque tout point.

(f) Montrer que si ()22, est a valeurs dans [2, co], alors la fonction g, est indéfiniment
dérivable sur [0, 1].

Exercice 6. [Lemme d’Austin] Un ensemble qui est réunion /; U --- U [,, d’intervalles
ouverts /; C R est toujours de mesure :

m(LLU---Ul,) <[]+ +|L]

Montrer qu’il existe une sous-famille d’intervalles deux a deux disjoints I, , ..., I;, pour
certains indices appropriés 1 < i1 < --- < 9 < ntels que :

L] + -+ |1y = (T ---UIik)>%m(Ilu---UIn).

Que dire lorsque les intervalles ne sont pas forcément ouverts a leurs extrémités ?
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Restitution des copies :

A

p
<< 21. Partiel du Mardi 10 novembre 2015
Incorrect

Ve

\__Correct

14 — 4 points si sonnerie de téléphone portable se déclenche

si——==—=—| — 1 point si copies doubles non numérotées 1 /4,2/4,3/4,4/4

—_—

2z — 1 point si réponses correctes non soulignées ou encadrées

+1 pomt -bonus si au moins 2 réponses accompagnées d’illustrations esthétiques

Exercice 1. [Convergence monotone en théorie de Riemann] Sur un intervalle [a, b] € R
avec —00 < a < b < oo, soit une suite de fonctions f,: [a,b] — R qui sont toutes
décroissantes sur [a, b]. On suppose que lim fa(z) =: f(x) existe en tout point = € [a, b].
L’ objectif est d’établir que f fo(z) dx —> f f(z) dz, I'intégrale étant prise ici au sens
de Riemann.

(a) Montrer que [ est décroissante.

(b) Justifier que les f,, ainsi que f sont toutes Riemann-intégrables.

(c) Au moyen d’une figure soignée, esthétique et intelligente, faire voir sans mots qu’en
un point zo € Ja, b|, la suite numérique ( fn(xo)) n’est pas forcément décroissante, ni
méme croissante.

(d) Justifier, pour tout € > 0, I’existence d’une subdivision :
A:AE:{a:x0<x1<~~<x,,_1<zrj,,:b}

de I'intervalle [a, ] telle que les sommes de Darboux inférieure et supérieure XA (f) et
Y2(f), dont on rappelera soigneusement la définition, satisfont :

b
< [ 1@ < za(p) 4=

(e) Montrer qu’il existe un entier n = N, > 1 assez grand pour que :

Flae) = 5 < Sulwe) < o) + 5

(f) Toujours pour n > N., montrer que :
SA(fa) < ZA(f) +e
(g) Toujours et encore pour n > N, montrer que :

Yalfa) = Balf) +e

(Vn>=Ne,Ve=1,..,v).

(h) Montrer que :

b
SA(f,) - 26 < / fr)de < Sa(f) +2¢ (s,
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(i) Montrer que :

/b fo(z)de —2e < /b flz)dx < /b folz)de +2¢ (Yn=N.),

et conclure.
Exercice 2. [Borel-Cantelli] Soit une série )", , a;(z) de fonctions mesurables définies
sur R? satisfaisant toutes a;, > 0 presque partout.
(@) Pourn > 1, soit f,(x) :== > 7 _, ax(z). Vérifier que f,(x) < f41(z) presque partout.
(b) Justifier I’existence de lim f,(z).

n—oo

(c) Montrer que :
Z / ap(z)dr = /Z ag(z) dx.
k=1 k=1

(d) Sous I’hypothese supplémentaire que la valeur du membre de gauche est < oo, mon-
trer que la série > -, ax(x) converge presque partout vers une certaine fonction-limite
mesurable finie.

(e) Soit maintenant une suite (F} )2, de sous-ensembles mesurables de RY satisfaisant
S oo, m(Eg) < oo. Montrer que ’ensemble des points © € R? qui appartiennent a une
infinité de £, est de mesure nulle.

Exercice 3. Pour ¢t > 0, on pose :

k(t) = /OOO eta SNT) 4o

T

(a) Montrer que k est une fonction %! sur |0, ool.

(b) Montrer que k'(t) = — z.

(c) Calculer la limite de k(t) lorsque t — oo.
(d) En déduire k(t).

(e) Calculer la limite quand ¢t — 0 de k(?).

(f) La fonction z —— %(I) est-elle intégrable sur [0, co[ pour la mesure de Lebesgue dx

sur R ?

Exercice 4. [Théorie de la mesure, Question de cours] Soit une fonction
f € L'(R%R,).

(a) Justifier brievement qu’il existe une suite ()52, de fonctions étagées positives @5 > 0
qui tendent ponctuellement vers f en tout point, avec @i < Qp1.

(b) Montrer que :

0= lim |f - SOlfHLl(Rd)'

(¢) Soit un ensemble mesurable £ C R?. Sans rappeler toute la démonstration mais en
rappelant les idées, justifier soigneusement qu’il existe une famille finie de rectangle fermés
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presque disjoints 7y, ..., R  tels que :

J
m(EA U R,) < e

i=1

(d) Montrer que :

< e

J
e =3 s
7j=1

(e) Montrer que les fonctions en escalier sont denses dans L'(R¢, R ).

LY(R4)

(f) Montrer que les fonctions continues a support compact sont denses dans L' (R4, R, ).
(g) Comment étendre ces deux résultats a L*(R¢, C) ?

Exercice 5. Soit Q C R? un ouvert, et soient deux nombres réels 1 < p < q < o0.

(a) Pour d = 1, trouver un exemple d’ouvert 2 C R de mesure m(£2) = oo infinie tel que
LA(2, C) n’est pas contenu dans LP(€2, C).

(b) Lorsque €2 est de mesure de Lebesgue finie, montrer au contraire que L9({2,C) C
LP(Q2,C).

(c) Toujours sous 1’hypothese m({2) < oo, montrer que :
11
sup {[flzoe): f € LYURQC), [flrae) = 1} = (m(Q))" <.
Indication: Appliquer I'inégalité de Holder a f = f - 1 avec un réel p; tel que pp; = q.

Exercice 6. [Subdivisions verticales "] Etant donné une fonction mesurable TR —
[0, +00], soit pour tout réel A > 0 I’ensemble :
Ey = {z eR: f(z) > A}.
(a) Justifier la mesurabilité de ces F.
(b) Montrer que I’application A — m(FE)) est mesurable.
(c) Pour tout exposant réel p avec 1 < p < oo, montrer que :

/R(f(:c))pdx = p/[opo[ N ~tm(By) dA.
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22. Corrigé du partiel du Mardi 10 novembre 2015

Claire LACOUR et Jean-Jacques MARTIANO

Exercice 1. Voir le poly p. 53 a 57.

Exercice 2. (a) On calcule f,11(z) — fu(z) = ani1(x). Donc, par hypothese, f,(z) <
fni1(z) presque partout. On note A I’ensemble de mesure pleine sur lequel ¢’est vérifié.

(b) Soit z € A. La suite (f,(x)) est croissante donc elle converge vers une limite dans
RU{+o0}. Onlanote f(x). fonction est mesurable comme limite de fonctions mesurables.

(¢) Remarquons d’abord que [ f,(z)dz =3 ";_, [ ar(x)dz (somme finie) et donc

i:: / ag(w)de = lim / folw)da.

Puisque les a;, sont mesurables, les fonctions f,, le sont aussi. On applique le théoreme de
convergence monotone a la suite (f,,(x)) qui est croissante positive preque partout. On a
donc

i [atwr= im_ [ f@is= [ i pi(oiz = [ g;ak(x)dx.

(d) Sous I’hypothese supplémentaire que la valeur du membre de gauche est < oo, le
membre de droite I'est aussi. Or il vaut [ f(z)dz. Donc f = >, aj est finie presque
partout. Notons que cette fonction est mesurable comme limite de fonctions mesurables.

(e) Posons a;, = frm|[o]——g, la fonction indicatrice de I’ensemble Ej. Alors aj, est mesu-
rable et positive. Donc les résultats précédents s’appliquent. On remarque que f ag(z)dx =

m(Ey) et ainsi

Z/ak(x)dx = Z m(Ey) < 0.

k=1 k=1
Donc on peut appliquer le résultat de la question (d) : >, a; est finie presque partout.
Donc I’ensemble des z tels que > ;- | frmfo]——g, (z) = +o00 est de mesure nulle, ce qui
donne le résultat.

Exercice 3. Pourt > (0 et z > 0, on pose :

flt,z) = e "

(@) t — f(t,z) est € sur |0, 00|, de dérivée —e'* sin(x). De plus, pour a > 0, et pour
toutt > a,

sin(m).

T

| — e " sin(z)] < e *"[sin(z)],
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qui est une fonction intégrable sur |0, co[. D’apres le théoreme de dérivation des intégrales
a parametre, k est ¢! sur Ja, oo| et

K(t) = /OOO —e " sin(x)d.

Puisque a est arbitrairement petit, k est ¢! sur |0, oo].

(b) 1l suffit de calculer I’intégrale précédente :

K(t) = —Im (/ e_memdl”) = —Im ([e;:tﬂj) =m (z i t) e i 1

(¢) Pour tout z > 0,

f(t,x) — 0.
t—o0
De plus, pour tout ¢t > 1,
(b 2)] < e sin(z) <o
T

qui est intégrable sur |0, co[. D’apres le théoréme de convergence dominée,

k(t) — 0.

t—o0

(d) On résoud I’équation différentielle donnée par les questions (b) et (¢). On obtient

k(t) = g — arctan(t) vt > 0.

(e) D’apres la question précédente, k(t) tend vers 7/2 quand ¢ — 0.

(f) La question (e) donne la valeur de I’intégrale au sens des intégrales impropres de Rie-

) ) in
mann, mais la fonction xr —— S ( )

En effet

n’est pas intégrable sur [0, co[ au sens de Lebesgue.

< |sin(z) e sin(x) - /(HH)7r
dr = dx > —|si d
[ Z/ e |2 ) G el
.oy 2 +
> ———— = +00
— (n+1)m

Exercice 4. Voir le poly.

Exercice 5. (a) Pour d = 1, posons Q =]0, +o0[. Il est clair que m(Q2) = oo. Soient

a et b deux réels tels que pa < gqa < letp(a+b) <1 < g(a+ b), alors la fonction
1

% N
zo(1 + xb)
(b) Lorsque €2 est de mesure de Lebesgue ﬁnie soit f € L9(2). Apphquons I 1negahte de

appartient L9(2) et n’appartient pas a LP(€2).

Holder avec r = 1, (r > 1) et 7' tel que L+ L =1, autrement dit, r =

On a
Jir@rar< | [y ) | [a] .

Q Q
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/|f )P da < (@) 7 ( [ (17l da) .

Q

soit

Par conséquent, on a

1 1
£l < (m(Q)) > <11 flo-
Par conséquent, si f € L9(Q) et m(Q2) < +oo alors f € LP(2). Plus présicément on vient
de montrer que I’injection i : L9(€2) — LP(€2) est continue, et la topologie définie par la
norme || ||, est plus fine que la topologie définie par la norme || |,.
On pouvait aussi montrer directement I’inclusion en remarquant que |f|? < 1+ |f|? et par

suite
/|f<:c)|pd:c§m<9)+/|f(:c)\qu.

(c) Toujours sous I’hypothese m(2) < oo, la question précédente montre aussi que :
sup {[| fllzecy s f € LURC), fllza = 1} < (m(Q))? .
On obtient I’égalité recherchée en prenant la fonction constante f = (m(Q)) .

Exercice 6. (a) f est une fonction mesurable et £\ = f~(]\, +oc[). Donc E est mesu-
rable.

(b) Comme f est une fonction mesurable, le théoreme 3.6 (chapitre 10) du cours nous
assure que I’ensemble

E=:{(z,)) € Rx]0,+oo[: f(z) > A}.
est mesurable. Le théoréme de Tonelli appliqué a frm|o|—— g nous assure alors que 1’ap-
plication A — m(FE)) est mesurable.

(c) Pour tout exposant réel p avec 1 < p < oo, appliquons le théoreme de Tonelli a la
fonction mesurable positive (z, A) — h(x, A) := pAPL frmo]—— ,(z, N).

/ h(z,\)dzd\ = /( / p)\plfrm[o]——E(x,)\)d)\)d:c:/( / PN frm{o]——(0,p(a) (A) dA

R x]0,+00[ R ]0,+00[ R ]0,+00]

- [ ()



23. Examen du Mardi 12 janvier 2016 113

Restitution des copies :

P
_<< 23. Examen du Mardi 12 janvier 2016
Incorrect

A

- T — 4 points si sonnerie de téléphone portable se déclenche
5 /4é — 1 point si copies doubles non numérotées 1/4,2/4,3/4,4/4
Correct 474 — 1 point si réponses correctes non soulignées ou encadrées
-

— % point par affirmation erronée écrite au hasard pour tenter
+ 1 point-bonus si au moins 2 réponses accompagnées d’illustrations esthétiques

Recommandations générales

l. Différencier
e Questions rapides pour lesquelles il suffit d’'invoquer un résultat connu.
¢ Questions moins rapides sur lesquelles il faut réfléchir.

Il. Traiter les questions faciles au début d’un exercice de maniere efficace et
concise

Exercice 1. On note |z = (2% + - - - + z3) "/? la norme d’un vecteur z = (x1,...,2q) €

R?. Soit un compact quelconque K C R¢. Pour tout ¢ > 0, on introduit K, := {:1: €
R?: dist (2, K) < €}.
(a) Justifier que les K. sont aussi compacts. Figure-bonus possible.

(b) Soit une famille (p.).~o de fonctions € sur R? positives p. > 0 satisfaisant supp p. C
{z € R%: |z| < e} et [ p. = 1. Ecrire les deux expressions intégrales du produit de
convolution :

Xe = 1g_* pe.
(¢) Montrer que 0 < x.(z) < 1 en tout point z € R
(d) Montrer que x.(z) = 1 en tout point x € K.
(e) Justifier brievement et rigoureusement que y. € €°, puis que x. € €, et enfin que
Xe € €.
(f) Montrer que .(z) = 0 en tout point x € R? tel que dist (z, K) > 2¢. Figure-bonus
possible.
(g) Interpréter le résultat obtenu en 1’énoncant sous la forme d’un théoréme clair et élégant.
Figure-bonus possible.
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Exercice 2. Soit un intervalle fermé borné [a, b] C R d’intérieur non vide, ¢’est-a-dire avec
—00 < a < b < 00, et soit une fonction continue strictement positive w: [a, b] — ]0, co].

(a) Montrer rapidement que tous les moments de w d’ordre un entier quelconque £ € N
sont finis :

b
/ |z|Fw(z)de < oo (VkEN).

(b) Justifier en une (voire deux) ligne(s) que les deux espaces vectoriels :

a

¢°([a,b]) = {f: [a,b] — R continue : /b |f(2) [ w(x)dz < oo},

L% ([a,b]) := {f: [a,b] — R mesurable : /ab (@) w(z) de < oo},

satisfont €0 C L2.

(c) Justifier de maniere concise I’énoncé représenté symboliquement par :
?gll-l\% _ L%v'
Indication: Traiter le cas w = 1, et ne pas s attarder sur le cas ot w € 6°([a, b], R* ) (admettre

I’énoncé ou dire quelques mots concernant la généralisation).

(d) Montrer brievement que I’espace L2, muni du produit scalaire :

(. g). = / f() 9(z) w(z) du

est un espace pré-hilbertien, a savoir un espace qui satisfait tous les axiomes d’un espace
de Hilbert, sauf la complétude. A la fin de cet Exercice, on démontrera que qu est en
fait complet, question (sans indication) qui peut d’ailleurs étre traitée indépendamment des
maintenant.

(e) Montrer de maniere concise que I’espace vectoriel ’@nha,b] des polyndmes de degré
< n restreints 2 [a, b] est contenu dans €.

(f) Pour deux suites (a,,)%, et (5,)22, de nombres réels, soit la suite de polyndmes

(Pa(z)).", commencant avec Py(z) := 1 et Pi(z) := = — ap, qui est définie ensuite
par récurrence via :
Pn+l(.fE) = (iL’ B an) Pn($> - 671—1 Pn—l(x) (Yn2>1).

Vérifier que tous ces P, sont de degré n unitaires, c’est-a-dire ont pour mondme de téte
1-a".
(g) On définit :
B ff zw(r) dx7
fab w(z) dx

ce qui correspond a un choix déterminé de . Montrer que F, et P; sont orthogonaux entre
eux pour < -, - >,,.

P(z) ==z
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(h) Montrer qu’avec le choix successif de constantes :
B ff x P, (2)?w(x)dx
fab P,(x)?w(z)dz
fab z P,(x) Py_q1(z) w(x) dx
ﬁn—l = b (n>1),
Jo Po-1(2)?w(x) do
les polyndmes (P, (x)) " sont alors orthogonaux deux a deux :

0 — <pn1, Pn2>w (V’n1 75712).

n - (n21),

(i) Montrer (au passage) qu’une expression alternative pour [3,,_; est :
fab P.(x)?w(z) dz
n—1 = :
Ji Paca(@)? w(e) da

() En partant de la suite (P,(x)) ", trouver (en une ligne) une suite (E,(z))

polyndmes qui sont orthonormés pour < -, - >,,.

de

(k) Soit une fonction quelconque f € L2 . Montrer, en utilisant un théoréme du cours, qu’il

existe un unique polynéme R,,(f) de degré < n tel que :

|f =B, = it 1 = gl

(I) En utilisant sans le re-démontrer le Théoreme de Weierstrass d’apres lequel :

I-lo0

Un?O f@nha’b] = cgo([a7 b])7

et en admettant temporairement que L2 ([a,b]) est complet, montrer que la suite de poly-

ndémes orthogonaux unitaires (En)zozo est une base hilbertienne de L2 ([a, b]).

(m) Montrer que les deux espaces normés suivants sont isomorphes :

(£2((a, 8. R), 1-1e2) = (£2(fa8] R), |- ]sz).

et montrer ensuite que (L2, | - |72 ) est complet.

Exercice 3. On admettra qu’il existe une constante 0 < C' < oo telle que :

ezk@
Z k
keZ
1I<|kISK

< O < oo,

uniformément pour fout réel § € R et pour fout entier K > 1. On introduit les polyndmes

trigonométriques :

Bx(0) == Y, —.
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(a) Montrer que Pk (0) := Pg(0) + Pi£(0) est uniformément borné, pour tout § € R et
tout X' > 1.

(b) Montrer que la suite (Ey(0))>

F—y ©St non bornée, et trouver un équivalent d’icelle
lorsque K — oo.

(¢) Pour une fonction Lebesgue-intégrable f € L'(R/2rZ, C), et pour tout entier n > 0,
on rappelle I’expression :

S.(7)(6) ( [ e gy e

de la n-eme somme partielle de la série de Fourier de f. Montrer que (figure-bonus pos-
sible) :
Pyx  lorsque n > 3K,

S,(Px) =4 Px lorsque n = 2K,
0 lorsque n < K — 1.

(d) Soit une suite (a,);°; de nombres réels a, > 0 telle que la série > ,°, a; < o0
converge. Montrer qu’il existe une suite (K,)7°, d’entiers avec K1 > 4 K, satisfaisant :

00 = Elrrgo (ag -log Kg).

(e) On introduit la série :
oo

W(0) =Y a Py, (0).

=1
Montrer qu’elle définit une fonction continue W € €°(R/27Z, C).
(f) En 6 = 0, montrer que :

—o00 = lim Sy, (W)(0).

_]*)
(g) Enoncer le résultat obtenu sous la forme d’un théoréme clair, élégant, parlant.

2 et

Exercice 4. Soit une fonction ¢ € “(R) a valeurs complexes satisfaisant 1 = [,
soit 1(€) = Je (x) e ™ dx sa transformée de Fourier.

(a) Rappeler la définition de I’espace de Schwartz . (R).

(b) Montrer que :

L= = [ @) 00 + o0 via) do

o0

1<4 (/:o x2|¢(x)|2dx> (/:o W(x)fdx).

(d) Montrer I’inégalité :

o< ([ epera) ([ elmer ).

(¢) Montrer que :
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(e) Montrer qu’il y a égalité dans cette inégalité lorsque, et seulement lorsque, ¥ (x) =
ae ", en termes de deux nombres réels a et b satisfaisant b > 0 et a® = \V/2b/.

Exercice 5. Sur le cercle unité T = R/27Z, soit une fonction continue f € €°(T).
Montrer que la série :
keZ

)
S

est absolument convergente.
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Restitution des copies :

P
,<< 24. Rattrapage du Jeudi 14 juin 2016
Incorrect

A

- T — 4 points si sonnerie de téléphone portable se déclenche
3 /4$ — 1 point si copies doubles non numérotées 1/4,2/4,3/4,4/4
| Correct /4 ) 1 point si réponses correctes non soulignées ou encadrées

— % point par affirmation erronée écrite au hasard pour tenter
+ 1 point-bonus si au moins 2 réponses accompagnées d’illustrations esthétiques

Recommandations générales

l. Différencier
e Questions rapides pour lesquelles il suffit d’'invoquer un résultat connu.
¢ Questions moins rapides sur lesquelles il faut réfléchir.

Il. Traiter les questions faciles au début d’'un exercice de maniére efficace et
concise

Exercice 1. Soit dx la mesure de Lebesgue sur R et soit f: R — {—co} UR U {oco} une
fonction mesurable intégrable.

(a) Justifier que I’ensemble {z € R: |f(z)| = oo} est de mesure nulle.

(b) A I’aide du théoréme de convergence dominée, montrer que :

= | —

(¢) En produisant un contre-exemple, montrer que cette limite n’est pas toujours égale a 0
(voire n’existe pas toujours) lorsque la fonction mesurable f n’est pas supposée intégrable.
(d) Maintenant, soit (h,)>°, une suite de fonctions mesurables intégrables sur R qui
converge presque partout vers une certaine fonction A := lim,_, h,. Justifier que h est
mesurable.

(e) On suppose de plus que, pour tout n € N, il existe une fonction positive intégrable
gn: R — R, U {00} avec |h,| < g, dont la suite compléte (g, )32, converge presque
partout vers une certaine fonction g := lim,,_, g, qui est intégrable sur R. Apres en avoir
justifié I’ utilisation, appliquer le Lemme de Fatou aux deux fonctions g,, — h,, et g, + h,,.

(f) Montrer I’implication :

(n'Lmoo /Z gu(z)dz = /Z g(x)dx) — (n@nw /Z ho(z) do = /O; h(m)da:).



24. Rattrapage du Jeudi 14 juin 2016 119

(g) Soit enfin (f,)>°, une suite de fonctions mesurables intégrables sur R qui converge
presque partout vers une certaine fonction mesurable f qui est intégrable. Etablir 1’équiva-
lence :

(om [ Ih@-s@lde = o) = (m [~ |n@lae = [~ 1)),

Indication: Introduire g,, := 2 (| f,| 4+ | f|) ainsi que h,, == |f,, — f| + | fu] = | f]-

Exercice 2. Soit une fonction mesurable intégrable f: R, — {—oo} UR U {o0}.

(a) Pour tout t € R, montrer que la fonction R, 3 z — ™" f(x) est aussi mesurable
intégrable sur R .

(b) On introduit alors la transformée de Laplace de f :

Ls(t) == /000 e " f(x)dx (tERy).

Montrer que la fonction R, > ¢ — L¢(t) € R est finie et continue.

(c¢) Montrer que 0 = lim;_,oo L(%).

(d) Calculer une expression explicite de L¢(t) pour f(x) := =% avec § > 0, puis faire de
méme pour f(z) := Lio<a<1y - SIN(T).

(e) Soient maintenant un nombre réel 7' > 0 et un entier n € N. Montrer que :
h e " fla)de = E ﬂ T L (kn)
0 k! A
keN

(f) Montrer que :

n—oo

lim /00 e fa)de = /OO f(z)d.
0 T

(g) Soit un nombre réel a > 0. Existe-t-il une fonction mesurable intégrable f sur R, telle
que L¢(t) = e~ pourtoutt > 07?

Exercice 3. On considere 1’espace ¢ := ¢°([—1,1], C) des fonctions continues sur le
segment [—1, 1] C R a valeurs complexes, et on le muni du produit sesquilinéaire :

(f, g) = y f(x) g(x) do (f.9€?).

(a) Justifier en quelques mots le caractere sesquilinéaire de (-, -), et expliquer bri¢vement
pourquoi || f|| := +/(f, f) définit une norme sur les éléments f € €.

(b) En les énongant soigneusement, rappeler au moins trois théoremes fondamentaux du
cours concernant I’espace L?([—1, 1], C).

(¢) On s’intéresse a la suite, indexée par un entier n > 1, de fonctions (impaires)
fn: [=1,1] — R de % qui sont définies par :

nt lorsque  |t|
falt) =

<
sgn(t) - 1 lorsque * < [¢] < 1.

1
n
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Montrer que pour tous entiers 1 < n < m, on a la majoration (non optimale) :
2

L i . . . . .
Indication: Majorer séparément fom et [, ou trouver une majoration alternative simple qui
pourra interpréter le role qu’on attend d’elle.

(d) Montrer que cette suite (f,,)°; converge pour la norme | - | sur I’espace L?([—1,1],C)
vers une fonction qui vaut presque partout 1 sur |0, 1] et presque partout —1 sur [—1, 0].

(e) L’espace ¥ muni de la norme |- | est-il un espace de Hilbert ? Interpréter intelligemment
la réponse proposée.

Exercice 4. Sur la droite numérique complete R, on considere 1’équation de la chaleur
définie en temps ¢t > 0 par :

ou 0%u
a(l’,t) = @((’E,t) (z€R, t>0),
u(z,0) = f(z) (z€R),

avec distribution de température u(z,0) prescrite a 1’origine des temps comme étant une
certaine fonction intégrable donnée f € L'(R). On suppose qu’il en existe une solution
u = u(x,t) de classe € par rapport 2 = pour ¢ fixé s’amenuisant ainsi que ses dérivées a
I’infini :

0= lim wu(x,t) = lim @(a:, t) (Vt=0)
et qui est de plus controlée ainsi que sa dérivée temporelle en termes d’une certaine
fonction-majorante positive intégrable fixée g € L' (R, R, ) :

ou

‘U(I,t)} < g(I) et E(ﬁ,t) < g(I) (pour presque tout z € R),

uniformément pour tout ¢ > 0. On rappelle que la transformée de Fourier d’une fonction
h € L}(R, C) est définie pour tout £ € R par :

/ﬁ(f) = /OO h(z) e %™ dy.

(a) La transformée de Fourier de u par rapport a x s’exprimant alors comme :
u(g,t) = /OO u(z,t) e 2™ do,

vérifier qu’elle est bien définie et qu’elle;:;end des valeurs finies.

(b) Montrer, pour tout £ € Rettoutt > 0, que :

aa > aQU —2imxz€

(c¢) Concocter une équation différentielle du premier ordre satisfaite par @ (¢, t).

(d) Montrer que la fonction ¢ — u(&,t) est continue en ¢t = 0, ¢ > 0, pour tout £ € R
fixé.
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(e) Montrer que :

(g t) = (€, 0) e (VEER, V130).
(f) Soient deux fonctions intégrables hy, hy € L'(R,C). Comment s’exprime la trans-
formée de Fourier hy * hy du produit de convolution — dont on rappellera la définition
précise — en termes de h et de hy ?

(g) Trouver une expression de la solution u au probleme de la chaleur unidimensionnel

sous la forme d’un produit de convolution. Indication: On rappelle que pour tout parametre
2

1

- = .
oAl est la fonction

réel o > 0, la transformée de Fourier de la fonction x ——
5 o 225262

(h) Conclure que la solution obtenue ainsi est bien de classe €’ en x, et montrer que pour
tout ¢ > 0 fixé, elle est bornée en z.

Exercice 5. Soit I’espace ¢ défini dans 1’Exercice 3.

(a) Pour un entier n € N quelconque, on note &7, le sous-espace vectoriel de € qui
est constitué des fonctions polynomiales de degré < n restreintes a [—1,1], et on note
Tn: € — P, le projecteur orthogonal, pour le produit scalaire (-, -). A I’aide du cours,
justifier soigneusement que :

0= tm [|f —m(f)] (Y FED).

n—oo

(b) Soit (p,)22, une famille infinie d’éléments p, € &, qui est de plus orthonormale.
Justifier que la sous-famille finie {py, ..., p,} est libre pour tout n € N, et montrer ensuite
que {po, - . ., pn} forme une base de &, quel que soit n.

(c) Montrer, pour tout entier n € N et toute fonction f € €, que :

m(f) = Z(f, pi) - pi

puis que :
n

2
H’ﬁn(.f)” = Z(fa p2>2
i=0
(d) Montrer, pour une fonction f € % quelconque, que la série de terme général (f, p,)>
est convergente.

(e) Montrer en fait que :

[e.o]

> (fopa)® = £ (VFe®).

n=0

(f) Tout en établissant son existence, déterminer la limite :

lim / @) patt)dt

n—oo
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Restitution des copies :

p
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Recommandations générales

l. Différencier
e Questions rapides pour lesquelles il suffit d’'invoquer un résultat connu.
¢ Questions moins rapides sur lesquelles il faut réfléchir.

Il. Traiter les questions faciles au début d’'un exercice de maniére efficace et
concise

Exercice 1. Sur un sous-ensemble quelconque £ C R, si une fonction quelconque
g: E — R est bornée, on rappelle qu’il existe une suite minimisante (y, )72, et une
suite maximisante (y, )2, qui réalisent :

infg = i ) t li ) = .
infg = lim g(y;) e Jim g(y;") sup g

On suppose donnée une suite de fonctions bornées f,: £ — R, n > 1, qui
convergent uniformément vers une certaine fonction f: £ — R :

Ve>0 3N(E)eEN Vn>=N(E) VzeE |fulz)- f(z)|<e
(a) Montrer que f est elle aussi bornée.
(b) Si deux fonctions Ay, hy: E — R bornées satisfont :
hl(ZL‘) < hg(l’) (VzeE),

montrer que :

infh; < infhg et sup hy < sup ho.

E E E E
(e):

(c) Montrer que pour toutn > N
inf f, —inf f| < ¢ et sup f, —sup f| < €.
E E B B
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On travaille dorénavant sur un intervalle réel E = [a, b] avec —oo < a < b < oo et
on ajuste N(g) pour que :

n>NEe) = (Vace[a,b] \fn@)—f(x)]gbfa).

Soit g: [a,b] — R une fonction bornée.

@SiA={a=2y<mz <+ <xHy1 < x, = b} est une subdivision quelconque de
la, b] avec v > 1, rappeler les deux définitions des sommes de Darboux inférieure ¥4 (g) et
supérieure X2 (g) de g.

(e) Montrer que pour tout n > N, :
Salfa) = < Balf) < B2(f) < B(fu) +e

(f) Montrer que toute fonction qui est limite uniforme d’une suite de fonctions Riemann-
intégrables est encore Riemann-intégrable.

(g) On appelle fonction réglée toute fonction qui est limite uniforme de fonctions en esca-
lier. Etablir que les fonctions réglées sont Riemann-intégrables.

Exercice 2. Dans I’espace euclidien réel standard R? de dimension d > 1, soit un sous-
ensemble mesurable £ C R%. On rappelle qu’une fonction f: £ — {—oo}URU{+o0} a
valeurs dans I’ensemble étendu des nombres réels est dite mesurable si fous ses ensembles
de sous-niveau :

{ze€eE: f(z)<a} (Va€eR),
sont mesurables.
(a) Montrer que {z € E: f(z) > a} est mesurable, pour tout a € R.
(b) Montrer que {f = —oo} et { f = +00} sont mesurables.

(c) Montrer, pour tous réels —oo < a < b < 400, que I’ensemble :
{zeE: a< f(z)<b}

est mesurable.

(d) Lorsque f: EE — R est a valeurs finies, montrer que f est mesurable si et seulement
si I'image inverse f (&) par f de tout sous-ensemble ouvert &' C R est mesurable.

Exercice 3. [Questions d’assimilation du cours] Enoncer précisément sans démonstra-
tions :

(a) le théoreme de Tonelli, suivi du théoreme de Fubini, en explicitant I’articulation logique
naturelle qui existe entre eux lorsqu’on doit les appliquer dans des situations concretes ;

(b) le théoreme de changement de variables dans les intégrales en théorie de Borel-
Lebesgue.

Exercice 4. Soit dz 1a mesure de Lebesgue sur R et soit f: R — {—0co} UR U {co} une
fonction mesurable intégrable.

(a) Montrer que I’ensemble {z € R: |f(x)| = oo} est de mesure nulle.
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(b) A I’aide du théoreme de convergence dominée, montrer que :

— |im —
nl—r>noo2n/ f

(¢) En produisant un contre-exemple, montrer que cette limite n’est pas toujours égale a 0
(voire n’existe pas toujours) lorsque la fonction mesurable f n’est pas supposée intégrable.

(d) Maintenant, soit (h,)22; une suite de fonctions mesurables intégrables sur R qui
converge presque partout vers une certaine fonction i := lim,,_ h,. Justifier que h est
mesurable.

(e) On suppose de plus que, pour tout n > 1, il existe une fonction positive intégrable
gn: R — R, U {00} avec |h,| < g, dont la suite compléte (g, )32, converge presque
partout vers une certaine fonction g := lim,,_, . g, qui est intégrable sur R. Apres en avoir
justifié I’utilisation, appliquer le Lemme de Fatou aux deux fonctions g,, — h,, et g, + h.,.

(f) Pour toute suite (a,, )22 ; de nombres réels a,, € R, montrer que :

liminf ( — an) = —limsupa,.
n—o0 n— oo

(g) Montrer I’implication :

(nli_>moo /: gn(z) dz = /_Z g(x)dx) — (nli_rpoo /_Z ho(z) do = /: h(x)dx).

(h) Soit enfin (f,,)7°, une suite de fonctions mesurables intégrables sur R qui converge
presque partout vers une certaine fonction mesurable f qui est intégrable. Etablir I’équiva-
lence :

(om [ Ih@-s@lde = o) = (m [~ |n@lde = [~ 1)),

Indication: Pour I"implication « <= », introduire g, := 2 (|f,| + | f|) ainsi que h,, := |f, —

fI+ 1 fal = 11

Pour I'implication « = », utiliser I'inégalité ||a| — [b]| < }a — b| valable pour deux
nombres réels quelconques a, b € R.
Exercice 5. Soit une fonction mesurable intégrable f: R, — {—oco} UR U {o0}.

(a) Pour tout t € R, montrer que la fonction R, > x — e~ f(x) est aussi mesurable
intégrable sur R, .

(b) On introduit alors la transformée de Laplace de f :

Ly(t) = /000 e ™ f(x)dx (tERy).

Montrer que la fonction R, > ¢t — L(t) € R est finie et continue.
(c) Montrer que 0 = lim;_,oc Lf(2).
(d) Calculer une expression explicite de L (t) pour f(x) := e~%* avec § > 0.

(e) Faire de méme pour f(z) := L{o<a<1) - SIN(T).
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(f) Soient maintenant un nombre réel 7' > 0 et un entier n € N. Montrer que :
-0 B (=1)* 4o
/o e flx)dx = Z ¢ Ly(kn).
keN

(g) Montrer que :
lim / e fa)de = / f(z)dz.
0 T

n— o0
(h) Soit un nombre réel a > 0. Etablir qu’il n’existe pas de fonction mesurable intégrable
f sur R, dont la transformée de Laplace vaut L(t) = e~ pour tout ¢ > 0.

(i) Pour f: Ry — {—00} URU {oo} mesurable intégrable, montrer que ¢ — L¢(t) est
€1 sur )0, ool.

(j) Quand f > 0 ne prend que des valeurs positives, montrer que :

(m — x f(z) est L' sur [O,oo[) = (t — Ly(t) est €' sur [0,00[).
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26. Corrigé détaillé du partiel du jeudi 10 novembre 2016

Exercice 1. (a) Faisons ¢ := 1, prenons n := N(1), et, pour tout z € E, par majoration
triangulaire, déduisons le résultat voulu :

f@)] < [f(@) = Aoy l@) + Ao @)]
< |f(if) - fN(l)($)| + }fN(l)(x)|
< 1+S%p‘fw(1)’
< 0,

car par hypothese, fy(1) est bornée sur £'!

(b) Clairement, de hy < hs, on déduit pour tout x € F que :
Igf h1 < hl(I) < hg(l‘) < sup hg,
E
d’ol deux extraits intéressants pour la suite :
igf hy < ho(x) et hi(z) < suphy (Vz€E).
E

En prenant deux suites (v, )2, et (y;,)72, qui réalisent :

. T — . + _

|]gf hy = zlrgo ha (yu) et e“j;o h1 (yu) = sgp hq,

il vient comme désiré :

infh; < infhy et suphy < sup ho.
E E E E

(c) En appliquant le résultat de la question (b) qui précede aux deux inégalités :

fn(l’) —€& < f(x) < fn(x) +e (VzeE),

on obtient :

inf f, —& < inff, igff < inff, +e,

sup f, —€ < sup f, o sup f < sup f, +¢,

E
d’ou:
—e L inff, —inff < ¢ et —e < supf,—supf < ¢
E E B 5

et on reconstitue I’inégalité demandée en se souvenant que —|a| < a < |a| pour tout
nombre a € R.
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(d) Pour qui n’a pas oubli€ son cours :

v

Yalg) = Z(xﬁ—xﬁ_l) inf g,

=1 [xmfl,mn]
239) = Z(:vn—:cm)[ P 9.
k=1 Tr—1,Tk

(e) Grace a la question (c¢) appliquée sur F := [z,_1, ], en tenant compte de la normali-
sation de 1’epsilon, nous avons, pour tout 1 <k < v :
€

inf  f, — < inf f

[Iﬁ—l7xhﬁ] b — Qa [Iﬁ_hx,{]

ainsi que :

sup f < sup f,+

[anlamn] [1'57171',4] b —a
Nous pouvons donc majorer :

v

EA(fn) —& = Z(xn_xn—l)[ inf fn_g

k=1 1]
B ; (@ = @) 0 F g - a ; (= )
= ;V; (s = 1) [[%inlf,m I i a]
< ; (Tx — Tp1) [Mi_nlfxﬁ] f
= Xa(f),

ce qui est la premiere inégalité demandée.

La seconde inégalité YA (f) < X2(f), abondamment vue en cours, est essentielle-
ment évidente, donc pourrait &tre revue en instantané ici en notant que I’'infimum de f
sur chaque intervalle [z, 1, x,] est bien entendu majoré par son supremum sur ce méme
segment.

Pour ce qui est de la troisieme inégalité, on procede de maniere similaire quoique
légerement différente :

14

ZA(f) = Z(Iﬁ—%—ﬂ sup f

k=1 [xn—hxn}
v 5
< K~ YKR— n
Xtewms| o o]
v e v
= Z (Ili - xli—l) sup fn + — Z ((L’,{ - 13;.;_1)
k=1 [zr—1,2x] b—a k=1

= S2(fa) +e,
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ce qui conclut la démonstration de :

Salfa) — < Zalf) < TA(F) < Z2(f) +e

(f) Soit comme ci-dessus f = lim f,,, la convergence étant uniforme sur [a, b]. L’ objectif est
de trouver, pour € > 0 arbitrairement petit, une subdivision A de [a, b] assez fine pour que :

SA(f) - Salf) < 3e.
Rien de plus facile ! Sachant que pour tout quadruplet de nombres réels :
a <y <0< B,
le petit segment [, §] C [a, 3] a une longueur inférieure au grand :
6—7v < B—a
on tire des inégalités de la question précédente, pour tout n > N(¢) :

EA(f) - EA(f) < EA(fTL) - EA(fn) + 257

puis en prenant n := N(¢), il suffit de choisir A telle que :

2 (fae) — Salfve) < &

ce qui est possible, puisque fy(.) est Riemann-intégrable par hypothese !

(g) Dans le cours, on a démontré que les fonctions en escalier sont Riemann-intégrables,
donc la derniere question (f) vient d’établir que leurs limites uniformes — les fonctions
réglées — sont aussi Riemann-intégrables.

Exercice 2. (a) D’apres un théoreme du cours, le complémentaire dans R d’un ensemble
mesurable est toujours mesurable, donc pour tout a € R :

{fza} = E\{f<a}
= En(R\{f <a})
est bel et bien mesurable !

(b) La mesurabilité étant préservée par réunions et par intersections dénombrables, les
deux écritures :

{f=—o0} = ({f < —n} et {f=+o0c} = ({/=n}
n>1 n=1
font voir le résultat, en utilisant d’ailleurs furtivement (a) qui précede.

(¢) On écrit :

{a<f<b} = {f<b}n{f>a}
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puis, afin de faire voir que le deuxieme ensemble est lui aussi mesurable, on le récrit sous
la forme adéquate :

{(f>a} = |J{fza+i}

:L;Jl( E\{f<a+%} )

mesurable par définition
o

vV
mesurable par un théoréme connu

N J/
-

mesurable par un théoréme connu

(d) Dans I'un des tous premiers théoremes du cours sur les ensembles mesurables, on a
montré en dimension d = 1 que tout ouvert & C R! est réunion dénombrable d’intervalles
ouverts deux a deux disjoints :

0 = U ]an, bn[ (—oo<an <bp <0),
n=>1
d’ou
f_l(ﬁ) = U f_1<]an7 an
o] S——

mesurable par (c)

N J/

TV
donc mesurable!

Exercice 3. (a) Comme cela a été dit en cours, dans la pratique réelle des exercices, c’est-
a-dire dans la vraie vie des mathématiques, on rencontre parfois une fonction mesurable
f:R" x R? — {—00} UR U {+00} définie sur un espace-produit :

R% x R®% (di>1, da >1),

dont on ignore si elle est Lebesgue-intégrable — telle est la question que 1’on se pose !

Alors on lui associe la fonction mesurable positive | f| > 0, fonction dont on voudrait
déterminer si elle est d’intégrale finie, ce qui rendrait 1’étudiant(e) trés content(e).

Mais comme on peut toujours calculer I’intégrale de | f| > 0 puisqu’on accepte, dans
la théorie, que les intégrales de fonctions mesurables > 0 puisse valoir co, on espere, en
utilisant le Théoreme de Tonelli qui permet de se ramener a deux intégrales emboitées en
dimensions inférieures d; < dy + ds et dy < dy + ds, pouvoir calculer ou estimer :

L= [, ([ el

et alors — bingo ! —, si le résultat numérique s’avere étre fini, on peut conclure que f est
Lebesgue-intégrable sur R? ! Quel contentement !

Car ensuite, le Théoreme de Fubini peut &tre appliqué puisque 1’hypothese (cruciale)
[ |f] < oo qui apparait dans son énoncé est satisfaite, et on peut reprendre le calcul que
I’on vient de conduire pour | f| et recalculer alors pour f la valeur finie de son intégrale en
travaillant a nouveau avec des intégrales itérées :

/ ( f(w,y>dx)dy= /.
Rd2 Rdl , Rd

N

TV
en général calculable
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Bien entendu, ces énoncés sont tout aussi vrais pour 1’ordre inverse d’intégration ité-

ree :
/Rdl (/Rd \f(l‘,y)\dy> dz,
/Rdl ( @) dy) dz,

et la pratique enseigne que si on a fait un mauvais premier choix d’ordre, il y a de bonnes
chances que I’ordre inverse ouvre les portes secretes.

puis :

(b) Le théoreme de Fatou inverse, avec les limites supérieures, au lieu des limites infé-
rieures, s’énonce comme suit — attention a la frappe sur les doigts de qui oublie 1I’hypo-
these f, < 0!

Théoreme. [Inégalité généralissime de Fatou inverse] Etant donné une suite quelconque
de fonctions mesurables négatives sur R? :

fa <0 (n>1),
a valeurs dans {—occ} UR_, ona :
lim sup fo(z)dx < / limsup f,,. O
n— 0o Rd Rd n— o0

(¢) Eh bien, le théoreme de changement de variables dans les intégrales en théorie de
Borel-Lebesgue s’énonce comme suit.

Théoréme. [Changement de variables] Soit o: U — V un difféomorphisme €* entre
deux ouverts U C R% et V' C R% Alors pour toute fonction mesurable f: V — C, la
composée f o :
©
v=v-Lc
est aussi mesurable, et si f est de plus Lebesgue-intégrable, f o p est aussi Lebesgue-
intégrable avec la formule :

/Vf(y) dy = /Ufmp(:c) Jac ¢(z)| dx. N

(d) Le théoreme de dérivation sous le signe intégral d’une intégrale dont I’intégrande est
de classe €’ par rapport a la variable et au paramétre s’énonce comme suit.

Théoréme. [Dérivabilité sous le signe intégral] Si £ x [ > (x,t) — f(z,t) € C est
une fonction définie sur le produit d’un sous-ensemble mesurable E C R? par un intervalle
I C R d’intérieur non vide telle que :

(i) pour tout t € I, la fonction x — f(x,t) est Lebesgue-intégrable en la variable x sur
E;

(ii) pour tout x € E, la fonction t — f(x,t) est €, de dérivée :

of
E(xat)a
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(iii) il existe une fonction positive g: E — R mesurable Lebesgue-intégrable sur E qui
domine uniformément :

L] < o)

pour toutx € F et toutt € I;
Alors en tout t € 1 fixé, la fonction :

r —> %(x,t)

est Lebesgue-intégrable sur F, et surtout, la fonction :

t+—>/Ef(x,t)dx

est dérivable sur I de dérivée égale a :
d
— t)de = —(x,t) dz. O
i [ tani = [ Seow

Exercice 4. Soit donc f: R — {—0c0} UR U {co} une fonction mesurable intégrable, a
savoir dont I’intégrale de la valeur absolue est finie :

/Z |f(x)|dz < oo.

(a) Le fait que {|f| = oo} est de mesure nulle est un théoréeme du cours, mais
redémontrons-le. Pour tout entier N > 1, la majoration :

Nem({f2) < [ U] <
donne 1’inégalité de Tchebytchev :

J 1S

m({|f| = N}) < N

dont le membre de droite tend visiblement vers zéro lorsque N — co. Mais puisque :
{Ifl =00} = () {Ifl =N},
N>1

un théoreme du cours sur les intersections dénombrables décroissantes d’ensembles me-
surables de mesure finie a partir d’un certain rang — ce qui est le cas ici ! — fait voir la
nullit€ demandée :

m({lr=och) = m( () {1512 w)

N>1
= im m({|] > ~})
= 0.

On pourrait aussi raisonner de maniere plus directe, mais quelque peu moins rigou-
reuse, par I’absurde, en supposant que m({|f| = oo}) > 0, ce qui, puisque f est supposée
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Lebesgue-intégrable, conduirait a un jeu contradictoire d’inégalités :

o > 111 = oo m({lr] = o)
R
= 00.
Notons qu’il serait impossible d’en puiser une contradiction lorsque 0 = m({|f| = oc}),
puisque oo - 0 n’a pas de valeur fixe attribuable.

(b) Puisque le sujet demande d’appliquer le théoréme de convergence dominée, introdui-
sons la suite de fonctions mesurables :

1
fn(x) = %‘f(l') 1[fn,+n}(x) (n=1),
lesquelles sont constamment dominées par la fonction intégrable f :
| fu(@)| < |£(2)] (VoeR, Vn>1),

donc le célebre théoreme de Lebesgue s’applique pour offrir sur un plateau ce qui était
demandé :

n—oo 2N n—o0

_Amhmw

n—o0

:/RO

= 0!

lmiﬂﬂM%:mAMWx

Subrepticement, on a utilisé ici 0 = m({| f| = co}) de la question (a).

On peut en fait se passer du théoréme de convergence dominée, grace a la majoration

élémentaire :
1 " /M
3| [t < o [ )
< LA | f(z)| da
2n J_o ’
|
constante < oo .
S0
inégalité qui démontre bien :
1 n
lim — dr = 0.
npw2n/n f(x) *

(c) La fonction f(x) := 1 constante égale a 1 n’est bien sir pas intégrable sur R (elle est
d’intégrale infinie, ce qui est exclu), et la suite :
1 n

— l-de =1
2n v ’

—n

est constante égale a 1, donc ne converge pas vers 0.
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Plus subtilement, soit f: R — N la fonction paire définie, pour x > 0, par :

0 lorsque z =k € N,
J(@) = (—1)’“1{: lorsque £k —1 < x <k pourunentier k > 1.

Alors :
1 " 2 "
= %(—1—1—2—----1—(—1)”71),

somme dont les creux de vague croissent et décroissent alternativement, égale, lorsque
n=2n"—lavecn >1,a:
n'—1 fois

[—1+2]+[-34+4]+--+[-(2n' =3)+ (20 = 2)] — (2’ — 1) 1+1+---+1—-(2n"-1)

o' —1 o' —1
oo/ —1
1
_> __7
n/—o00 2

et autrement, lorsque n’ = 2n est pair, constamment égale a :

n' fois
142+ =344+ [0 =3+ 20 =2+ [~ — 1)+ (20)]  TH1+---+1+1
2n’ a 2n’
n/
T oo
1
= 3

et 13, il y a deux limites possibles, — % et %
Un exemple encore plus convaincant faisant voir que la limite de % ffn f n’existe
pas forcément est la fonction dérivée :

f(z) = di(x sinz),

X

non intégrable sur R au sens de Lebesgue (exercice non immédiat) :

o
/ |sinx+xcosx‘dx = o0,

tandis que :
1 [ d _ nsinn — nsin(—n)
7 B %(a:smx) de = o™
= sinn

oscille sans limite entre —1 et 41 lorsque n — oo, grace a un théoreme de densité des
entiers naturels modulo 27.
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(d) D’apres un théoreme du cours, toute suite (h,,)° , de fonctions mesurables intégrables
sur R qui converge presque partout sur R a toujours pour limite une fonction qui est me-
surable. D’ailleurs, la théorie de la mesure est en grande partie érigée dans 1’objectif de
stabiliser la mesurabilité par passage a des limites dénombrables quelconques.

Rappelons plus précisément que dans le cours, étant donné une suite quelconque
(h,)22, de fonctions mesurables, on a démontré que les deux fonctions :

liminf A, et limsup h,

n—00 n—00
sont mesurables, et lorsque ces deux fonctions coincident — partout ou presque partout,
cela revient au méme —, i.e. lorsque h, converge (presque partout) vers une certaine
fonction-limite /» = lim h,,, on en a déduit que :

liminfh,, = lim = limsuph,
n—o0o n— o0 n—00

est mesurable.

(e) On suppose maintenant que, pour tout n > 1, il existe une fonction positive intégrable
gn: R — R, U {oo} avec |h,| < g, dont la suite complete (g,,)3°, converge presque
partout vers une certaine fonction g := lim,,_, . g, qui est intégrable sur R.

Il est alors clair que les deux fonctions :

Gn—hn 20 et Gn+h, =0

combinaisons algébriques de fonctions mesurables sont mesurables, et de plus sont po-
sitives, hypothese requise pour pouvoir appliquer le Théoreme — généralissime ! — de
Fatou, lequel donne ici deux fois :

/Iiminf (gn — hy) < Iiminf/(gn—hn)a

n— o0 n— oo
/mig(gnJrhn) < urligj/(gn+hn).

Or g, — g et h, — h, donc en faisant extrémement attention a la maniere dont les
limites inférieures se distribuent a droite, i.e. en n’intervertissant pas le signe moins et la

limite inférieure :
/g—/h < Iiminf/gn+liminf/ (—hn),
n— o0 n— oo

/g—l—/h < Iiminf/gn—i-liminf/hn.
n— 00 n— o0

(f) Tout le monde sait en effet qu’il faut se méfier des signes « —» ! Rappelons que les
limites inférieure et supérieure d’une suite numérique quelconque (b,)52; sont définies
par :

liminfb, = lim (inf bm> et limsupb, = lim <sup bm>.

n— 00 n— 00 \mzn n— 00 n—00 \m>n
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Ici appliquée a la suite b,, := — a,,, cette définition de la limite inférieure peut étre transfor-
mée en le résultat demandé :

liminf (—a,) = lim (im ——am)

n— oo n—o00 \m>=n
= lim ( — sup am>
n— oo m>n

= — lim (sup am>

n— o0 m>n

= —limsupa,.
n— o0

(g) Supposons donc que la suite g,, satisfait :
lim / gn(z)dx = / g(x)dx.
n—oo J_ oo
En revenant alors a la fin de la question (e) :

/g—/h< g+mw/@w@
J n— oo

———0

/g+/h< g+|iminf/hn,
o n— oo

~———20

cela permet instantanément de simplifier et d’obtenir :
—/h < Iiminf<—/hn>,
n— oo
/h < Iiminf/hn.
n— oo

Mais la question (f) qui précede avait justement préparé le terrain a I’avance pour que
I’on puisse remplacer la premiere limite inférieure par une limite supérieure :

—/h < —Iimsup/hn,
n— oo
/h < Iiminf/hn,
n— oo

et en regardant bien droit dans les yeux ces deux inégalités, 1’aigle-étudiant qui sommeille
en nous les voit s’articuler instantanément en un tryptique :

Iimsup/hn < /h < Iiminf/hn,
n — 0o n—00

ce qui lui permet d’attraper d’un seul coup d’ceil sa proie-réponse :

lim /OO ho(z)de = /OO h(z) dz,

n—oo
e} (e o]

puisqu’une limite inférieure est de toute facon toujours inférieure a une limite supérieure !

(h) Soit enfin (f,,)>°, une suite de fonctions mesurables intégrables sur R qui converge
presque partout vers une certaine fonction mesurable f qui est intégrable. Traitons d’abord
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I’implication facile :

(om [ n@-s@lae = o) = (m [~ in@la = [ i)

Pour cela, I’inégalité élémentaire valable pour deux nombres réels quelconques a, b €
R:
0 < |lal = bl < Ja—b],

qui apparaissait — heureusement ! — comme indication dans le sujet, va expédier la dé-

monstration comme suit :
o< | fal-|fol| <|[n-[1
< /Ifn—f!,

car en effet, si le membre de droite tend vers zéro, le membre de gauche aussi !

Pour traiter I’ autre implication, principale :

(sm [ Ih@-s@lar = o) = (m [~ |n@le = [~ irele),

introduisons, comme cela a été gentiment suggéré par le sujet, les deux fonctions auxi-
liaires :

9n = 2(|fn|+|f|) et P i= | fo = fI+ 1 ful = |f],
lesquelles satisfont effectivement les conditions requises :
gn — g :=4|f], h, — h:=0, |hal < gn

— on améme h,, > 0, quoique cela ne serve pas spécialement —, ainsi que :

lim /gn = /g,
n—0o0

et donc une application directe de la question (g) donne :

Iim/hn:/h:/OzO,
n—o0

c’est-a-dire en remplacant h,, :

():n|i_>moo/‘fn—f|+n|i_>moo/|fn\—/‘f”
%

n—00

d’ou la conclusion :

0= lim /|fn—f\. O
n—oo

Exercice 5. (a) Les deux fonctions z — f(z) et x — e *' sont mesurables, et on a

démontré en cours qu’un produit de fonctions mesurables est encore mesurable.

De plus, la majoration :
e f(z)| < |f(2)] (tERL, 2>0),
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donne apres intégration :

‘/000 e f(x) dx

é/() ‘e‘xtf(x)|d:1:
< h d
< / ()| dz

< 00,
ce qui démontre que x — e~ *" f(x) est Lebesgue-intégrable, puisque x — f(z) I’est.
(b) Posons :
glw,t) = e f(z).

Pour tout ¢, nous venons de voir que x — g(x,t) est intégrable sur R, . De plus, t —
g(x,t) est continue sur R, (et méme % !). Enfin, I’inégalité-clé ci-dessus :

lg(z, )] < |f(2)]

fournit une fonction-dominatrice intégrable indépendante de ¢.
Toutes les hypotheses du Théoreme de continuité des intégrales dépendant d’un para-
metres sont ainsi satisfaites, et donc, la fonction :

Ry ot — Ly(t) := / e ™ f(x)dr € R
0

est bel et bien continue !

(¢) A nouveau grice 2 la domination intégrable uniforme |g(z, )| < |f(z)|, pour toute suite
(t,)22, de réels t,, — oo divergeant vers ’infini, le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue s applique pour donner :

lim /OO g(x,t,)de = /OO ( lim e "™ f(x)) dx.

De I’Exercice 4 (a), rappelons que 0 = m({| f| = oo}), donc quitte a corriger f sur cet
ensemble de mesure nulle, on peut (on pouvait) supposer (des le départ!) que f: R, — R
ne prend que des valeurs finies, et alors il est clair que :

0 = lim e " f(x) (Va>0),
n—o0

et puisque f]o,oo[ = f[O,oo[’ nous concluons que :

lim / e " f(z)dx :/ 0-de = 0.

Ceci étant valable quelle que soit la suite ¢, — oo, on a bien fait voir que :

(d) La transformée de Laplace de la fonction f(x) := e~% avec § > O est :

o0 —z(t+0) 7 © 1
L:(t) = —xt —Gwd — e —
s(0) /0 coe {—t—@h t+0
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(e) Le calcul de la transformée de Laplace de la fonction f(x) := 1yo<z<1y - sin(z) débute
astucieusement en douceur comme suit :

1
Ly(t) :/ e " sinzdx

(e

puis, pour faire disparaitre les imaginaires au dénominateur, on multiplie en haut et a droite
par (—i —t), en notant que (i — t)(—i —t) =1+ :
(et —1)(—i—t)
(i—t)(—i—1)
e t(—iet —tet) +i+t
1+¢2

Lf(t) = Im

= Im

+0

= Im(—ie —te)+1+t2

et _ 1
m(—COSl —tsml) —|—m
1—e*(cosl+tsinl)

142 '

(f) Le développement classique en série enticre de I’exponentielle permet d’écrire :

—en(T—2) _ Z <_1)k eknT e—knx
k! '

keN

Multiplions-le par f(x) :

_en(T—x) f(l') _ Z <_k1‘)k ek:nT e—knx f(l’)

keN

Soit la suite de fonctions définies sur R :

gz — e f(2) (n>1),

qui sont mesurables uniformément dominées par :

‘grz( e

‘ en(T— a:)

< | f(z (VeeRy, V1),

donc intégrables. D’un autre coté, les termes :

(=D*

k' eknT efknx f(l')
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ont une somme absolument (car normalement) convergente, puisque :

eknT

< 1)

‘(_kl')k ek:nT e—knz f(l‘)

et puisque :

Cette convergence normale justifie I’interversion entre intégration et sommation infi-
nie dans le calcul suivant :

/0°° D 0 /Ow (Z (_;f;)k f@) .

qui aboutit a I’'identité demandée.

(g) Lorsque n —» o0, la suite de fonction (g,,)2 , introduite dans la question précédente
converge simplement vers :

0 lorsque 0 <z < T,
goo(x) == & e 1 f(T) lorsque = =T,
f(zx) lorsque 7' < z.

Nous pouvons donc appliquer le théoreme de convergence dominée, ce qui nous donne :

lim /OOO e fa)da = /TOO f(x)dzx.

n—oo

(h) Supposons par I’absurde qu’il existe une fonction f € L'(R, ) dont la transformée de
Laplace vaut :

pour une certaine constante a > 0.
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Prenons alors un nombre réel 0 < 7. Les questions (g) et (f) qui précedent nous
permettent alors de représenter la quantité finie :

00 p _ . 00 () p
| s@de = im [t f@ e

_ n@m@ %)

k=0
= lim e "
n—oo
1 lorsque 0 < 7T' < a,
= et lorsque T' = a,
0 lorsque 7' > a.
Par conséquent :
o 1
dr = —
| rwa =,
tandis que, pour toute > 0 :
f(z)dx = 0,
ate

ce qui contredit un théoreme du cours d’apres lequel faa+€ g doit tendre vers 0 avec ¢, pour
toute fonction intégrable g.

(i) Soit ty > 0 et soit I’intervalle ouvert ’entourant sans toucher {0} a gauche :

to € %, 2] C 0,00].

La dérivée partielle de x e=** f(x) par rapport a ¢ est alors majorée par :

0

Gl ]| < |- ve o)
< |ve ]| f(2)
< Go- |f()],

la constante 0 < Cjy < oo étant une majorante quelconque de la fonction continue = ——

re ”

%O, laquelle vaut 0 en z = 0 et tend vers 0 lorsque x — 0.

Grice a cette majoration uniforme par la fonction-dominatrice Cy |f(x)| intégrable
sur R, le théoréeme de dérivation sous le signe intégral s’ applique et offre le caractere 6
det — Ly(t) sur |2, 2% donc sur |0, co|, puisque le choix initial de ¢, > 0 était laissé a

notre entiere discrétion.
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(j) Maintenant, lorsque f > 0 ne prend que des valeurs positives, la fonction ¢ — L(t)
est décroissante, puisque :
oo
0 < t/ < t” < 00 — Lf(t,) o Lf(t//) _ / (e—zt’ i e_gct/,) f(l‘) d
0 ———
>0Vz>0 >0
= 0.

De 1’équivalence :
(:1: — o f(x) est L' sur [O,oo[) = (t — Lg(t) est € sur [O,oo[),

démontrons en premier lieu I’implication la plus délicate ‘<=’.

Puisque le caractere €' de t — L¢(t) sur ]0, oo est toujours ‘gratuitement’ vrai, en
vertu du résultat de la question (i) qui précede, c’est surtout la dérivabilité ¢ = 0 qui est une
hypothese ici, et par la décroissance qui vient d’€tre observée, I’hypotheése en question est
donc que la limite suivante existe et est positive finie :

Ly(0) = L; (1)

0 g _L/f(o) - tlié’no t
00 1— —xt
= [lim / Tef(x)dx
S 0

Or pour faire voir que = — z f(x) est L' sur [0, oo[, un bon Coup de Fatou 12 ot il
faut — qui s’applique car 1_3_“ f(z) = 0, mais de grice ! Monsieur de Margay ! pas de
frappe sur nos doigts fragiles ! — permet de vérifier que 1’on a effectivement la finitude de

Iintégrale :

0 g/ z f(x)dz <
0

(&9 1_ —xt
[Reconnaitre une dérivée] = lim —— f(z)dx
0 t;>0 t
o0 1—e
[lim = liminf] = / liminf — f(z)dx
0
o'¢) 1 — e—zt
[Coup de Fatou ] < Iitm_in)f / — f(x)dx
=% Jo
0) — L(t
— iming 22O = L5 ()
t;»O
L — L(t
flim = lim inf] — i 2O = L)
t—0 t
>
— —10)
oui
< 00,

ce qui montre que x — x f(x) est bien L' sur [0, oo|.
L’implication inverse ‘=" est en fait plus facile, et généralement vraie sans supposer
que f > 0. Supposons donc z — x| f(x)| intégrable sur [0, o0[. A nouveau grice au
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théoreme de dérivation sous le signe intégral, comme dans la question (i), mais maintenant
sur [0, oo en incluant 1’extrémité gauche {0}, on a la majoration uniforme de la dérivée
partielle par rapport a ¢ :

—ae ™ f(2)] < zl|f(2)],
par une fonction indépendante de ¢ qui est intégrable sur [0, co[, et donc — youpi ! c’est
enfin fini ! —, le théoreme de dérivation sous le signe intégral tord le coup a cette derniere
implication !



