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Maintenant que nous avons établi les propriétés fondamentales des espaces mesurables
(X, ), ou.of C P(X)estune o-algebre, munis d’une mesure x, nous pouvons dévelop-
per la généralisation de la théorie de I'intégration de Lebesgue a ce cadre abstrait. En fait,
les théoreémes et les démonstrations de la théorie nouvelle sont quasiment les mémes que
ceux que nous avons détaillés pour I’intégration dans R?. Autrement dit, nous connaissons
déja presque tout de la théorie abstraite de I’intégration sur un espace mesuré :

(X, o, 1),

car il suffit de remplacer le dx dans les intégrales de la théorie de Lebesgue par un dpu.

Aussi, nous nous contenterons de décrire les points essentiels et d’énoncer les théo-
remes principaux, sans reproduire leurs démonstrations. Tout lecteur ayant bien assimilé
les chapitres qui précedent pourra, s’il le souhaite, compléter les détails.

1. Fonctions mesurables
Pour commencer, abrégeons I’ensemble étendu des nombres réels par :

R := {—00} URU {oc}.
Soit X un ensemble abstrait, et soit &/ C Z?(X) une o-algebre.
Définition 1.1. Une fonction :

f: X,&) — R
est dite mesurable si, pour tout ¢ € R, I’ensemble de sous-niveau :
fH([~o0,c]) = {z e X: f(z) <c}
e o

appartient a la o-algebre de référence. Fréquemment, f prendra en fait des valeurs finies
dans R.

Avec cette définition, les propriétés élémentaires des fonctions mesurables déja vues
dans R? se généralisent aisément. Par exemple, on a stabilité sous manipulations algé-
briques.

Lemme 1.2. Si f,g: (X, /) — R sont mesurables, alors g, puis o f + 3 g avec o, €

R, et aussi | f|, sont mesurables. O
1
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Les Exercices 1 et 2 proposent méme d’autres propriétés élémentaires qui sont satisfaites
par des applications mesurables a valeurs dans des espaces plus généraux que R.

La propriété la plus spectaculaire et la plus importante de I’ensemble des fonctions
mesurables concerne les suites de fonctions.

Théoréme 1.3. Soit une suite (f,,)>2, de fonctions mesurables :
fn: (X, JZf) — R.
Alors :
inf f,, sup fn, liminf f,, limsup f,,
n— oo

nzl n>1 n— oo

sont mesurables.
Si de plus (f,)5, converge simplement vers une certaine fonction :

foo(x) = lim fn<x> (VeeX),
n—oo
alors cette fonction-limite f., est mesurable. U

Enfin, I’analogie avec la théorie de Lebesgue dans R? demande d’étendre le concept
de « presque partout», qui doit tenir compte de la présence d’une mesure j sur 1’espace

mesurable (X, 7).
Définition 1.4. Un ensemble A € o7 est dit u-négligeable si ji(A) = 0.

Evidemment, tout dépend de la mesure 1 : pour la mesure de Lebesgue dz sur R, tout
singleton {c} avec ¢ € R est dz-négligeable, mais {c} n’est siirement pas négligeable pour
la mesure de Dirac 4, car d.({c}) = 1!

Définition 1.5. Une propriété est dite vraie u-presque partout si 1’ensemble des points ol
elle n’est pas vraie est contenu dans un ensemble p-négligeable.

En particulier, on dit que deux fonctions f,g: (X, /) — R sont égales p-presque
partout si :

0=p({oeX: fl)#g()}).
Lemme 1.6. Si f: (X, /) — R est mesurable, et si g: (X, /) — R satisfait :
f(l’) = g(l’) (p-presque partout),

alors g est aussi mesurable. U

2. Intégration abstraite des fonctions positives

Maintenant, pour développer la théorie de 1’intégration des fonctions mesurables défi-
nies sur un espace mesuré (X, o7, i), il convient, comme dans R?, de travailler surtout avec
des fonctions positives :

[+ (X, o) — Ry = Ry U{oo},

et de démarrer avec des fonctions-types simples.
Pour nous épargner quelques complications techniques, nous ferons I’hypothese
constante que 1’espace (X, <7, i) est o-fini.
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Définition 2.1. Une fonction étagée positive sur (X, o7, ;1) est une combinaison linéaire

finie :
= Z a; - 1a,,

finie
a coefficients réels positifs a; > 0 de fonctions indicatrices 1,4, d’ensembles mesurables
A, e d.

Alors un résultat d’approximation extrémement central et utile sur lequel repose la pos-
sibilité de réellement ériger une théorie de 1’intégration est le suivant.

Théoréme 2.2. Si f: (X, .o/) — R est une fonction mesurable quelconque sur un es-
pace mesuré o-fini (X, o/, i), alors il existe une suite (py)72, de fonctions étagées :

ee: X — Ry (k>1)
croissante :
0 < ¢i(z) < prva(z) (Vk=>1),
qui converge ponctuellement vers :
flz) = lim @g(z) vVzex). O
k—o00

En effet, ce résultat permet d’étendre 1a définition naturelle de 1’intégrale d’une fonction

étagée positive :
/ (Z a; - 1Ai> dp = Z a; - 1(A)

finie finie
— on doit démontrer que la valeur ne dépend pas de la représentation étagée choisie — aux
fonctions positives quelconques, en acceptant la valeur oo pour I’intégrale.

Définition 2.3. Sur un espace mesuré o-fini (X, <7, 1), I intégrale de toute fonction mesu-
rable positive f est le nombre appartenant a R, U {oo} :

/ fdu = sup{/ edu: ¢: (X, o) — R, étagée avec ¢ < fpartout}.
X be

L’intégrale sur un sous-ensemble mesurable quelconque A € o7 est alors définie (obte-
nue) en multipliant les fonctions (étagées ou non) par la fonction indicatrice de A :

/Afdu :Z/Xf-lAdu.

Toutes les propriétés élémentaires satisfaites par I’intégrale des fonctions étagées positives
sont alors héritées — démonstrations analogues au cas de RY — par les fonctions posi-
tives.

Proposition 2.4. Sur un sous-ensemble mesurable A € <f d’un espace mesuré o-fini
(X, o, ), pour toutes fonctions mesurables f,g: X — R, U{oc}, ona:

o [(af+Bg)du=af, fdu+ B[, gdupourtous o, e Ry ;

o ((A) = 0implique [, fdu =0

° fA fdu=0si f =0, u-presque partout sur A;

e f prend des valeurs finies ji-presque partout sur A si fA fdp < ooy

e B D Aavec B € o implique [, fdu < [, fdu;
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g fA fdp < fA gdu si f < g, u-presque partout sur A;
¢ fAuB fdu= [, fdu+ [, fdusi A,B € o/ avec AN B = .

Dans la suite, plusieurs notations pourront étre employées pour I’intégrale :

| t@auta) = [ san= [ rau= [ s

3. Théorémes de convergence

Comme dans le chapitre sur I’intégrale de Lebesgue dans R¢, un auxiliaire essentiel des
démonstrations — éludées car tres analogues — est le

Théoreme 3.1. [d’Egorov] Sur un sous-ensemble A € </ d’un espace mesuré (X, o/, )
dont la mesure j1(A) < oo est finie, soit une suite de fonctions mesurables positives :

fo: A — R, (neN")
qui convergent [i-presque partout simplement vers une certaine fonction-limite :
fi A — R
Alors pour tout € > 0, il existe un sous-ensemble A. C A avec A. € 7, avec :
p(A:) = p(A) —e,
et tel que :

uniformément
—f

n — 0o

Ja

Le premier théoreme de convergence, probablement le plus important de tous, est le

A L.

Théoreme 3.2. [de convergence monotone, Beppo-Levi] Sur un sous-ensemble A € o
d’un espace mesuré o-fini (X, o/, 1), soit une suite de fonctions mesurables positives :

fn: A — R+ U {00}7
croissante :

fn(x) < fnJrl(x) (Vn>1,VxeA).

Alors la fonction-limite f(z) = lim, o fn(x), a valeurs dans R, U {oo}, satisfait :

/fd,u— lim /fnd,u O

Le second possede un intérét exceptionnel, en tant qu’il ne suppose rien sur la conver-
gence de la suite de fonctions étudiée.

Théoreme 3.3. [de Fatou] Etant donné une suite quelconque (f,,), de fonctions mesu-
rables positives :

for A — R, U{oc} (0> 1),

définies sur un ensemble mesurable A € <7 d’un espace mesuré (X, <7 | i), on a toujours :

/ (Iiminffn) dy < Iiminf/ . du. 0
A n— oo n— oo A
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Une application utile concerne les suites (f,,)>°; de fonctions convergeant simplement
vers une certaine fonction-limite f: A — R, U {oo} : bien qu’il ne soit pas vrai en
général que [ lim = lim [ puissent étre interverties, on a toutefois au moins :

/fd,u < Iiminf/ 1, dp.
A n— o0 A

Il est temps maintenant de survoler I’intégrabilité des fonctions qui prennent des valeurs
réelles de signe quelconque. Rappelons que la mesurabilité des fonctions est préservée par
prise de valeur absolue.

Définition 3.4. Dans un espace mesuré (X, o7, i), sur A € <7, une fonction mesurable :
f: A— R

J il < .

En particulier, cette définition concerne les fonctions positives A —» R, U {0} consi-
dérées jusqu’a présent, mais qui n’étaient pas supposées intégrables ; en effet, on a autorisé
I’intégrale d’une fonction positive a prendre la valeur co afin de donner plus de flexibilité
et de généralité aux théoremes.

Le cas des fonctions a valeurs complexes :

f: A—C
se ramene, en considérant Re f et Im f, au cas de fonctions a valeurs dans R.

Bien entendu, les propriétés élémentaires des fonctions intégrables proviennent de la
Proposition 2.4.

est dite p-intégrable si :

Proposition 3.5. Sur un sous-ensemble mesurable A € </ d’un espace mesuré o-fini
(X, o, 1), pour toutes fonctions mesurables intégrables f,g: A — R, ona:

e f, g prennent des valeurs finies j-presque partout sur A;

o [(af+Bg)du=caf, fdu+ B[, gdupourtousa,feR;
o 1(A) = 0implique [, fdu =0

° fA fdu=0si f =0, u-presque partout sur A;

o [wpfdu= [, fdu+ [, fdusiA Be o/ avec ANB=0;
o [, fdu< [, gdusif < g, p-presque partout sur A, et :

géﬁﬂéévwikm) O

Cette derniere inégalité est tellement utile et importante dans toutes les mathématiques
qu’il faudrait la graver en lettres lumineuses flamboyantes au sommet de la Tour Eiffel !

Proposition 3.6. Sur un sous-ensemble mesurable A € </ d’un espace mesuré o-fini
(X, o, 1), pour toutes fonctions mesurables f,g: X — R, ona:

f est u-intégrable <= g est p-intégrable
etalors [, fdu = [, gdu.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme-phare de toute la théorie.

f = g, p-presque partout =—> {



6 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

Théoréme 3.7. [de la convergence dominée, Lebesgue] Sur un sous-ensemble mesu-
rable A € o7 d’un espace mesuré o-fini (X, <7, p), soit une suite de fonctions mesurables
(fn)22, @ valeurs dans R. On suppose que cette suite converge simplement vers une cer-
taine fonction-limite f: A — R.

S’il existe une fonction-dominatrice mesurable g: A — R, U {oc} avec :

|fn (l’) } < g(l’) (p-presque partout, Vn > 1),
qui est -intégrable :
/ gdp < oo,
A
alors :
lim /fndp:/fd,u. U

Ainsi, sous cette hypothese d’existence d’une fonction-dominatrice positive -
intégrable, on peut intervertir limite et intégration.

De surcroit, comme cela a été vu pour I’intégrale de Lebesgue classique dans R?, on a
en fait mieux :

n—0o0

= tim [ |f = sld

Définition 3.8. Les classes d’équivalence, modulo égalité -presque partout, de fonctions
p-intégrables sur un espace mesuré o-fini (X, o7, 1), forment un espace vectoriel noté :

LYX, p).
Théoréme 3.9. Cet espace L' (X, 1) est complet. O

Enfin, pour terminer ce chapitre de survol, formulons deux généralisations des théo-
remes de continuité et de dérivabilité d’intégrales dépendant de parametres qui sont des
corollaires assez directs de la convergence dominée de Lebesgue.

Théoreme 3.10. Soit un espace mesuré o-fini (X, o/, u), soit I C R un intervalle d’inté-
rieur non vide, soit A € </, et soit une fonction :

f: AxI — R.

Si,enunty el :

e pour tout t ~ ty dans un voisinage de to, la fonction v — f(x,t) est u-intégrable,

e pourtoutr € A, ona tli_>nt10 flz,t) = f(x,to),

e il existe une fonction g: A — R dominant !f(:v,t)‘ < g(x) pour tout x € A et tout
tNto,avecngdu<oo

alors la fonction v — f(x,1¢) est u-intégrable et :

tILTO/fxt /Af(:t,to)d,u. O

Le second résultat concerne la dérivabilité.
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Théoréme 3.11. Soit un espace mesuré o-fini (X, o/, u), soit I C R un intervalle d’inté-
rieur non vide, soit A € <f, et soit une fonction :

f: AxI — R.

Si,enunty €l :

e pour tout t ~ ty dans un voisinage de to, la fonction v — f(x,t) est p-intégrable sur
A4,

e pour tout v € A, la fonctiont — f(x,1) est dérivable ent = t,, de dérivée %t (x,to),

o il existe une fonction g: A — R dominant |§ x, t)‘ < g(x) pour tout © € A et tout
t ~ to, avec [, fdu<oo

alors la fonction x — 9 (x,t0) est p-intégrable sur A, et :

/fxt :/AE(JJ,to)du. O

4. Mesure produit

Soient deux espaces mesurables (X, o) et (Y, #), avec &7 C P(X)et B C Z2(Y)
deux o-algebres. Sur le produit cartésien :

XxY ={(z,y): z€X, yeY}
existe la famille naturelle % des rectangles mesurables (produits d’ensembles mesurables) :
= {AxB: Ae @, Be %},
qui est un 7-systeme (est stable par intersections finies), puisque :
(Ay % B) N (Ay x By) = (A0 Ay) x (ByN By),

mais n’est pas en général une o-algebre.

Définition 4.1. La o-algebre produit :
A RRB = 0(R)
—o({AxB: Ac o, Be#})
est la o-algebre engendrée dans &2 (X X Y) par les rectangles mesurables.

Dans le contexte classique, on vérifie, cf. I’Exercice 10, que pour tous entiers d; > 1 et
do>1,0na:
Bray @ Bray, = PBrdi+ds.

Maintenant, pour tout ensemble £/ C X x Y, ettous x € X, y € Y fixés, les sections
verticale et horizontale de E sont :
={yeY:(z,y) € E} et EY .= {z € X: (z,y) € F}.
Il est clair que si A € &7 et B € % sont des ensembles mesurables, alors :
B lorsque = € A, A lorsque y € B,
(AxB), = {Q) I o (AxB) - {® I

lorsque = & A, lorsque y ¢ B.

Lemme 4.2. Pour tout ensemble £ € of @ B = o(#) dans la o-algébre produit, on a :
VeeX, E,€%# et YyeY, BV € .
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Dans la suite, nous traiterons seulement la premiere de deux affirmations, toutes les fois
qu’elles seront visiblement symétriques.

Preuve. Fixons x € X et introduisons :
& = {ECXXY: Eﬁe,%}.
On vérifie (exercice) que & est une o-algebre. Ensuite :

Assertion4.3. Ona #% C &.

Preuve. En effet, pour A € o et B € 4, puisqu’on vient de voir que :

B size A,

(AxB) - { .
@ () sinon,

ilestclairque A x B € &. O

Par conséquent, en appliquant o (-) :
A RQAB =0(X) C o(&) =&,
ce qui démontre bien que tout £ C .o ® %, d’ou E € &, satisfait £, € A. O
Lemme 4.4. Pour toute application mesurable :
fo (XxY, 4©9%) — R

ona:
Vee X, f.: (Y,%) — R estmesurable,

VyeY, fY5 (X,o) — R estmesurable.

Preuve. En effet, avec x € X fixé, quel que soitc € R :
{yeY: fuly)<c} ={yeY: flz,y) <c} = {f <),
et comme {f < ¢} € &/ ® 2, le lemme qui précéde donne bien ({f < c}) € . O

A partir de maintenant, (X, .27) et (Y, %) seront supposés munis de deux mesures o-
finies p et v, i.e. :

X =JX. XoCXo p(X) <o

n=1

Y =|JY. Y.cCVYiu, v(Va) <o

n>1
Proposition 4.5. Pour tout ensemble mesurable E € of & A, les deux applications :
(X, o) — Ry U{o0} (Y, %) — Ry U{o0}
x —> V(Ex) o Yy — V(Ey)
sont mesurables.

Démonstration. Supposons temporairement que v est finie, i.e. que v(Y) < oo, d’ou la
majoration uniforme :
0 < I/(Ex) <vlY) < > (VzeX).



4. Mesure produit 9

Pour un rectangle mesurable A x B € Z, il est clair que :
v(B) lorsque x € A,

Ax B),) =
V(( x B) ) {O lorsque = & A,

ce qui peut s’écrire :
(x — v((A x B)x)> - (:c — v(B)- 1,4(3:)),

et comme v(B) < oo, toutes ces fonctions sont étagées, donc mesurables. Si nous intro-
duisons alors :

& ={Feod®PB: v— v(E,) est mesurable},
nous venons de faire voir que :
X C &.
L’objectif est d’atteindre &7 @ £ C &.

Assertion 4.6. & est une classe monotone dans X X Y.

Preuve. Trois propriétés sont a vérifier.
eOnaXxYeZcC& doncX xY €.
e Pour I, F' € & avec I C F, la fonction qui a x € X associe :
V(F\E)) = (EAE) = v(B) - v(E.),
est mesurable comme différence de deux fonctions mesurables a valeurs finies (bornées),
donc F\F € & aussi.

e Pour une suite (£;)5°, avec E; € & croissante F; C F; 1, comme (E;), C (EiH)x, une
proposition connue montre que la fonction qui, a x € X associe :

y«gmgz4g@@:mﬂ@m

est mesurable comme limite de fonctions mesurables (Théoreme 1.3), donc U®, E; € &
aussi. U

Or comme nous savons que # est un 7-systeme, le Théoréme des classes monotones vu
dans le chapitre précédent offre mon(%Z) = o (), et nous atteignons 1’objectif :

KX C & = mon(#Z) C mon(&)

|
A RXAB = o#) C &

Levons maintenant I’hypothese temporaire, et supposons seulement que ¥ = U2, Y,
avec Y, C Y41 et v(Y,) < oo. Pour chaque n > 1, introduisons la mesure :

Un(B) = V(BﬂYn) (B€ A).

Comme v, est finie, ce qui vient d’étre démontré donne la mesurabilité de x — v,,(E,),
quel que soit F € &/ ® A, et comme :

I/(Ex) = lim l/n<Ex>,

n—o0

la fonction x — v(E,) est bien mesurable, en tant que limite de fonctions mesurables.
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Proposition 4.7. Etant donné deux espaces mesurés o-finis (X, .o/, ju) et (Y, B, v), il existe
une et une seule mesure sur </ Q@ 9, dite mesure-produit, notée :
v,

satisfaisant :

(t@v)(Ax B) = p(A)v(B) (YA€, VBER).
De plus, pour tout E € o7 @ B :

(p@v)(E) = / v(E,)dp = / 1(EY) dv.

X Y

Démonstration. Commengons par 'unicité. Si y; et o sont deux mesures sur &/ Q@ XA
coincidant sur les rectangles mesurables appartenant a %, comme &% est un w-systeme, le
Théoreme de Dynkin vu dans le chapitre précédent donnerait directement y; = Yo sur
0(#) = o ® P, pourvu qu’on ait la finitude x;1 (X X Y) = x2(X X Y) < oc.

Or par hypothese de o-finitude :

X = U X, avec X, C X,y et p(X,) < oo,
n>1
Y = U Y, avec Y, C Y, et I/(Yn) < 00,
n>1
donc I’ensemble produit se décompose en :
XxY =] X,xY, avec X,xY, C X1 xYop,
n>1
avec :
Xl(Xn X Yn) = M(Xn) -I/(Yn) = X2<Xn X Yn) < 00 (Vn>1).
Le Théoreme de Dynkin s’applique alors pour donner la coincidence :

Xl’anYn - X2}anyn
puis x1 = X2 en faisant n — oo.

Traitons maintenant I’existence. Soit £ C &/ ® % quelconque. Grace a la mesurabilité
de x — v(FE,) et acelle de y — p(EY) obtenues dans la proposition précédente, les
intégrales :

/ v(E,) dp =t x1(E) et / w(EY) dv =: xo(E)
X Y
existent dans R, U {o0}.

Assertion 4.8. \; et xo sont deux mesures sur o/ @ B.

Preuve. Deux propriétés sont a vérifier.
e Pour I’ensemble vide :

() = /X p(0,) du = 0 = Aﬂ(wy) dv = xo(0).

e Pour une réunion disjointe, £ = U, E; avec E; N Ey = () (i # i), d’ensembles
E; € o/ x 2, puisque :
B = (UE) =U(®)

) ) )
i>1 i>1 T
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(Y (e
LZV

=1

il vient :

e
&
I
_—
S
=
b
_—

C

[Convergence monotone] = E y
1>1 X

Xl(E) O

1>1

WV

Vv

Comme ces deux mesures prolongent évidemment le produit de y par v sur les rec-
tangles A x Bavec A€ /et B € A

a(@x ) = [ v(ax B = [ vB)dn = v(B)ua),

A

wxB) = [ w(axBy)dy = [ pa)d = w(a)u(B),

B

ces deux mesures Y7 et yo conviennent, et donc, grace a 1’unicité démontrée en premier,
nous concluons que y; = x2 =: 4 ® v. U

Comme dans R% x R%2, les théorémes de permutation d’intégrales multiples s’ articulent
en deux moment.

Théoreme 4.9. [de Tonelli abstrait] Sur ’espace mesuré produit (X XY, QB u® 1/)
associé a deux espaces mesurés o-finis (X , ,u) et (Y, B, 1/), étant donné une fonction
mesurable positive :

fr (XxY, 7 ®B) — RyU{oo},
les deux fonctions :

(X, o) — Ry U{oo} (Y, #) — R, U{x0}

1"—)/fxdl/ y|—>/fydu
Y b's

sont mesurables, et de plus :

Joo rttweer = [ e)ar = [ ([ ra)ae

Ici, ces intégrales peuvent valoir co.

et

Démonstration. Résumons les éléments argumentatifs, analogues au cas X = RuetY =
R%,

e Pour f = 15 avec F C &/ ® % mesurable, tout a déja été€ vu dans les deux propositions
précédentes.

e Pour f étagée positive, tout en découle par linéarité.

e Pour f mesurable positive quelconque, comme il existe une suite ()7, croissante
vr < @i+ de fonction étagées positives ¢y, > 0 qui converge ponctuellement vers f en
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tout point, en un x € X fixé, le théoreme de convergence monotone donne :

/fzdl/z lim / (gok) dv,
v k—oo [y x

xr—>/f$dy
Y

est mesurable, en tant que limite de fonctions mesurables.
Enfin, trois applications, a u ® v, a u, a v, de ce méme théoreme de convergence mono-
tone, prolongent a f ce résultat déja acquis pour les fonctions étagées (. :

/XXY fdpev) = lim /XXY ord(p @ v) = JL”QO/X (/Y (cpk)xdl/) dy
:/inn;o(/y (gok)xdu) "
= J (o)
(e

Le résultat avec des intégrations dans I’autre sens se justifie pareillement. U

donc la fonction :

Pour conclure cette section, le théoreme de Fubini ne s’intéresse qu’a des fonctions
intégrables sur X x Y, i.e. dont I'intégrale de la valeur absolue est finie.

Théoréme 4.10. [de Fubini abstrait] Sur I’espace mesuré produit (X xY, o © B, p@v)
associé a deux espaces mesurés o-finis (X , ,u) et (Y, B, V), étant donné une fonction
mesurable :

fi (XxY, & ®8B) — {—oco}UR, U{oc},

intégrable :
[ ifldwen) < .
XxY

pour i-presque tout x, la fonction f, est v-intégrable, pour v-presque tout vy, la fonction
fY est u-intégrable, les deux intégrales correspondantes :

xlﬁ/fxdu et y»—>/ fYdu
Y X

sont des fonctions intégrables sur X et sur'Y, et enfin :

/Xxyfd(“@”) =/X(/Yfmdu>dﬂ :/y(/xfyd’OdV'

Démonstration. Une application a la fonction mesurable |f| du Théoréme de Tonelli qui
précéde donne :

w0 > [ flaen) - /}((/Y\fl,|du )du :/Y</X|fy\du>dy.
N -

donc donc
-presque partout < oo v-presque partout < oo
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Ensuite, en introduisant les deux fonctions mesurables :

fr = max{O,f} et fo = —min {f,O},

avec :
f - f—‘r - f—7

on vérifie (exercice) que 1’égalité des trois intégrales [ . = [ ([, ) = [, ( [y ) dé-

coule du Théoréme de Tonelli. O

Comme dans le cas de R% x R, pour calculer I’intégrale d’une fonction mesurable
f sur un espace produit X x Y, en la ramenant a deux calculs successifs d’intégrales, on
raisonne comme suit.

e Vérifier que | f| est (1 ® v)-intégrable sur X x Y en choisissant la plus pratique des deux
intégrales itérées dans le théoreme de Tonelli :

/X(/Y|f|dz/)d,u ou /Y(/X|f|du>dy.

e Calculer alors | xxy J d(p @ v) en choisissant la plus pratique des deux intégrales ité-
rées — souvent la méme ! — dans le théoreme de Fubini :

/X(/yfd”> dp ou /Y(/deﬂ) . .

5. Décompositions de Hahn et de Jordan des mesures signées

Intuitivement, une mesure signée possede toutes les propriétés d’une vraie mesure > 0,
a ceci pres qu’elle est autorisée a prendre des valeurs négatives.

Définition 5.1. Sur un espace mesurable (X, .o/), avec o C Z(X) une o-algebre, une
mesure signée est une fonction :

w: A — | —o0,00] = RU{o0},

avec () = 0, qui satisfait la I’additivité dénombrable disjointe :

M(U Az-) =) u(d),

i1 i1
quelle que soit la suite (A4;)°; avec A; € o/ et A; N Ay = () pour tous 1 < i # 7.

Observons que pour que cette égalité ait lieu, la somme ., u(A;) doit étre in-
dépendante de 1’ordre des termes — puisque 1'union U;>; A; I'est! —, donc lorsque
u( bl Ai) < 00, cette somme doif converger absolument, voir le Lemme 5.3 ci-dessous.

Ainsi, une mesure signée ne prend jamais la valeur —oo, mais est autorisée a prendre
la valeur +o00. Une définition alternative peut €tre employée en demandant que —co <
p(A) < 400 pour tout A € 7, mais il est impossible d’autoriser les deux valeurs —oo et
—+00, sous peine d’incohérence arithmétique.

Comme nous le verrons, des exemples naturels de mesures signées sont donnés par :

pp(A) = / fdp (Aew),
A
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ot f = f. — f_ estune fonction mesurable décomposée en partie positive f, = max{0, f}
et partie négative — f_ = min{ f, 0}, en supposant f_ € L'(X, u) pour garantir que —oo <
pr(A) < +oo, tandis que f, est autorisée a étre d’intégrale infinie.

De nombreuses propriétés usuelles des (vraies) mesures > ( considérées jusqu’a présent
demeurent satisfaites par les mesures signées.

Lemme 5.2. Etant donné une mesure signée ji sur (X, /), pour tous A,B € o avec

ACB,ona:
1w(A) < oo,
1(B) < o0 { W

1(B\A) = pu(B) — u(A).
Preuve. Sinon, si on avait ;(A) = oo, I’additivité :

u(B) = p(A) +p(B\A)
— ——

=007 —0 <

impliquerait ;(B) = oo aussi, contradiction.
Ensuite, puisque —oo < —u(A), on peut effectivement soustraire, 1’arithmétique étant
cohérente. U

Lemme 5.3. Soit (X, o7) un espace mesurable muni d’une mesure signée 1. Si (A;)2, est
une suite d’ensembles A; € < disjoints A; N Ay = () pour i # 7', alors :

(—o0<) M(UAz’> < oo = Z!,u(Ai)}<oo.
i>1 i>1
Preuve. En effet, en introduisant :
: {@ i p(Ay) > 0, At : {Ai si u(A;) = 0,
nous avons par o-additivité deux séries a termes de signes constants < O et > 0 :
W(Uar) =Sty a w(Uar) = X .
i>1 i>1 i>1 i>1

Abrégeons aussi :

Am = 47 At = 47 A=A

i>1 i>1 i>1

Comme —oo < (A7), la premiere série a termes < 0 converge absolument.
L’hypothese ;1(A) < oo, I'inclusion AT C A, et le Lemme 5.2 donnent alors :

(—oo<) p(d") < oo,
et donc ) ,u(Aj) < oo converge aussi. Enfin :
S lu(a)] = 3 |- n(4)] + 3 u(ad) < oe. 0
i>1 i>1 i>1

Puisque les arguments sont essentiellement les mémes que pour les (vraies) mesures (a
valeurs > 0), énoncons sans démonstration une
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Proposition 5.4. Dans un espace mesurable (X, of') muni d’'une mesure signée [i, soit une
suite (A;)2, d’ensembles mesurables A; € o .

(1) Si A; C A;yq est croissante, alors :
u(U Ai) = lim p(4;).
i>1
(2) Si A; D A1 est décroissante, et si ,u(Al) < oo, alors :
u(ﬂ AZ) = lim u(A4;). O
i>1
Maintenant, si 1 et uo sont deux vraies mesures sur (X, .27, disons finies pour simpli-
fier, i.e. p1(X) < oo et ua(X) < oo, alors la différence :
Boi= 2 —

est une mesure signée. L’ objectif des paragraphes qui suivent est d’établir que toute mesure
signée s’écrit de maniere unique comme différence de deux telles mesures, maximales en
un certain sens.

Tout d’abord, il s’agit de localiser les lieux ol p est < 0, et ceux ot elle est > 0.

Définition 5.5. Un sous-ensemble NV C X avec N € & est dit négatif pour i si :
VN' C Navec N e/, u(N') <O.

Un sous-ensemble O C X avec O € &7 est dit nul pour 1 si :
VO C Oavec O € &/, p(0') = 0.

Un sous-ensemble P C X avec P € .7 est dit positif pour (i si :
VP C Pavec P e/, u(P') >0.

L’objet du théoréme suivant est de capturer de tels ensembles N, O, P, en évitant de
mélanger le négatif avec le positif, sans vraiment porter attention sur les nuls.

Théoreme 5.6. [de décomposition de Hahn] Si 1 est une mesure signée sur un espace
mesurable (X, o), alors il existe deux sous-ensembles N C X et P C X avec N € 7, et
P e o etavec :

NUP = X, NNP =0,

tels que N est négatif pour |, et P est positif pour [u.
Cette décomposition est essentiellement unique, au sens out pour toute autre telle paire
(N', P"), les deux différences symétriques :

NAN' = (N\N’) U (N’\N) et PAP' = (P\P’) U (P’\P)
sont des ensembles nuls pour .
Démonstration. Commencons par un résultat auxiliaire-clé.

Proposition 5.7. Si (D) < 0 sur un ensemble D € <, alors il existe un sous-ensemble
A C D négatif pour p tel que pn(A) < (D).
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Démonstration. Définissons Ay := D, et supposons par récurrence que pour un entier
n > 0, un ensemble A,, C D a été construit. Soit :
tn == sup{u(B): B C A, avec B € o}
€ [0,00};

comme B := () convient, il est clair que ¢,, > 0.
Par définition de t,,, il existe B,, C A,, avec B,, € & satisfaisant :

p(By) =% = min{l, 2} > 0.

Par induction, définissons :
Api1 = A,\B, (Yn>0).

Nous affirmons alors que I’ensemble :
A=D\ U B,
n=0

9

convient ; observons au passage que A, = D\ (BO u---u Bn_l), d’ou:
A C A,

En effet, comme les B,,, n > 0, sont mutuellement disjoints (exercice mental), la o-
additivité de p donne, en tenant compte de (D) < oo pour étre autorisé a soustraire :

—00 < p(A) = (D) =Y p(B,)
n=0
n>0
ce qui montre ;(A) < p(D).
Si A n’était pas un ensemble négatif pour , il existerait un sous-ensemble B C A avec
B € o pour lequel u(B) > 0. Mais comme A C A,, d’out B C A, la définition de ¢,
s’appliquerait pour donner :

0 < ,[L(B) < tn (V”>O)a
et la série a droite ci-dessus — Y min{-} vaudrait alors —oo, ce qui contredirait avec une
insolence condamnable 1’hypotheése que 4 ne prend jamais la valeur —oo. Donc A est un
ensemble négatif pour 1 ! U

Pour construire I’ensemble N du Théoréme 5.6, posons Ny := (), et par induction,
supposant N,, connu pour un entier n > 0, considérons :

sp = inf{pu(D): D C X\N,, De o}

Cet infimum peut éventuellement valoir —oo, et puisque D = () convient, on a s, < 0.
Clairement, il existe un sous-ensemble D,, C X'\ N,, avec D,, € o/ satisfaisant :

p(Dy) < %2 < max{%, -1} < 0.

Grace a la Proposition 5.7, il existe un sous-ensemble A, C D, avec A, € o/, avec
w(Ay) < pu(D,), tel que A, est négatif pour p.
Par induction, définissons :
Nn+1 = Nn U An (Vn>0).
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Nous affirmons alors que I’ensemble :
N = U A,
n=0
et son complémentaire P := X\ N, forment une décomposition de Hahn pour 1 ; observons
au passage que :
Nn = @UA1U"'UAn_1 d’ou Nn C N (Vn>1).

En effet, puisque les A,, n > 0, sont mutuellement disjoints, on a pour tout B C N
avec B € &7, par o-additivité :

u(B) =Y u(BNA,) <0,
n=0
ce qui montre que /N est un ensemble négatif pour .
Si P = X\ n’était pas un ensemble positif pour p, il existerait D C X\ N avec
D € « tel que u(D) < 0. Mais comme N,, C N équivaut a X\N C X\N,, d’ou
D C X\N,, la définition de s,, s’appliquerait pour donner :
sp < (D) <0 (Vn>0),

ce qui, via la o-additivité de y :

n=0 n=0
< Z max {%”, —1}
n=0
= — OO’
contredirait ’hypothese que i ne prend jamais la valeur —oo. Ceci conclut la démonstration
d’existence.
Soit maintenant X = N’ N P’ une autre décomposition de Hahn pour y. En partant de
X =N UP etde X = N U P, onintersecte avec P et avec P’ :
P = (PNN)u(PNP) et P'= (PPNN)U (P NP),
d’ou :
P\P' = PN N’ et P\P = P'NN,
et ainsi :
PAP = (P\P’) U (P’\P)
= (PNN')U(P'NN) = NAN',
cette seconde différence symétrique étant analogue. Or puisque P N N’ et P’ N N sont tous

deux simultanément négatifs et positifs pour p, ils sont tous deux nuls pour ;1 — fin des
raisonnements ! U

Grace a une telle décomposition de Hahn de X = /N U P, nous pouvons introduire deux
(vraies) mesures (a valeurs positives) :

p-(A) = —p(ANN) et s (A) == p(ANP),

pour tout A € &7, et nous observons que /. est a valeurs finies dans R, puisque —oo <
(AN N), tandis que - est a valeurs dans R, N {oo}.
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Théoréme 5.8. [de décomposition de Jordan] Etant donné une décomposition de Hahn
X = N U P pour une mesure signée i sur un espace mesurable (X, /), les deux mesures

[ = —,u‘N et jiy = /““P satisfont :
= py = p—,

et elles ne dépendent pas de la décomposition de Hahn.
De plus, toute autre paire (v_, v, ) de mesures > 0 avec p = v, — v_ telle qu’il existe
EFEcX, FE e avec:

v_(F) =0 et v (X\E) =
coincide avec (i, ji4).

Sans cette condition d’existence de £, il est clair qu’aucune unicité ne peut avoir lieu —
penser par exemple a i = (p4 + v) — (u— + v), ot v est une mesure quelconque.

Démonstration. Soit donc (N', P') une autre décomposition de Hahn, et soient pour A €

o
po(A) == —p(ANN) et 1 (A) == p(ANP).
Griace a I’information du théoréme précédent que N\ N et N\ N’ sont nuls pour u, en
utilisant :
N' = (N'NN) U (N'\N),
N = (NNN')U (N\N'),
on calcule :
o (A) = —p(ANN') = —p(An(N'NN)) - M(Am(N’\N))O
= —p(AN(NNN)) = p(AN (N\N)
= —p(ANN)
= p-(A),

|
=

et de méme pour voir que p1, = fi.
Ensuite, I’hypothése d’existence de E implique, quels que soient /' C Fet G C X\FE
appartenant a .7, en partant de yu = v, — v_, que :

W) = () =0 (@) = 0-v.(C)

= 0, < 0,
donc (X \E, E) est une décomposition de Hahn pour x, et comme v = — u‘ g StV =
,u’  (exercice mental), ce qu’on vient de dire offre v_ = p1_ et vy = i U

Ainsi, la décomposition ;1 = p4 — g est unique en un certain sens, et on I’appelle la
décomposition de Jordan de p.

Définition 5.9. La variation totale || d’une mesure signée £ sur un espace mesurable
(X, o) est la mesure positive :

| (A) == p_(A) + pi(A) (VA€ A).
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L’Exercice 12 propose une définition directe de || qui ne passe pas par les décomposi-
tions de Hahn et de Jordan.

Observons que |u(A)| < |u|(A) pour tout A € o7, avec égalité seulement lorsque A est
ou bien négatif pour p, ou bien positif pour .

Enfin, on notera que |i|(A) = 0 implique que A est un ensemble nul pour |u|, pi—, i,
L.

6. Intégrale par rapport a une mesure signée

Comme nous I’avons déja dévoilé par anticipation plus haut, des exemples cano-
niques — et tres nombreux ! — de mesures signées sont fournis par des intégrales indé-
finies de fonctions mesurables.

Le prototype est le suivant, avec la décomposition habituelle f = f, — f_.

Théoreéme 6.1. Pour toute fonction mesurable f = f. — f_ sur un espace mesuré
(X, A, p), ou j1 > 0 est une vraie mesure, telle que f_ € L'(X, </, ), Uapplication :

vi: o — | — 00,00

AH/Afdu

est une mesure signée sur (X, o/ ).

Observons que I’hypothese [, |f-|dp = [, f-dp < oo garantit que —co < v(A)
pour tout A C X avec A € &/

Démonstration. Puisqu’on a de suite v¢(()) = 0, il s’agit d’établir la o-additivité de v;.
Pour cela, soit (A;)$°, une suite d’ensembles A; € o7 disjoints, A;NA; = () pouri # 7,
et posons A := U, A;. En écrivant simultanément pour f_ et pour f, :

fela =) fi-la,

i1

le théoreme de convergence monotone donne :

/Afﬂ:d:u_/x(Zfi'lAi>dﬂ—Z/Xfﬂ:']—Aid/i

i>1 i1

=3 [ rean

i1
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Puisque [ 4 J—dp < oo, la somme des intégrales de f_ sur les A; converge vers un
nombre positif fini, et donc on peut absorber dans une somme commune :

A)Z/f+du—/f-du

=3 [ edn- Z/ -y

z>1 =1

€ [0,00] S [0,00[

(), <f+—f—>du)

121
= > vp(A),
i>1

ce qui conclut. U

Une décomposition de Hahn naturelle de X pour cette mesure signée vy est par
exemple :

N = {zeX: f(z) <0} et P :={zeX: f(z)>0},
ou encore :
N :={zeX: f(z) <0} et P :={zeX: f(z)>0}.

Dans ces deux cas, la decomp051t10n de Jordan vy = vy — vy _ est donnée, pour A € &7,

par :
vi_(A) = /Af_du et vi+(A) = /Af+d,u,

tandis que la variation totale |vf| = vy _ + vy vaut:
sl(A) = v (A) o) = [ Fdus [ fedu = [ 11

7. Continuité absolue et singularités mutuelles des mesures

Etant donné deux mesures (positives) p et v sur un espace mesurable (X, /), nous
allons terminer ce chapitre en dévoilant les relations qu’elles sont susceptibles d’entretenir.
Deux scénarios extrémes peuvent se produire :

(i) u et v sont « supportées » sur deux ensembles F, [’ € .7 disjoints ;
(i) le « support» de v est une portion essentielle du support de .

Pour clarifier les idées, nous entendons ici que v est « supportée » sur un ensemble E €
o siv(A) =v(AN E), quel que soit A € 7.

Le théoreme de Lebesgue-Radon-Nikodym que nous allons démontrer énonce en un
sens mathématique précis que la relation la plus générale possible entre deux mesures p et
v est une combinaison de ces deux possibilités. Venons-en aux concepts exacts.

Définition 7.1. Deux mesures signées ;. et v sur un espace mesurable (X, .o/) sont dites
mutuellement singuliéres s’il existe E, F' € o avec ) = ENF tels que, pour tout A € <7 :

1w(A) = p(ANE) et v(A) = v(ANF),
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ce qui sera noté :
uwlv.

Ainsi, ¢ et v sont supportées sur deux ensembles disjoints. Observons que 1’on peut
remplacer F' par X\E D F, ou E par X\F D F, sans rien changer a cette définition
(exercice mental).

Par contraste, on a une deuxieéme :

Définition 7.2. Une mesure signée est dite absolument continue par rapport a une mesure
positive y si, pour tout A € o7 :

v(A) =0 <<= pu(4) =0,
ce qui sera noté :
v M.

Lemme 7.3. Si une mesure positive [ et une mesure signée v satisfont simultanément v L i
etv K p, alors v = 0.

Preuve. Comme 1 | v, il existe F € </ tel que pour tout A € o7 :
w(A) = p(ANE), donc p(ANE®) =0,
v(A) = V(A N EC), donc V(A N E) =0,
et ainsi :
v(A) = v(ANE) +v(ANE)
puisque I’hypotheése v <y offre :
0=v(ANE) — n(ANE®) = 0. O

La définition d’absolue continuité ¥ < i demande seulement que tout ensemble nul
pour 4 soit aussi nul pour v, et semble n’avoir rien a voir avec la notion classique de
continuité. Toutefois, la terminologie est justifiée par un :

Lemme 7.4. Sur un espace mesuré (X, .of), soit une mesure positive (i, et soit une mesure
signée v telle que |v|(X) < oc. Alors :

v < = VYe>036=4() (\Meﬂ WA) <5 = \V(A)|<g).

Preuve. L’implication <=, directe (exercice mental), est vraie sans supposer ||(X) < oc.
Pour montrer la réciproque =, en remplagant v par |v|, on peut supposer v > 0 posi-
tive, avec v(X) < oo.
Supposons par 1’absurde que :

de>0 Vdi>0 (EIAG@% u(A) < 6 mais |V(A)’>€>.

Ainsi, pour tout n € N\{0}, il existe A, € & avec u(A,) < 5+, mais v(4,) > &
Introduisons alors :

A" = limsup A,, = ﬂ U A,

=00 n=1 m>2n
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et abrégeons A’ := U,,>p, A;,. Comme :

1 1
H(AZ) < Z 2_m = 2n—1 < 00,

m>2n

et comme la suite décroissante (A;“l):):1 est contenue dans A} avec p( A7) < 1, une propo-
sition maintes fois utilisée s’applique :
A*) = lim u(Ar) = 0.
p(A7) = lim (A7)
Cependant, on a pour toutn > 1 :
v(AL) = v(A4,) > e,
et comme v(A}) < v(X) < 0o, la méme proposition donne aussi :
v(A*) = lim v(A%) > ¢,

n—oo

ce qui contredit I’hypothese « (A) = 0 = v(A) = 0 quel que soit A € & ». g

8. Théoreme de Lebesgue-Radon-Nikodym

Grace a ces préliminaires, nous pouvons présenter le résultat principal de ce chapitre qui
dévoile la structure générale des mesures signées sur un espace mesuré (X, o7, u).

Au-dela des mesures v;(A) := [ 4 J dup obtenues par intégration de fonction mesurables
f = 0, nous pouvons dorénavant aussi regarder les fonctions de signe quelconque f =

f+ — f- qui sont intégrables au sens étendu, a savoir qui satisfont, avec f_ = — min{f,0}
et f1 = max{0, f}:
/ fodp < mais possiblement / frdu = oo,
X b's
et alors 1’application :
vi: o — | — 00,00
Ar— / fdu
A

s’avere €tre encore une mesure signée, d’apres le Théoreme 6.1.

Au sujet d’une mesure signée quelconque v, le théoreme profond qui suit affirme alors
qu’on peut extraire une telle mesure vy, maximale en un certain sens, afin que le reste v — v
devienne singulier par rapport a /.

Théoréme 8.1. [Lebesgue, Radon, Nikodym] Sur un espace mesurable (X, /) muni
d’une mesure positive o-finie i > 0, soit v une autre mesure, éventuellement signée, avec
|v| aussi o-finie. Alors il existe deux uniques mesures signées v, et vy sur (X, /) telles
que :
V= Vg + Vs, Ve, < W, Vs L .
De plus, il existe une unique fonction mesurable f: X — RU{oc}, intégrable au sens
étendu, telle que :

v(A) = /Afdu (VA€ ).

Enfin, lorsque v > 0 est une (vraie) mesure, v, > 0 et vy > 0 sont des mesures, et
f=0.
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Démonstration. Traitons d’abord les deux assertions d’unicité, faciles.

Premiérement, si v, + v; = v = v, + v., alors la mesure v, — v, = v, — v estala
fois absolument continue et singuliere par rapport a 4, donc le Lemme 7.3 montre qu’elle
s’annule, i.e. v, = V. et vs = V..

Deuxieémement, si v,(A) = [, fdu = [, f'dp, alors en choisissant A := {f > f'},
on obtient [, (f — f')du = 0, ce qui exige 0 = p(A) = p({f > f'}), et de méme
0= ,u({ f'>7F }) en intervertissant f «— f’, etdonc f = f’, ce u-presque partout.

Traitons maintenant 1’existence de v, et de v, délicates.

Temporairement, faisons 1’hypotheése que p et v sont des mesures positives et finies :
p =0 puX) < oo et v >0, vX)< oo
Introduisons I’ensemble-clé :

H = {f:X—>R+U{oo}mesurable: /fd,ugy(A) pourtoutAG;z{}.
A

L’argument consiste a trouver f € ¢ qui maximise [ fdpu, de fagon & «extraire » autant
que possible de la mesure signée v au moyen de f f du, pour obtenir v,, et espérer ensuite
que le reste v := v — v, sera singulier par rapport a /.

Tout d’abord, %~ # (), puisque %  contient la fonction f = 0. Soit le réel :

o = sup{/X fdu: fe%},

qui est fini, car 0 < o < v(X) < oo. Soit aussi une suite maximisante ( f,,)°° ; de fonctions
fn € K telles que :

a=fim [ ganw [ pde< [ fuade

Pour n > 1, posons g, := max{f1,..., f,} > 0. Tout ensemble mesurable A € </ se
décompose en U} ; A; = A au moyen des ensembles disjoints :
Al = {gn:fl}a AZ = {gn:fZ}\Ah """" ) An = {gn:fn}\(Alu"'UAnfl)a

ce qui permet, via un calcul :

AgnduzééignduzéAifidﬂ
< il/(Ai) = v(A),

=1

de voir que g, € . Or comme la suite de fonctions positives (g,,)7°; est croissante, sa
limite f := lim,_, g, existe en tant que fonction mesurable X — R, U {oo}, et par
convergence monotone, on obtient pour tout A € 7 :

[ rau = im [ e < via),
A n—oo A

ce qui montre que f € ., d’ou [, fdu < o
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Enfin par construction :

/fdu— jim /gndu
X n—oo X

> llm/fndﬂ = «,
X

n—oo

et en conclusion :

fdu = a = sup / hdp.
b's hex

Evidemment, f € LY(X, ./, ), car Jx fdu < v(X) < oo, et donc nous pouvons
introduire la mesure visiblement absolument continue par rapport a x :

= / fdu (Aed).
A

Pour terminer la démonstration, il reste a établir que la mesure-reste :
Vg = UV — U,

positive et finie (exercice mental), est singuliere par rapport a .
A cette fin, quel que soit n > 1 entier, introduisons la mesure signée auxiliaire :
1
/\n = Vs — o My
et considérons la décomposition de Hahn X = N,, U P, de X par rapport a \,,, a savoir
An N, ©st négative, et )\n} p, ©st positive.

Assertion 8.2. Quel que soit n > 1, la fonction h,, = f + % 1p, appartient a % .

Preuve. En effet, pour tout A € &7, on vérife par le calcul que :

/hnd,u:/fdu—kl,u(AﬂPn)
A A n
= v (A) + v (ANP,) =\ (ANP,)
=v(A) —vs(A )—l—us(AﬂPn)—)\n(AﬂPn)
A)—v(ANN,) =\ (ANP)

(
_—
(4),

<

<

car v, est une (vraie) mesure, et car la restriction )\n‘ p est positive. ]

Puisque h,, € %, on doit avoir :

o> [ hdn= [ faus s a(p)
X X n

1
= Oé—i_ﬁ,u(Pn)a

ce qui force p(P,) = 0. Par conséquent, la réunion P := U2 | P, satisfait aussi yu(P) = 0,
donc p est supportée sur X \ P. Nous affirmons alors que v, est supportée sur P.
En effet, comme X\P C X\P, = N,,ona \,(X\P) <0, etdonc:

vs(X\P) <, n(X\P),

d’ot v4(X\ P) = 0 en faisant n — oo. En conclusion, on a bien v L p.
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Ensuite, toujours avec ;1 > 0 et v > 0, levons ’hypotheése temporaire que ces deux
mesures (X ) < oo et v(X) < oo sont finies, et supposons a la place leur o-finitude :

X = U X avec M(Xn) < oo et V(Xn) < 00 (Vn>1).

n>1
En restriction a chaque X,,, nous pouvons introduire les mesures finies :
pn(A) = p(ANX,) et va(A) == v(ANX,),
et ce que nous venons de démontrer décompose chaque :
Vn = Vna + Uns, Vna < [y Vn,s L 11,

le tout étant escorté par de superbes fonctions intégrables f, € L'(X, .o/, u) représentant

Vna(A) = [, fadp.
Il suffit alors de prendre :

f = Z fn7 Vg = Z Vn,a, Vs = Z Un,s,

n=1 n>1 n>1
les détails de vérification formelle étant directs.
Lorsque v est une mesure signée, |v| étant supposée o-finie, il suffit d’appliquer tout

cela aux deux composantes vy — v_ = v de la décomposition de Jordan de v — détails
tout aussi directs, ma jolie ! O

9. Exercices

Exercice 1. Soient (X, .o7) et (Y, &) deux ensembles munis de o-algébres. Une application ¢p: X — Y
est dite (.o, %)-mesurable si :
VBec#B, ¢ B)cd.

(a) Soit %, C A une sous-collection qui engendre :
B = U(%l).
Montrer que v est mesurable si et seulement si ¢ ~!(B;) € &/ pour tout By € %;.

(b) Soient (X,.7) et (Y, % ) deux ensembles munis de topologies 7 C L (X)et% C LP(Y), et soient les
o-algebres boréliennes associées Zx et By . Vérifier que les fonctions continues X — Y sont (Zx, By )-
mesurables.

(© Sivy: (X, o) — (Y, PB) et x: (Y,B) — (Z,%) sont mesurables, montrer que leur composition
xov: (X, o) — (Z,%) est aussi mesurable.

@) Sivy: (X,o) — (Y, %) a valeurs dans un espace topologique est mesurable, et si x: (Y, %) —
(Z, ) est continue, montrer que x o ¢: (X, &) — (Z, V') est mesurable.

(e) Sif1: (X,«) — Ret fy: (X, /) — R sont mesurables, montrer que (f1, f2): (X, %) — R xR
I’est aussi.

Exercice 2. Soit¢: (X, o) — (Y, %) une application mesurable entre deux espaces mesurables. Si 1 est
une mesure sur (X, o), on définit la mesure-image (., sur (Y, ) par :

w(B) = p(v~'(B)) (VB € ).
Démontrer que /iy, est effectivement une mesure sur (Y, £).

Exercice 3. On désigne la partie entiere d’un réel = € R par Ent(z).

(a) Montrer que la fonction :
0 si x <0,

f(x) = { Ent(z) si 0<x <5,
3 si b<ux,
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est étagée.

(b) Montrer que la fonction & — Ent(x) n’est pas étagée.

Exercice 4. Soit (X,.o7) un espace mesurable, soit ;2 une mesure sur (X, <7), et soit f: (X, /) — R,
une fonction mesurable. Montrer que 1’on a pour tout réel ¢ > 0 :

Jx fdu

n({zeX: fz) 2 c}) < =

Exercice 5. (a) Sur un espace mesuré (X, .27, 1), pour une fonction étagée quelconque ¢ = .. ;- 14,,
ol o; € Ry, avec 4; € o et u(A;) < oo, montrer que 1’application :

% AH/Agad,u

est une mesure sur (X, &7).
(b) Si f: X — R U{oo} est u-intégrable, montrer que cette mesure v,, est finie, puis traiter la réciproque.

(¢) Pour toute autre fonction mesurable g, montrer que :

/gdw=/ g fdu.
X X

Exercice 6. Sur un espace mesuré (X, .7, 1), montrer que toute suite ()5, de fonctions f,: X —

R4 U {oo} vérifie :
/. (Z fn> dy = X_E/X fodp.

n>1

Exercice 7. Soit (X, o7, i) un espace mesuré, et soit ( f,, ) ; une suite de fonctions mesurables intégrables
X —R.

(a) S’il existe une fonction g: X — R mesurable intégrable telle que g < f,, pour tout n > 1, montrer que
le Théoreme 3.3 de Fatou est encore vrai :

/ (Iiminffn) dy < Iiminf/ o dps.
X n — oo n — oo X

(b) Siinversement f,, < g, montrer que :

lim sup / fndp < / (Iim sup f") du.
n—oo JX X “n—oo
Exercice 8. Soient deux espaces mesurables (X, o7) et (Y, %), avec & C P (X) et B C P (V) deux

o-algebres, et soit ¢: (X, o) — (Y, %) une application mesurable.
L’Exercice 2 a associé a toute mesure g sur (X, /) une mesure-image p, sur (Y, %).

(a) Démontrer que pour toute fonction mesurable g: (Y, %) — R :
g o1 est u-intégrable <= g est u,-intégrable.
Indication: Supposer d’abord g a valeurs dans R U {oo}, puis travailler avec des fonctions étagées.

(b) Dans ces circonstances, montrer que :

/gowdu=/gduw~
X Y

Exercice 9. Sur un espace mesuré (X, o7, ), soit une fonction mesurable f: X — C. Si | J < f du| =
Jx |f]dp, montrer qu’il existe une constante o € C avec |« = 1 telle que a f = | f|, ce p-presque partout.

Exercice 10. Soient %y et By= les o-algebres des boréliens dans R et dans R2, respectivement. Etablir la
coincidence entre la o-algebre produit Br ® Py et :

PBre = Br Q@ Br.
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Exercice 11. Sur un espace mesurable (X, /), soient une (vraie) mesure (i, et soient v, v1, vo des mesures
signées. Montrer les quatre propriétés suivantes.

(@) Sivy Lpetvy L p,alors vy +ve L p.
(b) Sivy < petvy K p,alors vy + vy K p.
(c) v1 L vy implique |14 ]| L |va.

d v <.

Exercice 12. Etant donné une mesure signée v sur un espace mesurable (X, .27), on définit la variation totale
|v| de v par :

b

|V|(A) = sup Z ‘U(Ai)

ol le supremum est pris sur toutes les partitions :

oo
A= LJAi (Aiedt, Ain Ay =0,Vi#i).
=1

(a) Montrer que |v| est une (vraie) mesure, i.e. a valeurs a > 0, sur (X, &), en établissant successivement :

> Ivi(Ai) < vI(4) puis I(4) < Y vl(4).

i>1 i>1
(b) On définit la variation positive et la variation négative de v par :

1 1
vy = 5 (] +v) et vo =5 (v|—v).
Montrer que la décomposition de Jordan de v est :
V=vy—V_.

(c) On dit que v est o-finie si |v| I’est. Montrer que ceci implique que v_ et v sont aussi o-finies.

Exercice 13. Sur un espace mesurable (X, .27), soit une mesure signée p, et soit u = py — p— sa décompo-
sition de Jordan.

(a) Montrer qu’un ensemble E € o7 est négatif pour  si et seulement si py (E) = 0.

(b) Montrer qu’un ensemble F' € & est positif pour y si et seulement si p—(F) = 0.

Exercice 14. Soit 1 une mesure signée sur un espace mesurable (X, /), et soit u = p4 — pu— sa décompo-
sition de Jordan.

(a) Montrer que LY(X, o, |u|) = LN X, o/, u_ )N LY(X, o/, uy).

(b) Pour f € LY (X, ., |u|), quel que soit A € <7, montrer que :

/Afd/i </A\f|dlu\-

(¢) Soit une suite (f,,)32, de fonctions f, € L' (X, <, |u|) satisfaisant :

n=1

|fn| <g (| | -presque partout),
pour une certaine fonction g € L'(X, ., |u|) a valeurs > 0. Montrer que si f, — f tend |u|-presque
n—oo

partout vers une fonction mesurable f, alors f € L*(X, o, |u|), et :

0 = tim [ 1= fldpl

n—oo
Exercice 15. Soient (X, o) et (Y, #) deus espaces mesurables, soit 1 une mesure signée sur (X, .o7), et soit
Y: (X, o) — (Y, %) une application mesurable.
(a) Démontrer que 1’application :
y: B — | —o00,x)]
B +— p(v~1(B))
est une mesure signée sur (Y, A).
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(b) Sif: Y — {—00} URU {00} est B-mesurable telle que f oty € L'(|u|), montrer que f € L' (|uyl),
et établir la formule de transfert d’intégrales :

[ fovdu= [ fau.

Exercice 16. Sur un espace mesurable (X, .«/) muni d’une mesure positive p et d’une mesure signée v de
décomposition de Jordan v = v, — v_, établir les deux équivalences :

(r<p) < (1/,<<uetu+<<u) = (vl <p).

Exercice 17. L objectif est d’établir une caractérisation de la mesure de Lebesgue : Si 1 est une mesure sur
la o-algébre PBya des boréliens de R qui est invariante par translation et finie sur les compacts, alors 1 est
une multiple de la mesure de Borel-Lebesgue m = dzx.

(a) Soit Q, un translaté quelconque du cube ouvert {0 < xi,...,24 < a} de c6té a > 0. En posant
¢ := p(Q1), montrer que 1(Q 1) = -5, pour tout entier n > 1.

(b) Montrer qu’il existe une fonction localement Lebesgue-intégrable f: R? — R, telle que u(E) =
| [ dz, pour tout E € Pga.

(c) En déduire que u = cm.

Exercice 18. EE



