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Le probléme d’équivalence

Questions
1. A quelles conditions deux structures géométriques sont-elles
localement équivalentes ?

2. Peut-on déterminer le groupe des isomorphismes locaux d’'une
structure géométrique ?



Exemples

» Deux variétés riemanniennes sont-elles (localement)
isométriques ?

» Deux équations différentielles sont elles identiques modulo un
changement de variable (transformation ponctuelle,
transformation de contact, transformation préservant les fibres,
etc...)

» Deux hypersurfaces réelles d’'une variété complexe sont elles
équivalentes modulo un biholomorphisme ?



Principe de la méthode de Cartan

La méthode de Cartan vise & fournir un fibré P au dessus de M et
une section w de P dans son fibré des co-repéres tel qu’'un
isomorphisme

f: (M,;s)— (M,s)

se reléve en un isomorphisme
F: (P,w)— (P,w)

satisfaisant:
Ffo' = w,

et tel que le diagramme suivant soit commutatif:

M,s) —— (M, s)

”l lp,

(P,w)—F>(P7w').



G-structures, |

Soient M une variété différentielle et G € GLn(R) un groupe de Lie.

Definition
Une G-structure sur M est un sous G-fibré du fibré des repéres F (M)
sur M.

Exemple

» Une O(n)-structure sur M définit une variété riemannienne.

» Une CO(n)-structure définit une structure conforme.

» SiG = GL(m,C) C GL(2m,R), une G-structure définit une
structure presque-complexe.

» Une {e}-structure sur M est la donnée d'une 1-forme a valeurs
dans le fibré des reperes de M. On parle aussi de repere mobile,
ou de parallélisme absolu.



G-structures, Il

1-forme de soudure

Soit P une G-structure. Le pullback 6 de la 1-forme canonique de
F (M) sur P est la 1-forme de soudure.

Isomorphisme de G-structures

Soient M et N deux variétés différentielles, P une G-structure sur M
et Q une G-structure sur N. Un isomorphisme de G-structures est un
diffefomorphisme f : M — N tel que f,(P) = Q.

Méthode de Cartan

La méthode de Cartan vise a ramener I'étude d’une G-structure a
celle d'une {e}-structure.



Torsion algébrique d’'une G-structure, |

1-forme de connexion

Une 1-forme w sur P est une connexion adaptée a la G-structure P si
1. w est a valeurs dans l'algebre de Lie g de G,
2. w(A*) = A pourtout A € g,
3. w est G-équivariante, i.e. Rfw =Adalw.

Torsion associée

Si w est une connexion adaptée a la G-structure P, la torsion Q de la
G-structure est défine par I'équation de Cartan:

do=—-wA0+Q.



Torsion algébrique d’'une G-structure, Il

Probleme

Il existe plusieurs connexions adaptées produisant des torsions
différentes.

Fait
La différence entre deux connexions adaptées est une 1-forme sur P,

horizontale et G-équivariante. Elle peut étre vue comme une 1-forme
sur M a valeurs dans Adp, le fibré adjoint de M.

Lespace AP des connexions adaptées est un espace affine pour
Q(Adp).

Lapplication AP N Q?(TM), qui associe & une connexion adaptée la
torsion correspondante admet une linéarisation:

7 Q(Adp) — Q3 (TM).



Torsion algébrique d’'une G-structure, Il

Définition

Limage par ¢ dans coker(7) d’une connexion adaptée w ne dépend
pas du choix de w. Elle est appelée la torsion algébrique de la
G-structure.

Théoreme

Si P et Q sont deux G-structures de torsions algébriques respectives
T etS,etsif: P — Q estunisomorphisme, alors:

f*S=T.



Calculs en coordonnées locales, |

Données

» M une variété différentielle de dimension m,
> w un co-repére sur M,

» G € GL,(R) un groupe de Lie,

» P une G-structure.

P est localement isomorphe au produit M x G.
La 1-forme de soudure est donnée par

m
0:=9-w, i.e. o' ::z:gji W
j=1

La différentielle extérieure de la 1-forme de soudure est donc donnée
par:

m
do' => " (dg/ A +gf du)
=1



Calculs en coordonnées locales, Il

On introduit la forme de Maurer-Cartan sur G:
_ . i i1\
y=dg-g7t, ie. W= dgi (97Y);

de sorte que
m _ ) m ) )
j=1 j=1

Les 2-formes dw' se récrivent en fonction des 2-formes 8' A 61, soit:

m m
do' => A A0+ Y Ti(x,9)0 A6k

j=1 j<k=2

Remarque

On retrouve la formule de Cartan. Le pull-back a P de la 1-forme ~
est la 1-forme de connexion plate associée a la trivialisation

P = M x G. Les coefficients Tjik sont les coefficients du tenseur de
torsion associé a la connexion plate .



Torsion algébrique en coordonnées, |

Question

Comment varient les coefficients de torsion T, lorsque I'on modifie la
1-forme de connexion ?

Une 1-forme de connexion adaptée est de la forme

p
=k = Zzik 0.
i=1

(On parle de forme de Maurer-Cartan modifiée.)
L'équation de structure de P se récrit:

Zw NO+ Z Uj 6" A 6.

j<k=2



Torsion algébrique en coordonnées, Il

Définition
Les coefficients de torsion TJ-}( invariants par la transformation

p
N SN 7zzik Pl
i=1

sont appelés les coefficients de torsion essentielle. Ce sont les
composantes du tenseur de torsion algébrique.



Réduction des G-structures, |

Probléeme

Les coefficients de torsion essentielle Tj‘k constituent des invariants
locaux de la G-structure, mais leur expression en coordonnées n’est
pas invariante.

Exemple

Un invariant | = TJ-ik peut s’écrire | = x2 +y dans un systéme de
coordonnées, et | = tan(X — y) dans un autre.

Fait
En revanche, un isomorphisme local de G-structures transforme un

- . . i ——
coefficient de torsion essentielle T constant en un coefficient T,
égal a la méme constante.



Réduction des G-structures, |l

Principe de réduction

1. Soit P une G-structure de tenseur de torsion algébrique T.
Supposons gu'il existe un sous groupe H C G et une H-structure
Q c P tels que Q soit le lieu géométrique des points p € P ou
T (p) prend une valeur constante fixée. Alors un isomorphisme
local de la G-structure P envoie nécessairement Q dans lui
méme. Autrement dit, un isomorphisme local de la G-structure P
est un isomorphisme local de la H-structure Q.

2. On ramene ainsi I'étude du probléme d’équivalence entre
G-structures a un probleme d’'équivalence entre H-structures,
avec dimH < dimG.



Prolongation des G-structures, |

Soient V = R" un espace vectoriel, G un groupe de Lie agissant sur
V et g son algébre de Lie.

Prolongation de g

La premiére prolongation g; de g est I'espace des applications
bilinéaires symétriquest : V x V — V telles que, pour tout v; € V
fixé, 'application v € V.— t(v, V1) est un élément de g.

Prolongation de G

La premiere prolongation G; de G est le groupe des transformations

linéaires t de V @ g, induites par les éléments t de g; par la formule:
t(v)=v +t(,v) si vev,
t(x) =x si xeg,

(b 9).

soit matriciellement:

—
Il



Prolongation des G-structures, Il

Choix d’un supplémentaire

Soit P une G-structure et soit ¢ : A® — Q?(TM), l'application qui &
une connexion adaptée associe la torsion correspondante, et et soit
7 : Q(Adp) — Q?(TM) sa partie linéaire. On fixe une fois pour
toutes un supplémentaire C de Im 7 dans Q2(TM).

Prolongation de P

1. Une connexion adaptée a P définit en tout point p un sous
espace horizontal H, de TP.

2. Lespace H, définit a son tour un repére de T,P via la 1-forme de
soudure.

3. Lensemble des connexions adaptées w, vérifiant ¢(w) € C, induit
donc un ensemble P* de repéres sur P.

4. P! est appelé la premiére prolongation de P.



Prolongation des G-structures, llI

Lemme
P! est une G;-structure sur P.

Théoréme
P et P’ sont isomorphes si et seulement si P! et P! le sont.

Principe de la méthode de Cartan

Par réductions et prolongations successives, la méthode de Cartan
vise & ramener un probleme d’equivalence entre G-structures a celui
d’'une équivalence entre {e}-structures.



Le probleme d’équivalence pour les {e}-structures

Soit M une variété de dimension m, et 6 un co-repére de 1-formes sur
M.

Equations de structure

m
do' = > T o' AD.
j<k=2

Fs = (Tjik, et toutes leurs dérivées jusqu’a l'ordre s).
1. Le co-repere 0 est dit régulier si pour tout s, F¢ est de rang
constant ps.

2. la suite (ps) est alors croissante et bornée par la dimension m de
M.

3. le plus petit entier s tel que ps = ps11 est appelé I'ordre de 6.



Le probleme d’équivalence pour les {e}-structures

Soient:
1. M une variété de dimension m, et 6 un co-repére de 1-formes
sur M d’ordre s etde rang r.

2. M’ une variété de dimension m’, et 6’ un co-repéere de 1-formes
sur M’ d’'ordre s’ etde rang r’.

Théoreme
(M, 0) et (M’,0") sont isomorphes si et seulement si:
1. s=s"etr=r'.
2. Il existe les mémes relations fonctionnelles entre les
composantes de F; et celles de F..



Equivalence des hypersurfaces réelles d’'un espace
complexe.

Poincaré, 1906.

Etant données deux hypersurfaces (locales) réelles
M, M’ C C?, existe-t-il un biholomorphisme (local) de C? qui
envoie M sur M’ ?

La premiére réponse rigoureuse est donnée par Cartan en 1932.



Structures-CR

Structure CR

Une structure CR sur une variété M est la donnée d’un sous-fibré L
de C ® TM de rang pair 2n tel que:

1. LNnL={0}
2. L est formellement integrable, i.e. [L, L] C L.

Lentier n est la dimension CR de M et k = dimM — 2n est sa
codimension.
Isomorphisme de structures CR

Etant données deux structures CR, (M, L) et (M’,L’), un
diffeomorphisme ¢ : M — M’ est un CR-isomorphisme entre M et
M’ si p(L) =L'.



La forme de Levi

Forme de Levi
La forme de Levi LF, d’'une variété M en un point p € M est la forme
hermitienne définie sur L, par

1

LF(X,Y) = 5

X, Y] mod L, @ Lp,

ouX,Y el, et X, Y sont deux sections de M — L telles que
Xp X and Y, =

Invariant CR
C'estuninvariant CRdeM :sipo: M — M’ estun

CR-isomorphisme entre M et M’, alors LF = p*LF’.
Variétés Levi-plates

Un variété CR analytique réelle dont la forme de Levi est
identiquement nulle est isomorphe & un produit M = C" x R,



Variétés CR de dimension 5

Le type (n, k)

Soit M une variété CR de dimension < 5. Le couple (n, k) constitué
de la dimension CR et de la codimension de M vérifie 2n + k <5, ce
qui donne 4 valeurs possibles:

(1,2), (1,2), (1,3), (2,1).



Un autre invariant CR
Soit (E'),., la suite des sous-fibrés de C ® TM définis par:

El=LoL Et=E'@[LE]e[LE],

et soit _
r .= rankc E'.

La suite r := (ri)i>1 est un invariant CR de M.
Exemple

» On atoujoursr; = 2n,
> r, =ry Si et seulement si M is Levi-plate.



Variétés CR en dimension 5

6 classes générales

En distinguant selon le type de M, les valeurs possibles de la suite r
et le rang de la forme de Levi, on obtient 6 classes générales de
variétés CR en dimension 5.



Classe |

Classe |
Variétés CR non Levi-plates de type (1,1).

Résultats

» Le probléme d’'équivalence pour cette classe a été résolu par
Cartan en 1932.

» J. Merker et M. Sabzevari (2013) ont obtenu une expression
explicite des invariants locaux en fonction d’une fonction
graphante de M.



L'enjeu des calculs explicites

Méthode de Cartan intrinseque

Il est souvent possible de conduire la méthode de Cartan sans
calculer explicitement les coefficients de torsion. La premiére identité
de Bianchi:

DT =Q A4,

donne des informations sur la dépendance des coefficients de torsion
en fonction des parametres de groupe, ce qui permet de “deviner” les
normalisations a effectuer.

Le calcul explicite des invariants locaux est un enjeu en soi. Citons
Sidney Webster:

Despite their importance, until now [the invariants of
pseudoconvex domains] have been fully computed, to our
knowledge, only in the case of the unit ball D = B", where
they all vanish!



L'enjeu des calculs explicites

Phénomeéne de branchement

» Les normalisations successives des parametres de groupe
peuvent nécéssiter des divisions par des coefficients de torsion.

» |l est alors crucial de contrdler I'annulation potentielle de ces
coefficients, ce que seul le calcul explicite permet de faire.

» La distinction entre les cas d’annulation et de non annulation
conduit a I'existence de plusieurs “branches” du probléme.



Classe Il

Classe Il

Variétés CR de type (1,2) et telles que r = (2,3,4). Appelées aussi
variétés de Engel.

Résultats

» Le probléme d’'équivalence pour cette classe a été résolu par
Beloshapka, Ezhov et Schmalz (2007).

» On obtient dans cette thése une expression explicite des
invariants locaux en fonction d’une fonction graphante.



Classe llI-1

Classe IlI-1
Variétés CR de type (1, 3) et telles que r = (2, 3,5).

Résultats

Le probléme d’équivalence pour cette classe a été résolu par J.
Merker et M. Sabzevari (2013), avec I'explicitation des invariants
locaux.



Classe llI-2

Classe 1lI-2
Variétés CR de type (1,3) et telles que r = (2,3,4,5).

Résultats

» Lexistence de cette classe a été remarquée par J. Merker.

» Le probléeme d’'équivalence a été résolu pour cette classe dans
cette thése, avec explicitation des invariants locaux.



Classe V-1

Classe V-1

Variétés CR de type (2, 1) dont la forme de Levi est non-dégénérée
en tout point.

Résultats

» Le probléme d'équivalence pour les variétés Levi non-dégénérés
de dimension quelconque a été résolu par Chern et Moser en
1974.

» Lobtention explicite des invariants locaux en fonction d’'une
fonction graphante est toujours considéré comme un probléme
ouvert.



Classe V-2

Classe V-2

Variétés CR de type (2,1) dont la forme de Levi est de rang 1 en tout
point, et qui sont 2-nondégénérées.

Résultats
» Ebenfelt a proposé une solution qui s’est avérée étre partielle
(2001).

» Solutions indépendantes proposées par Medori-Spiro,
Isaev-Zaitsev et Pocchiola (2013).



Les modeles

Variétés CR dont le groupe d’automorphismes est de
dimension maximale

» Pour chacune de ces 6 classes, la variété CR dont le groupe
d’automorphismes est de dimension maximale est appelée le
modele.

» La méthode de Cartan permet généralement d'interpréter les
variétés CR d'une méme classe comme des déformations de ces
variétés modeéles, par le biais d’'une connexion de Cartan.

» La résolution du probéme d’équivalence pour les modeles
permet de déterminer leur groupe d’automorphismes. Elle peut
servir de guide pour le cas plus complexe des variétés CR
guelconques, car on obtient dans les deux cas la méme
séquence initiale de réductions et de prolongations.



Les modeles

Classe II: la cubique de Beloshapka

Wy =Wy + 2i2Z,
Wy, =W, +2i2Z (2 + Z),



Classe llI-2: N c C*

Wy, =W; +2i2z,
N - Wy, =W, +2i2Z (2 + Z),

W3 = W3 + 2i 2Z(2° + 2224-?2),



Classe IV-2: le tube au-dessus du cone de lumiére

LC: (Rez)? — (Rez,)” — (Rezz)? =0, Rez; > 0.



Résumé des résultats obtenus

Le groupe d’automorphisme des modeles

La détermination du groupe d’automorphismes des modéeles pour les
variétés de type Il, 11l-2 et IV-2 par la méthode d'équivalence de
Cartan.



Résumé des résultats obtenus

Les variétés de la classe I

La résolution du probléme d’équivalence pour les variétés CR de la
classe Il (déja étudiée par Beloshapka, Ezhov et Schmalz), avec
I'obtention de I'expression explicite des quatre invariants locaux en
fonction d’'une fonction graphante.



Résumé des résultats obtenus

Les variétés de la classe IlI-2

La résolution du probléme d’équivalence pour les variétés CR de la
classe Ill-2. Cette classe n’'a pas été étudiée auparavant.



Résumé des résultats obtenus

Les variétés Levi-dégénérees de rang 1

La résolution du probléeme d'équivalence pour les variétés CR de la
classe V-2, avec notamment I'explicitation de deux invariants
fondamentaux J et W, dont I'annulation simultanée caractérise
I'équivalence locale au cone de lumiére.



Equivalence des variétés CR de dimension 5

Avec l'aide des résultats dis:
1. & Cartan pour les variétés de la classe |,

2. a Chern et Moser pour les variétés dont la forme de Levi est
partout non-dégénérée (classe IV-1),

3. a Merker et Sabzevari pour les variétés de la classe IlI-1,
on obtient:

Equivalence des variétés CR de dimension 5

Le probleme d’equivalence est complétement résolu pour les variétés
CR de dimension 5.



Théoréme principal

Deux invariants fondamentaux, J et W, interviennent dans la
résolution du probléme d'équivalence pour les variétés CR de la
classe IV-2. Une telle variété CR M est localement biholomorphe au
tube au dessus du cone de lumiere,

LC: (Rez;)® — (Rez,)” — (Rez3)® =0, Rez; > 0,

dont 'algébre de Lie des automorphismes infinitésimaux, autcg(LC),
est de dimension 10, si et seulement si:

J=W =0.

SiJ #£ 0, ou si W # 0, un parallélisme absolu est construit sur M. En
particulier, I'algébre de Lie des automorphismes infinitésimaux de M
satisfait:

dimautcg(M) < 5.



Explicitation du probleme en fonction d’une fonction
graphante

Une hypersurface M C C2 est localement représentée comme un
graphe:
u=~F (217227Z557V)'

Probleme

Comment exprimer le fait que:
1. M est une variété CR de dimension CR égale a 2 ?
2. Laforme de Levide M estde rang 1 ?
3. M est 2-non dégénérée ?



Explicitation du probleme en fonction d’une fonction
graphante,ll

1. Les champs de vecteurs:

0 0 ; i F;
Li=— +A avec A= — !
1 0z, A e T =

=12

constituent une base du fibré CR de M.
2. Il existe une fonction k sur M telle que le champ de vecteur

K:=kL;+ L,
engendre le noyau de la forme de Levi. On a:

£2 _ _ )
- Foo g T Zzzl v —iFg Py v —Fgr v vz +iFz, FrPvy —Fp v Ry 7

Fopzg +F F2 7IF—F21V7F FvFay v +iFz Fory +Fay ForFuy — Fzy

21,27 Fv Fv‘ﬁ

3. Le fait que M est 2-non dégénérée correspond a la condition:

La(k) #0.



Explicitation du probleme en fonction d’une fonction
graphante, Il

Repére initial
1. On dispose déja des champs L1, K, £; et K qui constituent une
base du fibré C @ TM.
2. On définit le champ de vecteur 7 par 7 =i [ﬁl,m.
3. (£1,K, L1, KC, T) définit un repére sur M.
4. On note wo := (po, ko, o, Fo, ) le co-repére dual.



Equations de structures

Equations de structures

La différentielle extérieure de wg est donnée par:

dpo =P po A ko — L1(K) po Ao +P po Ao — L1(K) po A Co +
+il‘€0/\l€70,

dkg = —T(k) po A (o —ﬁl(k) Ko A Co +f1(k) Go A Ko ,

d¢o =0,

dro = =T (k) po Ao — La(k) Ko ACo — L1(K) Ra Ao,

dé, =0.



Explicitation du probleme en fonction d’une fonction
graphante, IV

La fonction P
Dans les équations ci-dessus, la fonction P est définie par:

ol H AL — 1A
I )
avec:

I::i(E—A%+A1K$—ﬁA$>.

Formalisme des calculs

Dans la suite, tous les calculs sont exprimés en fonction des
fonctions k et P et de leur dérivées selon les champs £, £1, K, K et
T, eux-méme exprimés par les formules précédentes en fonction de
la fonction graphante F de M.



Formulaire de calculs

Les équations de structure précédentes sont équivalentes aux
relations entre crochets de Lie:

[T.L1] =-PT, [T,K] = La(K) T + T(K) L1,
[T, L1] =-PT, [T.K] = La(k) T + T (k) L1,
[£4,1) =i T, [£4,K] = £1(K) L1,
[£1,K] = La(k) Ly, [£1,K] = La(K) L1,

[Z1.K] = Z1(K) 1. K.K] =o0.



Les invariants J et W

La fonction J

5 £ (LK) 1 1 L1 (La(K
— 18/El(k() ) P+3PLi(P)—3 E(l(k() ) p2
20 L1 ( 1K)’ 5 L1 (£2(K)) £ (L1 (£a(K)))
27 Ly(k)3 6 L1(k)2
1 Ly (La(k)) L2(P) 1 L1 (L1 (La(K)))
6 ﬁl(E) 6 Li(k)
2 1 L1 (L1 (L1 (L1(K))))

- p3_ = El (L1 (P)) + £1(K)



Les invariants J et W

La fonction W

w o 2L (Tak) 2 £ (£(K))
3 Lik) 3 LK)
LAER)K(EER) 1K E(EK) | TE)
3 La(k)? 3 Ly(k)? 3 Z1(K)



La G-structure

ldée

Un isomorphisme CR de M stabilise:
1. le fibré T1OM
2. le noyau de la forme de Levi

Lemme

Un isomorphisme CR de M transforme wg en un co-repére de la
forme g - wo, avec:

cc 00 0O
b ¢c 0 0O
g:= d e f 0O :
b 0 0coO
d 00 e f

ou b, ¢, d, e and f sont des fonctions a valeurs complexes sur M, avec
de plus c et f=# 0.



La G-structure

Soit G; le groupe de Lie réel de dimension 10 dont les éléments sont

de la forme:
cc 000 O
b ¢ 0 0O
g=|d e f 0 0f,
b 00 ¢coO
d 00 e f

avecc,fe C*eth, e, deC.

G, -structure

On définit la G-structure P sur M comme étant 'ensemble des
co-repéres w de la forme g - wp.



Torsion de P1

dp=a*Ap+alAp
+T&pAm+T&pA§+T%pAE+T%pAZ+imAa
de=a*Ak+a?Ap
+T;NpAK+T;<pAC—i—T;Ep/\E—&-T:Zp/\Z
+ Tk ACHT L RAR+TE (AR,

d¢=alAp+a*Ar+a®AC
p
¢ ¢ ¢ a=oTe =
T p AR+ T pACH T p ANE+T - pAC
4TS kACHTS KAR+TECAR.
K¢ KK (R



Normalisation

Le coefficient T est I'unique coefficient de torsion invariant par les

transformations:
ali=a' =X, p =X, k=X — XEF — X‘ZZ,

On choisit la normalisation:

ce qui conduit &:



G,-structure

Groupe G;

On obtient une G,-structure P2, ol G, est le groupe de Lie réel de
dimension 8 dont les éléments g sont de la forme:

cc 0 00O
b ¢c 0 0 O
b 0 0 c O
0 0d e ¢



Torsion de P2

dp=B"Ap+BLAp
+UﬂpAn+U&pA§+U%pAE+U%pAZ+imAE

de=B*Ak+B%2Ap
+Up pANE+UppANCH+HUZp AR
+U%pAZ+U&nAC+U%&AE+CAE

d¢=Ap+ B Ar+BEAC—BINC
¢ ¢ C o S AT
+UmpAH+UMpAC+UﬁpAK+UﬁpA(
+U&HAC+U%HAE+U%HAZ
+U%CAE+U&CAZ



Normalisation

Torsion invariante

La torsion invariante est donnée par:
20 —Ug —UZ

et conduit a la normalisation du paramétre b.

Normalisation du parameétre b

b:—ice+ic<£1(£l(k))—P>.

3\ Luk)



Gs-structure

G3-structure

On obtient une Gz-structure P2, oll G3 est constitué des éléments g

de la forme:
cc 0 0O O O
—-iec ¢c 0 0 O
iec 0 0 c O
d 00 & ¢



Torsion de P3

dp=~"Ap+7tAp
+fo’HpAm+V5CpAC+V;’EpAE+V;’Zp/\Z+im\R,

de=v'Ak+~%Ap
+Vo P ARV pACHV iz p AR+ V5 pAC
+Vi kANCH+VEREARE+ (AR,

dC=Ap+iP A+ AC—71AC
¢ ¢ Conmave AT
+VMpAﬁ+VMpAC+VﬁpAﬁ+V£pA(
FV KRACH VG kAR Y RAC

Crnrmave (AT
+VECAR+VECAT



3¢z Ly(k)? 3 c? 1(k)3
i 8 Ly (La(k)) L2 L1 (Li(k)) P
3¢ La(k) 9cc  Li(k)
%§P+I§§P+%;—E£1(P)—géPP
o LK) 10 T (Za(k) £ (£a(K)
¢ Li(k) 9cc Ly(k) L1(k)
1i Li(La(k))P i e L1 (L1(k))
S 9cc £y(k) 3¢ (k)
le T(k) d £i(k)
3 Li(k) @ Li(k)

10 Li(La(k)) L1 (La(K)) 10 L1(L1(La(k)))
3¢t L1(k)? 3¢ Ly(k)




vﬁﬁzzlgfl(fi(k))ﬂ e§§ i eﬁﬁcl(cl
3 ce? Ly(k) 3 cc? 3¢t Li(k
i e? L1(Lu(k) | d Li(La(k))

3¢ Ly(k) c?c  Ly(k) cc® L£1(k)
2i e £(Cak)Li(Gi(k) e T(Zk) i e

3% Ta(K)? o k) 3ee®
5 e PLi(Li(K) i e Li(6(6k)) 1€ T(k)
9 ¢ Ly(k) 3¢k Ly(k) 3 ¢ Li(k)

k
i€ Li(Lak) de 2d i e PLi(L(k))

30 (k) o 3¢% 90k £ (k)
@ L (LK) K (TK) | § K (L (EK) 20 e o

3¢3 (ﬁ(k))s 3¢c3 (f(k))z 9 c2c
2 e Li(Lk) Ly (LK) e LK)
9 c%c Z1(k)L1(k) ¢ Li(k)

c2c ' 3¢k [y(k)



Normalisation

On obtient la normalisation du parametre d:

2 K))?
2 c 9¢c £y(k)? 18 ¢c
lc=—2 .1c— —

et une G,-structure P# correspondante.



Réduction de P#: apparition des branches

J et W apparaissent comme des combinaisons linéaires des
coefficients de torsion de P*.

1. SiJ # 0, on normalise

Wik

o
I
<

2. SIW # 0, on normalise



CasJ #0

La normalisation

c=2J3

conduit & une Gs structure P, puis a la normalisation du dernier
parameétre de groupe:

_13R L) LA (LK) | 5
e= < 3 +2 Z2(K) +P).

3 j1/3
On utilise de maniére cruciale le lemme suivant:

Lemme
La fonction J satisfait I'équation différentielle:

K@) +3L1(k)J =0.



CasW #0
La normalisation

c=W

conduit & une Gs structure P, puis a la normalisation du dernier
paramétre de groupe, via I'équation:

0- _pe LW) 1L (LK)

1
7 - + =
WWwW 3 WZLi(k) 3
On utilise de maniére cruciale le lemme suivant:
Lemme

EH T|

La fonction W satisfait I'’équation différentielle:

K(W) + 2Z1(K)W = 0.



CasJ=W=0

On effectue deux prolongations successives de P#. On obtient un
fibré Ppro de dimension 10 et une {e}-structure sur Py, constituée

des 10 formes: p, k, ¢, &, C, 7%, 72, 7%, 2, A, qui satisfont les
équations de structure:

dp=n*Ap+7rAp+ikAR,
de =1 A+ 72 Ap+ (AR,
d¢=imAr+atAC—7tAC,
drl =ik Am2+CACHNAAp,
dr? = w2 Al + CA 72 + A Ak,
dA =im? A2+ AAT+ AATL

Fin de la preuve du théoreme

Ce sont les équations de structure du tube au-dessus du cone de
lumiere.



Théoréme
La cubique de Beloshapka,

Wy =Wy +2i2Z,
W =W, +2i2Z(z+2),

B :

posséde une algébre de Lie d’automorphismes infinitSimaux de
dimension 5. Une base des formes de Maurer-Cartan de autcg(B)

est donnée par les 5 formes différentielles o, p, ¢, ¢, «, qui satisfont
aux équations de Maurer-Cartan:
do=3aAo+pAC+pAC,
dp=2aAp+i (AC,
d¢=ang,
di=aA(,
da =0.



Théoréme
Le modéele de la classe lll5:

wp =W +2izZ,
N - Wy =W, +2i2Z (2 + Z),

L 3 _
W3:W3—|—2IZZ(22—|—§ZZ +7%),

possede une algebre de Lie d’automorphismes infinitSimaux de
dimension 6. Une base des formes de Maurer-Cartan de autcg(N)
est constituée par les 6 formes différentielles 7, o, p, ¢, ¢, «, qui
satisfont aux équations de Maurer-Cartan:

dr=4aAT+0AC+0NC,
do=3aAo+pAC+pAC,
dp=2aAnp+i (AC,
d¢=an(,

d(=aA(,

da =0.



Théoreme
Le tube au-dessus du cone de lumiere:

LC: (Rez;)? — (Rez,)? — (Rez3)® =0, Rez; > 0.

possede une algebre de Lie d’automorphismes infinitSimaux de
dimension 10. Une base des formes de Maurer-Cartan de autcr(LC)

est constituée par les 10 formes différentielles p, &, ¢, &, ¢, 71, 72, 71,
w2, A, qui satisfont les équations de Maurer-Cartan:
dp=rAp+7tAp+ikAFR,
de =7t Ak + 72 A p+ (AR,
d¢=im®Ar+atAC—mLAE,
drt =ik Am2+CAC+AAp,
dr? = 2 Al +CA T2 + A Ak,
dA=im? A2+ AATE+AATL



Théoreme

Soit M une variété CR appartenant a la classe II. Il existe un
sous-fibré P du fibré des co-repéres C ® F(M) de M et un co-repére
w:= (N, 0,p, ¢, ¢) de P tel que tout CR-difffomorphisme h de M induit
un difffomorphisme h* de P satisfaisant h*(w) = w. De plus, les
équations de structure de w sur P sont de la forme:
do=3AANc+pAC+pAC,

dp=2AAp+i¢ACL
dC:/\/\C+310/\p+320'/\<+330/\Z+34p/\<+35p/\z,
dC=AACH+T10Ap+T30 AC+To0 A+ TspAC+TapAC,

i i 1 = 1+
dA=3010AC — 5010 AC — 3 (J2+T5) pAC — 5 (B2 +T3) pAC
+300'/\Ca

ou Jo, J1, Jo, J3, J4, Js, sont des fonctions sur P.



Théoréme

Soit M une variété CR appartenant a la classe lll,. Il existe un
sous-fibré P du fibré des co-repéres C ® F(M) de M et un co-repére
w = (A, 7,0,p,(, () de P tel que tout CR-difféomorphisme h de M
induit un difffomorphisme h* de P satisfaisant h*(w) = w. De plus,
les équations de structure de w sur P sont de la forme:

AT =4AAT+ T TAC —JuTAC+3J1oAp+ oA+ oA,

do=3AA0
+HTAP+ITACHITALC+HTa0Ap
—"—210A<+"71UAZ+pA§+pAZ,



Théoréme

dp=2AAp
+I5TAC+IsTAp+IJrTACHIrTAC+TgoAp +Joa AL

—|—§ga/\7—% A<+"2—1pAZ+i CAC,
d¢=AAC

+J10TAG+JuTAp +J12 TAC +J13TAC
+J1u0Ap +J150AC,

dA=> "XyuvAp, v,p=t0 0]
v
ou Ji, X, ., sont des fonctions sur P.
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