Math S2 PeiP
Chapitre 1
Cours d’intégration

Michel Rumin

Objectifs :

— Faire quelques rappels sur l'intégrale de Riemann des fonctions d’une variable.

— Définir la notion d’intégrale multiple pour les fonctions de 2 et 3 variables.

— Donner les techniques de calculs principales : théoréme de Fubini, changements de
variables classiques (utilisés notamment en physique).

1 Rappels en dimension 1

1.1 Sommes de Riemann et intégrale

Soit f : I = [a,b] — R une fonction continue (éventuellement continue par morceaux si f

a un nombre fini de sauts).
Etant donné un entier n > 1, on échantillonne f réguliérement, par exemple aux points

) = — qui se trouvent dans I.
n

Définition 1.1. On définit la somme de Riemann de f associée a 1’échantillonage {xj}

par

Sh=7 X S,

{op=Lel}

Géométriquement, S, (f) représente I'aire (algébrique) situé entre I’axe des abscisses et
le graphe de la fonction en escalier f, qui est constante égale & f(x)) sur chaque intervalle

1
(1, 2p11[ de largeur — (et nulle si 2 ¢ T).
n
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a X X1

1
Lorsque n est grand, le pas d’échantillonnage — est petit, et ces fonctions f, sont de
n
bonnes approximations de f la ot f est continue, car f oscille peu sur des intervalles de
petite longueur.
On a le théoréme important suivant, qui donne une définition de I'intégrale de Riemann
de f, ainsi qu'un moyen de l’estimer numériquement (voir cours du S1).

Théoréme 1.2. Si f : [a,b] — R est continue par morceauz, alors les sommes de
Riemann S, (f) convergent vers un nombre réel limite lorsque n tend vers +oo.

b
On appelle intégrale de f sur [a,b] cette limite, et on la note / f(z)dz .

1.2 Deux interprétations de l’intégrale

Intégrale et aire. D’aprés linterprétation faite ci-dessus des sommes S, (f), 'intégrale
b

/ f(z)dz se « voit » comme ’aire algébrique située entre le graphe de f et I’axe des abscisses
a

(comptée + si f est positive, — sinon).

A

y=f(x)

A\

Si f est positive, on a :

b
/ f(z)dr = Aire{(z,y) eR* [a <z <bet 0<y < f(2)}. (1)
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Cette propriété est évidement tres utile car nous avons une intuition de ce qu’est 'aire
d’un domaine du plan et de ses propriétés principales. Mais cette idée sera beaucoup moins
intéressante pour construire et comprendre 'intégrale de fonctions de 2 et 3 variables. En
effet, une intégrale d’une fonction de 2 variables s’interprétera a ’aide d’un volume d’un
domaine de R? (pas toujours facile a voir!), et pire, 'intégrale d’une fonction de 3 variables
sera liée a un « hypervolume » en dimension 4, et 1a on ne voit plus rien!

En résumé, mathématiquement, il faut plutot considérer (1) comme un moyen de calcul
d’un objet 2D : l'aire d'un domaine du plan, a 'aide d’un objet 1D : l'intégrale d'une
fonction sur un intervalle, plutdt que l’inverse.E]

L’intégrale comme mesure, ou « pesée », d’une fonction. L’autre interprétation de
I'intégrale, qui se généralisera bien en toute dimension, est liée physiquement a la notion de
pesée d’une barre I = [a,b] constitué¢ d’un matériau de densité variable f(x). Cela signifie
que la masse dm de d’une petite longueur dz autour de x est

om =~ f(x)ix. (2)

Probléme. Comment mesurer la masse totale de la barre I = [a,b] ?

On peut découper la barre I en des tas de petits morceaux de taille dx = 1/n, par exemple

el

suivant les [z = %, Tkt avec éventuellement 2 morceaux incomplets aux bouts de

I). La masse de I doit étre bien sﬁrE] la somme des masses des morceaux, c’est a dire d’aprés

(2)

masse(/) = Zémk A Z @ =S.(f)-

rrel

C’est précisément la définition des sommes de Riemann de f, et le théoreme |1.2) nous assure
que ce procédé de découpage et d’échantillonage converge vers I'intégrale de f pour n — 400 :

masse(I) = / b f(w)d .

Cette idée de découpage et d’échantillonage se généralisera bien pour les fonctions
de plusieurs variables. Pour peser une plaque ou un solide de densité variable f, on peut
le découper en petit morceaux, estimer la masse de chaque morceau en prenant une valeur
de f sur celui-ci, et faire la somme des résultats.

1. Cette formule est un cas particulier du théoréme de Fubini, que 'on verra plus loin.
2. Est-ce vraiment clair ? Par exemple, la masse du noyau n’est pas la somme des masses de ces protons
et de ces neutrons! :-O
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1.3 Propriétés élémentaires de I’intégrale simple

Il découle directement de la définition par sommes de Riemann et le théoréme [1.2] que
I'intégrale vérifie les propriétés suivantes (les fonctions sont supposées continues par mor-
ceaux) :

Proposition 1.3. 1. Croissance. Si f < g, alors f:f(a:)dx < fabg(:z:)da:
2. Additivité par découpage, ou relation de Chasles.
Sia<b<cetf:la,c] =R, aors [  flx)dx= f:f(x)dx + [ f(z)da.
3. Calibrage. f: cdx = c(b— a).
4. Linéarité. Si f et g:[a,b] - R et k € R, alors

/ab(f(x) + kg(z))dx = /ab flz)dz + k/abg(x)dx_

Démonstration. Laissée en exercice. Les propriétés 1 et 4 sont satisfaites directement au
niveau des sommes de Riemann, tandis que 2 et 3 demandent une petite vérification. O

Remarques. e La propriété 1 est trés utile pour estimer les intégrales « incalculables ».
Par exemple, on a pour x > 0 :

/x dt Tdt _
< —=1—-e",
o e+1 7 J, €

3:2 T .CE2
——x S/ (t +sin(t?))dt < ?%—x.
0

2

e Si b < a, on pose par convention fabf(x)dx = — [/ f(z)dz. Dans ce cas, la relation de
Chasles est satisfaite pour tous les a, b et ¢, quelque soit leur ordre.

e On peut montrer que l'intégrale est Punique application qui satisfait les propriétés 1,
2 et 3. Ce sont celles que 1'on attend de la mesure d’une quantité comme la masse (ou la
charge) totale d’une barre de densité f :

— croissance : la masse croit avec la densité,

— relation de Chasles : la masse totale est préservée par découpage,

— calibrage : la masse d’une barre I = [a,b] de densité constante ¢ est ¢(b — a).
Les propriétés 2 et 3 déterminent I'intégrale sur les fonctions en escalier, et la propriété 1 per-
met d’encadrer aussi précisément que souhaité I'intégrale d’une fonction continue quelconque
par celles de fonctions en escalier.

Ces propriétés élémentaires auront des équivalents directs pour l'intégrale multiple des
fonctions de 2 et 3 variables. Ce n’est pas le cas des propriétés suivantes, spécifiques a la
dimension 1.
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1.4 Intégrale, primitive et dérivée

En dimension 1, intégration et dérivation sont en quelque sorte des opérations inverses
I'une de 'autre.

Théoréme 1.4. « Théoréeme fondamental de l'analyse ».

1. Soit f : I =la,b] = R (ou C) une fonction continue. Alors la fonction
F:xEIHF(x):/ f(t)dt

est dérivable sur I et on a F'(x) = f(x). On dit que F' est une primitive de f sur
I.

2. SiG: I — R est une (autre) primitive de [ sur I, c’est-a-dire si G est dérivable
sur I avec G' = f, alors G — F' est constante. Plus précisément, on a pour x € I,

Gx) = Gla) + / o

Démonstration. Rappels, voir cours S1.
1. D’aprés Chasles, on a F(x + h) — F(z) = ffrh f(t)dt. D’on, en écrivant hf(x) =
z+h
L7 f(z)dt, on a

F(x+h) — F(z) 1

d’ou,

F(z+h)— F(x)
h

— f(@)| < sup |f(t) — f(x)] — 0 pour h =0,

 Jt—al<h

par continuité de f en x.

2.0na l"=G" = f,dou (G—F) =0et G—F est constante = C sur [ par le théoréme
des accroissements finis. Pour = a, on obtient C' = G(a) — F(a) = G(a). O

Cet énoncé permet de calculer les intégrales des fonctions dont on connait une primitive.
Par exemple :

b
1
o k>1, (2% = ko' = / " dy = E[xk]z,

b

a’

b
e sin’ = cos — / cos xdzr = [sin x]
a

1 " d
. (lnx)’:—sur]0,+oo[:>/ —x:lnb—lna, pour 0 < a < b,
T e T
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e ctc... Voir cours S1.

Les corollaires suivants du théoréme fondamental sont trés importants car ils sont a
la base des principales méthodes de calcul des intégrales : revoir le cours du S1 et le début
de la feuille 1 de TD pour quelques applications.

Corollaires 1.5. 1. Intégrale d’une dérivée. Si f est de classe C' sur [a,b], alors
b
| e = 1) - fta).
2. Intégration par parties. Pour f et g de classe C' sur [a, D]
b b
[ @ @s = [ f@gtade + f0)9(0) - Fag(a).

3. Changement de variables. Si ¢ : [a,b] — R est de classe C' et f est continue sur
Uintervalle ¢([a, b)) alors on a :

b »(b)
/ F(o(@))! (2)de = / f(y)dy.
a ¢(a)

Autrement dit, si y = @(x) est la nouvelle variable, alors « dy = ¢'(x)dx ».

Démonstration. 1. f est une primitive de [’ et le théoréme [1.4] s’applique.

2. (fg) = f'g + f¢ par Leibniz. Alors par 1,

[ 9y @)z = 10)9(8) - f(@g(a) = [ (Fa)g' (@) + F @)yl
o(x)
3. On considére la fonction ¢ : x € [a, b] — / f(y)dy. On a
w(a)

b(z) = (Fog)(x) - (Fop)a) avec F(z)= / " fnyd.
Dron, ¢/(z) = ¢' () F'(¢(x)) = ¢'(2) f((2)), et en intégrant

b o(b) b
/ W(@)dz = p(b) — (a) = / Ty = / o (2) (o(@))d



2 Fonctions de plusieurs variables et domaines réguliers

On rentre maintenant dans le vif du sujet. On voudrait d’abord décrire et apprendre &
représenter les domaines du plan R? et de I’espace R? sur lesquels on va intégrer des fonctions
de 2 (resp. 3) variables.

Ce probléme de domaine ne se posait pas vraiment en dimension 1 : on y intégre les
fonctions définies sur des intervalles. Par contre, les domaines de R? et R3 peuvent étre
beaucoup plus compliqués en général!

Quelques dessins.

2.1 Domaines réguliers

On va travailler avec des parties (ou domaines) D qui sont définies par un nombre fini de
conditions. Ils se présentent sous la forme :

D= {(l’,y) € Rz tels que fl(x>y) >0 et fg(l',y) >0et - fn(may) > O} dans R27
D = {(l’,y, Z) € RQ tels que f1<1',y, Z) >0 et f2(x5y7z) >0et - fn(xayaz> > O} dans R?)'
Les signes des inégalités, ni les constantes, n’ont pas vraiment d’importance (quitte a rem-
placer les f; par g; =c— fi,ona f; < c< g; > 0).

Voici quelques exemples dans le plan :

eR®, z+y <1},

Dl—{(w,y)
Dy={(z,y) eR*, 0<y, 0<z<3, x+2>2y},
D3 ={(z,y) eR?, 2* +2r <y < a2+ 2},
Dy={(z,y) eR*, 1 <a”+y* <4, 24y >0}.

On constate que ces domaines sont délimités par une collection finie des courbes du type
y = f(x) ou x = f(y) qui correspondent aux cas d’égalité dans les inégalités.
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En pratique, pour dessiner un domaine

D:{(x,y) €R27 fl(‘r7y> 207 fz(l',y> 207"'7 fn(xay) Z0}7

on proceéde de la fagon suivante.
1. Pour chaque ¢ de 1 & n, on trace la courbe f;(x,y) = 0. Elle délimite 2 parties du

2. On repére la partie f;(x,y) > 0, par exemple en testant si un point donné y est ou
non. On la hachure (par exemple).

3. On prend l’'intersection des domaines hachurés obtenus.

En théorie, ce procédé pourrait ne pas marcher a tous les coups pour des fonctions peu
réguliéres ou présentant certaines dégénérescencesﬂ De plus, les domaines définis ainsi ne
sont pas nécessairement bornés : par exemple le demi-plan D; ci-dessus ne 'est pas, et on
ne pourra pas définir simplement une intégrale dans un tel cas.

Pour éviter ces problémes, on se restreindra & une catégorie de domaines que 1’on appellera
réguliers ici.

Remarque 2.1. Attention, la terminologie qui suit n’est pas du tout universelle. Elle sert
seulement & fixer les idées dans ce cours, et & donner des énoncés mathématiquement justes
sans rentrer dans des détails trop techniques!

Définition 2.2. On dit quun domaine D de R? est régulier si D se décompose (se
découpe) en une réunion finie de domaines élémentaires £ du type

()} (3)
()}, (4)

E={(z,y) €eR*, a<z<b, f(z)

y
ou E={(x,y) eR? a<y<b, fly) <z

9
g

IN A
IAIA

avec f et g continues sur [a, b].

Les domaines élémentaires se présentent :
— soit en piles au dessus des abscisses pour ({3,
— soit en tranches pour ().

Exemples.

3. Cela pose rarement de probléme en pratique, en tout cas pas dans les exercices ni les controles ;-)
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De la méme facon dans R3.

Définition 2.3. On dit quun domaine D de R? est régulier si D se décompose (se
découpe) en une réunion finie de domaines élémentaires F du type (& permutation des
coordonnées preés)

E={(z,y,2) € R*,(z,y) € A régulier, f(z,y) <z<g(z,y)},

avec f et g continues sur A.

Remarque 2.4. Le domaine plan A est en quelque sorte 'ombre du domaine D vu du dessus.

Par exemple : les cubes, pyramides, boules sont élémentaires. Ainsi, la boule
B={(z,y,2) €R*®, 2>+ + 22 < R*}

se présente aussi sur la forme

B ={(z,y,2) € R*, (x,y) € A disque de centre (0,0) de rayon R,

fla,y)=—VR—a? —y* <2< g(x,y) = VR —2? —y*}.

2.2 Fonctions continues de plusieurs variables

Comme dans le cas de l'intégrale de Riemann sur un intervalle, on ne peut pas intégrer
n’importe quelle fonction sur un domaine régulier de R? et R3. On travaillera avec des
fonctions continues.

Définition 2.5. Soit D une partie de R? et f : D — R. On dit que f est continue sur D
si quelque soit (xg,yo) fixé dans D, on a f(x,y) — f(z0o,yo) lorsque (z,y) € D est tel que
x tend vers xg et y tend vers .

La définition de continuité pour les fonctions de 3 variables est du méme genre. Cette
classe de fonction est stable par les opérations usuelles.

Proposition 2.6. 1. Les fonctions polynomiales des coordonnées sont continues sur
2 3
R* (ou R?),
2. Les sommes, produits de fonctions continues sur D sont continues sur D,

3.8 f:D—1CRetg:I— R sont continues, alors la composée go f : D — R [’est
auUSst.
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Ezxemples 2.7. o (x,y) — e — 2sin(x +y) + /22 + y? est continue sur R?,

o (z,y) — o est définie et continue sur le domaine (régulier) D = {(z,y) €
z )
R?,1 < 2% + ¢% < 100},
Dans les exemples concrets, et en TD, les fonctions sont fabriquées par somme, produit,
composition & partir des coordonnées et les fonctions classiques (e?, sin, etc), et sont continues
sur leur domaine de définition. On se contentera de vérifier qu’elles sont bien définies! On

n’aura pas besoin d’approfondir ces notions dans ce cours d’introduction & I'intégration.

3 Définition de l'intégrale multiple

3.1 L’intégrale double

Soit D un domaine régulier du plan et f : D — R une fonction continue.

Pour définir I'intégrale de f on va procéder comme en dimension 1, par découpage et
échantillonage en adaptant les sommes de Riemann du chapitre [1}

On considére que f est la densité par unité de surface de la plaque D, c’est-a-dire que
dm/oS =~ f(x), (5)

et on veut estimer la masse totale de D.

1
Pour n > 1 entier donné, on peut découper le plan en des carrés (pleins) de largeur —
n
k k+1
n

[+1
<z< , §y<L}-

[
Ciy = {(m,y) € R?, - - -

Quand n est grand, la densité f oscille peu sur le petit carré Cy; et reste approximative-
ment constante. On évalue (échantillonne) cette valeur par f(My,;) avec par exemple

k

My, = (=, =) € Ciy.
n

9

[
n
P 1 . 2 ) N
Comme la surface du carré C; est —, la masse du petit carré est donc d’apres
n
1
6mkvl ~ ﬁf<Mk’l) .

On a ainsi une estimation de la masse totale de D par
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masse(D) = Z(Smk,l ~ Z f(My) = Su(f). (6)

77/2
My €D

La somme S,(f) obtenue est I’équivalent en « 2D » des sommes de Riemann utilisée
pour les intervalles; & comparer avec la définition 1.1} La différence est le poids de chaque
échantillon. Le coefficient 1/n en 1D est la longueur de chaque intervalle de la subdivision,
et est remplacé en 2D par la surface 1/n? du carré Cy.

On peut montrer que cette idée de pesée par découpage posséde bien une limite quand on
découpe D en des morceaux infiniment petits (n — +00).

Théoréme 3.1 (Définition de I'intégrale double).

Soit f : D — R est continue sur le domaine régulier D du plan. Les sommes de
Riemann S, (f) convergent vers un nombre réel limite lorsque n tend vers +oo.

On appelle intégrale double de f sur D cette limite, et on la note // f(z,y)dzdy.
D

Méme si 'intuition nous porte a croire a ce résultat, sa démonstration mathématique est
hors de portée technique a ce niveau. Elle s’appuie sur les notions de borne sup, de suite de
Cauchy et d’uniforme continuité qui ne sont pas au programme.

On va plutot se consacrer a présenter les techniques de calculs de cette nouvelle intégrale.

3.2 L’intégrale triple

L’intégrale d’une fonction de 3 variables f : D — R sur un domaine de R? se définit selon
les mémes principes que ci-dessus. Pour n > 1, 'espace se découpe en cubes

k E+1 1 [+1 1
n n n n n n

Sur chaque cube, on échantillonne la densité f au point

M 1m = (g, %7 %) € Chim -

1 1
Le volume de chaque petit cube Cj;,, de coté — est —- La masse totale du domaine avec

la densité par unité de volume f est approchée par la somme de Riemann « 3D »

Su(f) = 3 F(Mis)

Mkﬁl’»mED

On a de nouveau un résultat de convergence de ces approximations pour n — +oo.
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Théoréme 3.2 (Définition de l'intégrale triple). Soit f : D — R continue sur le domaine
régulier D de R3. Les sommes de Riemann S, (f) convergent vers un nombre réel limite
lorsque n tend vers 4+o0.

On appelle intégrale triple de f sur D cette limite, et on la note /// f(z,y, 2) dedydz.
D

4 Premiéres propriétés

4.1 L’intégrale double et I'aire

La notion d’intégrale double introduite conduit & une définition de I'aire pour les domaines
réguliers du plan. En effet, soit D domaine régulier de R? et considérons la fonction f
constante égale & un sur D.

Avec les notation du §3.1], les sommes de Riemann correspondantes s’écrivent

Sn<1)— L Z 1= Z Aire(Ck,l):Aire(Dn: U Ck,l) (7)

T n?
MkJED MkylED Mk,ZGD

C’est l'aire de la réunion D,, des carrés pleins dont le coin inférieur gauche My ; est dans D.

En quelque sorte, les domaines D,, sont des approximations de D « a la précision » —.
n
Comme « D, = D » et que l'on sait aussi par le théoréme que

S.(1) = Aire(D,) — / /D dzdy

il est naturel de considérer cette intégrale comme mesurant l'aire de D.

Définition 4.1. Soit D un domaine régulier de R?. Alors l'aire de D est donnée par
Aire(D) = // dxdy .
D

On montre que cela est cohérent avec la notion d’aire des domaines élémentaires « en

piles » que l'on sait calculer avec des intégrales simples, cf. .
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Théoréme 4.2. Soit D un domaine élémentaire en piles

D={(z,y) eR*, a<z<b, flz) <y<g(x)}.

Aire(D // d:zcdy—/ 9(z) — f(x))dz

= / longueur(D,)dzx ,

a

Alors on a :

ot D, = {(z,y), f(z) <y <g(x)} est la tranche de D d’abscisse x.

On a un énoncé équivalent en échangeant = et y pour des domaines élémentaires qui se
présentent « en tranches » horizontales.

Pour D = {(z,y) e R*, a <y <b, fly) <z <g(y)},ona

Aire(D / / dxdy = / y))dy

/ longueur(D,)dy ,

ot Dy, ={(z,y), f(y) <x <g(y)} est la tranche horizontale de D d’ordonnée x.

Idée de la démonstration. On calcule les sommes de Riemann 2D de f sur D en regroupant
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les sommes en piles (points My; = (k/n,l/n) de méme abscisse). D’aprés , on a

_Zl

MkylED

D R D SRR (10)

a<ank/n<b || fan)<y=l/n<g(z)

S|

Z 1 est la somme de Riemann 1D de la fonction constante

fler)Sy=l/n<g(zy)
= 1 sur 'intervalle [f(xy), g(xx)]. Elle converge donc pour n — 400 vers

ot la somme S, ;, =

g(zx)
/ ldy = g(wx) — f(wx) = longueur(D,, ) .
fxg)

On a alors dans ,
Aire(D) = //D dxdy < S, (1) ~ % Z (9(zr) — ()

a<zp=k/n<b

—»/me—f@»m.

Notons que ceci n’est qu’une esquisse de preuve, car techniquement il y a une convergence
de somme double a étudier. L’idée de voir cette somme de Riemann 2D comme une double
somme de Riemann 1D est intéressante malgré tout.

O

On note en particulier que et @ donnent deux méthodes de calcul de l'aire de D, si
le domaine s’écrit a la fois en piles et tranches. On peut choisir I'intégrale a calculer, et elles
ne sont pas toujours de la méme difficulté!

Exemples. Soit D = {(z,y) € R? ,y* + 2y <z <y +2}.

En utilisant @D, on a

Aire(D :/ (x+2— 2% - 2x)de

1
T z? 1 1 8
S - s - 42-249244
{3 2 x}Q 3 27 3TN
9
2

Par contre le calcul en pile (verticale) par (§]) est beaucoup moins simple, car
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— il fait apparaitre des racines carrées : il faut résoudre y? 4+ 2y = x pour trouver les
bornes d’intégration.
— De plus I'équation des piles change pour —1 <z <letl1l <z < 3.
Conclusion : avec les intégrales multiples, il vaut mieux réfléchir un peu avant de choisir
une méthode de calcul!

4.2 Volume et intégrale

On reprend les discussions précédentes dans R3.

Soit D un domaine régulier de R? et considérons de nouveau la fonction f constante égale
a 1 sur D. Avec les notations du les sommes de Riemann s’écrivent

Su(f) = —= Z 1= Z Volume(C’kJ,m):Volume(Dn: U Ck,l,n) (11)

Mk,l,nLGD Mk,l,nLeD Mk,l,neD

C’est le volume de la réunion des cubes pleins C},; ,, dont le coin My, est dans D. Ces D,
remplissent D a la limite, et comme S, (f) = Volume(D,,) — [[[, dzdydz, on pose

Volume(D) — / / /D dedyd: (12)

Le résultat suivant permet d’exprimer ce volume par une intégrale double pour les do-
maines élémentaires.

Théoréme 4.3. Soit A un domaine régulier du plan, f: A — [0, +o0[ continue, et
D={(z,y,2) €eR’, (z,y) € A, 0< 2 < f(z,)}

le domaine élémentaire situé entre le plan z = 0 et la surface S d’équation z = f(z,vy).
Alors on a

Volume(D) = / /A F(z,y)dwdy . (13)

Cela donne une interprétation « géométrique » de la notion d’intégrale double par un
volume. Elle permet de calculer le volume du domaine D, si on sait calculer l'intégrale
double associée !
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On démontre ([13) suivant le méme principe que le théoréme en regroupant les cubes
dans les sommes de Riemann 3D en piles au dessus de A. La pile au dessus de (z,y) € A
est de hauteur f(z,y), et la somme de Riemann 2D restante tend vers l'intégrale double de
f sur A.

Ezercice 4.4. Calculer le volume d’un parallélépipéde de cotés a, b, ¢ avec cette méthode.

Ezercice 4.5. Soit A = {(z,y) € R?* 2% + y? < 1}. Interpréter géométriquement l'intégrale

I:// V1—22—y?dxdy.
A

Que vaut-elle ?

4.3 Propriétés élémentaires de I’'intégrale multiple

On passe en revue les propriétés les plus simples (mais utiles) de I'intégrale multiple.

1. linéarité. Soit D C R? (ou R3) un domaine réguler, et f, g : D — R continues,
k € R. Alors on a

//D(erg)(ﬂU,y)dxdy = //D f(:v,y)dxdy+//Dg(x,y)dxdy
et //Dkf(xay)dmdy:k//Df(m,y)dxdy.

2. positivité, croissance. Soient f, g : D — R continues avec f < g sur D, alors

//D flz,y)dzxdy < //Dg(x,y)dxdy,

En particulier, les inégalités suivantes sont toujours satisfaites
(mDin f) x Aire(D) < // f(z,y)dzdy < (mgx f) x Aire(D),
D

et

AﬂﬁwmﬂﬁéﬁWWWMy

3. croissance par rapport au domaine. Si D; C Dy et f: Dy — R est positive,
alors

/Dfmwmws/Df@wmw.

4. Ces propriétés sont aussi satisfaites pour lintégrale triple, en remplagant Aire(D)
par Volume(D) dans 2.

Démonstration. Ces propriétés sont satisfaites au niveau des sommes de Riemann associées,
et passent donc directement a la limite pour les intégrales. Par exemple, on a S,,(f + g) =

Su(f) + Sn(g) et Su(f) < Su(g) si f < g. [
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Découpage des domaines. Pour les calculs d’intégrales, on peut découper des domaines
compliqués en des morceaux plus simples. L’intégrale sur le tout est la somme des intégrales

des morceaux, a condition que le découpage ait lieu le long de courbes en 2D, ou de surfaces
en 3D.

Figure avec centre de gravité d'une figure m I p ydxdy = hauteur du centre de gravité

(voir § [£.3).

Théoréme 4.6 (Additivité de l'intégrale double par découpage). Soit f : D — R une
fonction continue sur un domaine régulier D C R?.

On suppose que D = D1 U Dy avec Dy et Dy réguliers et Dy N Dy contenu dans une
courbe v de la forme y = ¢(x) ou x = ¢(y). Alors, on a

//DDlUDQf(x,y)da:dy: /D1 f(a:,y)dxdy—i—/DQf(a:,y)dxdy.

Démonstration. Au niveau des sommes de Riemann, on a
Sn<f7D1>+Sn(f7D2):Sn<f7D)+Sn<qu1mD2)u (14>

c’est-a-dire que I'on compte une fois de trop les points My, = (k/n,l/n) qui appartiennent
a D; N Dy. On doit montrer que cette contribution S, (f, D1 N Dy) — 0 pour n — +oo.
Pour chaque abscisse x; = k/n donnée, il y a au plus un point My; = (k/n,l/n) € v C
Dy N Dy, si vy est un graphe y = ¢(x) (le My, avec | = np(k/n) si c’est un entier). De plus
Dy N Dy est contenu dans une bande verticale [a,b] x R, c’est-a-dire que seuls les entiers k

tels que a <z, = k/n < b comptent. Cela fait au maximum (b —a)n + 1 points de type My,
dans D; N Dy. On a donc

1
’Sn(faDlmDQ)‘Z‘ﬁ Z f(Mk)|
My 1€D1ND2
ma; ‘
< ;;‘f’ Cardinal({(k, 1), My, € D1 N Dy})
colb=am+l Cl-a) C

5 +— — 0 pour n — +00.
n n n
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On a donc le résultat souhaité et donne le théoréme a la limite. OJ

Remarque 4.7. Cette preuve montre que quelque soit f sur

/ / f (&, y)dady =0,

si 7y est une courbe du type graphe. Autrement dit, I'intégrale double ne voit pas une courbe
du plan, ou encore, une courbe est négligeable pour I'intégrale double.F_f] En particulier pour

f =1 sur vy on obtient que
Aire(y) =0.

L’énoncé correspondant en 3D est le suivant.

Théoréme 4.8 (Additivité de 'intégrale triple par découpage). Soit f : D — R une
fonction continue sur un domaine régulier D C R3.

On suppose que D = Dy U Dy avec Dy et Dy réquliers et Dy N Dy contenu dans une
surface S localement de la forme z = p(z,y) (@ permutation des coordonnées prés). Alors

h ///D:DND2 f(z,y)dzdy = // . f(z,y)dxdy + // ", f(z,y)dxdy .

Démonstration. La démonstration suit les mémes lignes que en 2D. On démontrer que
1
Sn(f, D1 N Dy) — 0; grace au facteur — dans S,, tandis que D; N D, contient au plus

n
Cn? points d’échantillonnage My, = (k/n,l/n,m/n), comme on le voit en considérant les
piles en z. O

Remarque 4.9. 11 en découle que si S est une surface réguliére de R3, alors

///s f(z,y, z)dxdydz =0,

et en particulier pour f =1 sur D, on obtient
Volume(S) =0.

L’intégrale triple ne voit donc pas les surfaces. Elles sont négligeables pour I'intégrale triple.

4. Comme peut 'étre lest un point pour l'intégrale simple (longueur nulle)
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Intégrale et mesure. Une derniére remarque sur les propriétés que nous venons de voir.
Comme en dimension 1 (voir , elles caractérisent 'application intégrale. C’est la seule
expression définie pour les fonctions continues sur les domaines réguliers, qui soit :

— croissante lorsque la densité f croit,

— additive par découpage,

— calibrée, par exemple, par [/ o dxdy = I pour les carrés pleins de coté [ dans R,

ou [[[, drdydz = I* pour les cubes en dimension 3.

C’est intuitivement ce que 'on attend de la mesure de le masse totale d’'un domaine de
densité f. La construction la plus puissante de I'intégrale (Lebesgue ~ 1900) s’appuie en fait
sur ces propriétés (cf. L3).

4.4 Une illustration physique : intégrale et centre de gravité

Les intégrales multiples se rencontrent trés fréquemment dans les calculs en physique. On
a vu par exemple que si D est un domaine régulier du plan ou de 1’espace, alors

Aire(D) = / /D dzdy et Volume(D) = / / /D dadydz .

Plus généralement, si D a une densité de masse (ou de charge) p = dm/dvol (ou p =
dq/dvol), alors la masse (charge) totale de D est donnée par l'intégrale

M(D) = / /D dm = / /D p(z,y)dxdy ou / / /D p(x,y, z)drdydz dans R? .

Une autre notion fondamentale en mécanique du solide est celle de centre de gravité GG
(ou d’inertie) d'un domaine D.

e Si D C R? est de densité p, les coordonnées de G = (zg,yq) sont données par les
intégrales

TG = ﬁ//D zp(z,y)dzdy et yo = ﬁ//l)yp(x,y)dzdy (15)

e Si DCR3 onaG = (xg,ya,2¢) avec

vg = ﬁ J[[ wotev.2)asdyas . g - ﬁ J[[ oty 2)azdya.
6 = 315 J[[ ot 2)azaya:.

Si la densité p est constante, on dit que D est homogeéne, et les expressions se simplifient.

On obtient alors
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1 1
- o R3
“~ Aire(D) //D vdrdy resp Volume(D) //D ¢ drdydz dans

et des expressions similaires pour yg et zg.

Vous verrez que le centre de gravité GG a des propriétés physiques trés importantes. Une
d’entre elles est utile pour avoir I'intuition de sa position : le domaine D reste & 1’équilibre
s'il est posé sur son centre de gravité.[]

Pour revenir aux notions mathématiques que nous avons abordées ici, le centre de gravité
se comporte tres bien par découpage des domaines. Le centre de gravité du tout est alors le
barycentre des centres de gravités des morceaux. On a plus précisément :

Proposition 4.10. Si le domaine D se découpe en la réunion de domaines Dy, Do, --- D,

alors
M(D)rg = M(Dy)vg, + M(Dy)xg, + -+ + M(Dy)zg, (16)

et des expressions similaires pour yq et zg.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du découpage de l'intégrale

M(D)zg = / /D ol y)dudy = Xn: / /D ol )y = Xn: M(Dy)e,
]

On peut ainsi déterminer le centre de gravité de domaines constitués de figures géomé-
triques simples, en tout cas en principe pour I'instant, car il nous faut d’abord avoir des
outils de calculs d’intégrales multiples efficaces sur ces figures.

Notez enfin la similitude des formules et , valable pour un systéme fini de masses.
En effet, s’écrit aussi

1 n
- M(D;),

et la formule ((15]) n’est que la version continue de cette expression, ot l'on aurait découpé D
en une infinité de morceaux infinitésimaux D; de masse dm; =~ pdxdy, tout a fait dans I'esprit
de découpage et d’échantillonage des sommes de Riemann qui nous on permis d’introduire
la notion d’intégrale multiple.

5 Le théoréme de Fubini

Le théoréme de Fubini est un outil clé pour le calcul d’intégrales multiples. Il permet de
calculer des intégrales doubles & 'aide d’intégrales simples, et les triples a ’aide de doubles.

5. C’est une « expérience de pensée » car G n’est pas toujours situé dans D, par exemple si D est un
pneu ou un boomerang !
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5.1 Fubini dans le plan

Théoréme 5.1 (Fubini « en piles »). Soit f : D C R? — R continue sur un domaine
élémentaire « en piles » du type

D={(z,y) eR*, a<z<b, o) <y<p(a)},

avec @, Y continues et p < ).

()
Alors la fonction g : x € |a,b] — f(z,y)dy est continue et on a
e(z)

fapdzay = [ ([ Fapdy)de.
/] [ ([, re)

Autrement dit, pour calculer I'intégrale double sur D, on commence par calculer I'intégrale
simple sur chaque tranche verticale (pile) D, de D, et on intégre de nouveau les valeurs
obtenues pour z € [a, b].

Une idée de la démonstration. On procéde comme dans le théoréme de calcul des aires
en piles (qui est un cas particulier du théoréme de Fubini avec f = 1 sur D).

Soient My, = (xx,y;)) = (k/n,l/n) les points d’échantillonnage de f. On écrit la somme
de Riemann de f en regroupant les points par abscisse z; donnée :

Su(f) = % > (M)
= % (l f(xk»yl)> :

[k, a<er<b} L plon) <m<e(an)}

Pour chaque k fixé, la somme entre () est la somme de Riemann de la fonction f,, : y —
f(zk,y) sur Vintervalle y € [p(zx), ¥ (xy)] (la tranche de D d’abscisse ). On doit donc avoir
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pour n grand

( / o f (mk,y)dy>

{k, a<zp<b} 7Pk

1
1
0 Z 9(x) = Sn(g)

{k, a<xp<b}

b
— / g(x)dx pour n — +00.

Cas particulier important. Un cas particulier important de ce théoréme se produit
lorsque D est un rectangle plein D = [a,b] X [c,d] et que la fonction f est a variables

séparables, c’est-a-dire

f(z,y) = g(@)h(y) .

On a alors p(z) = ¢, ¥(z) = d constantes et

//D f(z,y)dzdy = /;(/Cdg(x)h(y)dy)dx
- (/abg(a:)da:> (/Cd h(y)dy) .

Exemples.

e Calculer [ = xy dxdy sur sur le carré plein C' = [0,1] x [0, 1]. D’aprés le principe

c
précédent de séparation des variables, on a
1 1
1
I:// xy dxdy = (/ xdm)(/ ydy) = -,
c 0 0 4
e Calculer J = // (z + y)?dxdy sur C =[0,1] x [0,1]. On a
c

J = // (2% + y* + 2zy)dzdy
c
= // 22dxdy + // dexdy—l—Q// xydxdy
c c c
(par linéarité de U'intégrale, cf §4.3)

1 1 1 1
= / 2dz) (/ 1dy) + (/ ldx) (/ yidy) + z (séparation des variables)
0 0 0 0

~—

_l_

+1_7
2 6

W =
Wl
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e Si le domaine d’intégration n’est pas un rectangle, on ne peut pas aller aussi vite! Pour
appliquer le théoréme de Fubini, il faut commencer par dessiner D pour déterminer les bornes
de chaque pile D, d’abscisse donnée (i.e. les fonctions ¢ et ¢ de 1’énoncé).

CalculerK://ydxdy pour D ={(z,y) eR?, 0<y <z, z+y <2}
D

D est un triangle plein. On trouve les tranches verticales en s’aidant du dessin.
— Pour0<z<1,onaD,=[0,2] & p(z)=0e¢t (x) =
— etpour 1<z <2 onaD,=1[0,2—z]<p)=0ec ¢Y(x)=2—2x.

D’ou,

K

/0<0 ydy)dx—l—/ (/ wydy)dx
o [ 25

- [el 5575

Remarque 5.2. On a vu dans le paragraphe que lintégrale yp = Aire(D) // ydxdy
ire

s’interpréte comme 'ordonnée du centre de gravité du domaine D. On a obtenu yD = 3 pour
ce triangle d’aire 1.

On peut aussi intégrer en tranches horizontales en échangeant les roles de x et y.

Théoréme 5.3 (Fubini « en tranches »). Soit f: D — R continue sur
D={(z,y) eR*,a<y<b, py) <z <(y)},
avec p < 1) continues sur |a, b|.

Alors la fonction g : y € [a,b] — / f(z,y)dz est continue, et on a
)

/[ seasar=[( / f()) (o) )dy.
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Exemples. e On reprend l'intégrale K ci-dessus sur le triangle D. Pour 0 < y < 1 la
tranche horizontale D, d’ordonnée y est

Dy=1[y,2—yl<=o(y) =yet(y) =2—y.

D’ou

again, mais avec des calculs un peu plus courts.

e On insiste de nouveau sur le fait que certaines intégrales doubles peuvent étre bien plus
faciles a calculer avec I'une ou 'autre des versions du théoréme de Fubini.

Par exemple, la « tole ondulée »
D={(z,y) €R*, 0<y<h, siny < <siny + b},

est un domaine élémentaire en tranches, qui pourrait aussi se découper en domaines élémen-
taires en piles, mais de maniére beaucoup plus compliquée.

Si on intégre la surface en tranches (f = 1), on a

sin y+b
Aire(D // ldzdy —/ </ 1d$>dy
siny
= / bdx = bh .
0

En fait D est une déformation du rectangle R = [0, b] x [0, h] par une application « glissement
de terrain »
G (2,y) = (x+siny,y).
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Cette application fait glisser les tranches horizontales y donné en conservant leur longueur,
et donc en préservant l'aire, car l'aire est I'intégrale des longueurs des tranches.

FEzercice 5.4. Retrouver que l'aire d’un triangle est (base x hauteur )/2.

5.2 Fubini dans ’espace

On a des énoncés similaire pour 'intégrale triple dans R?, en découpant les domaines en
piles ou en tranches.

Théoréme 5.5 (Fubini en piles dans I'espace). Soit f : D — R continue sur le domaine
élémentaire D « en piles » au dessus de A C R? régulier

D={(z,y,2) €ER’, (v,9) €A, p(z,y) <z <Y(z,y)}.

///D f(z,y, z)dxdydz = //A (/::)y) f(:v,y,z)dz)d:vdy.

Alors on a

Début d’idée de preuve. L’idée est que l'on peut de nouveau regrouper les sommes de Rie-
mann 3D par points My = (xg,y;, 2m) en piles au dessus de chaque (zg,y;). La somme de

Y(z,y)
/ f<x7 y7 Z>dz )
©

(z,y)

chaque pile converge vers

qu’il faut sommer de nouveau sur A. O

On a aussi une version en tranches.

Théoréme 5.6 (Fubini en tranches dans Uespace). Soit f : D — R continue sur un
domaine régqulier D de R? tel que :
— ona:a<z<b pourtout (x,y,z) € D,
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— et pour chaque z € [a,b], la tranche horizontale
D, ={(z,y) € R?, (z,y,2) € D}

est un domaine régulier.

///Df(a:,y,z)dxdydz:/ab(/ DZf(x,y,z)dxdy)dz,

Alors on a :

Application au volumes. Lorsque f = 1, on sait par (12) que

Volume(D) = // dxdydz .
D

Les énoncés précédents donnent donc deux méthodes de calculs des volumes.

Corollaire 5.7. — Volume en piles, on retrouve

Volume(D) = //A(w(x,y) - np(a:‘,y))d:cdy. (17)

— Pour le volume en tranches, on obtient

Volume(D / (/] drdy)d: /Alre( ). (18)

Exemples. e Calculer I = /// zdzdydz sur le cube D = [0,1]3. Ici le domaine est en
C

pile de hauteur constante au dessus du carré C' = [0,1]? C R% D’aprés le théoréme 5.5, on a

1 1 1
I—// /zdz dxdy—//—da:dy——AireC——.
o2 g Alre(C) =5

Remarque 5.8. Comme Volume(D) = 1, I est par définition la hauteur zp du centre de
gravité de D (cf. §4.4)).
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e Calculer le volume de T' = {(z,9,2) €R®*, 2 >0y >0, 2>0, v +y+2 <1}

T est un tétracdre plein de base le triangle A = {(z,y) € R?*, 2 >0 y >0, x +y < 1}
et de sommet (0,0, 1).

Si on proceéde en piles, on a p(z,y) =0< 2z <1—x—y =¢(x,y) sur T et par (17),
Volume(T") = // (1 —z —y)dzdy
A
1 1—x

:/0 (/O (1=~ y)dy)de

A !

0

1
= 3 Aire(base) x hauteur .

| =

C’est un volume connu depuis I’Antiquité !

Si on procéde par tranche avec (|18)), on constate que pour 0 < z < 1 donné, la section

2

T.={(z,y) e R?*, >0, y>0, x+y <1— 2z} est un triangle rectangle d’aire %,
d’ott par (18],

1 1 1— 2 1
Volume(T) = / Aire(T),)dz = / (1=2) dz = —.

Ezercice 5.9. Avec la méme idée, en tranches, montrer que le volume d’un cone (éventuelle-

1
ment oblique) de hauteur h s’appuyant sur une disque de rayon R est §7TR2h.

e Calcul du volume d’une boule de rayon R.

On considére la boule B = {(z,y, z) € R, 22+y*+2? < R?}. Pour z donné dans [— R, R],
la tranche de hauteur z de B est

B, ={(z,y) e R?, 2* +y* < R* - 2*},

c’est-a-dire le disque de centre (0,0) de rayon r = /R? — 22, dont 'aire (calculable par
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'intégrale simple f_RR 272 — dex)ﬁ vaut 7r%. On a donc par (18),
R R
Volume(B) = / Aire(B,)dz = / m(R* — 2%)dz
R —

R
<o)

4
Volume(B) = §7TR3.

C’est un résultat tres classique, mais pas si évident finalement !

6 Changements de variables

On étudie l'effet des changements de variables « classiques » dans les intégrales multiples.
Ces techniques seront utiles en physique notamment.

6.1 Le principe général
Le cadre général du probléme est le suivant. On a une fonction continue
f: D—R
(z,y) — f(z,y)

définie sur un domaine régulier D de R? (ou de R?). On se donne en plus des nouvelles
variables, ou coordonnées, (z',1’) avec un changement de variable

v : A—D
(@' y) — o', y) = (2,y)

qui est une bijection entre A et D.

Par exemple, on peut effectuer une rotation, ou passer en coordonnées polaires

R* x [0,27] — R?
(r,0) — (x,y) = (rcosf,rsind).

La fonction f devient g = f o ¢ dans les nouvelles coordonnées (2, /)

g: A—R
(') — fle(',y) = fz,y)

6. Pourquoi?
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Probléme. On voudrait exprimer l'intégrale / f(z,y) dxdy & l’aide d’une intégrale
D

sur A dans les nouvelles coordonnées (z',y').

Le principe est le suivant. On découpe A en petits carré Cy; de coté 1/n et des points de
d’échantillonage Mj,; € Cy;. Dans ce cas D = ¢(A) est découpé dans des petits domaines
Dy, = ¢(Ck,) avec des points Py; € Dy,. Les Dy, ne sont plus des carrés en général.
Par exemple pour les coordonnées polaires, les Dj; sont des petits secteurs angulaires de
couronne.

On peut néanmoins considérer ce découpage de D = |J Dy; comme donnant un échan-
tillonnage précis de f si la taille des Dy, est petite. La somme de Riemann généralisée
naturelle associée a ce découpage est

Sa(f,D) = [(Pey) Aire(Dyy), (19)

k.l

car la « masse » de chaque morceau Dy avec la densité f est approximativement
Oy & f(Pr) Aire(Dyy) .

Si les Dy sont des carrés, on retrouve une somme de Riemann 2D standard. On a toujours
le résultat de convergence suivant.

Proposition 6.1. Si f est continue sur D, alors la suite

= Z f(PkJ) Aire(Dk,l)
k,l

converge vers / f(z,y) dzdy lorsque n — +o0.
D

Idée de preuve. En fait, S, (f, D) est exactement l'intégrale sur D d’une fonction étagée f,
qui est constante = f(Py,) sur chaque morceau Dj;. Comme la taille des morceaux tend
vers 0, cette fonction f,, est (uniformément) proche de f lorsque n — +oc. On a alors

5,0.0) = [ sGepasay = | [[ (5= Pty

< max |fn — f| x Aire(D) — 0.
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On interpréte maintenant le suite S, (f, D) comme une somme de Riemann sur A. On a

Su(f,D) = Y fp(My,) Aire(Dy)

1 Alre(go(Ck,l))

= 2P T e

car les Cy,; sont des carrés d’aire #

Aire(p(Cry))
Aire(C’k,l)
dont 'application ¢ déforme les aires des petits carrés Cj ;. On peut montrer que lorsque ¢
est de classe C', ce quotient & une limite lorsque les carrés se resserrent autour d’un point

(', y") (pour n — +00).

On voit apparaitre en facteur de ¢ = f o ¢ un terme qui mesure la fagon

Définition 6.2. On appelle jacobien de ¢ cette limite, et on la note jac(y)(z',y') .

La discussion conduit alors au résultat cherché.

Théoréme 6.3 (Formule générale du changement de variables). Si ¢ est un changement

de variable de classe C*, on a

//D f(z,y) dxdy = //A fle(x',y) jac(e) (2, y) da'dy

avec Aire(o(Ciy))
. re{@P L,
ac(p)(2',y) = im @ ————
] (90)( Y ) Cri— (2" y") Alre(CkJ)

Remarques 6.4. 1. Formellement dans un changement de variables, on a :

(x,y) = p(2',y) = dady = jac(p) (2, y")dz'dy" .

2. La méme discussion s’applique dans R?, en remplacant les carrés par des cubes et les
aires pas des volumes.

L’expression générale du jacobien de ¢ n’étant pas au programme du L1, on va I'identifier
a la main pour certains changements de variables classiques.
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6.2 Dilatations, symétries, isométries

Dilatations. Soient A et u deux réels non nuls de signe quelconque. On considére le chan-

gement de variables
¢ : R — R?
(@,y) — (z = A2’y = py).

Cette transformation dilate les abscisses d’un rapport A et les ordonnées d’un rapport .

L’image d’un carré Cy de coté d est un rectangle de cotés |A|d et |p|d. On a donc

Aire(p(Ca)) _ [Allpld?
Aire(C’d) d?

= |Aul.
D’ott pour d — 0, jac(p) = [Au|. D’aprés le théoréme [6.3] on a donc :

Proposition 6.5 (Changement de variables pour une dilatation).
// flx,y d:l:dy—/ FOX wy") | M| da'dy’ .
D=p(A

FEzercice 6.6. Démontrer cette formule directement avec le théoréme de Fubini.

Exemples. e Pour a, b > 0 données, on veut calculer I'aire de 'ellipse (pleine)
2 2

2y
8a,b:{(:v,y)€R2, ;‘Fﬁgl}

Cette ellipse est 'image par la dilatation
o: (@ y)— (x=a2',y =by)

du disque A = {(2/,y') € R?, 2% +y? < 1}, i.e. £, = (A). En effet, on a

2 .2
(m,y)ega,b:)aj—%—‘z—?Sl(:)x +y? <1+ (2,9) <A.
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D’apreés la proposition appliquée a f =1 sur &,;, on a donc

Aire(£,,) = / /g

= Tab.

ldxdy = // abdx'dy’ = ab Aire(A)
b A

a,

On retrouve bien sir 'aire du disque de rayon a lorsque a = b.
e Lorsque A = p, la dilatation ¢ : (2/,y) — (x = A2/, y = \y/) s’appelle une homothétie
de rapport \. Elle multiplie toutes les longueurs par \ et donc les surfaces par \? = jac .

Ezercice 6.7. En utilisant Fubini en tranches horizontales et les homothéties, montrer que le
volume d’'un cone solide C' C R? de base quelconque d’aire S et de hauteur h est

S x h

Volume(C') = 3

e Les symétries par rapport aux axes

Sl(xay) = (—QT,y) et SQ<m7y) = (‘Ta _y)

sont des cas particuliers de dilatations avec A =1 et = —1 (resp. A\=—1et p=1). On a
donc jac S;2 =1 et le changement de variables

‘ /D f(z,y)drdy = //Sl(D) —x,y)dzdy = //S2 y)dxdy . (20)

Attention, contrairement au changement de variable sur l'intégrale de Riemann 1D

b —b
[t == [ o, 1)

il n’y a pas de signe - dans ! En fait, 'intégrale définie ici n’est plus une intégrale orientée
en 2D et 3D. Le jacobien d’un changement de variables est une limite de rapports de surface
(ou de volume), et est donc toujours positif. Il est d’ailleurs tout a fait raisonnable que
la mesure de la masse d'une surface ou d'un solide ne dépende pas de 'ordre dans lequel
on découpe 'objet, et surtout ne change pas de signe dans un nouveau paramétrage! C’est
aussi le cas pour l'intégrale 1D et la pesée de l'intervalle I = [a, b]. La cohérence entre
et la présentation faite ici du changement de variable est que si s(z) = —x et I = [u,v]
quelconques, on a s([u,v]) = (—v, —u) de méme longueur que I, et donc le jacobien de s

longueur(s(7)) "1 etnon 1!

jac(s)(z) = lim

Iz longueur(I)

Les deux approches sont bien compatibles puisque

/abf(x)dx = [a’b]f(x)dx = /S([a’b]):[_b’ ’ x)dx —/ f(—= / f(—=
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Les formules sont tres utiles si le domaine d’intégration D est symétrique par rapport
a laxe des = (S1(D) = D), ou l'axe des y (S2(D) = D), et que f est impaire en x :
f(=z,y) = f(z,y) (resp. f(z,~y) = —f(z,y)).

En effet dans ces cas, on a

//D [z, y)dzdy = //Sl(D) f(—z,y)dady = — //D flz,y)dzdy

— | /D [z, y)dady =0,

et la méme chose en pour Sy. Par exemple, on a immédiatement que

// a:dxdy:O:// ydzxdy,
Disque centre 0 Disque centre 0

intégrales qui s’interprétent comme les coordonnées du centre de gravité du disque homogéne
de centre 0.

Remarque 6.8. Plus généralement, une conséquence utile de ce principe est que le centre
de gravité d’'un domaine homogéne est toujours situé sur les axes ou plan de symétrie de
ce domaine.

Isométries. Les symétries précédentes sont des exemples d’isométries, c’est-a-dire de
transformations du plan qui préservent les distance. Les isométries ¢ transforment en par-
ticulier un carré de coté [ en un autre carré de coté [, et on donc un jacobien = 1. On a
donc

Proposition 6.9. Si ¢ est une isométrie, alors
// f(z,y) dvdy = // fle(a' y") da'dy’.
D=yp(A) A

Les exemples d’isométrie du plan sont : les rotations, les translations ((z,y) — (z +

a,y + b)), les symétries orthogonales et leurs composées. Par exemple, 1'application
(x,y) — (y,x) est la symétrie orthogonale suivant la diagonale = = y.

Remarque 6.10. Cette discussion sur les isométries s’applique aussi en 3D pour l'intégrale
triple. Les rotations de I’espace (autour d’un axe), les translations, les symétries orthogonales
suivant les plans sont des isométries, de jacobien = 1 et la proposition est vraie en 3D.
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6.3 Calculs en coordonnées polaires
Les coordonnées polaires. Tout point (z,y) € R? peut s’écrire sous la forme
r=rcosf et y=rsinf avec r>0 et 6e€l=][02r]ou|—mmnl,

et de maniére unique si (z,y) # 0. Le couple (r,8) s’appellent les coordonnées polaires de
(2,9).

Démonstration. En effet, on doit avoir 72> = 22 +9y> & r = /22 +y2sir > 0. On a
r >0 (x,y) # (0,0), et alors (£)> + (£)* = 1 & (£,%) est sur le cercle unité. I existe

r?

donc un angle ¢ unique dans I tel que £ = cosf et £ = sin. n

On note

o : RYxI—R?
(r,0) — (x = rcosf,y =rsind).

On va calculer le jacobien de ¢ pour écrire les intégrales doubles en coordonnées polaires.

Calcul du jacobien. L’application ¢ transforme un rectangle R = [ry, o] X [0, 0] en un
secteur angulaire d’une couronne C' = p(R).

Proposition 6.11. 1. On a
~ Loy 5
Aire(C) = 5(7’2 —r7) (0 —61). (22)

2. Le jacobien de ¢ au point (r,0) est jac(p) = r, autrement dit « dedy = rdrdf ».

Démonstration.

1. L’aire du secteur angulaire S d’angle [0y, 05] et de rayon 7, est clairement proportionnel
a0 = 0y — 0 : cest-a-dire Aire(S) = C0. Pour § = 27, S est le disque complet et on a
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C2m = 7r?, c'est-a-dire C' = § et Aire(S) = %(92 — 61). En écrivant la couronne C' comme
différence de deux tels secteurs, on trouve .

2. On compare laire de C' = ¢(R) a laire de R pour des petits rectangles R = [ry, 7] X
[01,05] qui se resserrent autour de (r,#). On a

Aire(p(R) (3D~ 6) ridr
Aire(C)  2(ro—r1)(6—61) 2 — 7 = jac(yp) .

[]

Autre méthode. Le calcul du jacobien se retrouve plus facilement, sans passer par le
calcul exact , en dessinant C' = ¢(R) pour un « petit rectangle » de cote or et d6. C' est
« presque » un rectangle de coté dr et 706 ; car les rayons partant de 0 sont presque paralléles
et les arcs de cercles presque droits!

L’aire de C' est donc approximativement rdrdf. On a alors
Aire(C) _ rord0
Aire(R) = 6160

Ce genre de technique des « petits déplacements », trés populaire en physique, est ex-

=r=jacyp.

trémement efficace avec un peu de pratique!

On peut écrire la formule du passage en coordonnées polaires.

Théoréme 6.12 (Intégrales doubles en coordonnées polaires). Soit f continue sur un
domaine réqulier D = p(A) de R? avec A CRY x I. Alors, on a :

//Df(x,y)d:cdy://Af(rcosﬁ,rsine)rdrde_

Cet énoncé est utile pour intégrer des fonctions sur des disques, des secteurs ou des cou-

ronnes de centre (0, 0).

Exemples. e L’aire du secteur de couronne C' = ¢(R = [r1,15] X [0y, 05]) étudiée ci-dessus

Aire(C) = / /R rdrdf = ( / rdr) ( /9 0 d@) (Fubini)
1

= 5(7”% —7r3)(f — 6;) comme dans )

est
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e Calculer I = // (2% + y*) dwdy ot D(0, R) est le disque de centre (0,0) de rayon
D(0,R)
R.On a D(0,R) = ¢([0, R] x [—m,7]), d’ott

I= /ARM_MF] r rdrdf = (/OR r3d7’> </_: d@) (Fubini)

TR*
5

Application physique. L’intégrale I intervient dans le calcul de I’énergie cinétique d’'un
disque homogéne D(0, R) de masse M tournant & la vitesse angulaire w = % (toupie).

La densité p = 24; est constante. Pour un petit élément de surface 6.5 = §xdy de D(0, R),

TR?
on a dm = pdxdy. Si sa vitesse est v ~ rw, son énergie cinétique est
1 2L 5
OE, ~ 5(5m)v = 5prw dxdy .

L’énergie cinétique totale du disque est donc
1

E.=) 6E.~ Y —priwszs

D OB~ ) pr'nonsy

1 1
= // —p? (2 + ) drdy = = pwT
D(O,R) 2 2

1 1
— ZpﬂR4w2 = ZMw2R2.

6.4 Les coordonnées cylindriques
Un point m = (z,y, z) de R3 peut s’écrire sous la forme

m=(x=rcosf, y=rsinf,z) avecr >0 et 6€|—m .

Le triplet (r, 6, z) s’appelle les coordonnées cylindriques de m. On note

¢ : R+x]—-m7]xR—R?
(r,0,z) — (z,y,2) = (rcosf,rsin, z) .
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Théoréme 6.13 (Passage en coordonnées cylindriques). Soient f : D C R — R une
fonction continue sur D = p(A) domaines réguliers. On a alors

///D f(z,y, 2) dvdydz = ///A f(rcos@,rsiné, z) rdrdfdz .

Démonstration. On applique Fubini en tranches z = const (théoréme [5.6))

//D f(z,y,z) dedydz :/:max <//D fz,y,2) dxdy)dz

min

et on passe en polaires sur chaque D, (théoréme [6.12)),

= / o <// f(rcosf,rsind, z) rdrd9> dz
Zmin Az

= /// f(rcosf,rsind, z) rdrdddz par Fubini.
A

]

Cet énoncé est utile pour intégrer des fonctions sur des « solides de révolution » : c¢’est-
a-dire invariants par rotation autour de ’axe des z. Les équations de ces domaines sont des
fonctions de r? = 22 + y? et de z. Ils sont engendrés en faisant tourner C' = DN {y = 0}
autour de l'axe des z.

Exemple. Calculer I = // (2% + ?) dwdydz avec
C

D={(r,y,2) €eR*, 0<2<1, 2* +y* < 2%},

D est un solide de révolution. Pour y = 0, on a 22 < 22 et 0 < 2z < 1 qui est un triangle. Par
conséquent D est le cone plein de sommet 0 et de base le disque Dy = {(z,y,1), 2*+y* < 1}

La tranche D, de D est le disque de rayon z. On obtient en coordonnées cylindriques

1 1
_ 2 _ Ay T
I—/O (//Zr rdrd@)dz-/o 22 dz 0

Remarque 6.14. L’intégrale I s’appelle le moment d’inertie du solide D suivant I'axe Oz. Il
intervient dans le calcul de I’énergie cinétique de D tournant autour de Oz (cf. discussion

dans §6.3)).
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6.5 Calculs en coordonnées sphériques

(Une) définition. Un point m = (z,y, z) € R® est caractérisé par

— sa distance a l'origine r = /2% + y? + 22,
— sa longitude 6 €] — 7, 7],
— sa colatitude ¢ € [0, 7] (¢ = 0 vers le pole nord, ¢ = 7 vers le pole sud).

On a 2?2 + (22 + y?) = r?, d’'olt 2 = rcosy et /a2 + y? = rsin et finalement

x = rcosfsinp
y =rsinfsiney

2 =TrCcosp.
Définition 6.15. Le triplet (r,60,p) s’appellent les coordonnées sphériques de m =
(x,y, z). On note

Y 1 Rfx]—m 7] x[0,7] — R3

(r,0,0) — (x,y,2) = (rcosfsin p, rsinfsin g, r cos p) .

Attention! Il existe plusieurs conventions pour les coordonnées sphériques (mathé-
maticiens, physiciens, astronomes ...) On suit ici la convention présentée par Wikipédia.
Pour s’adapter au contexte, il vaut mieux se rappeler de la méthode plutot que d’ap-
prendre les formules par coeur!

Calcul du jacobien. On va calculer le jacobien de ¢ a l'aide de la méthode des « petits
déplacements » (cf. §6.3)).

L’image par v d’un petit parallélépipéde P de cotes or, 06 et dp est presque un autre


http://fr.wikipedia.org/wiki/Coordonn%C3%A9es_sph%C3%A9riques
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parallélépipéde de R? de cotés dr, rdp et rsin pdf. On a alors

Volume(4)(P)) _ r?sin g drdfdy
Volume P~ orodop

= r?sin g = jac).

Autrement dit en coordonnées sphériques
drdydz — r*sin o drdfdy

et on a le résultat suivant.

Théoréme 6.16 (Passage en coordonnées sphériques). Soit f : D C R — R une
fonction continues sur D = (A) domaines réguliers. Alors on a

/// f(z,y, z) dedydz = /// f(rcos @ sin o, rsin 0 sin @, r cos @) r? sin @ drdfdyp .
D A

Cette formule est utile pour intégrer des fonctions sur des (secteurs angulaires de) boules.

Exemple. Calculer le volume d’un « parallélépipéde sphérique »

D = (P = [r1,m9] X [0, 0] X [1,02]) -

On a
Volume(D) = /// dxdydz = /// 2 sin @ drdfdyp
D P
r2 02 P2
= (/ r2d7’> (/ d9> </ sin g&dgp)
T1 01 1
L 3 3
= 3(rz = 1)(0r — O1)(cos o1 — cos ¢a).
Remarques :
— On retrouve le volume de la boule (vu dans §5.2) pour r; = 0, ; = —7 = —05 et

1 =0, s =.
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— On retrouve aussi le jacobien de v en considérant la limite
P = [ri,m9] % [01,02] X [i01,02] — (1,0, ).
On a en effet

Volume(D = (P))  (r3 —r3)(02 — 601)(cos p; — cos ©s)

Volume(P) — 3(ra— 1) (02 — 01) (g2 — 1)
(r3 + 12 4 r1r9)(cos 1 — cos ps)
3(p2 — 1)

— r?sinp = jac(r, 0, ¢) .

email : michel.rumin@math.u-psud.fr
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