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Exercice 1 - 1. On échelonne le systéme (S) : 20yt 42T = 0 =

2]+ 2y+az=0 [z]+2y+az=0 [2]+2y+az=0
ay+az=0 & ay+az=0& ay+az =0
ar +ay =0 —ay —a*z =0 a(l—a)z=0 <« Ly+ Ly
La famille F est libre si et seulement si le systéme n’a pas d’inconnue non principale, c¢’est-
a-dire si a # 0 et a # 1.

2. La dimension de F = Vect(F) est le rang du systéme (5), c’est-a-dire son nombre d’in-
connues principales.

eOnadoncdimE =3sia#0etaz#1. Danscecas E =R?a pour base la famille (libre
et génératrice) F, ou n’importe quelle base de R3.

e Si a = 0, alors x inconnue principale. F est la droite engendrée par e

e Si a =1, alors = et y inconnues principales et E est le plan engendré par o1 et .
3.eSia#0eta#1,alors (tout vecteur) v de R? appartient aFE=TR3.

eSia=0,alors ¥ =(0,1,—1) ¢ E droite engendree par v; = (1,0,0).

e Si a = 1, alors on trouve que v = —27}1 + vg € FE.

Exercice 2 - On cherche une base B = (v1, v3) de R? telle que

e =(Llp=1 +0 6_1>—|—62=2?7<:>_> <1 1) e (1 1)
vi =(g,z)et v =(z,—2).
G=0,-1)p=0 -1 e —e =20 ' 272 SERRD R

Les 2 vecteurs libres obtenus forment bien une base de R?.

Exercice 3 - 1. Un vecteur v = (r,y,2) € P= Vect(v_f, v_2>) < d)\q, A tels que

>\1+2)\2:$ +2)\2:l’ +2>\2:$

T =M1+ AU & M- =y & B =y—z < :y—x
—2M +2X =2 6 o = z + 2x 0=2z+42y

Une équation cartésienne de P est donc 2y + z = 0.

2. Tout vecteur v3 ¢ P convient ; car alors B = (07, 03, 03) est une famille libre de 3 vecteurs
de R3, et donc une base. On peut prendre par exemple v = (0,1,0).

3. Le vecteur o = (1,—2,4) € P car satisfait son équation. On trouve que
Al [+2N =1 Al |+2X =1
o 2 =1 (o
MU+ N0h =T & M=y =—2& 3= -3 &
—2)\1 —|— 2)\2 == 4 6)\2 == 6



Onadonc ¥ = —0j + 05 = —1.0f + 1.03 + 0.'11_3> =(-1,1,0)p.
Exercice 4 - 1. Ona ¥ = (z,y,2,t) € E <

[T]+y+z+t=0 (]+y+z+t=0
=
r+2y+32+4t=0 [y|+2z+3t=0

On a deux inconnues non principales z et ¢, et donc E est un plan. Une base est donnée
par les solutions correspondant a (z,t) = (1,0) et (0,1) :

v =(1,-2,1,0) et v =(2,-3,0,1).

2. Comme dig P+dimE =2+2 =4 = dimR* on a P et E supplémentaires si et seulement
siPNE={0}.0r v =(z,y,2,t) e PNE &

+y+z+t=0
[y]+22+3t=0 T =7.
z =t =0 (équations de P)
Le plan P est donc un supplémentaire de £ dans R*. On pouvait aussi dire que d’aprés

un résultat de cours, P est un supplémentaire de E car P est engendré par e et e dont les
indices correspondent aux inconnues principales (z et y) du systéme définissant E.

Exercice 5 - 1. Les colonnes de la matrice de f sont les images des vecteurs de la base
canonique. On a donc
0 -1 -1
A=11 2 1
-1 -1 0

De plus, par linéarité de f (ou calcul matriciel), on a
f(z,y,z) =xf(1,0,0) +yf(0,1,0) + 2f(0,0,1) = (—y — z,x + 2y + z, —x — ¥).
2. Lorsque U = (x,y,z) € Palors —y —z=x,x+2y+z=yet —x —y =z dou
F(0) = fl@,y,2) = (2,9,2) = U,
3.0na v € Dy & T =1+ A\ D’ou, par linéarité,
F(T) = F@) + M () =T .

_>
car f(ug) = 1§ d’aprés 2, et f(@) = f(1,~1,1) = 0 d’apres 1.
L’image par f de toute la droite Dy est donc le vecteur 7 € P, laissé invariant par f.

4. L’application f a les propriétés caractéristiques de la projection sur P le long de la droite
engendrée par .



