Math S2 PeiP
Chapitre 2
Equations différentielles linéaires
du second ordre

Michel Rumin

1 Présentation et généralités

Nous allons étudier les équations différentielles de la forme
() : ay’+by +cy=f,
ol f est une fonction (connue) définie sur un intervalle I de R, et a, b, ¢ trois réels avec
a # 0.

On cherche a intégrer (ou résoudre) l'équation (E), c’est-a-dire a trouver toutes les
fonctions y :  — y(z) solutions de (E) de L.

1.1 Exemples issus de la physique

Les équations de type (E) se rencontrent dans différents domaines en physique.

Meécanique : oscillateur forcé amorti. On considére une masse m se déplacant sur la
droite R. On note z(t) sa position a l'instant ¢. Cette masse est soumise a 3 forces :
— une force de rappel élastique f; = —kx(t) (k constante > 0),
— une force de frottement fluide f, = —Ca’(t), proportionnelle & la vitesse de m et opposée
au mouvement (C' > 0),
— une force d’entrainement extérieure f,, par exemple la gravité, un champ électrique si
m est chargée...

Le principe de la dynamique de Newton s’écrit :

mz” (t) = Z forces = —ka(t) — Ca'(t) + fe(t),
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c’est-a-dire

ma”(t) + C'(t) + kx(t) = fe(t), (1)
qui est bien du type étudié¢ (E). On voudrait connaitre le mouvement de m en fonction de la
force extérieure f, et des conditions initiales : position x(ty) et vitesse 2'(ty) & un instant .

Electricité : systéme RLC. Ici, on considére un circuit électrique constitué d’une ré-
sistance R, d’une bobine (inductance) L et d’une capacité C' mis en série. L’ensemble est
soumis & une tension (extérieure) U(?).

Soit i(t) 'intensité dans le circuit. On a :
e Ugp = Ri(t) : loi d’Ohm,

Ji
o Uy =Lit)(=L%

dt
d
e U détermine la charge du condensateur Q(t) = CUq(t) avec d_? =i(t) = CUL(Y).

D’ou

, en notation physique),

U(t) = Ug(t) + Ur(t) + Uc(t) = Ri(t) + Li'(t) + Uc(t),
et en dérivant

U'(t) = % + Ri'(t) + Li"(t), (2)

qui est aussi une équation différentielle du type (E), avec i(t) fonction inconnue et U(t)
tension extérieure imposée (par exemple U(t) = 0 si le circuit est fermé).

1.2 Généralités

Structure de ’espace des solutions.

On associe a (E) une équation homogeéne (ou équation sans second membre)

(H) : ay'+by+cy=0.

Théoréme 1.1. Soit yo une solution (dite particuliére) de (E). Alors toute (autre)
solution y de (E) s’écrit sous la forme

Y =% +yu,

ot yg est une solution de l’équation homogéne (H).
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Démonstration. C’est un phénoméne général pour les équations (différentielle ou non) li-
néaires avec un second membre. Soit 3 une solution particuliére de (E). Alors une fonction
y est une (autre) solution de (E) si et seulement si
ay” +by' + cy = f = ayg + byy + cyo
= a(y — )" +b(y —yo) +cly —y) =0
<= y — Yo = yg est une solution de I’équation homogene (H).

Pour résoudre (E) nous devons donc :
1. trouver toutes les solutions de I’équation homogeéne (H),

2. et trouver au moins une solution particuliére de (E).

Calculs avec des fonctions a valeurs complexes. Nous allons voir que les équations
homogeénes (H) ont en général des solutions oscillantes, amorties ou non, du type

yr (1) = Cre cos(wx) + Cye sin(wz) . (3)

Dans la pratique, il est plus efficace pour dériver ce genre de fonctions de travailler avec des
fonctions & valeurs complexes. Siy: I — C, on a

y =y +iys avec yi =Re(y) et y»=Im(y).
Par exemple, la fonction yy s’écrit simplement

ya(z) = Re(Ce™) avec C=C)—iCy et r=A+iw.

Si y; et yo sont des fonctions dérivables a valeurs réelles, et y = y; iy a valeurs complexes,
on pose

Yy =ity
Ceci signifie que dérivée, partie réelle et imaginaire sont compatibles :

Re(y’) = Re(y)’ et Im(y') =Im(y) .

On admet la proposition suivante.

Proposition 1.2. Pour les fonctions a valeurs complexes, les régles de dérivation clas-
siques : somme, produit et composition, restent valables.

Comme cas particulier intéressant ici, on a pour r complexe
(er:r)/ — ,r,er:r et (xner:p)/ — nxn—lerx _|_ Tmneraz . (4)
Cela peut bien str se vérifier a la main. Par exemple, pour yy = Re(Ce’™) dans (@), on a

Yy = Re(Cre™) ety = Re(Cr’e™).
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Principe de superposition. La remarque suivante est évidente mais utile en pratique.

Proposition 1.3 (Principe de superposition.). Si y; satisfait ay] + by} + cy1 = f1, et ys
satisfait ayl + byh + cys = fao, alors y = y1 + yo satisfait

ay’ +by +cy=fi+ fo.

2 Solutions de I’équation homogéne

La méthode pour résoudre 'équation différentielle homogene (H) est la suivante.

Théoréme 2.1. Soit (H) I’équation homogeéne ay” + by’ + cy = 0. L’équation carac-
téristique de (H) est : ar? +br +c = 0. On calcule le discriminant A = b? — 4ac et les
racines (éventuellement complexes) ry et 1.

e 51 A >0, les racines 1 et ro sont réelles distinctes et la solution réelle générale

de (H) est

y = C1e"* 4+ Cee™® avec C,Cy € R (régime apériodique).

b
e 51 A =0, on a une racine réelle double r = ~5g et la solution réelles générale
a
de (H) s’écrit

y = C1e" + Coxe™ avec Cp,Cy € R (régime critique).

e 51 A <0, on a deux racines complexes conjuguées : 11 = A+iw et rog =T = A—iw.
Les solutions complexes de (H) s’écrivent :

y = Cre"* + Cye™* avec (1,0, € C,

et les solutions réelles de (H) sont :

y = C cos(wz)eM+Cy sin(wz)e  avec O ,ChH € R (régime pseudo-périodique).

Remarques 2.2.  — Ces solutions sont définies pour tout z (sur I = R).
— L’ensemble de ces solutions, dépendant de deux parameétres, s’appellent la solution
générale de (H).

Démonstration. e On vérifie que les solutions proposées conviennent. Soit y = e"* avec r € C.
Alors d’aprés la proposition onay =re ety’ =r’ douy est solution de (H) ssi

ay’ +by +cy=0=(ar’ +br+c)e™” <= ar’ +br +c=0,
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c’est-a-dire ssi r est racine de ’équation caractéristique. Si le discriminant A # 0, on a deux

T

racines complexes distinctes et deux solutions y; = €% et yo = €™*. Si A = 0, on a une

racine double r = —% et qu'une solution (pour linstant). On considére y = ze™. On a
v =(1+rx)e™ ety = (2r +r2zx)e™, dou
ay” + by + cy = (a(2r +r’x) + b(1 + rx) + cx)e’™
= (2ar + b+ x(ar’ + br +c))e™ = 0.

Dans tous les cas, on a obtenu deux solutions y; et yo de (H). Alors, d’aprés le principe
de superposition (ou linéarité de (H)), les fonctions

y = Ciy1 + Caya,

avec C et Cy complexes sont toutes des solutions complexes de (H), proposées dans 1’énoncé.

e On vérifie que les solutions obtenues sont les seules possibles. Soit r une racine carac-
T

téristique et y une solution quelconque. On peut l'écrire sous la forme y(x) = z(x)e’™ car
€™ # 0. On a alors :
Y = (2 +r2)e” et y = (2" +2r +1r?2)e™”,
d’ot
ay” +by +cy=0=(az" + (2ar + )2’ + (ar® + br + c)z)e"™
= (a2 + (2ar + b)z")e™ =0
< az" + (2ar +0)z' = 0.
C’est une équation différentielle du premier ordre[]en ¢ = 2/
ap’ + (2ar +b)p = 0.
Ces solutions sont
R Cre=Crta i 2ar +b#0sr# L & A#0,
o st r=—-L2&A=0.
d’ott en intégrant
0167(2T+g)x +Cy si A 7£ 0,
Z =
Ciz + Cy si. A=0.
Finalement,
— Pour A # 0, y(z) = 2(z)e"™ = Che™ + Crela 7 on 1/ = —2 — 1 est Dautre racine
caractéristique.

— Pour A =0, y(x) = z(x)e™ = (Ciz + Cy)e™.

On a donc obtenu toutes les solutions complexes de (H).

e Passage aux solutions réelles. Si y est une solution complexe de (H), on a aussi
ay’ + by +cy = ay” + by’ + cy = 0 car a, b, ¢ sont réels. D’ou par superposition Re(y) = %
et Im(y) = 2 sont solutions réelles de (H). Inversement, les solutions réelles sont complexes.

0

1. C’est pourquoi cette technique s’appelle méthode de la réduction de l'ordre.
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Exemple. On reprend 'exemple de Toscillateur (amorti) libre (sans force d’entraine-

ment)
ma” (t) + Cx'(t) + kx(t) = 0.

L’équation caractéristique est mr? +Cr +k = 0, d’ou A = C? — 4km. On étudie le compor-
tement des solutions en fonction de taille du coefficient de frottement C'.

e Si C? > 4km, le coefficient de frottement C est grand, et on a deux racines réelles

—C +vC? —4km
rig = 5 . Ces deux racines sont négatives et les solutions sont de la forme
m

z(t) = Cre™ + Coe™

exponentiellement décroissantes en temps. C’est un cas de retour rapide vers 'équilibre,
apériodique (sans oscillation) par fort amortissement.

C
¢ Si C? = 4km, on a A = 0 et une racine double r = o < 0 et les solutions sont
m

x(t) = Cle” + Cgte”

rapidement décroissantes également. C’est le régime dit critique.

e Si C? < 4km, le coefficient de frottement est faible. On a A < 0 et des racines complexes

—C+VC"—dkm  C | [k C

2m 2m m  2m

conjuguées

o =

On a des solutions oscillantes avec amortissement vers la position d’équilibre (si le coefficient
de frottement C' > 0)

z(t) = C} cos(wt)e ™ + Oy sin(wt)e ™
k

avec A = — et w? = — — \.
2m m

C’est le régime pseudo-périodique.

Un cas particulier important est celui de 1'oscillateur non amorti avec C' = 0. L’équation
est
ma” (t) + kx(t) =0 <= 2" + wizr =0
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k ..
avec wy = {/ —. On a ici
m

Le systéme oscille indéfiniment a sa fréquence propre wy/2m, c’est un mouvement pério-
dique de période T' = 27 /wy.

x(t) = C cos(wpt) + Ca sin(wot) .

3 Recherche d’une solution particuliére

Nous cherchons une solution particuliére de I’équation avec second membre f lorsqu’il est
du type polynéme x exponentielle complexe : f(z) = P(z)e®.f|

Théoréme 3.1. Soit

(E) : ay’ +by +cy=P(x)e™
avec P un polynome de degré n et s € C. Alors, (E) posséde une solution particuliére yq
de la forme :

o yo = Q(x)e*® si s n'est pas racine de l’équation caractéristique ar® +br +c =0,

ST s s est racine simple de ar® +br +c¢ =0,

o Yo =xQ(x)e
o yo = 22Q(x)e

Dans tous les cas, Q) est un polynome de méme degré n que P.

5T i s est racine double de ar® + br + ¢ = 0.

Il n’y a pas de formule générale simple pour (), on cherche la solution sous la forme proposée
avec Q(x) = ap + a1x + - - - a,x™ inconnu, et on résout le systéme linéaire correspondant.

Exemples. e Résoudre (E) : 3’ +1' —2 = €22, L’équation caractéristique est r2 +r—2 =0
a pour racines r = 1 et » = —2. Les solutions du systéme homogéne sont ygz = Ce®+ Coe 2%,
Comme 2 n’est pas racine caractéristique alors il existe une solution particuliére de (E) du
type yo = Ce**. On a alors

Yo + yo — 2yo = 4Ce** 4 2Ce** — 20e* = 4Ce*

1
et yo est solution de (E) pour C' = T Les solutions de (E) sont donc les fonctions

1
Y=Y +Yg = 16296 + Che” + Che ™ avec Oy, O, réels.

e Résoudre (E) : 4" + 9 — 2 = e 2®. Le systéme homogéne est le méme que ci-dessus,
mais désormais 'exposant —2 (de e=2* dans le second membre) est racine caractéristique.
On cherche donc une solution particuliére 3, sous la forme g = Cze™*. On a

yh=C(1 —2z)e ™ et y)=0(-2-2(1—-21))e > =Cdr — 4)e

2. 1l existe une méthode générale appelée « variation de la constante », a voir en L2.
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d’ou
Yoy — 20 = Cdz — 4+ 1 — 20 — 20)e > = —3Ce ™™

et yo = —%e " est solution particuliére de (E). Les solutions de (E) sont

X
Y=Y+ Yy = —ge‘“ + C1e” 4 Che 2.

e L’oscillateur forcé. Soient wy et w > 0. On considére ’équation
" 2 :
(E) : ¥ +wiy =sin(wz),
associée a un systéme masse-force élastique ou a un circuit L,C, sans résistance, mais soumis

a une force ou potentiel extérieur, voir

L’équation caractéristique est r? + w2 = 0 de racines r = Fiwy. Les solutions réelles du
systéeme homogéne sont
yg = C4 cos(woz) + Cy sin(wp) .

Le second membre de (E) n’est pas du type étudié dans le théoréme mais on s’y raméne
facilement. En effet on a sin(wz) = Im(e™?) et si Y est une solution particuliére de

(Ec) @ Y'4+wiY =",

alors yo = Im(Y) est une solution particuliére de (E). C’est un principe général.

Proposition 3.2. Soit Y une solution complexe de aY" +bY'+cY = f, avec a, b, ¢ réels
et f complexe.

Alors y = Re(Y) (resp. Im(Y") ) satisfait ay” + by’ + cy = Re(f) (resp. = Im(f)).

Démonstration. On identifie les parties réelles et imaginaire de aY” 4+ bY’ 4+ ¢Y = f, ou on

utilise le principe de superposition en écrivant y = Y2LY O]

On revient a (E) et (E¢).

1. Siw # wy, alors iw n’est pas racine caractéristique de (H) et il existe une solution
particuliere de (Ec) de la forme Y = Ce™. On a

, . 1
V' +wiY = C(—w? +wp)e™” = e = C = 47—,
WL si
don Y = 26—2 et yo = Im(Y) = 12n(—wx)2 Les solutions réelles de (E) sont
sin(wx)

Yy=1vyo+yg = R + C cos(wor) + Cysin(wez)  avec C, Cy € R.
.

2. Si w = wy, alors iwy est racine caractéristique, et on cherche une solution particuliére
de (Ec) sous la forme Y = Cze™®®. On a Y/ = C(1 + iwpz)e™? et Y = C'(2iwy — wix)e™o®
d’ou ,

V" + Y = 2Ciwge™" = " & C = -
2w0
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On a alors yp = Im(Y) = Im(—=—€™"") = ——— cos(wopz), et les solutions réelles de (E)
2(,00 2&)0
sont
Y=Y +yn = —Qi cos(wox) +1 cos(wpx) + Cysin(wpx) avec Oy, Cy € R.
Wo
Dessin.

On constate que lorsque w = wy, aucune solution de (E) n’est bornée. Les amplitudes
du mouvement augmentent. Cela se produit uniquement lorsque la fréquence d’excitation
(d’entrainement) est égale a la fréquence propre wy du systéme. C’est le phénoméne de
résonance.

e Le principe de superposition (Proposition permet de résoudre des équation du type
ay” + by’ + cy = f avec des seconds membres plus compliqués. Par exemple, pour

1 2
(E) : o'+ wiy=cos’(wr) = 5t M ,
1

On a une solution particuliére yo comme somme d’une solution particuliére pour " +y = 5

cos(2wz)

(y1 = % convient), et d'une solution particuliére pour y” +y = étudiée ci-dessus

2

(& un facteur 2 pres). Le phénoméne de résonance (solutions non bornées) se produit pour
Wo

=5

4 Solutions satisfaisant des conditions initiales

Les équations étudiées ont toutes une infinité de solutions dépendant de la valeur de
deux parameétres. Une solution est déterminée uniquement par la donnée de deux conditions
initiales y(x¢) = C et y'(xy) = C'. Physiquement, le mouvement est déterminé par la position
et la vitesse du point & un instant donné.

Théoréme 4.1. I existe une unique solution de (E) : ay” + by’ + cy = [ satisfaisant
les conditions initiales y(xg) = C et y'(xg) = C".

En pratique :
1. on cherche toutes les solutions de (E).

2. On détermine les constantes C; et Co du théoréme[2.1]a I’aide des conditions initiales.
Cela donne un systéme linéaire de deux équations a deux inconnues qui posséde une

unique solution (raison & voir en L2).
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Exemple. (E) : ¢y +y = 1 avec conditions initiales y(0) = 2 et y’(0) = 3. On a y =
1+ C cos(z) + Cysin(z) avec

y(0)=2=1+4+C, y'(0)=Cy=3=y =1+ cos(zx)+ 3sin(z).

email : michel.rumin@math.u-psud.fr

page web : http://www.math.u-psud.fr/ rumin/enseignement/enseignement.html
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