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Chapitre 3
Systemes linéaires et
méthode du pivot de Gauss—Jordan

Michel Rumin

1 Présentation et systémes modéles

L’objectif de ce chapitre est de donner une méthode générale de résolution de systémes
d’équations linéaires. En voici des exemples :

X1+ To+ T3 = 1 Ty 4 270 + 1 -1 $1+2[B2 =1
(S)){ 20y +ao4x5 = —1, (Sp)¢ 720 o (S3){ a1 43z, = 2.
2I1+32L’2—JI3 = 2
.%1-33'2—'—21'3 = 1 $1+4$2 =

avec a parameétre (donnée variable) dans (S3).

Le probléeme est de déterminer si ce type de systémes a des solutions, et si oui, comment
toutes les obtenir.

1.1 Systémes linéaires généraux

Pour fixer les notations en général, on s’intéresse aux systémes linéaires (S) & n équations

et p inconnues : x;, 9, - - -, xp. lIs se présentent sous la forme
(1171 + ajomg + -+ apty, = Y1 (L1)
ap1T1 + A% + -+ ATy, = Yo (L)
S )
(%) ainT1 + GpTa + -+ apr, = Y (L)
(A1 T1 + Apa®2 + -+ anpTy = Yo (Ln)
ot les nombres a;; sont les coefficients (donnés) du systéme, et les variables y1, -+, y,

constituent le second membre, a priori connu, du systéme.
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Il est important de se souvenir de la convention d’indexation des coefficients du sys-
téme, car c’est celle adoptée dans tout le calcul matriciel, Scilab, etc. :

a;; désigne le j-éme coefficient, celui de 'inconnue z;, dans la i-éme équation L;.
Autrement dit, le premier indice 7 est celui de la ligne et le second j de la colonne.

Exemple simple. Pour résoudre un petit systéme 2x2
r+2y = —1 I,
(5) B ,

il n’est pas du tout nécessaire d’introduire une technique trés générale. Il suffit par exemple
d’exprimer y a ’aide de x dans Lo, ce qui donne

1
= —(1—22),
y =5l )
et de substituer cette valeur dans L;, pour obtenir
2 —x 2
r+2y=o+g(l-2t)=—+o=-lsw=Hety=-3

C’est 'unique solution de (5).

Par contre, pour des systémes plus grands (et la programmation), il est essentiel d’utiliser
une méthode, pour ne pas tourner en rond avec les substitutions. Nous allons présenter un
algorithme d’élimination qui transforme tout systéme en un systéme équivalent se résolvant
simplement.

1.2 Systémes triangulaires

Définition 1.1. Un systéme linéaire (S) est dit triangulaire si
— le nombre d’équations est égal au nombre d’inconnues : n = p.
— Les coefficients a;; sont nuls sous la diagonale : a;; = 0si ¢ > j.

;

a11r1 + a1y + -+ apTy = Y1 Ly
Q929 + -+ - + QonTy = Y2 Lo

(S)
ApnTn = Yn Ln

Exemple. Soit a un paramétre réel, c’est-a-dire une donnée variable du probléme (pas
une inconnue). Le systéme

r+y+z= 0
(9) ay —2z = 1 est triangulaire.
z= 2
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On le résout en partant de la derniére équation, et en remontant de proche en proche. On
obtient

=——=2
T+y+z= 0 =7
() <= ay= 2z2+4+1= 5 ) <= y:—5 sia#0
z = 2 “
z=2

Le systéme triangulaire (S) a donc une unique solution si le paramétre a # 0, et n’en a
pas si a = 0 (deuxiéme ligne incompatible 0.y = 5).

Définition 1.2. On dit qu’un systéme triangulaire est de Cramer si tous ses coefficients
diagonaux a;; sont non nuls.

Lorsque qu’'un systéme triangulaire est de Cramer, il n’y a aucune obstruction a le résoudre
de proche en proche en partant de la derniére équation. On a

Un
(Lp) @ Ty = Yp & T, = — car ay, # 0,
Gpp
1
= (Lnfl) p—1,n—1Tn—1 + Ap—1nTn = Yn—1 <& Tn-1 = (ynfl -
ananfl Apn

anfl,n n)

car a,_1,-1 # 0, etc.

Proposition 1.3. Un systéme triangulaire de Cramer posséde une unique solution.

1.3 Systémes échelonnés

Définition 1.4. On dit qu’un systéme linéaire (S) de n équations et p inconnues est
échelonné si
— chaque ligne de coefficients a;; non nulle commence par davantage de zéros que la
précédente,
— si la 7-éme ligne de coefficients a;; est nulle, alors les lignes suivantes le sont aussi.
Le premier coefficient non nul a;;, d'une ligne ¢ donnée s’appelle un pivot du systéme.

Par exemple e les systémes triangulaires de Cramer sont échelonnés, et les coefficients
diagonaux a;; (tous non nuls par hypothése) sont des pivots.
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e Les systémes suivants :

1 4+ 2 = 9 2 _ 17
(] + 2y 0
(S5) Byl =1,
0 a

sont échelonnés. Les coefficients et inconnues pivots sont encadrés.
e Par contre, le systéeme
r + 2y + 3z + t =1
z — 1
2z + t = 3

Il
DO

n’est pas échelonné, a cause de la présence d’un coefficient en z dans la 3-éme équation.

1.4 Résolution des systémes échelonnés

Les systemes échelonnés possédent deux sortes d’inconnues.

Définition 1.5. — Les inconnues z;, correspondant aux coefficients pivots a;;, d'un
systéme échelonné s’appellent les inconnues principales.
— Les autres inconnues s’appellent les inconnues non principales (ou secondaires
ou libres).

Par exemple e toutes les inconnues des systémes triangulaires de Cramer sont principales.

e Dans les exemples précédents :

— (.51) : inconnues principales z et y, inconnue non principale z,
— (S3) : inconnues principales z et z, inconnue non principale y,
— (S3) : x et y principales.

Equations de compatibilité. Dans un systéme échelonné général, il peut apparaitre des
lignes d’équations du type

0 =y (L)

0 = yir1 (Litr)

0 = Yn (Ln)

Ces équations ne portent pas sur les inconnues x; mais sur les données y; du second
membre. Elles sont des contraintes sur les données pour que le systéme puisse avoir des
solutions. Elles s’appellent les équations de compatibilité de (.5). Si elles sont satisfaites
(ou siil n’y en a pas), on dit que le systéme est compatible.



Par exemple le systéme (S3) ci-dessus n’a pas de solution si le paramétre a n’est pas nul.

La technique de résolution est alors la suivante.

Pour résoudre un systéme échelonné compatible, il suffit de passer de passer les inconnues
non principales dans le second membre. Ces inconnues non principales ne peuvent étre
déterminées, elles sont libres, et deviennent des parameétres. Le systéme devient alors un
systéme triangulaire de Cramer par rapport aux inconnues principales, dont les solutions

sont déterminées par la valeur des inconnues non principales.

On traite les exemples précédents.

r—y = 1—2 r = 2-3z
(51) <= y = 1-%2 <=y = 1-3
z quelconque z quelconque

S osséde donc une infinité de solutions paramétrée par I'inconnue non principale z.
1

- De la méme fagon, (S2) a une infinité de solutions avec y quelconque, x = —1 — y et
z=1.

- Enfin, (S3) n’a pas de solution si a # 0, et posséde une solution unique y = 1/3 et
r=-2/3sia=0.

Proposition 1.6. — Un systeme échelonné possede des solutions si et seulement si
ses équations de compatibilité sont satisfaites.
— Une solution d’un systéme échelonné compatible est déterminée de maniére unique
par la donnée des valeurs des inconnues non principales.

2 La méthode du pivot

2.1 Systémes équivalents et transformations élémentaires

Définition 2.1. On dit que deux systémes d’équations (5) et (S’) sont équivalents s’ils
ont méme espace de solution.

Cela signifie que soit aucun des deux systeémes n’a de solution, soit que les deux systémes
ont des solutions et que ce sont les mémes.

On peut transformer un systéme en un systéme équivalent en appliquant une suite de
transformations élémentaires suivantes :

1. Intervertir deux équations L; <+ L.
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2. Ajouter & une équation L; un multiple d’'une autre équation L;. Autrement dit, on
laisse toutes les équations inchangées, sauf la i-éme, L; — L; = L; + A\L; avec i # j.

3. Multiplier une équation L; par une nombre non nul : L, — L, = AL; avec A # 0.

4. Echanger l'ordre des inconnues dans les équations (par exemple faire passer les x,
devant les x; dans les équations).

Toutes ces opérations donnent des systémes () et (S’) équivalents car on peut revenir au
systéme initial. C’est clair pour 1, 4 et 3 (L, — L; = L;/\ car A # 0). Pour 2, partant de
L; = L;+ \Lj et L, = L; (inchangée), on retrouve L; = L; — AL},

Attention. Il est essentiel de réaliser ces opérations élémentaires de maniére séquen-
tielle, et non simultanément, pour avoir des systémes équivalents et conserver 1’espace
des solutions. Par exemple, un systéme a trois équations

(S) : Ll, Lg, L3 1mphque (S,) . Lll = L1 — LQ, LIQ = L2 — L3 et Lg = Lg - Ll,

mais (S’) n’implique pas (S) en général car on ne peut retrouver les équations de
départ al’aide des L. Ces nouvelles équations L, sont liées par la relation L)+ Ly+ L5 = 0,
on n’a plus que deux équations indépendantes!

2.2 L’algorithme du pivot de Gauss—Jordan

On peut discuter le résultat et la technique clé du chapitre.

Théoréme 2.2. Tout systéeme linéaire (S) est équivalent a un systéme échelonné (S')
obtenu par transformations élémentaires.

En particulier (S) a des solutions si et seulement si les équations de compatibilité de
(S") sont satisfaites, auquel cas, ces solutions sont uniquement déterminées (paramétrées)
par la donnée des inconnues non principales de (S").

Démonstration. La méthode consiste a éliminer progressivement le nombre d’inconnues dans
les équations successives par la méthode du pivot. Le systéme initial est de la forme

(
1121 + a19T9 + -+ + 1pTp = Y1 Ll
2171 + Q%o + -+ + ApTp, = Yo Lo
(5) o
;171 + QpTo + -+ - + QpXy = Y; i
L An1T1 + ap2o + -+ - + AppTp = Yn Ln
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e Si|ay; # 0, on garde L et on 'utilise pour éliminer 'inconnue z; des équations Lo, - - -,

L, par des transformations élémentaires de type 2,

Lo Lh=Lo— 20, LisLi=L— "L, L, L =L,— L,

a1 a1 11

Le nouveau systéme équivalent (S’) est de la forme

( —_
anzr| + apry + -0 4+ apr, = i Iy
/ / _ / /
ATy + o+ an,x, = yy L

(S

/ / _ / /
% T R N S L;
/ / . / /
\ Apol2 . Applp = Yy Ln

L’inconnue z; est principale, on poursuit 1'algorithme avec le sous-systéme d’équations L,
.-+, L7, en essayant d’éliminer x5 de Lj, etc.

e Probléme : il peut se produire au démarrage que , auquel cas il ne peut pas
servir de pivot. On peut alors chercher un coefficient a;; # 0 dans la premiére colonne du

systéme (S), et Pamener en haut a gauche a l’aide d’une permutation des lignes Ly <> L;
pour démarrer I’élimination. Si tous les coefficient a;; de la colonne son nuls, il n’y a rien a
faire par rapport a x1, c’est une inconnue non principale, et on passe a 'inconnue .

e [’algorithme s’arréte sur un systéme échelonné quand il n’y a plus d’inconnues a traiter
dans les sous-systémes.

O

Remarque 2.3. On note que l'algorithme présenté n’utilise que les transformations élémen-
taires de type 1 et 2 : intervertir deux équations et ajouter a une équation un multiple d’une
autre équation. Formellement, on n’a donc pas besoin d’utiliser les transformations de type
3 (multiplier une ligne par nombre non nul) ou de type 4 (intervertir deux inconnues) pour
échelonner un systéme. On peut cependant les utiliser. Cela permet plus de souplesse comme
nous le verrons sur un exemple.

2.3 Quelques exemples

e On reprend les systémes de l'introduction.

Pour la rédaction, il est pratique d’encadrer au fur et & mesure les inconnues qui servent
de pivot, car alors les transformations élémentaires de type 2 utilisées sont déterminées.
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On les rappelle ici dans le premier exemple.

l’l+$2+l’3:1 + 2y + 3 = 1 Ll
(Sl) 201 + T9+ a3 = —1 — — Xy — a3 = —3 Lo+ Ly—2I,
T —To+2x3=1 — 2z + 723 = 0 Ly« Ls— 14
+ ) + T3 = 1 Ll
- e s
3I3 = 6 L3 <— L3 — 2L2
ry = 1— To — T3 = -2
r3 = 2

Le systéme (S7) a donc une unique solution (z1, zg, x3) = (—2,1,2). Notez que géométri-
quement (S7) représente I'intersection de 3 plans dans R3.

e On passe a (5y) <

+2[E2+I3 = 1<:> + 21‘2 + T3 = 1
201 + 319 — 23 = 2 —3r3 = 0

T3 quelconque
sy Ty = —31'3
ry = 1-2[L‘2—I3:1+5ZE3

Le systéme (S2) a une infinité de solutions paramétrées par l'inconnue non principale xs.

Notez que I'ensemble des solutions est une droite passant par le point (1,0,0) et de vecteur
directeur ¥ = (5,—3,1), puisque

(.2171, X2, l‘g) = (1 + 533‘3, —3233,.1’3) = (1, O, O) + 51737 .

Ici (S) représente l'intersection de 2 plans de R3. Sauf accident (plans paralléles), ils se
coupent bien suivant une droite.

e On a (53) <—

+2$2:1 +2£L'2: 1

T + 3[L’2 = 2= ) = 2—-1=1
1 4+ 4dry = a 200 = a-—1
+ 2?[72 1
<= = 1
0 a—3

Ainsi, (S3) ne posséde pas de solution si le paramétre a # 3. Sia = 3, (S3) est compatible
et posséde une solution unique x; = —1 et x5 = 1.

e Soit a un parametre réel. On considére le systeme

ar —+ + z =
(5) { T
Yy z =

DN =
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Ce systeme est déja échelonné si a # 0, mais ne ’est pas pour a = 0. La présence d'un
parameétre devant une inconnue (apparemment) principale force a discuter sur la valeur du
parameétre. I est plus simple dans ce cas de commencer par intervertir les inconnues en
choisissant des pivots qui ne contienne plus le parameétre.

Par exemple on a (5) <

y + z + ar = 1 y] + 2z + a
Yy — z = 2 —2z| — ax = 1

De cette maniére, a = 0 n’apparait plus comme un cas particulier a traiter séparément. Les
inconnues y et z sont principales quelque soit a, et le systéme est toujours compatible avec
une infinité de solutions paramétrées par x,

ax

2

y=1l—ax—z=

[\CR V]

z2=————

x quelconque.

Autant que possible pour les systémes & paramétre, on évite d’utiliser des pivots conte-
nant un parameétre. Si cela n’est pas possible, on traite a part les cas ou les « pivots »
s’annulent.

2.4 La notion de rang

La technique du pivot vue ici a de trés nombreuses applications dans les calculs vectoriel et
matriciel, comme nous le verrons dans les chapitres suivants. Un nombre entier en particulier
y joue un roéle trés important : le rang. En voici une premiére définition.

Définition 2.4. Le rang d'un systéme linéaire est le nombre d’inconnues principales d’un
systéme échelonné équivalent.

Comme il y a plusieurs fagons d’échelonner un systéme, conduisant en général a différents
choix d’inconnues principales, il nous faudra comprendre pourquoi ce nombre est bien défini
indépendemment des choix.

En attendant, nous pouvons constater son importance dans la discussion de 'existence ou
non, et de I'unicité ou non des solutions d'un systéme.

Théoréme 2.5. Soit (S) un systéme linéaire 4 n équations, p inconnues et de rang .
Alors on a nécessairement r < n et r < p, et un des cas suivants

r=mn solution unique infinité de solutions

r <mn | au plus une solution | pas de solution ou une infinité
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Remarques 2.6. 1. Lorsque r = n = p, le systéme s’appelle un systéme de Cramer.
Il posséde une solution unique.

2. Dans le cas r < p, il y a des équations de compatibilité. Le systéme posseéde des
solutions si et seulement si elles sont satisfaites.

3. On peut remarquer qu’il n’est pas nécessaire de résoudre le systéme pour connaitre
son rang, et connaitre ainsi le nombre de solutions sans les calculer! Il suffit d’éche-

lonner le systéme et de compter les pivots.

Démonstration. Le rang r est le nombre d’inconnues principales. Comme il y a n inconnues
en tout, on a r < n, et de plus n — r est le nombre d’inconnues non principales.

De plus, il y a au plus une inconnue principale par équation d’un systéme échelonné. On
a donc aussi r < p et p — r est le nombre d’équations de compatibilité.

Sir =mn, il n'y a pas d’équations de compatibilité, le systéme posséde donc au moins une
solution.

Si de plus » < p, il y a une infinité de solution paramétrées par les p — r inconnues
principales. Si r = p, il n’y a pas d’inconnue non principale et la solution est unique. O]

email : michel.rumin@math.u-psud.fr

page web : http://www.math.u-psud.fr/ “rumin/enseignement/enseignement.html
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