Math S2 PeiP
Chapitre 5
Applications linéaires et calcul matriciel

Michel Rumin

1 Matrices et applications linéaires

1.1 Applications linéaires

Soient n et p deux entiers non nuls. Nous allons définir les applications f : R — R" qui

nous intéressent.

Définition vectorielle. Il y a deux présentations utiles et complémentaires de la notion
d’application linéaire. La premiére est abstraite et géométrique car elle ne fait pas appel
explicitement aux composantes des vecteurs.

Définition 1.1. Une application f: RP — R" est dite linéaire si pour tout U, U e R,
et tout A€ R, on a:

a) (U +7) = f(Z)+ f(T) et
b) fAT) = M (V).

On peut aussi regrouper les deux propriétés en disant que :

F(d +AV) = f(0) + M(V).

Ecrit de cette facon, on voit une premiére propriété des applications linéaires :

6)) Y (vient de b).

- Une application linéaire transforme une droite vectorielle en une droite vectorielle, ou
0, et une droite affine en une droite affine, ou un point.

- Une application linéaire satisfait toujours f(
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Plus précisément, I'image par f de la droite passant D par U et de dire_(;tion T est la
droite f(D) passant par f(@) et de direction f(7'). Notez que si f(7) = 0 alors 'image
f(D) se réduit au point f().

Application linéaire et image d’une base. Voici une propriété cruciale des applications
linéaires, qui permet de les fabriquer et de les reconnaitre.

Théoréme 1.2. Soient B = (u_>1,u_>2, ,u_;) une base de RP, et v, v3, -, v_; des
vecteurs quelconques de R". Alors il existe une unique application linéaire f : R — R”
telle que

f@)y =, f@)y=u, -, f(u) =10,

Si U = )\15{ + )\2’172) 4+ -+ )\pu_>p est un vecteur quelconque de RP, de coordonnées
(A1, A2, -+, Ay) dans la base B, on a :

F() = M0T 4+ MT3 4+ + A1y (1)

En d’autres termes, une application linéaire est déterminée par son action sur une base.

Démonstration. La formule vient directement de la linéarité. Si une telle f existe, on doit
avolr :

FOT) = fFONT 4 Alih + - + A1)
= M) + Ao f (@) + - + Ao f (1)
= MU + AT + o+ ATy

Le fait que cette formule définit bien une application linéaire provient de la « linéarité »
des coordonnées des vecteurs par somme et homothétie. O

Ainsi, une application linéaire est une combinaison linéaire de vecteurs fixes déterminés
par 'image d’'une base de I’ensemble de départ.

Par exemple dans R2, avec sa base canonique ej = (1,0) et e = (0,1), la connaissance

de f(ef) et f(e3) détermine f tout entiere. Géométriquement, f(x,y) = x=f(eq) + yf(e3)
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1.1 Applications linéaires 3

est la diagonale du parallélogramme de cotés zf(e7) et yf(e3).

Expression en coordonnées. L’équation (|1)) permet d’avoir une deuxiéme définition, plus
concréte, d’une application linéaire f : R? — R"™. Si on travaille avec les bases canoniques
B, et B, de R? et R", alors les coordonnées de

— — —
U = (1,29, -+ ,xp) = T1€61 + To€3 + -+ Tpey
By - = =
sont ses composantes ;. On peut aussi décomposer chaque vecteur v{, v3, --- v, de I'espace
d’arrivée R™ : N
(V] = (CL117G217 T 70%1)
_>
Vg = (Cl127 22, " - 7an2)
%
U5 = (a1, g, -+, Anj)
%
\ Up = (alp7 Aop, * - 7anp)

La formule se traduit alors de la facon suivante :

Définition 1.3. Une application linéaire f de R? dans R" est une expression qui trans-
forme un vecteur @ = (xy, s, - - ,,) de R? en un vecteur v = f() = (Y1, 42, - » Yn)
de R™, ou chaque composante y; est donnée par une combinaison linéaire des coordonnées
xj de z. C’est-a-dire qu'il existe des constantes a;; telles que

Y1 = G11%1 + Q1222 + - - + A1pTp

1 Yo = A21%1 + A22T2 + -+ -+ + A2pXy
4o
f:X= — Y = (2)
Yi = Qi1T1 + Q2 + -+ AipTy
Tp

Yn = Ap1T1 + ApaTo + - + AppTp

Comme dans le cas des systémes linéaires, le passage de la combinaison linéaire a
I’écriture se fait en mettant en colonnes les coordonnées des vecteurs vj image de
la base.

Par exemple, l'application f : R® — R? telle que f(z,y,2) = (122 —y, 2z + y + 2) est une
telle expression, par contre f(z,y,z) = (z* +v% 2) ou f(z,y,2) = (z+ 1,y) n’en sont pas.
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1.2 Matrices et applications linéaires

On voit qu’une application linéaire de RP dans R" est uniquement déterminée par un
tableau A & n lignes et p colonnes de coefficients

11 A2 - Alp

Q21 Q22 -+ QAgp
A=

Ap1 Gp2 - OApp

ol a;; est I'élément de A situé sur la i-éme ligne et la j-éme colonne de A.E]

Définition 1.4. A s’appelle la matrice de 'application linéaire f dans les bases cano-
niques, et on écrit A = Mat(f).

Partant de A, on retrouve I'image de la base canonique de départ f(e_f), f(e_g), cee f(e_g)
dans les différentes colonnes de A : les coordonnées de f (e_;) se trouvent dans la j-éme

&) @) f(@)

colonne de A.

1 1 \
11 Az - Alp
Q21 Q22 - A2
A = Mat(f) = Y
Gp1 Ap2 - App

Notez que la largeur p de A est la dimension de 'espace de départ, et la hauteur n la
dimension de l'espace d’arrivée.

Calcul matriciel de I’image d’un vecteur. On voit dans la formule développée que
les coordonnées de 'image ¥/ = (Y1, Y2, -+ ,yn) de U = (21,29, -+ ,x,) par f apparaissent
en colonnes.

On prend alors comme convention (déja utilisée dans la manipulation des systémes
linéaires), d’écrire systématiquement les vecteurs en colonnes en calcul matri-
ciel, et de les nommer par des majuscules (comme des matrices) :

Tt n
T2 Y2
7:($1,$2,"',l’p)<:>X: : etﬁz(yl,yg,---,yn)@Y: i
T, Yn

1. C’est la méme convention d’indice que pour les systémes linéaires !
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Pour calculer I'image du vecteur U = (1,29, -+ ,x,) de RP & 'aide de la matrice A,
on écrit
aj; Q2 - QAyp T hn
A1 QA22 - Azp X2 Y2
Y=AX=| | . =
ap1 Ap2 - Anp Lp Yn

La méthode de calcul, par exemple de s, est de faire la somme
Yo = A21%1 + A22To + - -+ + A2pT
en balayant simultanément de gauche a droite la seconde ligne de A, a hauteur de ys,
et de haut en bas la colonne X.
On peut aussi se souvenir que la colonne Y est x;x premiére colonne de A + x9x

seconde colonne + etc, comme il vient de (2)) ou de (1)) :

fid =V = f(W) = a1 f(u)) + 2o f (@) + - 2, f ()

1 passage en colonne
AIXl—)Y:AXIZClCl—F%QCQ—i—‘”—F.TpCp,

ou C}; est la j-éme colonne de A donnant les coordonnées de f (u_>])

Exemple. La matrice A = (i g 2) est celle d'une application linéaire
f:R® — R?
XY =AX

Pour calculer f(1,—1,2) on écrit

1
123\ [ ) _ (Ix1+2x(=1)+3x2) _ (5
456/ 1\, S Ux1+5x(=1)+6x2) \11)°

Autrement dit : f(1,—1,2) = (5,11).

Attention, a la compatibilité des longueurs en calcul matriciel. La largeur de A doit
coincider avec la hauteur du vecteur colonne X ; car c’est la dimension de l’espace de
départ.

Par exemple le produit suivant

123 1 n’existe pas!
45 6)\~1 pas’

Il ne faut pas compléter les « composantes fantémes » par des 0 s’il en manque. Ce calcul
n’a pas de sensE] car A est associée a une application de R* dans R? mais (1,—1) est un

2. d’ailleurs, Scilab refusera de le faire!

Notes de cours S2 PeiP année 2014-2015 Michel Rumin
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vecteur de R2.

1.3 Exemples d’applications linéaires du plan : les similitudes

Comme premiers exemples, on va étudier une famille d’applications linéaires f : R? — R?
d’origine géométrique.

En général, une application linéaire de f : R? — R? est déterminée par une matrice 2 x 2
a c
A —
()
[ R? — R?
X=(")rsy=ax=("TY).
Y br + dy

Certaines de ces applications ont une importance géométrique : les similitudes directes.

par la formule

Définition 1.5. Soit A = a + ¢b un nombre complexe. L’application

H:C—=C
2=+ 1y — Az

s’appelle une similitude directe du plan.

Comme on peut assimiler C & R? par z = x + iy <> (z,y), on voit que
Az = (a+ib)(x + iy) = ax — by +i(bx + ay) <> (ax — by, bx + ay)

Autrement dit, la similitude f) est 'application linéaire associée & la matrice
a —b
A= .
Voici leur interprétation géométrique.

Les homothéties. Si A est un réel a, alors f\(z) = az est I’homothétie de rapport a. Sa

=G
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Elle effectue un « zoom » de rapport a dans le plan. Si a < 0, f, effectue une symétrie
centrale z — —z, suivi d’'une homothétie de rapport —a.

Pour a = 1, f; : (z,y) — (z,y) laisse tous les vecteurs inchangés. Cette application
s’appelle ’identité, et on note sa matrice

10
I = .

Les rotations. Si )\ = e = cosf+isinf alors fy(z) = €2 est la rotation d’angle 6. C’est
une application linéaire de matrice

Ry — (cos@ —sin9> . 3)

sinfl  cosf

Notez que Ry(ei) = (cosf,sinf) est bien la premiére colonne de A, tandis que Ry(e3) =

(—sin#, cos ) est la deuxiéme colonne. On a

Ry(z,y) = (xcosf —ysinf, xsinf + y cos ).

Cela donne par exemple les formules d’addition des angles pour cos et sin.

En effet, on a

cos(01 +02)\ R (08 02\  [costh —sinf\ [cosbs,
sin(0; +6)) 1\ sin 0y) \sin6, cosb, sin 6,
_ [cos b costly — sin by sin b,
~ \sin#; cosfy + cos by sinby )
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Rotation dans R®. Un exemple classique lié¢ est celui de la rotation dans I'espace R3,
d’angle 6 et d’axe vertical (0z) engendré par & = (0,0, 1).

On a ici,
R9(6_1>) = (cosf,sinb,0), R9(6_2>) = (—sinf,cos6,0) et R9(€_3>) =&

La matrice de Ry est donc

cosf@ —sinf 0
Ry = |sinf cosf 0],
0 0 1

a ne pas confondre avec la matrice de la rotation dans le plan. On a a faire ici & une
application linéaire de R?® dans R3, et donc & une matrice de taille 3 x 3.

Similitude générale. On revient sur le cas général des similitudes du plan.

On peut écrire \ sous la forme pe, avec p = |A\| = Va2 + b2 et 6 'argument de \. Alors
fr(z) = |Me?2 est la composée d'une rotation d’angle § et d’une homothétie de rapport
|A|. Les dimensions sont multipliées par |A| mais les formes des figures sont préservées (un

carré devient un carré), car les angles sont préservés. En effet si 2o = ¢z, alors fy(20) =
I\ ez = e fr(21).

e On rappelle qu’en général, les applications linéaires de R? ne respectent pas les angles.
En fait, on peut transformer le repére orthonormé ef = (1,0), e3 = (0,1) en n’importe quel

autre couple de vecteurs f(e7) = (a,b) et f(e3) = (¢, d) avec la matrice A = (Z ccl) On

peut méme « écraser » le repére. Par exemple, la matrice

-

est associée a 'application linéaire p : (z,y) — (z,0) qui est la projection orthogonale
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sur 'axe des z.

Nous allons voir comment définir les projections en général.

1.4 Les projections

Les projections se définissent (et sont utiles) dans tous les espaces R"™, dés que 'on dispose
de deux espaces supplémentaires F et F.

Définition générale. Sion a
R'"=E®F,

alors tout vecteur @ de R™ se décompose alors de maniére unique en

U="+W avec U EFEetWeF.

Définition 1.6. La projection pg/p de R" sur E parallélement a F' (ou le long de F) est
I’application définie par

pep R'=E®F — R

On vérifie facilement (exercice) que pg/p est une application linéaire.
C’est en fait ['unique application linéaire qui laisse invariant les vecteurs de F :

pE/F(7) = si U € E, et qui envoie F sur f

Exemples dans R2. Soient D; et Dy deux droites vectorielles distinctes de R?, pas né-
cessairement orthogonales.
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On a alors R? = D; @ D,. Si D, est engendrée par 171), et Do a pour équation ax + by = 0,
on peut écrire explicitement la projection pp,,p, sur Dy le long de D,.

Si U = (,y) et {(T) = az + by, on a

oy /0 (V) = o (4)

En effet, la formule proposée est clairement une application linéaire. De plus, on a

- .
le/DQ(??l)ZU_{ et le/DQ(Tz)ZO si us € Do,

et donc p()\lu_1> + u_g) = )\1'171> est bien I'application cherchée. On note que le dénominateur
E(u_>1) de la formule est non nul, car par hypothése ut ¢ D, et donc ne satisfait I’équation de
Ds. Cette formule s’applique, que les droites D et D, soient orthogonales ou non.

Projection orthogonale. Si de plus D, est la droite orthogonale a Dy, alors on peut
prendre ((7) = (uf, ¥, car alors {(7) = (uj, ¥) = 0 est bien I'équation définissant les
vecteurs de Dy, orthogonaux a v_f Dans ce cas la formule s’écrit

(i, V)

PDy/0y (V) = N ui -
Cette expression est utile, par exemple en physique, car elle donne la composante du vecteur
o suivant u_>1, lorsque u; fait partie d’une base orthogonale.

Exemples dans R3. Da_r;s R3, un plan P et une droite D (pas nécessairement orthogonale
a P) telle que PN D = {0} sont supplémentaires :

R*=DoP.

Si D est engendré par uj et P a pour équation lz,y,z) = ax + by + cz = 0, alors la

formule 5
14
pD/P<7) = ﬁ ?71>

définit de nouveau la projection sur D, parallélement & P.
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La projection pp/p sur P le long de D s’obtient par

pP/D(7) =7 - pD/P(ﬁ) =7 - % U_>1

En effet, d’aprés la définition [1.6], on a de maniére générale
PE/F + DF/E = Id si R*=FE¢&F.

ou Id désigne ’application identité, qui ne déplace aucun vecteur : Id(?) =7 pour
tout ¢ € R™.

En algebre linéaire, il est souvent utile de travailler dans des bases adaptées au probléme
considéré, et qui ne sont pas nécessairement les bases canoniques de RP et R™. Par exemple
dans le cas d'une projection sur E par rapport a F, on préfére travailler dans une base du
type B = Bg U Bp car l'action de pg/r est simple sur Bg et Bp.

On revient sur la relation entre applications linéaires et matrices dans des bases quel-
conques.

1.5 Matrices et applications linéaires dans des bases générales

Soient B = (u_>1,u_>2, e ,u_>p) et B’ = (u_>1’,u—>2’, e ,17%’) des bases quelconques de R? et
R", et soit f : RP — R"™ une application linéaire.

D’aprés le théoréme [1.2] on a toujours pour

= $1u_>1+$zu_>2+"'+$pu_>p = (T1,22, -+ ,1p)B
la formule
F(T) = a1 f(@]) + oo f (@) + - - + @, f ().
On peut comme dans la définition écrire cette relation en coordonnées dans la base B’,
ce qui donne en colonne une expression similaire
W= (1,22, 1) — f() = (1,02 Yn)

Y1 = a11 + Q192 + -+ + Q1pTp
) Yo = G21T1 + Q22T + - - + Q2T

— Y = : (5)
Yi = @11 + QipTa + 0+ QipTp

Yn = Ap1T1 + Ap2Xa + -+ + QppT)p
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c’est-a-dire

Y = AX
avec
a11 a2 Q1p
Q21 QA22 Q2p
A= ]
Qp1 Ap2 - App

mais ol maintenant la j-éme colonne de A est constituée des coordonnées de
f(@}) dans la base B’ choisie dans I’espace d’arrivée.

Définition 1.7. On appelle cette matrice A la matrice de I'application linéaire f dans
les bases B et B’, et on la note

A = MatRB/ (f)

Les formules de calcul sont les mémes que dans les bases canoniques, mais on manipule
ici les coordonnées de @ dans la base B de départ, et on obtient des coordonnées de
f (7) dans la base B’ d’arrivée. Lorsque 'on utilise les bases canoniques, on allege la
notation en écrivant A = Mat(f).

Sinon, il faut garder les bases en notation, car une application linéaire a en général des
matrices associées tres différentes en changeant les bases de travail.

Exemples. e Soit par exemple, application linéaire f : R* — R? associée a

1 3 2
A=
(1 3)
dans les bases canoniques de Bs de R? et B, de R2. Si on garde la base de départ B = Bj

mais que Pon utilise la base B} = (u] = (1,2), 45 = (3,4)) dans R2, alors on a

1 0 2
Al = MatBBHBé(f) = (0 1 O)

puisque

1
(0) premiére colonne de A’,

e}

=
= (1) deuxiéme colonne de A’,

f(e_g) =(2,4) = U] = (2,0), = ((2)) troisiéme colonne de A'.
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e Un exemple plus géométrique. Soit f : R? — R? associée a la matrice

()

On a f(z,y) = (¢, 5¥) = ZX4(1,1). En particulier, on a

NN
NN =

f(1,1) = (1,1) tandis que f(—1,1) = (0,0).

Dans la base B’ = (u] = (1,1),u5 = (—1,1)) de R2, on a donc

MatB/,B/(f) = ((1) 8) .

Cela signifie que si on travaille dans la base B’, alors
U = 2w + y'up — f(ﬁ) S TH

L’application f est en fait la projection (orthogonale) sur la droite y = z, le long de la droite
Y= —u.

On voit sur cet exemple qu'une matrice d’apparence compliquée peut cacher une appli-
cation linéaire d’interprétation claire, mais dans une autre base. Notez aussi que malgré la

forme de Matp g/ (f) = ((1) 0

En fait, toutes les projections sur des droites dans R? ont une matrice de cette forme,
dans une base convenable! En effet, celles-ci sont définies par deux droites distinctes : Dy,
la droite sur laquelle on projette, et Dy la direction de projection (pas toujours orthogonale,
penser a l'ombre du soleil). Si on prend une base B’ = (u_>1,172) de R? avec u] € D; et
us € Dy, alors la formule de projection est d’aprés la définition

), I’application f n’est pas la projection sur 1’axe des x.

PDy /Dy (IL’/?Tl) + y’@)) = 2'u].

La matrice de pp,,p, dans la base B’ est donc Matp p/(p) = (3 8)
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2 Opérations sur les matrices et les applications linéaires

2.1 Structure d’espace vectoriel

Notations. On note L£(RP,R") I'ensemble des applications linéaires f : R? — R”, et
M,

np(R) I'ensemble des matrices réelles & n lignes et p colonnes.

Somme. On peut additionner deux applications linéaires f et g € L(R?,R™) en écrivant
pour tout U e RP,

(f +9)(W) = f(T) + g(W)-

De la méme facgon, on peut additionner deux matrices de méme taille, en ajoutant les
coeflicients terme a terme. Si A = (a;;) et B = (b;;) € M, ,(R) alors on pose

A+ B = (a;; + byj)

. 1 2 8 7 9 9
Exemple. SlA—<3 4) etB—<6 5> alorsA—i—B—(g 9) i-)

Ces deux opérations sont compatibles dans toute base de travail de RP et R".

Proposition 2.1. Si A = Mat(f) et B = Mat(g), alors A+ B = Mat(f + g).

Multiplication par un réel. Si f € L(RP,R") et A € R alors on définit Af par

(AN(T) = AF().
De la méme facon, si A = (a;;) € M, ,(R) et A € R, alors on définit

A = (Nagj) € M, ,(R)

. 1 2 2 4
Exemple. Si A = <3 4> alors 2A = (6 8)'

Ces deux opérations sont compatibles.

Proposition 2.2. Si A = Mat(f) alors AA = Mat(\f).

Structure d’espaces vectoriels. Munis de ces deux opérations de somme et de multipli-
cation scalaire, on voit que L(R?,R") et M, ,(R) sont des espaces vectoriels eux mémes. En
fait

L(RP,R") ~ M, ,(R) ~R"

sont des espaces vectoriels de dimension n x p. Les n X p coefficients a;; d’'une matrice
A = (a;;) € M, ,(R) donnent des coordonnées.
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2.2 Produit de matrices et composition d’applications linéaires
Composition d’applications linéaires. Quand on a deux applications
f:RT—-R" et g:RP - RY
alors on peut définir I’application composée f o g : RP — R" en posant
(fog)(W) = f9(T)).
Notez qu’il faut que I'espace d’arrivée de g coincide avec celui du départ de f, égale a R?

ici.

Proposition 2.3. Si f et g sont des applications linéaires composables, alors f o g est
aussi une application linéaire.

Démonstration. Pour 7, T EeERIet e R, on a

(fog)(T + V) = f(g(U + 7))
= (9(7) + Ag(?)) par linéarité de g,
= (9(7)) + )\f(g(ﬁ)) par linéarité de f,
= (fo9)(W) + A(f 0 9)(T)

]

Produit de matrices. L’opération précédente de composition d’applications linéaires est
trés simple et naturelle, et définie indépendamment de tout choix de base. Comme on sait que
I’on peut associer des matrices & des applications linéaires, cela signifie que 1'on va pouvoir
multiplier certaines matrices entre elles.

Soient f € L(R?,R") et g € L(RP,R?). Soient B une base de R?, B’ une base de R? et B”
une base de R™. Alors on peut considérer les matrices

A= MatB/’B//(f) 3 B = MatBB/(g) et C' = MatRBu(f o g)

Le probléme est de calculer C' a I'aide de A et B.

On revient a la définition de C' = Matp g~ (fog). Sa j-éme colonne C; sont les coordonnées
dans B" de (f 0 9)(i)) = f(9(i})), et donc

Cj = Matp g« (f)(j-éme colonne de Matp 5/(g))
= A(B;)

ot B; est la j-éme colonne de B.
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Pour calculer AB, il suffit donc de multiplier une & une les colonnes de B par la matrice
A. On présente les calculs de la fagon suivante :

by - l)lj . blp
1
B = by;
1
bql ce bq_] Ce bqp
aiq [N alq
: : !
A= i1 — Ak — Aig — Cij =C=AB
An1 e anq

avec

-1 1 1 2
Exemple. Soient A = < 0 ) et B = ( 2) Calculer le produit AB. On a

3
6
3
N i

o
|
VR
o |
—
— =
~
N\
=~ W
Tt W Ot N

On a défini le produit de matrice pour qu’il soit compatible avec I'opération de composition
naturelle des applications linéaires. C’est sa propriété principale.

Théoréme 2.4. Soient f € L(R?,R™) et g € L(RP,R?). Alors on a

MatB,B”(f o g) = MatBlyB//<f) X MatB,B/ (g)

Propriétés du produit et de la composition.
Lorsqu’elle est définie, la composition est :
1. associative : (fog)oh = fo(goh),
2. distributive par rapport a addition : (f+g)oh = foh+goh et fo(g+h) = fog+ foh.

On a donc aussi au niveau matriciel :

Notes de cours S2 PeiP année 2014-2015 Michel Rumin



2.2 Produit de matrices et composition d’applications linéaires 17

1. (AB)C = A(BC) si les produits existent,
2. (A+B)C=AC+BCet A(B+C)=AB+ AC.

Attention, On ne pas toujours composer deux applications linéaires f et g. Pour
définir f o g, il faut pour cela que 'espace d’arrivée de g soit celui de départ de f. De

la méme facon, la produit AB de deux matrices n’est défini que si la hauteur de A
coincide avec la largeur de B.

. 1 2 3\ /1 2 1 2 ,
Par exemple, les produits (4 5 6) (3 4> et <3 4> (1 2) n’existent pas.

Définition 2.5. - Une application linéaire f : R” — R" s’appelle un endomorphisme.
On note End(R") = L(R"™,R") cet espace.

- Les matrices associées aux endomorphismes sont des matrices carrées. On note M, (R)
cet espace.

On peut toujours composer deux endomorphismes de End(R™), et on peut donc toujours
multiplier deux matrices carrées de méme taille.

Ce produit posséde un élément neutre : 'application identité
Id:R" - R"
v U

a pour matrice (dans toute base de R™) la matrice identité de taille n,

10 .- 0
0 1 0
00 - 1

On a
fold=1Ido f = fet Al, = I,A = A pour toute M € M,(R).
Cependant, le produit obtenu sur M, (R) n’est :
1. ni commutatif : on a n’a pas AB = BA pour A, B € M,(R) en général,
2. ni intégre. C’est a dire que AB = AC et A # 0 n'implique pas B = C en général.

1 1
Exemple. Si on prend A = (8 0> et B = (O 8) On trouve que

AB = 00 # BA = 01 =A
0 0 0 0
A2:(8 g)anvecA%O!

Soit f : R? — R? X +— AX lapplication linéaire associée a A (dans la base canonique).
L’égalité A% = 0 signifie que Mat(f)? = Mat(f?) = 0, c’est-a-dire f o f = 0.
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18 3 NOYAU ET IMAGE DES APPLICATION LINEAIRES

3 Noyau et image des application linéaires

3.1 Définitions et premiéres propriétés

Soit f : R? — R™ une application linéaire. On peut lui associer deux sous-espaces vectoriels
importants.

Définition 3.1. - L’'image de f est 'ensemble des vecteurs de R™ qui sont de la forme

f(W) avec W € R? :
Im(f) = {¥ = f(¥), T € R"} = f(R?).
- Le noyau de f est I'ensemble des vecteurs @ € R" tels que f(U) = T

ker f={W € R, f(7)=0}.

Ce sont des sous-espaces vectoriels qui déterminent si f est surjective, injective.

Proposition 3.2. ) ker f est un sev de RP et Im f est un sev de R",
b) f est surjective < Im f = R",
_>
c) f estinjective < ker f = {0 }.

Démonstration. a) e Soient U et U € ker f, alors par linéarité de f, on a
%

fd +XT) = f(A)+ A (V)=0+0 =0,

d'ott @ + AU € ker f et f est un sous-espace vectoriel de RP.

e Soient v} et 75 € Im f, alors il existe u; et up € RP tels que f(zﬁ) = 7 et f(@) e
On a alors

Ul +AU3 = f(ul) + Af(uh) = f(@f + \u3) € Im f,

et Im f est un sev de R".

b) Par définition, f est surjective ssi tout vecteur o de I'espace d’arrivée R™ posséde au
moins un antécédent par f, c’est-a-dire s’écrit ¥ = f(). Cela signifie que Im f = R".

c¢) On rappelle que f est injective si tout élément v eR" posséde au plus un antécédent.
Cela signifie que

() = f(u3) <= ui = u.
Si f est injective et U € ker f alors
f(@) =0 =f0)=u7 =0 =krf={0}
Inversement, si ker f = {ﬁ} et f(ﬁl)) = f(u_>2) alors par linéarité de f, on a

F@) - f@) =f(@ -B)=0 ow -~ ckeafou —u=0,

it

et f est injective. O
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3.1 Définitions et premiéres propriétés 19

La propriété c) est trés efficace pour étudier 'injectivité d’une application linéaire.
En effet @ € ker fef (7) = 0 est un systéme linéaire homogéne a p inconnues (les
coordonnées de U € RP), alors que la définition générale de l'injectivité dépend de ’équation
f (u_>1) =f (u_%), qui est un systéme a 2p inconnues (deux fois plus)! C’est la linéarité de f
qui permet cette simplification.

La propriété : f injective < ker f = {ﬁ} s'interpréte géométriquement. Deux vecteurs ]
et w5 ont méme image par f si et seulement si w5 — uj € ker f, c’est-a-~dire ssi s appartient
a l'espace affine Fy; passant par u; et de direction vectorielle ker f- On a f injective si et
seulement si Eg; est réduit a un point, c’est-a-dire ssi ker f = { 0 }. Lorsque f n’est pas

injective, elle « écrase » les directions dans ker f, comme le fait une projection.

En résumé, 1’étude de 1’équation f (7) = s’appuie sur le noyau et I'image de f :

Proposition 3.3. Soient f € L(R?,R") et ¥/ € R" donnés. Alors :
1. équation (E) : f(U) = U posséde au moins une solution Wy ssi ¥ € Im f,

2. si W elmf et Wy est une solution particuliére de (E), alors toute solution de
(E) est de la forme Wo+ U avec U € ker f. Autrement dit, Uespace des solutions
de (E) est l’espace affine passant par 70 et de direction vectorielle ker f.

. . " . 7 . ~ % :

Le noyau d’une application f est défini par une équation homogeéne f (7) = 0, qui

conduit en coordonnées au systéme AX = 0 avec A = Mat(f). Ainsi le noyau est présenté
comme |’espace des solutions d’un systéme linéaire homogéne.

Ce n’est pas le cas de I'image, qui est définie comme l’ensemble des seconds membres
T € R™ tels que l’équation f (7) = posséde au moins une solution. On peut donner une
présentation beaucoup plus pratique lorsque f est linéaire.

Image de f et image d’une base.

Proposition 3.4. Soit f € L(RP,R") et B = (u_>1, Uh, -+ ,u?) une base quelconque de RP.
Alors ltmage de f est engendrée par l'image de B :

Im f = Vect(f(ui), f(us), -, f(u)).
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20 3 NOYAU ET IMAGE DES APPLICATION LINEAIRES

Démonstration. Tout U de RP s'écrit U = xlu_>1 +xﬂ§ + - -+xpu_>p. On a alors par linéarité
de f,
F() = 21 f(0]) + zoth + - - + z, 10,

Ainsi, les vecteurs ¥/ de Im f sont les combinaisons linéaires de f(u}), f(u3), -, f(w). O
Noyau et image des matrices. Soit A € M, ,(R) une matrice. On lui associe une
application linéaire
f:RF 5 R"
X—Y =AX.
Définition 3.5. - Le noyau de A est le noyau de f c’est-a-dire
kerA={X e R, AX =0}.

C’est I'ensemble des solutions d’un systéme homogéne a p équations et n inconnues.

- L’image de A est 'image de f, c’est-a-dire les vecteurs Y de R” de la forme Y = AX.

D’apreés la proposition Im A est le sev de R™ engendré par les p vecteurs colonnes
de A, puisque ces colonnes sont 'image de la base canonique de RP.

et f:R3 = R3, X+ AX Dapplication linéaire associée.

S O >
© 00

1
Exemple. Soit A= |2
3

eOnaX = (x,y,2) €ker f =ker A &

0 []+4y+T72=0
=10 &1 2x+5y+82=0
0

1 47
AX =12 5 8
3 6 9 3r+6y+92=0

SIS

[]+4y+T72=0

+22:O®

y=-—-2z, v=2z2, z€R.

& —3y|-62=0«

(2] +4y+T72=0 {
—6y — 122 =0

On a donc que ker A est la droite vectorielle engendrée par le vecteur X = (1,—2,1). On
note que X = (1,—2,1) € ker A se traduit par une relation de dépendance linéaire entre les

colonnes de A. On a
Oy — 20y + Cs = 0. (7)

C’est une propriété générale utile.
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avec les C; vecteurs colonnes de A.

Proposition 3.6. Soit A € M, ,(R). On a

X = (21,29, ,2p) Eker A & AX = 21Cy + 2205 + - - - + 2,C, = 0,

En effet, on a C; = Ae; avec e; base canonique.

e D’apres la proposition [3.4] 'image de A est engendrée par ses colonnes :

Cl) 027 CS-

D’apres (7)) elles sont liées, et en fait Im A est un plan vectoriel de base C; et Cy par exemple.

3.2 Le théoréme du rang et ses applications

Le rang d’une application.

Définition 3.7. Soit f une application linéaire. On appelle rang de f la dimension de

Im f, et on le note rang(f).

D’aprés la proposition le rang de f € L(RP,R™) est le rang de I'image d’une base

%

B:(u_>1,u2,--- ,u_;) de R? :

rang(f) = rang(f(ﬁl)), f(@))a e 7f(77p>>) = rang(cla 027 o an)7

pour les colonnes C; de A = Matg p/(f).

Par extension, le rang d’'une matrice A est le rang de ces vecteurs colonnes, c’est-a-dire
le rang de I’application X +— AX associée. On peut donc calculer le rang d’une matrice A
en ’échelonnant a l'aide de la méthode du pivot. Le rang de A est finalement le nombre
de pivots d’une matrice échelonnée équivalente.

Exemple. Pour )\ paramétre réel, on calcule le rang de

1 0
A =1

L=

1 0

On a

0 1
0 A—1 2
rang(A,) = rang 0 0 3
0 0 A

1 2
30 3\

A+1 2

A+1 A+2

2 0o 1 2

A 0 A—1 2\ A

ol ™™o 0o A o0

A 0 0 0 A\
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e Cette matrice triangulaire est échelonnée de rang 4 si tous les nombres sur la diagonale
sont non nuls (sont des pivots). On a donc rangAy = 4 si A # 0 et 1. Dans ce cas Im Ay = R*
et A, est surjective.

e Si A =0, alors

0 1 2

0 [-1] 0 0
rang(Ag) = rang 0 0 0 =2

0 0 00

et une base de Im Ay est constituée de deux premiére colonnes de Ay : C; = (1,0,1,1) et
Cy=1(0,-1,0,0).
e Si A\ =1, alors

1] o1 2 1o 1 2
B 002 1| 0 0 [2] 1
rang(A;) = rang 000 10l=M8 0 00 _
0 00 1 00 0 1

1o 1 2

0 0[2] 1

:rangoo =3,
2
000 0

et une base de Im A; est donnée par les colonnes C7, C5 et Cy de Aj.

Le théoréme du rang. Il y a une relation importante et générale entre les dimensions du
noyau et de 'image d’une application linéaire.

Théoréme 3.8 (Théoréme du rang). Soit f : R? — R" linéaire, alors on a :

p = rang(f) + dimker f.

Démonstration. Soit B = (u_>1,u_>2, e ,u_>p) une base de RP. Le noyau de f est donné par
I’équation

%
(5) F(@) = i f(@)) + oo f (@5) + -+, f (@) = O

qui est un systéme linéaire homogéne a p inconnues et n équations. On a donc :
dim ker f = nombre d’inconnues non principales de (.5).

Par ailleurs, on a

rang(f) = rang(f(ﬁ), f<ﬁ2>>7 T af(ﬁp))
= nombre d’inconnues principales de (5).
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On a bien
p = nombre d’inconnues de (S) = rang(f) + dimker f

]

Attention, si p = n, le théoréme du rang peut donner I'impression que noyau et image
sont en somme directe dans R"”, car il satisfont la bonne condition sur les dimensions. Mais
cela n’est pas vrai en général car il arrive que

ker f NIm f # {ﬁ}

01

Par exemple pour f : R? — R? associée & A = (O 0

>, on a ker f = Im(f) = axe des z.

Conséquences. Les critéres suivants permettent d’obtenir des propriétés de f a partir des
dimension des espaces de départ et d’arrivée.

Proposition 3.9. Soit f € L(RP,R™). Alors :
a) on a toujours rang(f) < p avec égalité si et seulement si ker f = {6)}
b) Si f est injective, alors p < n.
c) Si f est surjective, alors p > n.
d) Si f est bijective, alors p =n.

e) Inversement, si p = n, alors f : R" — R" est bijective ssi [ est injective ou
surjective, c¢’est-a-dire ssi ker f ={ 0} ou rang(f) =n.

Démonstration.
a) On a toujours rang(f) = p — dimker f < p, avec égalité ssi ker f = {6)}
b) On a toujours Im f C R™ et donc, si f est injective, p = rang(f) = dimIm f < n.
c) Si f est surjective alors rang(f) = dimIm f = n < p d’aprés a).

d) Synthése de b) et ¢).

e) Sip=netkerf= {ﬁ}, alors rang(f) = p = n d’aprés a), et donc Im f = R™ et f est
aussi surjective. Si p = n et rang(f) = n, alors dimker f = p — rang(f) = 0 et f est
injective.

]

4 Isomorphismes et matrices inversibles

4.1 Les isomorphismes

Une application linéaire bijective s’appelle un isomorphisme.
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On sait d’apres la proposition précédente que si f : R™ — RP est un isomorphisme, alors
p=n.

Si f est un isomorphisme, on note f~'(7) Punique solution de I'équation f(u) = .
Cette application f~! : R® — R" s’appelle I’application réciproque de f. On a par
définition

fofl=Id=f"1of.

Proposition 4.1. Si f est un isomorphisme, alors son application réciproque f~1 est aussi
une application linéaire.

Démonstration. Soient v_f, v_2> eER"et A€ R. On a

FUEY @D A FH®3) = f(FH@0) + MF(f () car f est linéaire

= U] + A\,
d’ou fH(0]) + AfH(W3) = f7H (U] + A\u3) et la lincarite de f. O

4.2 Matrices inversibles

Définition 4.2. Une matrice carré A € M, (R) est dite inversible si application linéaire
associée f : R" — R", X — AX est un isomorphisme, c¢’est-a-dire si pour tout ¥ € R”,
I’équation

AX =Y
posséde une unique solution.

Si A est inversible, on note A™* = Mat(f~!) la matrice carré de I'application réciproque
dans les bases canoniques.

Remarque 4.3. Si f : RP — R” est un isomorphisme, on sait que n = p nécessairement, et
donc les matrices associées (dans n’importe quelles bases) sont nécessairement des matrices
carrées. C’est pourquoi les matrices inversibles sont nécessairement carrées.

Proposition 4.4. Si A € M, (R) est inversible, alors on a
L AX =Y & X = Ay,
2. AA™Y = A7YA = I,, matrice identité de taille n.

Démonstration. 1. Par définition I'équation f(X) = AX =Y posséde une unique solution
X = YY), c’est-a-dire X = Mat(f~!)Y = A7'Y en notation matricielle.

2. On a donc pour tout Y € R*, AA7'Y = AX =Y, dou AA™! = I,. De méme, pour
tout X € R", A7AX = A7'Y = X, dou APA = 1I,. O

Notes de cours S2 PeiP année 2014-2015 Michel Rumin



4.3 Exemples 25

Matrices inversibles et bases quelconques. Nous allons avoir besoin d’utiliser des
matrices associées aux isomorphismes dans des bases quelconques.

Proposition 4.5. Soient f : R™ — R™ une application linéaire, B = (u_{,@, e ,17%) et
B = (v_1>, vy, ,ﬁ) deuz bases quelconques de R™.

Alors, f est un isomorphisme si et seulement si la matrice A = Matp g (f) est inversible,
auquel cas

Ail = MatBQB(fil).

Démonstration. Soit ¥ € R”, Péquation f() = ¥ s’écrit en notation matricielle
MatB,B/(f)X =AX =Y

ou Y désigne les coordonnées de o dans B', et X celles de @ dans B.

f est un isomorphisme ssi pour tout = R™ I’équation f (7) = posséde une unique
solution, c’est-a-dire ssi AX =Y posséde une unique solution < A est inversible. On a de
plus dans ce cas,

U= fY V) e X =Matp g(f )Y =AY

d’ou Matg g(f~1) = AL O

Critéres d’inversibilité. D’aprés la proposition [3.9] on a un critére de rang pour déter-
miner si une matrice est inversible.

Proposition 4.6. Une nlgtm'ce carrée A € My(R) est inversible si et seulement si
rang(A) =n ouker A = {0 }.

Par ailleurs, on a vu que le rang se calcule en échelonnant A. Il est donc relativement
rapide de savoir si A est inversible. Il est plus long de calculer son inverse, car il faut alors
résoudre le systéme AX =Y, et exprimer le résultat sous la forme X = A~'Y.

4.3 Exemples

Matrice inversible et inverse. On considére la matrice A =

N = =
W N =
o = O

1. A est-elle inversible ?

2. Si oui, calculer son inverse.
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- Pour 1, il suffit de calculer le rang de A. On a

0 0 = 3,
0 0 0
et donc A € M;(R) est inversible.
- Pour 2, il faut résoudre le systéme AX =Y. On a
1 10 1 Y1 T1+ T2 =1
AX =Y |1 2 1 l=|yp| < 1+ 229 + 13 = Yo
2 3 2 T3 Ys 211 + 3x9 + 223 = Y3

’+m2:y1 [Z1]+ 22 =1

S mtrz=p -y S [L2]trs=1—n

( T2+ 223 = y3 — 2y [Z3]=vys —v2— w1
(21 =11 — 22 =11 — 2y2 + Y3

S Te=Y2— Y1 — T3 =2Y2 — Y3

( T3 = —Y1 — Y2+ U3

On retrouve donc que A est inversible, puisque le systéeme AX = Y posséde une unique
solution, et de plus on a X = A~'Y avec

1 -2 1
A7'=10 2 -1
-1 -1 1

Conseil. A la fin d'un calcul d’inverse, il est bon de faire quelques vérifications, par
exemple en calculant quelques termes du produit A=A = I3. Les erreurs ont tendance a se
propager vers xp, c¢'est-a-dire en premiére ligne de A7

Le cas des matrices 2 x2. Il n’y a pas de formule simple de I'inverse d’une matrice carrée
en dimension n > 4.|ﬂ Ce n’est pas le cas pour les matrices 2 x 2.

a b

c d
déterminant det A = ad — bc # 0, auquel cas on a :

1 d —b
Al = .
det A (—c a )

3. Heureusement, les programmes comme Scilab accomplissent trés efficacement ces calculs!

Théoréme 4.7. Une matrice A = < > € My(R) est inversible si et seulement si son
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Démonstration. - Solent X = (xl) et Y = (yl). Ona AX =Y ssi

]

{ ary + bxy = 1y N { (ad —bc)xy = dyy —bya  (dLy — bLs)

cry + dry =y (ad — be)xy = —cyy + ays  (aLg — cLy)
1
x1 = ——(dy1 — bys)
= det A si det A #£ 0.
Ty = m(—c?ﬁ + ays)

Dans ce cas, A est une matrice carré injective et donc inversible, et A~! est la matrice
souhaitée.

- Si det A = 0, on vérifie facilement que ( d) et ( ) € ker A, et donc A n’est pas
—c

a
inversible.

Exemple. A = (1

5 i) est inversible car det A=4—-6=—-2#0,et on a

1/4 -2
_1___
AT = 2(—3 1)

5 Changement de base

Nous allons étudier I'effet d’un changement de base :
— sur les coordonnées d’un vecteur donné,

— sur les matrices associées aux endomorphismes.

5.1 Matrices de passage

Solent B = (u_>1, p, - ,u_>n) et B = (v_f, v_2>, . ,"U_,Z) deux bases de R™. Chaque vecteur v_;
de la « nouvelle base » B’ a des coordonnées dans « ’ancienne base » B :

— — — —
Vj = P1jul + pajup + o Prjln

Définition 5.1. On appelle matrice de passage de B a B’, la matrice
Pppr = (pij) € Mn(R)

dont la j-éme colonne est constituée des coordonnées de v_; dans B.
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Proposition 5.2. 1. Toute matrice de passage est inversible.

2. L’inverse de Pp p est ng, = Pp p : la matrice de passage de B' o B.

Démonstration. En fait, par définition, Pp p est la matrice de I’application identité

Id:R* —» R"
Ve

écrite dans B’ au départ et dans B a l'arrivée! C’est-a-dire que
PB,B/ = MatB/B(Id). (8)

En effet, on sait que par définition, la j-éme colonne de cette matrice est constituée des
coordonnées de Id(v7) = v/ dans la base B.

Comme l'identité est un isomorphisme, la matrice Pp p: est inversible d’aprés la proposi-

tion [4.5] et de plus
P§71B’ = MatB,B:(Id_l) = PB’,B-

]

On remarque inversement que toute matrice inversible P s’interpréte comme une matrice
de passage. En effet, cette matrice P est de rang n, ¢’est-a-dire que ses colonnes forment une
famille génératrice de n vecteurs de R”, et donc une base. P est alors la matrice de passage
Pp g ott B’ est constituée des vecteurs colonnes dans la base initiale.

De maniére équivalente mais plus géométrique, on a :

Proposition 5.3. Un isomorphisme transforme une base en une base.

5.2 Changement de base pour les vecteurs

Soient B = (17{,@), ,1T>n) et B = ('U—1>,U_2), ,ﬁ) deux bases de R™. Un vecteur o'
donné a des coordonnées X dans la base B et X dans la base B’. La matrice de passage
de B & B’ permet de lier ces deux systémes de coordonnées.

Théoréme 5.4. On a
Xp=PppXp.
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Démonstration. D’aprés , on a Pgpp = Matg g(Id). Si T est un vecteur, l'identité
Id(7) = ¥ devient en notation matricielle

XB = MatB/B(Id)XB/ = PB,B’XB’-

]

Attention & la terminologie! Malgré son nom, la matrice de passage de B a B’ permet
de calculer les coordonnées d’un vecteur ¥ dans B (« 'ancienne base ») connaissant celles
dans B’ (la « nouvelle base »), et non l'inverse :-O :-/

Si on veut calculer les nouvelles coordonnées a ’aide des anciennes, il faut échanger B
et B’, c’est-a-dire utiliser
—1
XB/ = PB’,BXB = PB,B’XB'

Il faut donc inverser la matrice Pg p.

Un exemple. Dans R?, on considére la base canonique B = (e_f, e_2>) et la base tournée

d'un angle 0 : B' = (v7, 03) avec

07 = (cosf,sinf) et v = (—sinf,cos).

cosf) —sind
sinf cosd
base canonique B, on a ¥ = (z/,y') s dans la base B avec

x cosf) —sinf\ [z’
Xp = =PppXp =| . ,
Yy sinf  cos@ Y

x=12"cosf — 1y sinf
@ !/ /
y=a'sinf +y cosb

La matrice de passage de B a B’ est Pgp = ( ) et si U = (z,y) dans la

qui exprime les anciennes coordonnées (que l'on connait déja, dans la base canonique) a
l'aide des nouvelles (que 'on voudrait connaitre, dans B’) !

Pour avoir Xp a l'aide de Xp, il faut inverser Pp p/, soit en utilisant la relation générale
du théoreme [.7, soit en remarquant que Pp g est en fait la matrice de la rotation d’angle
6, et que donc son inverse est la matrice de rotation d’angle —@ :

cosf) sinf
—sinf cosf/

—1
Ppp = Pp.p= (
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On a donc

2’ = xcosf + ysinfb
XB/:P§1B/XB<:> ’ .
’ y = —xsinf + ycosl

La transformation Xp — Xp/ est larotation d’angle —6. Cela signifie que, vu de la nouvelle
base B’, le vecteur o semble avoir tourné de —6 par rapport a sa position dans la base de
départ. En fait, ce n’est pas K qui a bougé, mais le repére !

C’est un point important a bien saisir dans cette notion de changement de base : on
s’intéresse a ’application identité, qui ne déplace aucun vecteur, mais exprimée dans des
bases différentes. Les coordonnées changent, pas les vecteurs. La physique exploite ce genre
d’idée, en privilégiant des lois vectorielles qui ne dépendent pas du repére choisi. Par exemple
le principe fondamental de la dynamique de Newton :

—— A7
E forces = —
dt

est une loi vectorielle valable dans tous les repéres galiléens. Cette loi ne s’appuie pas sur
un choix explicite de coordonnées.

5.3 Changement de base pour les endomorphismes

Soit f : R® — R™ un endomorphisme. Etant données deux bases B = (17{ B, ,u_>n) et
B = (v_f, A ,ﬁ) de R", on peut associer deux matrices a f :

A= MatBB(f) et A/ = MatBQB/(f).

On note enfin P = Pp p/ la matrice de passage de B a B'.

Théoréme 5.5. Avec les notations précédentes, on a

A =P 1AP.

Démonstration. On donne deux preuves.

- La premiére est abstraite : on exprime f = Ido fold (!) matriciellement dans les bases

5 fpr = (pldB)(5f5)(ldp)
54 MatB/B/(f) = MatB,B/(Id)MatBB(f)MatB/B(Id) d’aprés
s A= P AP,
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- La seconde preuve utilise la formule de changement de base pour les vecteurs. Soit 0
quelconque et U = f (7) On note Xp et Xp les coordonnées de 7, et Yp et Y celles de
7. On a, d’apreés le théoréme ,

AXB = YB avec YB = PYB/ et XB = PXB/
:>APXB/ = PYp
= (P_lAP)XB/ =Yg = A/XB/.

Comme cela est vrai pour tout Xz € R", les deux matrices A’ et P'AP sont égales (en
prenant par exemple Xp vecteurs de la base canonique de R™). O

La formule précédente comporte I'inversion de la matrice de passage P, suivi du produit
de trois matrices. Ces calculs ne posent pas de problémes pour les ordinateurs, mais sont
lourds et source d’erreurs quand ils sont fait a la main. Dans les exercices, il est souvent
plus intéressant et rapide de revenir a la définition de A’ = Matp p/(f) pour la calculer. On
calcule 'image des vecteurs de B’ par f dans la base B, en utilisant A. On exprime ensuite
les résultats dans B’. Les colonnes obtenues sont celles de A’. C’est formellement équivalent
au calcul général, mais souvent dans les exercices, 'image de la base B’ proposée s’exprime
simplement dans B’.

-1 2 =2
Exemple. Soit A = [ -2 3 —2| et f: R® - R3? X — AX lapplication linéaire
-2 2 -1

associée dans la base canonique B. On considére les vecteurs

u =(1,1,0), ub = (0,1,1) et uj = (1,1, 1).

On montre que B’ = (u_>1, us, 173) est une base de R? en calculant le rang de P =

S = =
— = O
[

On a

1] 1] 0o 1

01
rang(P)=rang | 0 1 0| =rang| O 0| =3,
11

0 0 o0 [1]

et donc B’ est une base, et P s’appelle alors la matrice de passage de B a B’. Pour calculer
la matrice de f dans la base B’, on peut inverser P et calculer le produit A’ = P~'AP.

Ici, il est plus efficace de remarquer que

1 1 0 0 1 1

Al =(1],4al1]|=(1] etaf1]==1]1

0 0 1 1 1 1
& f(ug) =u1, f(u) = et f(u3) = —us.
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1 0

On adonc A= |0 0 |. Géométriquement, f est la symétrie (non orthogonale) par
00 —1

rapport au plan P engendré par ui et up, et le long de la droite D engendrée par uj.

Dans la base B’, I'action de f est simple
FE@ + Y+ ) = 2w + yus — 2

On peut remarquer que fo f = Id, comme c’est le cas de toutes les symétries. Cela se traduit
matriciellement dans toutes les bases. On a la fois

A/Q = MatB/7B/(f)2 = MatB/B/(fz) = MatBQB/(Id) = [3
ce qui est clair sur A’, mais aussi nécessairement
A2 = MatByB(f)z = MatB7B(f2) = MatB7B(Id) = 13,

ce qui ne saute pas aux yeux!

5.4 La trace d’une matrice

On voit sur 'exemple précédent que les matrices A et A’ ont peu de points communs. Il
y a quand méme un nombre simple & calculer qui est préservé (a part le rang).

Définition 5.6. Soit

a1 a1 ... Qp
21 (22 QA2p

A= ] ) ] € M,(R)
Ap1 QAp2 ... QApp

une matrice carrée. La trace de A est la somme des coefficients diagonaux de A :

Tr(A) = a1 + ase + -+ - + anp.

Dans 'exemple précédent, on a Tr(A) = Tr(A’) = 1. Cette coincidence est toujours vérifiée
dans un changement de base d’'un endomorphisme.
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Théoréme 5.7. Si A et A’ € M,(R) satisfont A’ = P~YAP, alors

Tr(A") = Tr(A).

Cela provient du lemme suivant.

Lemme 5.8. Soient A, B € M,(R), alors on a Tr(AB) = Tr(BA).

Démonstration du lemme. D’apres @, on a
(AB)“ = Z aijbji
j=1

d’ou

n n n

Tr(AB) = Z(AB)Z-Z- = Z Zaijbji

i=1 i=1 j=1

=22 biy

j=1 i=1

O
Démonstration du théoreme. On a
Tr(A') = Tr(P'AP) = Tr(APP™Y)
par le lemme avec A = P~! et B = AP. Comme PP~! = I3, on obtient
Tr(A") = Tr(Alz) = Tr(A).
O
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