S2 PeiP ORsAY 2015-2016
MATHEMATIQUES

Feuille d’exercices n°1
INTEGRALES MULTIPLES

Exercice 1 - Intégrale et aire sous la courbe représentative.

Soit a, b des réels positifs. Calculer et interpréter géométriquement les intégrales suivantes :

I—/ brdr et J—/ Va2 —22dz.
0 —a

Exercice 2 - Dessins de domaines du plan.

Représenter les domaines suivants du plan :

Dy ={(z,y) €R? y<a+1, 0<y, y+2z <4},
Dy={(z,y) €R?, >-2, -1<y<1, y>z-3},
Dy={(z,y) €R? 1<z <1, y<a®+1, y>20, y> 2},
Dy={(z,y) e R? 1<’ +4* <4, y <V3z, © <V3y}.

Exercice 3 - Découpages en tranches.

Pour chaque domaine D de l’exercice précédent, et toutes les valeurs des paramétres réels a et b,
déterminer les tranches verticales DN {(x,y) € R?, & = a} (vide ou pas? extrémités ?). Déterminez
de méme les tranches horizontales D N {(z,y) € R?, y = b}.

Exercice 4 - Calculs d’aire et premiéres intégrales doubles.

1. Calculer l'aire des domaines D; de l'exercice 2 pour ¢ =1, 2, 3.

2. Calculer les intégrales doubles / / x dxdy pour ces mémes domaines.
D;

3. Donner les abscisses des centres de gravité des domaines précédents, supposés de densité constante

(homogeénes).

Exercice 5 - Quelques intégrales doubles.

Dessiner les domaines d’intégration et calculer les intégrales suivantes :
1. :// (1 — 2 — y)dzdy pour D = {(z,y) €R?, 0<z, 0<y, v+y <1},
D
zy?
2. 12:// ﬁdxdypourD:{(x,y)ERQ, 0<z<2 0<y<1},
D 14z
3. 132// eV *dxdy pour D = {(z,y) €R? y—2x <1, <0, y >0},
D

2x
4. I, = — = daxdypour D = {(z,y) eR?, 0<x <2, 0<y <1}
1= | frdady vou D= {(e.9) €R2, 0< 0 <2, 0y <1)

Exercice 6 - Symétries dans une intégrale.

Soit f : R, — R une fonction continue définie sur le carré R, = [—a, a] X [—a,a] C R?.



1. Montrer, par exemple & ’aide de Fubini, que

/ f (e, —y)dady = / f (@, y)dzdy .
Ra Rg

Montrer de méme que

//Ra f=ay)dedy = //Ra f(z,y)dady et //Ra f(—z, —y)dzxdy = //Ra f(z, y)dzdy.

2. Montrer que / /R (o, y)dady / /R [y, x)dady.

Indication. Comparer les sommes de Riemann des deux fonctions, ou utiliser que (z,y) — (y,x) est
une isométrie.

3. lllustration. Calculer

// 220410 sin(2209'%) dxdy et // (z — )25 dady .
R2016 R2016

Exercice 7 - Domaines en coordonnées polaires.

Pour chacun des domaines suivants D; C {(z,y) € R?} donner un domaine U; C {(r,6) € RT xR}
tel que l'application (r,0) — (r cos @, rsin ) réalise une bijection de U; \ {r = 0} sur D; \ (0,0) :

Dy ={(z,y) €R?, 2 +4* <1, y >0},
Dy ={(z,y) €R*, 1 <2’ +y* <4, z+y >0},
1
D3:{(I’,y)ER2, §§x2+y2§2a Z/S\/giﬁ, xS\/gy},
Dy={(z,y) eR*, 0<y <z <1},

Exercice 8 - Calculs d’intégrales en coordonnées polaires.

1. Calculer // VR? — 22 —y2dxdy ot D = {(x,y) € R?, 22 +¢% < R?}.
D

2. Calculer l'aire des domaines D; de 'exercice 7.

2
3. Calculer // %dxdy ot D={(x,y) €eR? 1<2?+9?><4,0< 2, y<a}
DI TY

4. Calculer // Va2 +y?dedy on D = {(x,y) € R?, 22 +y* < 1, 22 +4y?—2z > 0}. (Pour dessiner
D
D, remarquer que 22 +y? — 2x = (z — 1)2 +y? — 1).

Exercice 9 - Disques et translations.

Pour a et b réels, on note D(a,b) le disque de centre (a,b) € R? et de rayon 1.
1. Calculer J; = ffD(o,o) xdxdy, Jy = ffD(0,0) ydxdy et J3 = ffD(O,O)($2 + y?)dzdy.
2. En déduire, en utilisant une translation, un calcul de I, = / (2% + y*) dxdy en fonction
D(a,b)

de a, b et des intégrales précédentes. (Commentaire : cette expression intervient par exemple dans
I'énergie cinétique du disque D(a,b) en rotation autour de (0,0) (lancer de disque).)

Exercice 10 - Centre de gravité.

Calculer le centre de gravité (ou d’inertie) des domaines D suivants, supposés homogeénes :



2

1. Dy = {(z,y) € R?, i—z—l—%gl}oﬁa,beR*.

2. Dy ={(z,y) €R?, L 4+ % <1, 2>0, y>0}ona, beR"

3. D3 ={(z,y) €R?, 22 +¢y> <1, 2>0, |y| > az} oil a est un réel > 0.
4. Dy ={(z,y) eR?, 22+ 42 <9, (z—1)2+y> > 1}.

Exercice 11 - Intégrales triples.

1. Représenter le domaine D = {(z,y,2) € R3, 2 >0, y >0, 2> 0, z+y+2 < 1}, puis calculer

I'intégrale
I:/// zdzxdydz .
D

2. Calculer en fonction du réel 6 > 0 I'intégrale suivante :

1(0) = /// sin(z + y + z)dxdydz.
[0,0]x[0,0] % [0,0]

Quel est le signe de I(1)7?

Exercice 12 - Volumes.

1. Calculer le volume d’une pyramide P de hauteur h et de base rectangulaire de longueur ¢ et de
largeur L.

2. Représenter D = {(z,y,2) € R}, —1 <2 <1, 22 +9? <1+ 2%} et calculer son volume.

3. Calculer le centre de gravité de D, supposé de densité constante (homogéne).

Exercice 13 - Coordonnées sphériques.

Utiliser un changement de variable pour calculer I'intégrale de f sur le domaine D avec
1. D={(z,y,2) €ER3, 22 +92+22<1, >0, y >0, 2> 0} et f(x,y,2) = zyz,
2. D={(x,y,2) € R3, 1 <a?+y?+ 22 <4d}et f(z,y,2) = (2% + % + 2?), pour a € R.



