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Géométrie différentielle/Differential Geometry

Un complexe de formes différentielles sur les variétés
de contact

Michel RUMIN

Résumé — On construit sur les variétésde contact un complexede formes différentielles« modulo
formes de contact ». On l'utilise pour donner, dans le cas C.R. strictementpseudoconvexe,compact
et en dimension S 5, un critère d'annulationdu premier nombre de Betti sous une condition portant
sur la courbure pseudohermitienne.

A complex of differential forms on contact manifolds

Abstract — We construcl on contact manifolds a complex of differential forms "modulo contact
forms". We use it to give, in the compact strictlypseudoconvex C.R. case dimension â5, a vanishing
theoremfor the first Betti number under an assumption on the pseudohermitian curvature tensor.

En géométrie riemannienne, on sait, par un théorème de S. Bochner [1], que si une
variété compacte M possède une métrique de courbure de Ricci >0, alors son premier
nombre de Betti b1 est nul. Cela s'obtient en comparant le laplacien issu du complexe de
De Rham de M, à celui provenant de la connexion de Levi-Civita de la métrique. On se

propose ici de donner un analogue de cette méthode en géométrie pseudohermitienne.
Pour cela, nous commençonspar construire un complexe de formes différentielles adapté
à une structure de contact sur M. Nous nous plaçons ensuite dans le cas C.R. strictement
pseudoconvexe pour disposer de la connexion pseudohermitienne de Webster [2], et
dériver des formules de Weitzenböck.

Nous pouvons alors énoncer, en dimension ^5, un critère d'annulation de b1. La
méthode utilisée ne s'étend pas en dimension 3. Dans ce cas, on considère un laplacien
hypoelliptique d'ordre 4.

1. DESCRIPTION DU COMPLEXE UTILISÉ. —
Soit M une variété compacte de dimension

2n+ 1 munie d'un champ d'hyperplans de contact Q.
Si 9 est une forme de contact, on note I* = {aeA*T*M tel que a, = Q A fi + dQ A y}

l'idéal différentiel engendré par 9, et J* = {cxeA*T*M tel que 9Aa= 0etd9A0t= 0}.

Les idéaux I* et J* sont indépendants du choix de 9 et stables par la différentielle
extérieure d. On considère alors les complexes induits par le complexe de De Rham sur
A*T*M/I* et J*. Notons dQ les opérateurs induits par la différentielle extérieure d. On
relie ces complexes de la façon suivante :

PROPOSITION. - // existe un opérateur différentiel D : A"T* M/T" -» J"+ 1 tel que :

soit une résolution. La cohomologie de ce complexe coïncide donc avec la cohomologie de

De Rham de M.
La construction de D utilise le lemme suivant :

LEMME. — Soit a £ A" T* M/{ formes divisibles par 9}. Il existe un unique relèvement

a de a. dans AnT*M tel que doLe5n+ 1. On note alors D' a = doi.
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Démonstration. —
Si a est un relèvement quelconque de oc, on cherche un (3 tel que

a = a + 0 A p vérifie 9 A da = Q, c'est-à-dire 9 A da + Q A d% A |3 = 0.
Ceci est possible de façon unique (modulo 9) car la multiplication extérieure par dQ,

L = IIA induit un isomorphisme de A" "' T*M/{ formes divisibles par 9] sur
A" + 1 T* M/{ formes divisibles par 9 }.

On a bien c/aeJn+ 1, car on a aussi : dQ A da = d(Q A da) = 0.
Soit maintenant c/0 A (3 la projection de dQ A (3 dans A"T* M/{ formes divisibles par

9j. On a : d(dQ A P
—

G A
/p) = 0eJn+ 1 et alors D' (dQ A~p) = 0. D'passe donc au quotient

en D : A"T* M/I" -> J"+ '. On note que D est d'ordre 2 en dérivées suivant Q.

2. LE CAS DE D SUR LE GROUPE DE HEISENBERG H3 DE DIMENSION 3, FORMULE ASYMPTO-

TIQUE POUR L'HOLONOMIE.
—

L'algèbre de Lie de H3 est engendrée par X, Y et Z avec
[X, Y] = Z.

On note hx la famille de dilatations telle que h\(X) = X. X, hx(Y) = X. Y et ht (T) = X2.T.
Soit y un lacet partout tangent à Q, le champ de plans engendré par X et Y. Notons
fi = hx.y les lacets homothétiques,et yx leur projection sur H3/centre (H3) identifié à R 2.

Soit enfin, ae A1 T* M/I 1 ^ A1 Q*.
On a une formule d'holonomie asymptotique lorsque X -> 0 :

à l'ordre 3 en X, et où

est le vecteur moment dipolaire associé à yx, avec <?S = Y^-

3. FORMULESDE WEITZENBÖCKPSEUDOHERMITIENNES. — Dans la suite de cette Note, on
se place au niveau des 1-formes, et dans le cas où le champ de contact Q possède une
structure C.R. intégrable strictement pseudoconvexe. On a alors sur Q une structure
complexe induisant la décomposition de Q®C en Q'^ + Q0' 1 avec la condition
[Q 10, Q'^jcQ1'0. Le choix d'une forme de contact 9 détermine une métrique hermitienne
définie positive h sur Q 10 par h= —i.dQ(.,.), ainsi qu'une connexion pseudohermitienne
notée V, ou connexion de Webster [2]. Nous allons l'utiliser pour écrire des formules de
Weitzenböck en dimension ^ 5 (n ^ 2). Pour cela, on décompose le complexe suivant les
types en notant que :

et, </9|0 étant de type (1,1),

On pose alors, pour/eC* (M) ® C et a £ A1 T* M/I 1 ®C :

ainsi que :

les opérateurs conjugués. La condition d'intégrabilité de la structure C.R. nous assure
que l'on a :
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V* et V* leurs adjoints.

où (Trace R)x = torsion de Webster et (Trace R)2 = courbure de Ricci pseudohermitienne
sont des traces du tenseur de courbure R de V [2],

4. APPLICATIONS.
— On étudie d'abord la régularité hypoelliptiquedu complexe dQ.

En reportant S^SQ-SI dans (2) et utilisant (1), on obtient, en posant

On a alors, pour M de dimension ^5, et ae A1 T* M/I' ® C :

d'où :
||ôQa||2 + «/(«-1). ||(/Qa||2^ 1/«.|| Va|| 2 + K. ||a||2, avec K constante réelle. Le

système (dQ, 5Q) contrôle une dérivée suivant Q; il est alors hypoelliptique maximal [4],

et on a :

PROPOSITION. — La cohomologie des 1-formes peut se représenter par des formes dQ

harmoniques, c'est-à-dire que l'on a : H1D.RS;.^1 = { 1 formes a avec dQd. = ?>Qa= 0 }.

En utilisant ce résultat nous pouvons donner une décomposition de Hodge de H{,R par
l'énoncé suivant :

PROPOSITION. — Si la torsion de Webster de la structure pseudohermitienne est nulle
alors H1 (M) ® C = H 1, 0 + H0, 1 où H 1, 0 est l'ensemble des (1,0)-formesdQ-harmoniques.

Démonstration.
—

Soit ex une 1-forme dQ-harmonique; alors :

6Qa= 0 = 5i a + Z1 a et (ÛJQOC) 1, 1 =Q = d3<x+ d3oi.

Reportons ceci dans l'équation (1) pour obtenir :

Et l'on note que si (Trace R)x=0, alors 5, a = 0 = 5Q(oc1'0) et d3a = 0 = (dQ(a1'0))lA, et
comme l'on a aussi :

(dQ(ct1'0))2,0 = (dQai)20 = Q, a10 est dQ-harmonique (et de même
a0'1).

Remarque. — D'après [3], il existe sur M un choix de forme de contact 9 tel que la
torsion de Webster soit nulle si, et seulement si, il existe sur M un champ de vecteurs
transverse à Q qui conserve Q et sa structure complexe J.

On énonce maintenant le critère d'annulation du premier nombre de Betti b1 annoncé
dans l'introduction.

PROPOSITION. - Si ((Trace R)2 a, a)m>(n+1). | ((Trace R)j a, a)m| pour tout me M
(de dim 2:5) et tout a, alors b1 =0.

Démonstration. —
Soit a une 1-forme dQharmonique.
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En reportant <r/2a= (dQ/Qa)20 = 0 dans l'équation (2), on obtient :

Enfin, (3) s'écrit :

On déduit alors en éliminant || V_ a || 2 et || 81 a || 2 de (4), (5) et (6), que l'on a :

Ici, ((Trace R)2a, a)m est une forme hermitienne [2], Par contre, ((Trace R)l a,a)m n'est
pas hermitien, et en fait change de signe lorsque <xE->/.a1, 0 —i.oc0, 1; c'est pourquoi l'on
prend sa valeur absolue dans l'énoncé de la proposition.

Remarque. — Si (Trace R)22;0 et (Trace R)j =0, alors il résulte de (4) et (5) que toute
1-forme </0-harmoniqueest parallèle, et comme V est métrique, on a :

5. LE CAS DE D EN DIMENSION 3. - Nous avons ici D :
A1 T*M/I1wA1 Q*-> J2.

Si l'on a fait un choix de forme de contact 9, alors :
J2«0 A (A 1 Q*), et on y a une

métrique. On note alors D* l'adjoint de D.
Le produit extérieur des formes passe au quotient en

et induit un opérateur

L'opérateur (f/0§0+ D*D) ne peut pas être hypoelliptique maximal [4] car dQ6Q est
d'ordre 2 et D*D d'ordre 4; on choisit alors le laplacien AQ = (c/0oQ)2 + D*D et on
vérifie que :

—
AQ est hypoelliptique maximal, et alors la cohomologiese représente par des formes

AQ-harmoniques;

— la condition de jauge est inchangée car f/QoQa= 0<ï>§Qac= 0;

— on a toujours conservation des types par ÀQ lorsque la torsion de Webster de V
est nulle, et alors HpR(M) ® C = H1.0 + H0. 1, en particulier by est pair;

— on a : AQ = (dQ&Q+ * D)2, avec t/Q§Q+ * D d'ordre 2, autoadjoint, et hypoelliptique
maximal mais non Dositif. car l'on a. Dour aeA1T*M/I1

:

On ne peut donc en déduire un critère d'annulation de H1DR(M).

Note remise le 12 janvier 1990, acceptée le 15 janvier 1990.
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