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tions linéaires, formalisation générale de la théorie des systémes d’équations linéaires. Ce n’est qu’au XIXe
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trouve une méthode générique pour la résolution des systémes d’équations linéaires et Camille Jordan résout

le probléme de la réduction d’endomorphisme.

Johann Carl Friedrich Gauss, né le 30 avril 1777 ¢ Brunswick et
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Marie Ennemond Camille Jordan, né le 5 janvier 1838 a Lyon et
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pour son influent Cours d’analyse.
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Groupes

L’objectif de ce chapitre est d’introduire la notion de groupe. Nous étudierons tout particulierement le
groupe symétrique (ou groupe des permuations) qui nous sera utile pour la définition du déterminant au
chapitre 2.

1. Généralités sur les groupes

,—[Déﬁnition 1- Groupe]

e On dit qu’un ensemble G muni d’une loi de composition interne *, c’est-a-dire une appli-
cation

x*: GxG— G,
est un groupe si :

(i) la loi * est associative, c’est-a-dire :
V(g.h k) €G®, gx(hxk)=(g%h)xk,
(ii) G admet un élément neutre pour la loi *, c’est-a-dire :
JdeeG | Vge G, gxe=exg=yg,
(iii) tout élément de G admet un symétrique pour la loi *, c’est-a-dire :
Vge G, IheG | gxh=hxg=e.
e Si de plus * est commutative, c’est-a-dire :
Vg,he G, gxh=hxg,
on dit que G est un groupe abélien (ou groupe commutatif).

e Si (G, ) est un groupe fini, on appelle ordre de G le cardinal de G.

EXERCICE DE COURS 1. Donner des exemples variés de groupes.

EXERCICE DE COURS 2 (unicité de 1’élément neutre et du symétrique d'un élément). Soit (G, *) un
groupe.

1. Montrer que G admet un unique élément neutre. On le note en général e, 1 ou 1g (on le note

parfois 0 si le groupe est abélien et si la loi est notée + ).

2. Montrer que tout élément de G admet un unique symétrique. On note en général g=' le sy-

métrique d’un élément g de G (on le note parfois —g si le groupe est abélien et si la loi est
notée + ).

A Pour montrer qu’'un ensemble E est un groupe pour un loi *, il faut d’abord vérifier que la loi *
est interne dans F.
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EXERCICE DE COURS 3 (le groupe linéaire d’ordre n). Soient K =R ou C, et n € N*. On note #,(K)
lensemble des matrices carrées d’ordre n d coefficients dans K, et GL,(K) l’ensemble des matrices

inversibles de ., (K).
1. Montrer que l’ensemble GL,(K) muni de la multiplication x des matrices est un groupe.

2. Quel est son élément neutre ¢ Quel est le symétriqgue d’une matrice inversible A € GL,(K) ¢
Pour quelle(s) valeur(s) de n le groupe GL,(K) est-il abélien ¢

Le groupe GL, (K) est appelé le groupe linéaire d’ordre n (d’od la notation GL...).

De la méme fagon, on montre que 'ensemble GL(E) des automorphismes d’un K-espace vectoriel F muni
de la composition o des endomorphismes est un groupe, appelé le groupe linéaire de E.

2. Sous-groupes

On s’intéresse aux sous-ensembles d’un groupe donné qui sont encore des groupes pour la loi induite.

,—[Déﬁnition 2 - sous—groupe] \

Soient (G, *) un groupe et H un sous-ensemble de G. On dit que H est un sous-groupe de G si :
(i) V(z,y) € H:, xxy € H,
(ii) e € H, ou e est I’élément neutre de G,
ii)

(iii) Vo € H, = € H, ou ! désigne le symétrique de = dans G.

\ J

EXEMPLE 1. 1. Pour tout n € N, l'ensemble nZ = {na;a € Z} est un sous-groupe du groupe
abélien (Z,+).

2. L’ensemble U des complexes de modules 1 est un sous-groupe du groupe abélien (C*, x).

EXERCICE DE COURS 4. Vérifier ces assertions.

,—[Proposition 3 — caractérisation des sous—groupes} \

Soient (G, *) un groupe et H un sous-ensemble de G. Pour que H soit un sous-groupe de G il faut
et il suffit que 'on ait :

(i) H est stable pour x,

(ii) H est un groupe pour la loi induite par la loi de G.

\. J

On remarquera 'analogie avec la notion de sous-espace vectoriel relative a la notion d’espace vectoriel.

EXERCICE DE COURS 5. Démontrer cette proposition.

EXERCICE DE COURS 6. Soient G = R* X R et * la loi dans G définie par :
(@, y) = (2',y) = (x2’ 2y +y).
1. Montrer que (G, *) est un groupe non commautatif.

2. Montrer que R} x R est un sous-groupe de G.

Nous allons rencontrer d’autres sous-groupes intéressants dans la suite du cours : le groupe alterné 2,,,
sous-groupe du groupe symétrique &,, (voir la section 4 de ce chapitre), le groupe spécial linéaire SL,(K),
sous groupe du groupe linéaire GL,,(K) (voir 'exercice 2 de la fiche d’exercices n°1), etc.

6
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3. Morphismes de groupes

On s’intéresse maintenant aux applications entre deux groupes qui «préservent» la structure de groupe.

,—[Déﬁnition 4 — morphisme de groupes]

Soient (G, *) et (G', T) deux groupes, et f: G — G’ une application.
e On dit que f est un morphisme de groupes si :
V(g,h) € G*, flg*h) = f(g)Tf(h).
e Si de plus f est bijective, on dit que f est un isomorphisme de groupes.

e SiG=G et x=T et si f est un morphisme de groupes, on dit que f est un endomor-
phisme de groupes.

e SiG=G',*=T etsi f est un isomorphisme de groupes, on dit que f est un automor-
phisme de groupes.

\

On remarquera 'analogie avec les applications linéaires entre espaces vectoriels.

,—[Proposition 5 — propriétés des morphismes de groupes]

Soient (G, *) et (G', T) deux groupes, et f: G — G’ un morphisme de groupes. Alors :
1. f(e) =€, si e est le neutre de G et €' celui de G/,

2. Vz € G, f(z71) = f(x)~!, si 27! désigne le symétrique de = dans G, et f(x)~! celui de
f(z) dans G'.

\.

J

En pratique, on vérifiera qu’un morphisme de groupes «envoie le neutre sur le neutre» (propriétés 1 de

la proposition) : cela permet de vérifier la cohérence du résultat.

EXERCICE DE COURS 7. Démontrer cette proposition.

,—[Déﬁnition 6 — noyau et image d’un morphisme de groupes}

Soient (G, *) et (G', T) deux groupes, et f: G — G’ un morphisme de groupes.
e On appelle noyau de f, et on note Ker f, I’ensemble :
Kerf={re G| f(z)=¢}=f"({D)
ol €’ est I’élément neutre de G'.

e On appelle image de f, et on note Im f, ’ensemble :

Imf={yeG;3zeCG|y=f(x)}=f(G).

Proposition 7 — le noyau et I'image d’un morphisme de groupes sont des sous-groupes

Sif:(G,*) — (G',T) est un morphisme de groupes, alors Ker f est sous-groupe de G et Im f est
un sous-groupe de Im f.

La encore, on remarquera l’analogie avec les propriétés du noyau et de 'image d’une application linéaire

entre espaces vectoriels.

EXERCICE DE COURS 8. Démontrer cette proposition.
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EXERCICE DE COURS 9. Vérifier que l'application de C* dans R’ qui d un complexe z € C* associe
son module |z| € R est un morphisme du groupe (C*, x) dans le groupe (R* , x). Quel est son noyau ?
Retrouver ainsi que l’ensemble U des complexes de module 1 est un sous-groupe de (C*, x).

4. Le groupe symétrique

Soit n € N\ {0,1}. Une permutation de ensemble {1,...,n} est une bijection de cet ensemble. On
note &,, 'ensemble des permutations de {1,...,n}.

EXERCICE DE COURS 10. Montrer : Card(&,,) = nl.

Proposition-Définition 8 — L’ensemble des permutations est un groupe]

L’ensemble &,, muni de la loi de composition o est un groupe, appelé le groupe symétrique
d’ordre n (ou groupes des permutations de {1,...,n}).

EXERCICE DE COURS 11. Démontrer cette proposition.

Une permutation ¢ de G,, sera notée : ! 2 o n—1 "
P n ‘o) o) -+ on-1) o))"
,—[Déﬁnition 9 - transposition] \
Pour tout (i,5) € {1,...,n}? tel que i < j, on appelle transposition associée a (i,j), et on
note 7; ; ou simplement (4, j), la permutation de {1,...,n} qui échange i et j, c’est-a-dire :

7.;(0) =4, m;(G) =1, 7 ,(k)=Fkpourtout ke {l,...,n}\{i,j}.

L’ensemble {i,j} est appelé le support de la transposition 7; ;.

\ J

12345>

EXEMPLE 2. Pourn =5, on a T4 = <

Pour k € N* et ¢ € &,,, on note ¢* la composée g o --- o g, avec la convention ¢° = Idgy,. ny-
¢ 5
k fois

EXERCICE DE COURS 12.
1. Combien y a-t-il de transpostions dans &, ¢
2. Soit (i,7) € {1,...,n}? tel que i < j. Que vaut 7'5]- ¢ En déduire le symétrique (ou inverse) de
7i,; dans G,.
3. Pour quelles valeurs de n le groupe (S,,,0) est-il commutatif ¢
(Indication : pour n > 3, comparer 712 0 To 3 €t 72,3 0 T1,2.)

Théoréme 10 — les transpositions engendrent le groupe Gn]

Les transpositions de {1,...,n} engendrent le groupe &,,. Autrement dit, toute permutation de
{1,...,n} s’écrit comme la composée (d’au moins une fagon) de transpositions.

EXERCICE DE COURS 13. Démontrer ce théoréme par récurrence sur n.

(Indication : pour le passage «n — n+1», on distinguera le cas ot o(n+1) = n+1ducaso(n+1) # n+1
pour une permutation donnée o de {1,...,n + 1} que lon cherche & décomposer en un produit, i.e, la
composée, de transpositions.)
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La démonstration précédente (exercice 13) fournit un algorithme permettant de décomposer une permu-
tation quelconque en un produit de transpositions : on remet les éléments de 1,...,n dans 'ordre en mettant
a sa place a chaque étape 'un d’entre eux.

EXEMPLE 3. Soit

On écrit (en encadrant & chaque étape les éléments d échanger) :

1 2 3 4 5 6 7 8

Q

6 3 7 4 1 5

[c¢]

[=] EN
SN
[~] -
e

72,8

71,6

72,3

On a donc : T930Ta50T160T570Tag00 =1dyy, gy, d'ou
oc=1,domntortor,tor old =T980T570T]60To5OT:
— 2.8 5,7 1,6 2,5 2,3 {1,...,8} — 72,8 5,7 1,6 2,5 2,35
puisque Tijjl = 7, pour tout (i,7) € {1,...,8}2.

A L’ordre est important dans la décomposition! En effet, deux transpositions ne commutent pas en
général (voir l'exercice 12).

,—[Déﬁnition 11 — inversion et signature d’une permutation] \

Soit 0 € G,,.
e On dit qu'un couple (c(7),0(j)) est une inversion de o sii < j et (i) > o (7).
e On note I(o) le nombre d’inversions de o, et on appelle signature de o, le nombre, noté

(o), défini par :
(o) = (-1)1),

e On dit que o est paire (resp. impaire) si (o) =1 (resp. (o) = —1).

EXERCICE DE COURS 14. Soit o comme dans 'exemple 3. Calculer le nombre d’inversions de o. La
permutation o est-elle paire ou itmpaire ?

Avec cette définition, la signature n’est pas toujours tres aisée a calculer en pratique. La proposition
suivante permettra d’obtenir des propriétés remarquables de la signature, et nous verrons d’autres facons de
la calculer.
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,—[Proposition 12 — une autre expression de la signature ) \

Pour tout 0 € G,,, on a :

EXERCICE DE COURS 15. Démontrer cette proposition.

Théoréme 13 — La signature est un morphisme de groupes}

L’application signature e: &,, — {—1,1} est un morphisme surjectif du groupe (&,,,0) sur le
groupe {—1,1}.

EXERCICE DE COURS 16. Démontrer ce théoréme.

Définition 14 — groupe alterné]

Le noyau de € est un sous-groupe de &,, (voir la proposition 7) donc un groupe, appelé le groupe
alterné d’ordre n, et noté A,,.

EXERCICE DE COURS 17. Décrire les groupes &3 et Us. Ecrire la table de composition de Ss.

Proposition 15 — toute transposition est impaire]

Toute transposition de {1,...,n} est impaire.

EXERCICE DE COURS 18. Démontrer cette proposition.

Gréce aux théoremes 10 et 13, on en déduit une méthode pratique pour calculer la signature :

Corollaire 16

Soient 0 € &,,, N € N* et t1,...,ty des transpositions de &,, telles que 0 =t 0---oty. Alors
e(o) = (-1)V.
EXEMPLE 4. Avec o comme dans l’evemple 3, on obtient que (o) = (—1)% = —1.

A Bien que la décomposition d’une permutation en un produit de transpositions ne soit pas unique,
Iexpression de la signature donnée par le corollaire précédente n’en dépend pas!

10
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—~{Définition 17 - cycle} .

Soit p € {2,...,n}.
e On appelle p-cycle de {1,...,n} toute permutation o de {1,...,n} telle qu’il existe

z1,...,2p € {1,...,n}, deux & deux distincts, vérifiant :
o(x1) =22, o(x2) =23, ..., o(xp_1)=2xp, o(xp) =11,
Vke{l,...,n}\{x1,...,2p}, o(k)=k.
e L’ensemble {z1,...,z,} est appelé le support de o, et on note o = (z1,...,2p).
e Une permutation o de {1,...,n} est appelée un cycle s’il existe p € {2,...,n} tel que o

soit un p-cycle.

\. J

Par exemple, toute transposition est un 2-cycle. La notation (¢, j) pour la transposition 7; ; est donc en
cohérence avec la définition ci-dessus.

1 2 3 4 5
. ; - 2 .
EXEMPLE 5. La permutation (1 5 9 4 3> est le 3-cylee (2,5, 3)
A L’ordre des éléments x1, ..., x, dans la définition ci-dessus est important.

Par exemple, (2,5,3) # (2,3,5). En revanche, (2,5,3) = (5, 3,2). Plus généralement, on a :
(xla" '7xp) = (an"'axznxl) == ('r;lhxla"'axp—l)'
Nous admettons le théoréme suivant dont la démonstration est un peu délicate. Toutefois, son énoncé est

tres intuitif comme nous allons le voir sur un exemple. Le point clé est d’observer que deux cycles & supports
disjoints commutent.

Théoréme 18 — toute permutation est décomposable en un produit de cycles a supports disjoints]

Toute permutation de {1,...,n} est décomposable en un produit de cycles & supports deux & deux
disjoints, de fagon unique & ordre pres des cycles.

1
4

9 10

EXEMPLE 6. On a ( 10 3

2 3456 78
6o 15 8 9 7 >_(1,4)o(2,6,8,7)0(3,9,10).

Schématiquement :

1l—4——1

11






Déterminants

1. Introduction

Le déterminant d’une matrice carrée peut étre vu comme une généralisation (ou une formalisation) des
notions d’aire et de volume, qui tient compte de 1’orientation. Nous tentons ici de motiver sa définition dans
le cas des matrices carrées d’ordre 2.

On se place dans R? muni de sa base canonique (?, 7) orthonormée, ou ? = (1,0) et 7 = (0,1), que
l'on convient d’appeler directe. Les termes orthonormée et directe seront définis de maniére rigoureuse au
deuxiéme semestre. Ici, orthonormée est a comprendre au sens de la géométrie du lycée. Considérons deux
vecteurs u] = (z1,y1) et w5 = (22, y2) de R? écrit dans la base canonique (7 , j ). On appelle parallélogramme
engendré par Ui et uj 'ensemble {041171) + qatth : (a1, a) €10,1]2}.

b
i

=

Calculons 'aire &7 de ce parallélogramme. On sait qu’elle est égale a la longueur b d’un c6té (par exemple
|@1]), multipliée par la hauteur h correspondante : & = b x h. Pour obtenir &/ en fonction des coordonnées
de 171> et u_% , il suffit d’introduire le vecteur v_1> = (—y1,1). Ce vecteur est en effet orthogonal & 17{ et de méme
norme, de sorte que

@] = hx @] =hxb=o,

ol - désigne le produit scalaire canonique de R?. On a donc
A = |r1y2 — Y1 72|

Comme nous le verrons au cours de ce chapitre, pour (x1,y1,72,%2) € R*, le déterminant de la matrice

carrée A = (zl 22) € #>(R), noté det(A) ou v , est défini par :
1 Y2
Ty T2
det(A) = = 21Y2 — Y122.
(4) TR 1Y2 — Y122

En particulier, |det(A)| représente 'aire du parallélogramme engendré par les vecteurs colonnes <z1> et
1

(?) de A. Le déterminant possede de plus un signe : il est strictement positif si les vecteurs (zl) et (ff)
2 1 2

forment aussi une base directe, strictement négatif s’ils forment une base indirecte, et nul si ces vecteurs sont
liés. Nous donnerons une définition rigoureuse de ’orientation (le choix d’une base directe de référence) a la
fin de ce chapitre.

13
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On peut de méme introduire le déterminant d’une matrice carrée réelle d’ordre 3 de sorte que sa valeur
absolue soit le volume du parallélépipéde engendré par les vecteurs colonnes d’une telle matrice.

Dans ce chapitre, nous allons définir le déterminant d’une matrice carré d’ordre quelconque. Il sera bon
de garder a l’esprit cet exemple introductif pour mieux comprendre les propriétés du déterminant et la facon
dont il est construit.

Dans tout le chapitre, la lettre K désigne R ou C, et E est un K-espace vectoriel de dimension finie non
nulle n € N*.

2. Formes multilinéaires alternées

r—[Déﬁnition 19 — forme multilinéaire]

Soit p € N*. On appelle forme p-linéaire (ou multilinéaire) sur E toute application
p: Ex---xE—=K
—_—
p fois
linéaire par rapport & chacune des variables, c’est-a-dire :
Vie{l,...,p}, V(z1,...,2p) € EP,Vy, € E, VA €K,

(p(.’El, 000 ,ZL’i_l,)\(Ei —+ Yis Tig1y .- ,.’ﬂp) = )\QD(‘Tl, ey L1, L4y L1y - - - ,’l}'p) —+ QO(.’L‘l, ey L1, Yiy Ljt1y - - - ,ZL'p).

EXEMPLE 7. 1. Pour p =1, la notion de forme p-linéaire sur E coincide avec la notion de forme
linéaire sur E, c’est-a-dire une application linéaire de E dans K.
Par exemple, Uapplication trace de #,(K) dans K qui d une matrice A = (a; j)1<i j<n € An(K)
associe sa trace,

n
TI‘(A) = E Q5
i=1
est une forme linéaire.

2. Le produit scalaire canonique sur R?,
R? x R? — R

(G)G2) = e
m ) Yo 142 Y1y2,

est une forme 2-linéaire (on dit plutét bilinéaire) sur R2.

3. L’application
R2 x R? — R

(G)-() = e
v ) \ys 1Y2 — Y122

est une application bilinéaire sur R?.

On note Z,(E;K) ensemble des formes p-linéaires sur E.

EXERCICE DE COURS 19. Vérifier que l'ensemble Z,(E;K) est un K-espace vectoriel.

f—[Déﬁnition 20 — forme alternée} N

Soit p € N*. Une forme p-linéaire p: EP — K est dite alternée si pour tout (i,5) € {1,...,p}? tel
que ¢ # j, et pour tout (z1,...,%,) € EP tel que z; =, on a :

o(x1,...,zp) =0.
Autrement dit, ¢ est alternée si ¢(z1,...,2,) est nul pour tout p-uplet (z1,...,x,) comportant
au moins une répétition.

\

On note A, (E;K) I'ensemble des formes p-linéaires alternées sur E.

14
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EXERCICE DE COURS 20. Vérifier que lensemble A, (E;K) est un K-espace vectoriel.

Proposition 21 — les formes multilinéaires alternées sont symétm’ques}

Soit p € N*. Une forme p-linéaire ¢: EP — K est alternée si et seulement si

Vo €&y, V(z1,...,2p) €EP,  0(To1),--+1Top) = (@)p(T1,...,Tp).

REMARQUE 1. Une forme p-linéaire sur E vérifiant la relation ci-dessus est dite symétrique.

EXERCICE DE COURS 21. Démontrer cette proposition en utilisant le fait que les transpositions de
{1,...,p} engendrent &, (voir le théoréme 10).

r—[Corollaire 22 — Une forme multilinéaire alternée s’annule sur les familles liéesj N
Soit p € N*.
(i) Sip: EP — K est une forme p-linéaire alternée et si (x1,...,z,) € EP est une famille liée,
alors ¢(z1,...,2,) = 0.
(ii) Si p > dim E, alors la seule forme p-linéaire alternée sur E est ’application nulle.

EXERCICE DE COURS 22. Démontrer cette proposition.

3. Définition du déterminant

On s’intéresse désormais & espace A, (E;K), c’est-a-dire au cas des formes n-linéaires alternées, ou n est
la dimension de I’espace vectoriel E.

EXERCICE DE COURS 23. L’objectif de cet exercice est de démontrer que l'espace A,(E;K) est de
dimension 1, et d’en déterminer une base.
On fize une base B = (e1,...,e,) de E.

1. Soit F = (vi,...,v,) € E™. On note (a;,5)1<i,j<n la matrice Matg(F) de la famille # dans la
base B. Autrement dit, pour chaque j € {1,...,n},

n
vV = E a; j€4.
i=1

Soit p: EP — K une forme n-linéaire alternée sur E.
1.1 Montrer, en utilisant le caractére n-linéaire de ¢ :
o(F) = Z @iy 1 - Qi nP(€iyse i)
(i10e0sin)€{L,...,n}?

1.2 En déduire, en utilisant cette fois le caractére alterné de ¢ :

o(F) = ( Z e(0)agy - ag(n)7n> o(er, .. en).

ceS,
2. Réciproquement, soit ¥: EP — K Uapplication définie par :
VF = (v1,...,0,) €EE", W(F)= Z £(0)agy,1 - - Ao(n)n;
oS,
ot les a; j sont définis comme précédemment, c’est-d-dire (a; ;j)1<i j<n = Matg(F).
Montrer :
e N (E;K) et ) #£0.
(On pourra observer que (%) = 1.)

3. En déduire que A, (E;K) est de dimension un, et préciser une base.
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L’exercice précédent démontre le théoreme suivant :

r—[Théoréme-Déﬁnition 23 — définition du determinantj \

e L’ensemble A, (E;K) des formes n-linéaires alternées sur le K-espace vectoriel E de
dimension n est un K-espace vectoriel de dimension un.

e Pour toute base # = (e1,...,e,) de E, on note detg: E™ — K lapplication définie par :
VF = (vi,...,v,) €EE", detg(F)= Z £(0)ag(1),1 - - - o (1),m;
ce6,

ou (a;,j)1<i,j<n = Matg(F) est la matrice de la famille # écrite dans la base .
L’élément detg est appelé le déterminant de % = (vy,...,v,) dans la base A.

e Pour toute base #Z de F, (detg) est une base de A, (E;K).

J

A Ecrire det(.%) n’a pas de sens : il faut préciser la base # dans laquelle on écrit les vecteurs de .7 !

REMARQUE 2. On a vu au cours de l'exercice 23 que detg(%) = 1.

,—[Proposition 24 — propriétés du déterminant} \

Soient # et B’ deux bases de E.
(i) Pour tout . € E™, detg (F) = detg (B) detw(.F). En particulier (avec F = A'),
det g (B) = (detm(#)) " .
(ii) Soit .# € E™. Alors, .7 est liée si et seulement si detg (%) = 0.

EXERCICE DE COURS 24. Démontrer cette proposition.

4. Déterminant d’un endomorphisme

Nous avons défini le déterminant d’une famille de n vecteurs dans une base & de E. Nous allons main-
tenant définir le déterminant d’'un endomorphisme de F indépendamment d’une base de E. On souhaite-
rait définir le déterminant d’un endomorphisme f de E comme étant le déterminant de la famille (%) =
(fler),..., f(en)) ot B = (e1,...,e,) est n’importe quelle base de E.

Probléme : la quantité detg(f(B)), pour & une base E, dépend a priori de . Nous allons montrer que ce
n’est pas le cas.

EXERCICE DE COURS 25 (déterminant d’un endomorphisme). Soit f € Z(E). Le but de cet exercice est
de définir le déterminant de [ a Uaide des propriétés de lespace A, (E;K).
1. Soit p € A (E;K) \ {0} une forme n-linéaire alternée non nulle.
1.1 Vérifier que l'application
D,y E” — K
F = 1,...,0n) — o(fv1),..., f(vn))
est une forme n-linéaire alternée.

1.2 En déduire qu’il existe o = oy € K tel que

D, r = ap.
2. Montrer que o ne dépend pas de ¢ € A, (E;K) \ {0}, autrement dit que si ¢ € A, (E;K) \ {0}
alors
(I)w’f = Oz’lb.

Cet élément « est appelé le déterminant de f, et on le note det(f).
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3. Démontrer que pour tout .F = (vy,...,v,) € E™ et toute base B = (e1,...,e,) de E, on a :

detg(f(v1),..., f(vn)) = det(f) detg(v1, ..., v,).

En particulier, montrer :

det(f) = det(f(#)) = detz(f(e1),. .-, flen))-

On résume dans la proposition-définition suivante les résultats obtenus au cours de ’exercice précédent.

,—[Proposition-Déﬁnition 25 — déterminant d’un endomorphisme] \

Soient f € Z(E).

e Il existe un unique élément o € K tel que pour tout ¢ € A, (E;K) \ {0} et tout .F# =
(v1,...,v,) € E™,

o(f(v1),. .-, f(vn)) = ap(vr, ..., vn).
Cet élément « est appelé le déterminant de f, et on le note det(f).

e Pour tout .# = (vy,...,v,) € E™ et toute base # = (e1,...,e,) de E, on a :

detgg(f(vl), cey f(’Un)) = det(f) detgg(’Ul, 000 ,’Un)-
En particulier (avec % = %),

det(f) = detz(f(#)) = deta(f(e1), ..., f(en))-

\. J

,—[Proposition 26 — propriétés du déterminant d’un endomorphisme} \

Soient f,g € Z(E). On a :

(i) det(Idg) =1,

(ii) Ya € K, det(af) = a™det(f),
(ili) det(f o g) = det(f)det(yg),
)
)

(iv ‘f € GL(E) < det(f) #0 ‘, ou GL(E) est le groupe des automorphismes de F,
(v) si f € GL(E), alors det(f~1) = (det(f))~L.

EXERCICE DE COURS 26. Démontrer ces propriétés.

5. Déterminant d’une matrice carrée

Soit n € N*.
f—(Déﬁnition 27 — déterminant d’une matrice carrée} N
Soit A = (aij)i<ij<n € #n(K). On appelle déterminant de A, et on note det(A) ou
11 -+ A1n
, ’élément de K défini par :
an,1 o Ann
det(A) = Z 6(0’)&6(1))1 - Qo(n)n-
oceS,
a1 ain
Autrement dit, en notant Cy = S, O = : les colonnes de A,
an, 1 Gn.n

det(A) = detg(Ch,...,Ch),
17
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ou & est la base canonique de K™.
a1 - Q1n

On dit que : : est un déterminant d’ordre n.
Gn,1  *° Gnn
a b

c d
On retrouve ainsi la formule pour un déterminant d’ordre 2 vu en introduction.

EXEMPLE 8. 1. Pour tout (a,b,c,d) € K, on a ‘ = ad — bc puisque &y = {Idgy 23,712}

a1 ai2 - a1,n

2. Si A= est une matrice triangulaire supérieure, alors
An—1,n

O An,n
det(A) = H Q; -
i=1

EXERCICE DE COURS 27. Vérifier les assertions des exemples précédents.

On admet le résultat suivant qui généralise 'exemple 8 (2), et on utilisera librement son énoncé.

,—[Proposition 28 — déterminant d’une matrice triangulaire par blocs] \

Soient k1,...,kp, € N* tels que k1 +...+k, =n, et A € #,(K) une matrice triangulaire par blocs
de la forme :

4, | *

0 | A,

ou les matrices carrées Ai,..., A, sont d’ordre k1, ..., k, respectivement. Alors

det(A) = det(Aq) x --- x det(A4p).

EXEMPLE 9. Calculer :

1 1 -8 12
-1 1 2 3
0 0 2 1
0o 0 -1 -1
,—[Proposition 29 — propriétés du déterminant d’une matrice carrée] \

Soient A, B € .#,(K).
(i) det(I,) =1,
(ii) Ya € K, det(ad) = a™ det(A),
(iii) det(AB) = det(A) det(B),
(iv) [A € GL,(K) = det(4)
)
)

(v) si A € GL,(K), alors det(A~!) = (det(A)) ™",
(vi) det(*A) = det(A).

\ J

REMARQUE 3. Par récurrence, & laide de la propriété (iii), on montre aisément que pour tout k € N,
det(AF) = det(A)*.
18
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Nous allons démontrer la proposition précédente sur les propriétés du déterminant d’une matrice a 'aide
des propriétés du déterminant d’un endomorphisme. Pour cela, nous allons étudier le lien entre les deux
notions.

6. Lien entre déterminant d’une matrice et déterminant d’un endomorphisme

Soient f € Z(F) et = (e1,...,e,) une base de E. Rappelons que la matrice de f dans la base A,
notée Matg(f), est la matrice de la famille f(%B) = (f(e1),-. -, f(en)) dans la base £ :

flen) ... flen)
el
Matg(f) = : = | | Matg(f(e1)) Matgs (f(en))

€n

D’apres la définition de det(f), on a :
|det(f) = deto(f()) = det(Mata(f)). |

En particulier, si A € 4, (K) et si f est 'endomorphisme de K™ canoniquement associé a A, c’est-a-dire que
A = Matg(f), ou A est la base canonique de K", alors det A = det f.

EXERCICE DE COURS 28.
1. Vérifier les propriétés (i)—(v) a Uaide des propriétés du determinant d’un endomorphisme et de
la remarque précédente.

2. Démontrer la propriété (vi).

Comme observé ci-dessus, si f € Z(F) et si £ est une base de E, alors :

det(f) = det(Matg(f)).

On sait par ailleurs que det(f) ne dépend pas du choix d’une base de E, autrement dit, det(f) = det(Mat g (f))
si B’ est une autre base de E. On peut réinterpréter ce résultat a 'aide de la formule de changement de base
pour les endomorphismes.

Rappel (cours de mathématiques fondamentales de premiére année) : soient f € Z(F) un endomorphisme
de E, et = (e1,...,6n), B = (€},...,¢),) deux bases de E. La relation entre Matg(f) et Matg (f) s’écrit

N
de la fagon suivante (formule de changement de base pour un endomorphisme) :

Matg (f) = P% Mata(f) P ,

ou PE? (resp. Pg,) est la matrice de passage de la base B a la base %' (resp. la matrice de passage
de la base #' a la base A), i.e.,

PZ' = Mat (%) (resp. PZ, = Mat (A)).
En posant A = Matg(f), A’ = Matg (f) et P = Pgl, on retient :

A= P 1AP.

Compte tenu de la formule de changement de base ci-dessus et la propriété (iii) de la proposition 29, si %’
est une autre base de F, alors

det(Mat g (f)) = det (P‘“‘% Mat ( f)ng’)
= det(PZ) det(Matz(f)) det(PZ ).

Par ailleurs, on sait que det P2 = (det P2 )~!, d’out
det(Matg: (f)) = det(Matz(f)).
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Nous n’avons pas défini le déterminant de f de cette fagon car, pour démontrer la formule det(AB) =
det(A) det(B) pour A, B € #,,(K), nous avons eu besoin de la notion de déterminant pour un endomorphisme
et de ses propriétés.

7. Calcul du déterminant d’une matrice carrée

7.1. Développement par rapport 4 une rangée. Soient A = (a; ;)i<i,j<n € Hn(K), B = (e1,...,€n)
la base canonique de .4, 1 (K) = K", et C1, ..., C, les colonnes de A. Par n-linéarité du déterminant (linéarité
par rapport a la jéme colonne), on a :

n n
det(A) = det(Cl, ey Oj_1, Z A €4, Cj+1, v ,Cn) = Z ai7in7j,
i=1 i=1

ou
ayi1 0 a15-1 0 alj+1  ° G1n
0
Aij=det(Cy,...,Cj 1,6, Cip1,...,Cn) = | a1 aij—1 1 a1 Ain
0
Qn,1 An,j—1 0 An,j+1 Ann

En utilisant maintenant le caractere alterné du déterminant, on obtient :

a1 s ai,j—1 ail,j+1 e a1n
Ai,j _ (_1)i+j Ai—1,1 0 Gi—1,45-1 Qi—1,45+1 *°° Gi—1n
Ai+1,1 c Qigl—1 Qi1+l 0 Gitln
Gn,1 to Gp,j—1 n,j+1 T Ann
r—[Déﬁnition 30 — mineur et cofacteur} N

Soit A = (ai,j)lgi’jgn S %n(K)
1. Pour (i,5) € {1,...,n}?, on appelle mineur de la place (i,j) dans A le déterminant
A; ; d’ordre n — 1 obtenu en supprimant dans A la ¢éme ligne et la jeme colonne :

a1 ap j—1 at,j+1 a1,n

aj—11 - Gi—15-1 Gi—1454+1 - Qi—1n
Aij =

Q41,1 0 Qi415—-1 Qi1 541 0 Gi4ln

Gn,1 T Qn,j—1 Qn,j+1 t Ap n

2. Pour (i,5) € {1,...,n}?, on appelle cofacteur de la place (i,j) dans A, et on note
A; j, le produit de (—1)*7 par le mineur de la place (i,75) dans A :

Aij= (1) A

D’apres ’étude précédente, on obtient :
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,—[Proposition 31 — développement d’un déterminant par rapport a une ligne ou une colonne)ﬂ

Soit A = (ai,j)1<i7j<n € /%n(K) On a :
1. Vje{l,...,n}, det(A) = > | a; jAi ; (développement de det(A) par rapport a la jéme
colonne) ;
2. Vie{l,...,n}, det(A) =377, a;;A; ; (développement de det(A) par rapport & la iéme
ligne).

EXERCICE DE COURS 29. Calculer le déterminant suivant en développant par rapport a une ligne ou une
colonne :

2 1 3
1 -1 -2
-1 0 2
REMARQUE 4. 1. 11 est souvent utile de développer un déterminant par rapport une ligne ou une

colonne qui comporte peu de termes non nuls.

2. Pour le calcul numérique des déterminants, il exviste des méthodes nettement plus rapides que celle
consistant a développer par rapport a une ligne ou une colonne. En général, l'utilisation des opérations
élémentaires est la méthode la plus efficace (voir le paragraphe 7.3). Pour n petit (par exemple n = 3),
développer par rapport a une ligne ou une colonne peut s’avérer toutefois commode lorsqu’il y a
beaucoup de zéros.

Pour n = 2, le mieux est d’apprendre par ceur la formule donnée dans 'exemple 8!

7.2. Comatrice.

f—(Déﬁnition 32 — comatrice] N\

Soit A = (a; ;)1<i,j<n € #n(K). On appelle comatrice de A la matrice carrée d’ordre n, notée
com(A), définie par :
com(A) = (Aij)i<ij<ns

ou A; ; est le cofacteur de la place (3, 5) de A.

\. J

On admet le théoréeme suivant (pas difficile mais un peu technique & démontrer) :

r—[Théoréme 33 — relation entre la comatrice et le déterminant] N

Soit A € #,(K). Alors
A'tcom(A) = fcom(A)A = det(A) I,,.

\. J

X " ox ; v ST : .
Corollaire 34 — expression de 'inverse d’une matrice a 1’aide de sa comatmce}

Soit A € GL,(K). Alors
1

=i __
A= det(A)

tcom(A).

EXERCICE DE COURS 30. Soit (a,b,c,d) € K*. Siad — bc # 0, vérifier que A = ((Z

que
1 d —b
A7l = .
ad — be (—c a )
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REMARQUE 5. La formule précédente, donnant A= a Uaide de com(A), est en pratique quasiment in-
utilisable dés que n > 3. En effet, Uapplication de cette formule nécessite a priori le calcul d’un déterminant
d’ordre n (det A) et de n? déterminants d’ordre n—1 (les cofacteurs de A). La formule présente en revanche
un intérét théorique : on dispose d’une formule générale pour l'inverse d’une matrice inversible.

7.3. Opérations élémentaires.

Rappels : effectuer une opération élémentaire sur une matrice correspond a la multiplication (& droite ou a
gauche) par certaines matrices inversibles. Explicitons ici ces matrices.
Soient A\, € K\ {0} et (i,5) € {1,...,n}?, avec i # j, et introduisons les matrices suivantes :
i-éme col. j-éme col.
1
1
0 1
1
Py = =In— Eii — Ejj+ Eij+ Eji,
1
1 0
1
1
i-eme col.
1
1
DZ(Oé) = o = In —|— (a — 1)Ei,i;
1
i-éme col. j-eéme col.
1
1 A
Ti;(A) = : : = In+ AL ;.
0 1

1

Soit A € #,,(K). On note C, .. , L,, ses lignes.
o Effectuer I'opération éléméntaire L; <> L; (resp. C; <+ C;) revient a multiplier & gauche (resp.

droite) par la matrice P, ; ;

., Cy les colonnes de A et Lq,...

o

[~

e Effectuer 'opération éléméntaire L; < aL; (resp. C; < «C;) revient & multiplier & gauche (resp.
droite) par la matrice D;(«);

o Effectuer I'opération éléméntaire L; < L; + AL, (resp. C; < C; + AC;) revient a multiplier & gauche
(resp. a droite) par la matrice T; j(\).

EXERCICE DE COURS 31.

1. Vérifier ces assertions.
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2. Vérifier que les matrices d’opérations élémentaires sont inversibles, déterminer leurs inverses et
établir :
det(P; ;) = —1; det(D;(a)) = o det(T; ;(N) = 1.

De ces observations, on déduit un calcul pratique du déterminant : & partir d’'une matrice carrée A €
My (K), on effectue a 1'aide de la méthode du pivot de Gauss des opérations élémentaires jusqu’a obtenir une
matrice triangulaire (supérieure par exemple). On calcule facilement le déterminant de cette derniére : c’est le
produit de ses coefficients diagonaux (voir ’exemple 8). D’autre part, on connait le déterminant de chacune
des matrices correspondant aux opérations élémentaires. De plus, comme le déterminant d’un produit de
matrices est égal au produit des déterminants, on obtient le déterminant de A. ..

Johann Carl Friedrich Gauss, né le 30 avril 1777 & Brunswick et
mort le 23 février 1855 a Gottingen, est un mathématicien, astronome
et physicien allemand. Doté d’un grand génie, il a apporté de trés im-
portantes contributions a ces trois sciences. Surnommé «le prince des
mathématiciensy, il est considéré comme l'un des plus grands mathé-

maticiens de tous les temps.

A Effectuer les opérations élémentaires «L; < L;» ou «L; < AL;» change le déterminant (voir
Pexercice précédent). En pratique, on évite ces opérations, sources d’erreurs, et on privilégie les
opérations élémentaires du type «L; < L; + aL;» qui ne change pas le déterminant.

EXERCICE DE COURS 32. Calculer le déterminant de la matrice de exercice 29 a laide d’opérations
élémentaires sur les lignes.

8. Application : orientation d’un espace vectoriel réel de dimension finie

On suppose dans cette section que K = R. Soient &, %’ deux bases de E. Comme detg (#) # 0 et
comme K =R, ou bien detg(%’) > 0 ou bien detg(#’) < 0.

,—[Déﬁnition 35 — bases de méme sens, et bases de sens contraire] \

Soient B, %' deux bases de E :
— on dit que & et B’ sont de méme sens si detz(#H') > 0;

— on dit que B et B’ sont de sens contraire si detz(A') < 0.

EXERCICE DE COURS 33. Notons R la relation définie sur l’ensemble des bases de E par :
VB, B bases de E, BRAB <= detnh(#')>0.

Montrer que R est une relation d’équivalence, et qu’il y a seulement deux classes d’équivalence modulo R.

L’exercice précédent justifie la définition suivante.

,—[Déﬁnition 36 — orientation d’un espace vectoriel réel de dimension ﬁnie} \

e On appelle orientation de E le choix, parmi I’ensemble des bases de F, de I’'une des deux
classes d’équivalence modulo la relation «est de méme sens que». Les classes de cette base
sont alors dites directes, les autres bases (celles de 'autre classe) sont dites indirectes.

e On dit alors que E est un R-espace vectoriel orienté.
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En général, dans R"”, on convient que la base canonique est directe.
b) b)

Retour sur le cas n = 2 de l'introduction : tout ce qui précede montre que le déterminant de deux vecteurs 17{
et uj de I’espace R2, orienté par le choix de sa base canonique, contient plusieurs informations intéressantes :

— il détecte si la famille (u],u3) est libre;

— il donne l’aire du parallélogramme engendré par i et uh (celui-ci est nul si et seulement si la famille
(uf,u3) est lice);

— si la famille (i, u3) est libre (c’est donc une base de R2), il indique par son signe si cette base et

directe ou indirecte.

4 1 4 1
Par exemple, avec W = (_2> et up = (_3>, on a det@(ﬁ,@) = ’ 9 3= —10, ou & est la
base canonique de R2. On en déduit que la famille (171> ,175) est libre (ce qui était évident!), que laire du
parallélogramme engendré par ] et wh vaut | — 10| = 10 et que la base (17{ , 17%) est indirecte.

Ceci se généralise bien entendu aux dimensions supérieures...
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Réduction des endomorphismes (ler niveau) : diagonalisation et polynomes
d’endomorphismes

Dans tout ce chapitre, K =R ou C, n € N* et E est un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Certaines notions (espaces stables, valeurs propres, vecteurs propres, par exemple) sont valables en di-
mension infinie mais nous n’aborderons pas cet aspect dans ce cours.

La réduction des endomorphismes d’un espace vectoriel a pour objectif de trouver, étant donné un endo-
morphisme de cet espace, des bases dans lesquelles la matrice de I’endomorphisme a une forme simple, par
exemple diagonale, triangulaire, diagonale par blocs, etc. Cela permet entre autres de simplifier des calculs.
La réduction d’un endomorphisme consiste essentiellement & trouver une décomposition de ’espace vectoriel
ambiant en une somme directe de sous-espaces stables sur lesquels I’endomorphisme induit est plus simple.

Nous commencons donc par quelques rappels sur la notion de sous-espace stable par un endomorphisme.

1. Préambule sur les sous-espaces stables

Rappels : soient u € Z(F) et F un sous-espace vectoriel (en abrégé sev) de E. On dit que F est sous-espace
stable par u si u(F) C F, c’est-a-dire :

Ve eF, wu(x)€F.
Si F est stable par u, on peut définir I’endomorphisme induit par u sur F, noté up :
UF: F — F

A L’endomorphisme induit up est la double restriction de ’endomorphisme initial u avec a la fois un
nouvel ensemble de départ et un nouvel ensemble d’arrivée.

On rappelle que tout sev de F admet (au moins) un supplémentaire dans E. Il existe donc un sev G de E
tel que £ = F & G.

A On rappelle qu’un tel supplémentaire n’est pas unique en général !

EXERCICE DE COURS 34. Soient G un supplémentaire de F' dans E, et Br, B des bases de F' et G
respectivement.

1. Supposons que F soit stable par u. Quelle est ’allure de la matrice de u dans la base % obtenue
par «concaténationy des familles libres Br et Ba ¢

2. Réciproquement, supposons qu’il existe une base B = (e1,...,e,) de E telle que la matrice de
u dans la base B soit de la forme suivante, ot p € {1,...,n} :
uler) ... ulep) ulept1) ... ulen)
€1
A B

€p = Matg(u).
Ep+1

. 0 C

€n
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Que peut-on dire du sev de E engendré par e, ..., e, ¥ Comment interpréter la matrice A ?

Les sous-espaces stables par un endomorphisme les plus simples sont les droites stables par cet endomor-
phisme. Si D est une droite stable par u de base (), c’est-a-dire que D = Kz, cela signifie que u(z) est un
multiple de x. Le cas le plus favorable est lorsque F est somme directe de droites stables pour u : il existe
alors une base de E dans laquelle la matrice de u est diagonale. C’est le cas auquel nous allons principalement
nous intéresser dans ce chapitre. Nous étudierons le cas plus général au chapitre suivant.

A Il se peut qu'un endomorphisme ne possede aucune droite stable, ou que ’espace ambiant ne soit
pas somme directe de droites stables!

EXERCICE DE COURS 35.

1. Soient a € K et h, ’homothétie de F de rapport «, c’est-d-dire que h,, est ’endomorphisme
de E défini par :
Ve e E, hy(r)=ar.

Quelles sont les droites stables par hy ?
2. Soient 0 € R et ry l'endomorphisme de R? canoniquement associé & la matrice
cosf —sinf
Ro=| . .
0 (sm 0 cosf )
On dit que Ry est une matrice de rotation et que ry est la rotation de R? d’angle 6 (les
rotations seront étudiées plus en détail au second semestre).

Pour quelles valeurs de 6 l’endomorphisme ro admet-il des droites stables ¢ (On attend une
réponse intuitive, purement géométrique, sans calcul.)

3. Soient D et P une droite et un plan de R3 tels que R? = D @ P. On note p la projection de R3
sur P parallélement a D. Quelles sont les droites stables par p ¢ Quels sont les plans stables par
p ¢ (La encore, on attend une réponse intuitive, purement géométrique, sans calcul.)

4. Soit f Uendomorphisme de R? canoniquement associé d la matrice

b 1)

Montrer que f posséde une et une seule droite stable.

2. Eléments propres

Soient f € Z(F) et A € M, (K).

,—[Déﬁnition 37 — éléments propres pour un endomorphisme} \

Soit A € K. On dit que A est une valeur propre de f si :
Jx e E\{0g}, f(z)=Az.
Soit x € E. On dit que x est un vecteur propre de f si:
x#0p et (FXeK, f(x)=Ar).

\. J

On appelle spectre de f sur K, et on note Speck(f), 'ensemble des valeurs propres de f.

A L’hypothése x # 0 dans la définition est essentielle. Le vecteur Og vérifie toujours f(0g) = \0g
pour n’importe quel A € K.

Par définition, ‘ un vecteur propre n’est jamais nul.
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,—[Déﬁnition 38 — éléments propres pour une matrice carrée]

Soit A € K. On dit que A est une valeur propre de A si :
3X e 1K)\ {0p, . )}, AX =X
Soit X € #,,1(K). On dit que X est un vecteur propre de A si :
X#04,,x e (@GXxeK, AX =)X).

\.

On appelle spectre de A sur K, et on note Specg (A), ensemble des valeurs propres de A.

A L’ensemble Specg(A) dépend de 'espace K. Par exemple, considérons la matrice

A= <(1) 01> € M(C).

On a Specg(A) = @ mais Specg(A) = {i, —i}.

EXERCICE DE COURS 36. Dans les notations de l’exercice 35, quelles sont les valeurs propres réelles de
ho ¢r9g?dep?def?
REMARQUE 6. Soit # une base de E et supposons que A = Matg(f). Alors

— pour tout X € K, X est une valeur propre de f si et seulement si A est une valeur propre de A,

— pour tout © € E, x est un vecteur propre de f si et seulement si X = Matg(x) est un vecteur propre
de A.

En particulier, cela vaut si f est ’endomorphisme de K™ canoniquement associé da la matrice A, c’est-a-dire
que A = Matg(f), ot B est la base canonique de K.

EXERCICE DE COURS 37. Vérifier ces assertions.

,—[Proposition 39 — une caractérisation des valeurs propres}

Soit A € K.
1. On a:

A € Speck(f) < Ker(f — Mdg) # {0g} < f — Aldg est non injectif.
2. On a:
X € Specy (A) <= Ker(A—AL,) # {04, .0} < A—Al, & GL,(K)
< 1g(A—\,) <n.

\

En particulier, A € GL,(K) <= 0 ¢ Specg(A).

EXERCICE DE COURS 38. Démontrer cette proposition.

La démonstration précédente montre que pour A € K| le sev Ker (f — Mdg) de E est formé des vecteurs
propres de f associés & A et du vecteur nul. De méme, pour A € K le sev Ker (A — AI,,) de .4, 1(K) est formé
des vecteurs propres de A associés a A et du vecteur colonne nul.

,—[Déﬁnition 40 — sous-espace propre]

1. Le sev Ker(f — Aldg) est appelé le sous-espace propre (en abrégé sep) pour f
assocté a la valeur propre ).

2. Lesev Ker (A—\I,) est appelé le sous-espace propre (en abrégé sep) pour A associé
a la valeur propre .
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EXERCICE DE COURS 39. Soit A € K. Montrer que le sep Ker(f — Aldg) est stable par f. Que vaut
Uendomorphisme induit par f sur Ker (f — Ndg) ?

EXERCICE DE COURS 40. Soient n € N* et

A:flz
1 ... 1

(matrice dont tous les coefficients valent 1). Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de A.

Proposition 41 — les sous-espaces d’'un endomorphisme sont en somme directe]

Soient N € N* et Ay,...,A\ny des valeurs propres deux a deux distinctes de f. Alors les sep
Ker(f — MIdg),...,Ker(f — AnIdg) sont en somme directe dans F.

EXERCICE DE COURS 41.
1. Démontrer la proposition pour N =2 (le cas N =1 est évident).

2. Démontrer la proposition par récurrence sur N.

A Bien que les sep de f soient en somme directe dans F, cette somme n’est pas nécessairement égale
a F : voir 'exemple 4 de 'exercice 35.

EXERCICE DE COURS 42. Soit n € N*. Vérifier que l'application

f: R,X] — R, [X]
P +— (X+a)P)

est un endomorphisme de R,,[X]. Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de f.

3. Polynéme caractéristique

Comme dans la section précédente, on fixe f € L(E) et A € M,,(K).

D’apres la proposition 39, pour tout A € K, on a A € Specg(A) <— A — A, ¢ GL,(K), ou encore,
grace la proposition 29 (iv),
A € Specg(A) < det(A— AI,) =0.
De méme, d’aprés la proposition 39, pour tout A € K, on a A € Specg(f) < f—Aldg € GL(E), ou encore,
grace & la proposition 26 (iv),

A € Specg(f) < det(f — Aldg) = 0.

Rappelons en effet que pour tout endomorphisme u de F,
u injectif <= w surjectif <= wu bijectif, ie., wu€ GL(E).
Compte tenu de ces remarques, il est naturel d’introduire les applications :

K — K et K — K
A — det(A—AIL) A — det(f — Adg).

Rappel : comme I’ensemble des scalaires K est infini, on peut identifier polynéme de K[X] et fonction poly-
nomiale de K dans K (voir le cours d’algébre de premiére année). Autrement dit, on identifie un polynéme
P € K[X] avec la fonction polynomiale P: K — K

A — P\
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,—[Proposition-Déﬁnition 42 — polynome caractéristique d’une matrice et d’un endomorphisme]s

1. L’application K — K est un polyndéme, appelé le polynoéme caracté-
A — det(A—\,)
ristique de A, et noté x 4.
2. L’application K — K est un polynome, appelé le polynéme caracté-
A — det(f — Aldg)
ristique de f, et noté x;.

\ J

Si A = Matg(f), o & est une base de E, alors x5 = xa. En particulier, si f est I’endomorphisme de
K" canoniquement associé a A, alors x5 = xa.

EXERCICE DE COURS 43. Justifier cette assertion.

Compte tenu de la remarque précédente, on énoncera la plupart des résultats pour les matrices ou les endo-

morphismes seulement.

EXERCICE DE COURS 44.
1. Démontrer cette proposition.

2. Que vaut Xp,,, ou hy est Uhomothétie de E de rapport o € K ¢

D’apres la discussion précédente, le résultat suivant est clair :

Proposition 43 — les zéros du polynéme caractéristique d’une matrice sont les valeurs propres.

On a:
A € Speck(A) <= xa(N) =0.

» Le polynome caractéristique permet donc de résoudre un probléme géométrique (rechercher des droites
stables) en un probléme algébrique (trouver les racines d’un polynome).

EXERCICE DE COURS 45. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice

8 12 10
A=|-9 —-22 -22
9 18 17
,—[Proposition 44 — le polynoéme caractéristique est de degré n] \

Ona:

xa(X) = (=1D)"X" 4+ (=) 1 Tr(A) X" + - 4 det(A).
En particulier, x4 est de degré n et donc le spectre d’une matrice de .#,(K) (ou d’un endomor-
phisme d’un espace vectoriel de dimension n) a au plus n éléments.

EXERCICE DE COURS 46. Démontrer cette proposition pour n = 2,3. La démonstration dans le cas
général utilise ’expression du déterminant a 'aide du groupe symétrique S,, vue au chapitre précédent

(on Uadmet pour le moment).

Rappel : soient A, B € #,,(K) deux matrices carrées d’ordre n € N* et a coefficients dans K. On rappelle
que A est dite semblable & B, et on note A ~ B, s’il existe une matrice inversible P € GL,(K) telle que
B = P~'AP. La relation ~ est une relation d’équivalence dans I’ensemble ., (K).
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Proposition 45 — deux matrices semblables ont le méme polynome caractéristique.

Soient A et B deux matrices semblables de .#,(K)2. Alors : x4 = XB-

EXERCICE DE COURS 47. Démontrer cette proposition.

A La réciproque est fausse. Par exemple les matrices A = (0 0) et B = (8 (1)) ne sont pas

semblables mais ont le méme polyndéme caractéristique.

Définition 46 — ordre de multiplicité d’une valeur propre]

Soit A9 une valeur propre de A (resp. f). On appelle ordre de multiplicité de )y lordre de
multiplicité de Ag en tant que zéro du polynéme caractéristique x4 (resp. xy).

Par exemple, dans 'exercice 45, —1 est de multiplicité 1 (on dit que —1 est une valeur propre simple)
et 2 est de multiplicité 2 (on dit que 2 est une valeur propre double).

REMARQUE 7. Si K = C, alors toute matrice de #,(C) (et tout endomorphisme de E) admet au moins
une valeur propre puisque, d’aprés le théoréme de d’Alembert-Gauss, son polynoéme caractéristique étant non
constant il admet au moins une racine.

A Ceci n’est plus valable sur R comme nous ’avons vu avec les matrices de rotations.

Jean Le Rond d’Alembert est un mathématicien, physicien,
philosophe et encyclopédiste francais, né le 16 novembre 1717 a

Paris ot il est mort le 29 octobre 1783.

,—[Proposition 47 — la dimension d’un sep est majorée par la multiplicité de la valeur propre associée]

Soient A\g € Specg(A), ap Pordre de multiplicité de Ao et dy la dimension du sep Ker (A — \oI},)
associé a \g. Alors on a :
1 g do < Q.

(On a un résultat analogue pour les endomorphismes.)

EXERCICE DE COURS 48. Démontrer cette proposition pour les endomophismes (le cas matricielle s’en
déduit).

Indication : utiliser le fait que Ker(f — AgIdg) est un sev stable par f, en choisir une base puis utiliser
le théoréme de la base incomplete pour calculer le polynéme caractéristique.

du sep associé vaut 1.

Une conséquence de cette proposition est que pour toute valeur propre simple de A (resp. f), la dimension
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4. Diagonalisabilité
Soient f € Z(F) et A € #,(K).

,—[Déﬁnition 48 — diagonalisation] \

1. On dit que f est diagonalisable s’il existe une base & de E telle que Matg(f) soit
diagonale.

2. On dit que A est diagonalisable sl existe une matrice diagonale D de .4, (K) telle que
A soit semblable & D. Autrement dit, A diagonalisable si et seulement si :

3PeGL,(K), 3D € 2,(K), A=PDP!,
ot Z,(K) est 'ensemble des matrices diagonales de ., (K).

\. J

REMARQUE 8. 1. Si f est diagonalisable et si B est une base de E dans laquelle la matrice de f
est diagonale, alors B est formée de vecteurs propres pour f et les éléments diagonauzr de Matg(f)
sont les valeurs propres de f (avec multiplicités).

A Une telle base & de E n’est pas unique en général! Penser au cas ou f est l'identité de E.

2. Si A est diagonalisable et si D € 2, (K) est une matrice diagonale telle que A = PDP~' pour une
certaine matrice inversible P € GL,(K), alors les éléments diagonaux de D sont les valeurs propres
de A (avec multiplicités).

Une telle matrice P n’est pas unique en général! Penser au cas ou A est la matrice I, .

EXERCICE DE COURS 49. Vérifier que f est diagonalisable si et seulement si sa matrice dans n’importe
quelle base de E [’est.

EXERCICE DE COURS 50. Donner des exemples variés de matrices et d’endomorphismes diagonalisables
et non diagonalisables.

Si A est diagonalisable, diagonaliser A € .#,,(K) c’est déterminer P, D, (éventuellement P~!) telles que
PeGL,(K), D€ 2,(K), A=PDP"

REMARQUE 9. S’il existe une base # de E telle que A = Matg(f), alors
f diagonalisable <= A diagonalisable.
En particulier, si  est ’endomorphisme K™ canoniquement associé a A, alors :

f diagonalisable <= A diagonalisable.

,—[Proposition 49 — propriétés équivalentes de la diagonalisabilité] \

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est diagonalisable,

i ‘il existe une base de E formée de vecteurs propres pour f ‘,

(i)
(i) la somme (directe) des sep pour f est égale & F,
(1)

i) la somme des dimensions des sep pour f est a égale n = dim F.

EXERCICE DE COURS 51. Démontrer cette proposition.

EXERCICE DE COURS 52 (les projections sont diagonalisables). Soient F' et G deux sev de E, supplémen-
taires dans E, c’est-a-dire que E = F & G. On note p la projection vectorielle de E sur F' parallélement
a G. Montrer que p est diagonalisable.
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Rappelons qu’un polynéme P de K[X] est dit scindé sur K si P est ou bien constant ou bien un
produit de polynoémes de degré 1. Par exemple, les polynémes suivants sont scindés sur C et sur R : 4, X — 1,
(X —1)%(X —2), X2 -1, X? + X — 2. Le polyndéme X2 + 1 est scindé sur C, mais pas sur R.

Le théoreme de d’Alembert-Gauss qui affirme que tout polynéme non constant, a coefficients complezes,
admet au moins une racine complexe, peut se formuler ainsi : tout polynéme d coefficients complexes est
scindé sur C.

,—[Théoréme 50 — une condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité] \

L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si :
— Xy est scindé sur K,

— pour chaque valeur propre A de f, la dimension de Ker(f — Aldg) est égale a ordre de
multiplicité de .

(On a un résultat analogue pour les matrices.)

EXERCICE DE COURS 53. Démontrer ce théoréme.

EXERCICE DE COURS 54.
1. La matrice de lexercice /5 est-elle diagonalisable ?

2. Montrer que la matrice

2 0
A= 1 1 1 S %3(R)
-2 0 -1

est diagonalisable et diagonaliser A.

Corollaire 51 — une condition suffisante de diagonalisabilité]

Si f admet n valeurs propres deux & deux distinctes, alors f est diagonalisable.
(On a un résultat analogue pour les matrices.)

A Cette condition est suffisante mais non nécessaire. Penser a ’identité, aux homothéties, aux pro-
jections, etc. qui sont diagonalisables mais ne satisfont pas au critére ci-dessus en général !

EXERCICE DE COURS 55. Démontrer ce corollaire.

EXERCICE DE COURS 56. Soit

A= € M, (C).
0 - 1
1 0

Montrer que A est diagonalisable, et diagonaliser A. (On pourra résoudre directement, pour A € C et
X € M,1(C), X #0, Péquation AX = \X.)

5. Polynémes d’endomorphismes et de matrices

Dans cette section, le K-espace vectoriel F est toujours supposé de dimension finie non nulle n € N*. On
fixe de nouveau f € Z(F) et A € 4, (K).

Certaines notions sont valables si E est de dimension infinie (polyndéme d’endomorphisme, polynéme
annulateur, etc.).
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,—[Proposition-Déﬁnition 52 — polynome d’endomorphisme, polynéme de matrice)—

Soit P =ap+ a1 X +---+any X"V € K[X].

1. On note P(f) = apldg +aif + --- +anfN € L(E), et P(f) est appelé un polynéme
d’endomorphismes.

2. On note P(A) = aol,, + a1 A+ --- +anAYN € 4, (K), et P(f) est appelé un polynéme
de matrices.

\ J

Autrement dit, pour obtenir P(f) (ou P(A)) on remplace la constante 1 par Idg (ou I,,), X par f (ou
A), X*¥ par f¥ = fo...0f (ou A¥) pour k € N*.
—_—

k fois
A Ne pas confondre 1(f) qui vaut Idg et X (f) qui vaut f.

EXEMPLE 10. Si P =2+ 3X, alors P(f) =2Idg + 3f et P(A) = 21, + 3A.

,—[Proposition 53 — propriétés des polyndmes d’endomorphismes] \

Pour tous a € K et (P, Q) € K[X]?, on a :
L. (aP+Q)(f) = aP(f) + Q(f),
2. (PQ)(f) = P(f) o Q(f),
3. 1(f) = Idg.

(On a des propriétés analogues pour les matrices.)

\. J

REMARQUE 10. Les propriétés ci-dessus montrent que lapplication P —— P(f) est un morphisme
d’algébres unitaire de K[X] dans Z(E) (voir le cours d’algébre de troisiéme année).

EXERCICE DE COURS 57.

1. Démontrer cette proposition.

2. Soient f,g € L(E). On suppose que f et g commutent. Montrer que tout polynéme en f com-
mutent avec tout polynéme en g.
(De méme, on montre que si A, B € .#,(K) commutent, alors tout polynéme en A commutent
avec tout polynéme en B.)

,—[Déﬁnition 54 — polynome annulateur]

Soit P € K[X].
1. On dit que P annule f (ou que P est un polynéme annulateur de f) si P(f) = 04 (g).

2. On dit que P annule A (ou que P est un polynéme annulateur de A) si
P(A) = 0.4, x)-

J

EXEMPLE 11. On rappelle qu’un projecteur de E est un endomorphisme p de E tel que pop = p, et
qu’une symétrie de E est un endomorphisme s de E tel que so s = Idg. Ainsi a-t-on :

— Uendomorphisme f € L(E) est un projecteur de E si et seulement si X? — X annule f.
— Uendomorphisme f € L(E) est une symétrie de E si et seulement si X2 — 1 annule f.

On rappelle aussi (voir Uexzercice 5 de la fiche d’exercices n°0) que les projecteurs de E sont les projections
vectorielles de F, et que symétries de E sont les symétries vectorielles de E.

EXERCICE DE COURS 58 (tout endomorphisme admet au moins un polynéme annulateur autre que 0).

Soit f € Z(E).

33



Unwviversité de Lille - Licence de mathématiques S3 Année 2019-2020

1. Justifier que la famille (1dg, f, f?, .. .,f"z) est liée dans £ (E).

2. En déduire que f admet au moins un polynome annulateur autre que 0.

,—[Proposition 55 — polyndéme d’endomorphismes et valeur propre] \

1. Soient A € Speck(f) et « € Ker(f — Aldg). On a alors pour tout P € K[X],
(P(f)(z) = P(A)z.

2. Soient A € Specg(A) et X € Ker(A — AI,,). On a alors pour tout P € K[X],
P(A)X = POV X.

EXERCICE DE COURS 59. Démontrer cette proposition.

,—[Corollaire 56 — le spectre est contenu dans I’ensemble des zéros de tout polynéme annulateur]ﬂ

Soit P un polynéme annulateur de f. Alors pour tout A € Speck(f), on a P(A) = 0. Autrement
dit,
Specx(f) € P~H({0}).

(On a un résultat analogue pour les matrices.)

EXERCICE DE COURS 60. Démontrer ce corollaire.

A L’inclusion Specg(A4) C P71({0}) est stricte en général si P un polyndéme annulateur de la
matrice A. Par exemple P = X (X — 1) annule la matrice I,, mais Speck(I,) = {1} tandis que

pP=i({o}) = {0, 1}.

,—[Théoréme 57 — une nouvelle condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité]—

Pour que f soit diagonalisable il faut et il suffit qu’il existe un polynéme P € K[X] scindé sur K
et a racines simples tel que P(f) = 0.
(On a un résultat analogue pour les matrices.)

EXERCICE DE COURS 61 (démonstration de la partie «condition nécessaire»). Montrer que si f est
diagonalisable, alors il existe un polynome P € K[X] scindé sur K et & racines simples tel que P(f) = 0.

On admet pour le moment la partie «condition suffisante» (la plus intéressante!). Nous la démontrerons
au chapitre suivant, comme conséquence du théoréme des noyauz.

EXEMPLE 12. 1. On retrouve ainsi que les projecteurs et les symétries de E sont diagonalisables.
En effet, les polynomes X? — X = X(X —1) et X? —1= (X —1)(X + 1) sont scindés sur K et a
racines simples (voir l'exemple 11).

2. Soit A € M10(R) telle que A3 = TA —611g. Le polynome X3 —7X +6 = (X — 1)(X — 2)(X + 3) de
R[X] est scindé sur R, d racines simples et annule A, donc A est diagonalisable.

3. Considérons la matrice A de l’exercice 56. On vérifie sans peine que l'on a A™ = I,, (considérer
Uendomorphisme de K™ canoniquement associé 4 A), donc P = X™ — 1 est un polynéme annulateur
de A. Il est scindé dans C et d racines simples :

n—1 .
247
P=]] (x " ) = — .
( W), ol w exp< - >
k=0
On retrowve ainsi que A est diagonalisable.
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Ce théoréme est un outil tres efficace pour détecter si un endomorphisme ou une matrice est diagonalisable.
Toutefois, il ne permet pas la diagonanlisation effective (trouver 'ensemble des valeurs propres et une base
de vecteurs propres). Dans les exemples 1 et 3 ci-dessus, une analyse plus élémentaire nous a permis d’avoir
une diagonalisation plus compléte !

Voici une application de ce théoréme.

EXERCICE DE COURS 62. Soient f € Z(E) et F un sev de E stable par f. Montrer que si f est
diagonalisable, alors l’endomorphisme induit par f sur F est diagonalisable aussi.

6. Applications de la diagonalisation
Voici quelques applications de la diagonalisation.
6.1. Calcul des puissances d’une matrice carrée. Remarquons tout d’abord que les puissances

d’une matrice diagonale sont tres faciles a calculer.
Supposons que l'on ait & calculer les puissances d’une matrice A € .4, (K).

e Si A est diagonalisable, alors il existe P € GL,(K) et D = diag(\1,..., ) € Z,(K) telles que
A=PDpP'.
On a alors, pour tout k£ € N,
\F 0
A* = (PDP V) = pDFpPl =P P
0 A\E
Autrement dit, il suffit de diagonaliser A pour calculer les puissances de A.

e Si A =al, + N, avec N nilpotente (i.e., N? = 0 pour un certain p € N*), on peut utiliser la formule
du bindéme de Newton pour calculer les puissances de A (voir le cours d’algebre de premiére année).

e Si A n’est ni diagonalisable ni de la forme précédente, nous verrons (dans certains cas) d’autres méthodes
au chapitre suivant. Lorsque K = C, nous verrons que la décomposition de Dunford permet de calculer les
puissances de n’importe quelle matrice carrée par une méthode qui mélange un peu les deux précédentes :
voir I'exercice de cours 86.

EXERCICE DE COURS 63. Soit

0 -8 6
A=1|-1 -8 7
1 —-14 11

Montrer que A est diagonalisable et diagonaliser A.

Calculer A*, pour tout k € N. (Par convention A° = I,,.)

Montrer que A est inversible, et calculer A™1.

En déduire A¥, pour tout k € Z. (Par convention, si k € Z, k < 0, A¥ = (A~1)~k))

™o o

EXERCICE DE COURS 64 (étude de trois suites récurrentes linéaires d’ordre 2 «imbriquées»). Soient
(Un)neN, (Vn)nen, (Wn)nen les suites réelles définies par : ug = 0, vg = 22, wy = 22 et

1
Up4+1 = Z(Qun+vn+wn)a
1
VHGN, Un+1:§(un+vn+wn)a

1
Wn+1 = Z(Un + vp + 2wn)-

Le but de cet exercice est de calculer, pour tout n € N, u,, v, et w, en fonction de n, et d’étudier la
convergence des trois suites (un)nen, (Un)nen €t (Wn)nen-
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1. Posons
1 1 1
2 4 4
111 tn
A== = = et, pourtoutneN, X, =| v,
3 3 3
11 1 Wn
4 4 2
Montrer que pour tout n € N,
Xn+1 == AXn
En déduire que pour tout n € N,
X, =A"X,.

2. Montrer que A est diagonalisable, et diagonaliser A.
3. Conclure en calculant uy, v, et w, pour tout n € N, et en étudiant la convergence des trois
suites (Un)neRh (Un)nEN et (wn)neN-

EXERCICE DE COURS 65 (une suite récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants). On note %
lensemble des suites réelles (up)nen réelles telles que :

1
VYneN, Upio= §(Un+1 + Up).

1. Trouver une matrice A de M>(R) telle que :

(Un)neny € # <= Vn €N, (u"+2) —A (un+1) .

Un+1 Up,

2. En déduire qu’une suite (un)nen appartient & % si et seulement si on a :

Vn € N, (“"+1) —An <“1> .
Unp, (')

3. Montrer que A est diagonalisable et diagonaliser A dans #>(R).

4. Soit (up)nen € % . Déduire de la question précédente, pour tout entier naturel n, une expression
de u, en fonction de n et des réels ug, uj.
La suite (un)nen est-elle convergente ? Si oui, préciser sa limite en fonction de ugy et uy.

L’exercice précédente se généralise aisément a 'ensemble %, ; des suites réelles (up)nen telles que :
Vn eN, upi2 = aupt1 + buy,,
ott (a,b) € R? sont tels que a? + 4b > 0.

6.2. Résolution de systémes différentiels linéaires. On ne présente pas de théorie générale et on
illustre seulement sur un exemple 1’utilisation de la diagonalisation pour la résolution d’un systéme différentiel
linéaire d’ordre un.

EXERCICE DE COURS 66. On cherche dans cet exercice tous les couples (f,g) de fonctions dérivables
sur R, d@ valeurs réelles, vérifiant le systéme différentiel () suivant :
() =4f() —g(t)
vVt eR,
{ g'(t) =2f(t) + g(t).

4
1. On pose A = 9 1 ) Montrer que A est diagonalisable. Trouver une matrice diagonale
D € 25(R) et une matrice inversible P € GLa(R) telles que

A=PDpP .

2. Résoudre le systéme différentiel suivant, ot u et v sont deuzx fonctions dérivables :

3. En déduire les solutions du systéme (7).
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Réduction des endomorphismes (2éme niveau) : trigonalisation

Dans tout le chapitre K =R ou C, n € N*| et E est un K-espace vectoriel de dimension finie n.

Nous allons étudier dans ce chapitre d’autres cas de réductions (autres que la diagonalisation). Lorsque
K = C, nous verrons que tout endomorphisme posséde une base dans laquelle sa matrice est triangulaire, et
méme triangulaire avec une forme particuliére (diagonale par blocs de matrices triangulaires).

1. Trigonalisabilité

Soient A € #,(K) et f € Z(E) un endomorphisme de E. On note 7,(K) l'ensemble des matrices
triangulaires supérieurs de ., (K).

,—[Déﬁnition 58 — endomorphisme et matrice trigonalisables} \

1. On dit que f est trigonalisable (ou triangularisable) s’il existe une base & de FE telle
que la matrice de f dans la base & soit triangulaire.

2. On dit que A est trigonalisable (ou triangularisable) s’il existe une matrice triangu-
laire T' € 7,(K) semblable a A, c’est-a-dire :

3T € %,(K), 3IPeGL,(K), A=PTP'

Comme pour la diagonalisabilité, la base & et la matrice P dans la définition ci-dessus ne sont pas

uniques.

Si A est trigonalisable, trigonaliser A € .#,(K) c’est déterminer P, T, (éventuellement P~1) telles que
PeGL,K), T € 7,(K), A=PTP '

REMARQUE 11. Sl existe une base B de E telle que A = Matg(f), alors
f trigonalisable <= A trigonalisable.

Compte tenu de la remarque, nous énoncerons, comme dans le chapitre précédent, bon nombre d’énoncés
pour les matrices ou les endomorphismes seulement.

EXERCICE DE COURS 67. Montrer que toute matrice triangulaire inférieure est semblable a une matrice
triangulaire supérieure.

0 1

(Indication : considérer la matrice P = )
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,—[Théoréme 59 — caractérisation de la trigonalisabilité] \

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est trigonalisable,
(ii) xa est scindé sur K.

(On a un résultat similaire pour les endomorphismes.)

EXERCICE DE COURS 68. Démontrer ce théoréme.

Le corollaire suivant est crucial, et résulte du théoréme de d’Alembert-Gauss.

Corollaire 60 — toute matrice complexe est trigonalisable}

1. Toute matrice de .#,(C) est trigonalisable.

2. Si K = C, alors tout endomorphisme de FE est trigonalisable.

EXERCICE DE COURS 69. On suppose n > 2. Soit
1 -+ 1 1—-n

A= R )
1 -+ 1 1—n
1. Quelle est la dimension de Ker A 2 En déduire qu’il existe A € C tel que :
xa(X) = (=1)"X"HX = \).

2. A laide de la trace, déterminer la valeur de ).

3. En déduire que A n’est pas diagonalisable, mais que A est trigonalisable. Trigonaliser A.

2. Polynémes annulateurs

Nous approfondissons ici la notion de polynéme annulateur vue au chapitre précédent. Soient f € Z(E)

et A e 4,(K).
2.1. Théoréme de Cayley-Hamilton.

,—[Théoréme 61 — théoreme de Cayley—Hamilton} N

1. On a x¢(f) = 0. Autrement dit, le polyndéme caractéristique de I’endomorphisme f an-
nule f.

2. On a y4(A) = 0. Autrement dit, le polyndme caractéristique de la matrice A annule A.

Sir William Rowan Hamilton, né le 4 aotdt 1805 et mort le 2 sep-
tembre 1865, est un mathématicien, physicien et astronome irlandais
(né et mort a Dublin). Il est connu pour sa découverte des quater-
nions, mais il contribua aussi au développement de l'optique, de la
dynamique et de l’algébre. Ses recherches se révélérent importantes

pour le développement de la mécanique quantique.
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Arthur Cayley, né le 16 aoit 1821 et mort le 26 janvier 1895, est
un mathématicien britannique. Il fait partie des fondateurs de l’école

britannique moderne de mathématiques pures.

EXERCICE DE COURS 70 (démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton). L objectif de cet exercice est
démontrer le théoréme de Cayley-Hamilton pour les endomorphismes. La démonstration pour les matrices
en découle.

Soit f € Z(E).
1. Soit x € E\ {0g}. Montrer que la famille (f*(z))
dans N* tel que (z, f(z),. .., fP==(z)) soit libre.

2. On pose Ef(x) = Vect(z, f(z),..., [P~ (x)). Montrer que Ef(z) est un sev stable par
f, et écrire la matrice de Uendomorphisme g, induit par f sur Ef(x) dans la base

(x7 f($)7 e fp’ﬂ_l(a;‘)).

3. Que vaut x4, ¢ (Indication : utiliser exercice 9 sur les matrices compagnons de la fiche d’exer-
cices n°3.) En déduire que (xg4,(f)) (z) = 0g.

4. Pourquoi a-t-on x4, |x¢ ¢ (Indication : utiliser I’exercice 6 sur les sev stables de la fiche d’exercices
n°3.) En déduire que (x;(f)) (z) = 0g.

5. Conclure.

o<k<n est liée. Soit p, le plus grand entier

EXERCICE DE COURS 71 (utilisation des théorémes de d’Alembert-Gauss et de Bézout). Soient n € N*,
Ae #,(K) et P e C[X]. Montrer :

P(A) € GL,(C) <= PAxa=1

Voici une application du théoréeme de Cayley-Hamilton.

EXERCICE DE COURS 72 (caractérisation des endomorphismes nilpotents). On rappelle qu'une matrice
A de A, (K) est dite nilpotente s'il existe N € N* tel que AN = 0.4, (x)-

Soit A € #,(K). On suppose que le polynéme caractéristique de A est scindé (par exemple, si K = C).
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A est nilpotente,

(i) Speck(A) = {0},

) xa=(-1)"X",

(iv) A est semblable a une matrice triangulaire supérieure stricte,
)

(v) A" =0.

(ii
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2.2. Théoréme des noyaux.

,—[Théoréme 62 — théoreme des noyaux} \
Soient N € N* Pj,..., Py € K[X] des polynémes premiers entre eux deux & deux, c’est-a-dire
que pour tout (i,j) € {1,...,N}? tel que i # j, on a P, A P; = 1. Alors les sev Ker (Pi(f)),
i=1,...,N, sont en somme directe et :

N N
P Ker (Pi(f)) =Ker (P(f)), on P=]]P.
i=1 =1

De plus, la projection de Ker (P(f)) sur Ker (P;(f)) parallelement a @ Ker (P;(f)) est un
1<GEN
I
polyndéme en f.

N

En particulier, si P = [[ P;, avec P;AP; = 1 pour tout 7 # j, est un polynéme annulateur de E (par exemple
i=1

si P = xy), alors

N
D Ker (P(1) = E.

EXERCICE DE COURS 73 (démonstration du théoréme des noyaux). L’objectif de cet exercice est démon-
trer le théoréme des noyaux.

1. Montrer que pour touti € {1,...,N}, Ker P;(f) C Ker P(f). En déduire :

N
ZKerPi(f) C Ker P(f).
i=1

1l reste a montrer que la somme est directe et que l’inclusion est une égalité.

2. On suppose dans cet question que N = 2. D’aprés Uhypotheése, il existe Vi,Va € K[X] tels que
ViPy + VaPs =1 (identité de Bézout).

2.1 Montrer a l'aide de lidentité de Bézout :
Ker P(f) C Ker Pi(f) + Ker Py(f).

2.2 Montrer que la somme Ker Py (f) + Ker Po(f) est directe.

2.3 Montrer que la projection p1 de Ker P(f) sur Ker Pi(f) parallélement o Ker Py(f) est
p1 = Va(f) o Pa(f), et que la projection pa de Ker P(f) sur Ker Po(f) parallélement a
Ker Pi(f) est po = Vi(f) o Pi(f).
3. Cas général.
3.1 Posons pour tout i € {1,...,N},
Qi = H P;
1SN
G
de sorte que P;Q); = P.

3.2 Montrer que les polynomes Q1,...,Q N sont premiers entre eux dans leur ensemble. En
N
déduire qu’il existe Uy, ..., Un € K[X] tels que > U;Q; =1 (identité de Bézout).
i=1

3.3 En reprenant les idées du cas N = 2, démontrer le théoréme dans le cas général. Dé-
crire, pour tout i € {1,..., N}, la projection de Ker P(f) sur Ker P;(f) parallélement d

1<@ Ker (P;(f)).
S
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EXEMPLE 13. Considérons la matrice

3 -5 3 =5
2 -3 -2 =2

A= 0 0 1 -1 € My (R).
0o 0 5 -1

On vérifie sans peine que
xa(X) = (X2 +1)(X? +4).

Le polynome x4 n’admet aucun zéro réel. En particulier, A n’est pas diagonalisable dans .#4(R). Elle n’est
pas non trigonalisable dans #4(R) car xa n’est pas scindé sur R (en revanche, elle est diagonalisable dans
M4 (C) car xa est scindé a racines simples sur C.)

Nous allons voir que, grice au théoréme des noyaur, A est cependant semblable, dans M4(R), a une
matrice diagonale par blocs. Posons P, = X2+ 1 et Py = X2 4+ 4 de sorte que xa = P1Py et PL AP, = 1.
Soit f Uendomorphisme de R* canoniquement associé a A. Le théoréme des noyaux donne :

R* = Kerx(f) = Ker P (f) ® Ker P (f).

Comme Ker Py (f) et Ker Py(f) sont des sev de R* stables par f, nous allons chercher une base de R* adaptée
a cette décomposition.

x
En remarquant que, pour X = Z € M1(R)=R, ona:
w
00 -3 -3 x 0
00 0 offy 0
2 _ _
X eKerP(f) «<— (A"+ )X =0 00 -3 0 1= 1o
00 0 -3 w 0
1 0
on vérifie aisément que Ker Py(f) a pour base (V1,Va), ot Vi = 8 et Vo = (1) . De méme, on vérifie que
0 0
1 1
Ker Py(f) a pour base (V3,Vy), ot Vi = (1) et V, = 8 . En notant P = Matg, (V1, Va, V3, V4), ot By est
0 1
la base canonique de R*, on obtient
3 =5 0 O
2 -3 0 O
_ -1 \ _
A=pPBP™ ou B=|o 00
0o 0 o5 -1

EXERCICE DE COURS 74. Vérifier les assertions de l’exemple précédent.

EXERCICE DE COURS 75. Démontrer le théoréeme 57, dont la démonstration avait été laissée de coté, a
laide du théoréme des noyaux.

2.3. Polynéme minimal. Nous allons maintenant voir que I’ensemble des polynémes annulateurs d’un
endomorphisme ou d’une matrice carrée a une structure tres particuliere.
Nous traitons le cas des endomorphismes. Le cas des matrices est similaire. Nosons

Iy ={P eK[X]| P(f) = 0z(r)}

I’ensemble des polynémes annulateurs de f.

EXERCICE DE COURS 76 (structure de I’ensemble Iy).
1. Vérifier :
— Ogx) € Iy,
— si (P,Q) € (If)?, alors P+ Q € I,
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— siU e K[X] et P €Iy, alors UP € Iy.
(On dit que Iy est un idéal de la K-algébre K[X] : voir le cours d’algébre de troisiéme année.)
2. Vérifier que Iy contient au moins un polynéme non nul. On peut donc poser
do = min{deg P ; P € Iy \ {Ogx]}} CN,
et choisir un polynome Py € Iy \ {Og[x]} tel que deg Py = do.
3. Soit P € Iy. Montrer que Py|P. (Indication : effectuer la division euclidienne de P par Fj.)

4. En déduire que
It ={UPy; U € K[X]} = PK[X].

On a ainsi montré : il existe un polynéme Py € K[X] tel que

VPEK[X], (P(f) :OE(E) <~ P0|P)

On peut choisir le polynéme Py de sorte que Py soit unitaire, c’est-a-dire tel que son terme dominant soit
Xdee Po ot ceci définit Py de fagon unique (& vérifier).

,—[Proposition-Déﬁnition 63 — polynome minimal d’un endomorphisme et d’une matrice]—

1. Il existe un unique polynéme unitaire, noté =, tel que
{P e K[X] | P(f) =0gm} =n/K[X],
et my est appelé le polynome minimal de f.
2. Il existe un unique polynéme unitaire, noté 74, tel que
{P e K[X] | P(4) =04,k } = maK[X],

et w4 est appelé le polynéme minimal de A.

EXERCICE DE COURS 77.
1. Quel est le polynome minimal d’une homothétie de E ?
2. Quel est le polynome minimal d’une projection vectorielle de E ¢

3. Quel est le polynome minimal d’une symétrie vectorielle de E ?

4. Quel est le polynéme minimal de la matrice A = <(1) i) ?

O O =

5. Quel est le polynome minimal de la matrice A =

SO O = =
oN OO
N OO O

0

6. Quel est le polynome minimal d’une matrice nilpotente de A, (K) ¢

Théoréme 64 — un critere de diagonalisabilité en terme du polynéme minimal}

Pour que f soit diagonalisable il faut et il suflit que 7¢ soit scindé a racines simples.
(On a un résultat analogue pour les matrices.)

EXERCICE DE COURS 78. Démontrer le théoréeme ci-dessus a l'aide du théoréeme 57.
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,—[Proposition 65 — les polynomes minimal et caractéristique ont les mémes diviseurs irréductibles

Pour tout polynéme irréductible P de K[X], on a :
P|7Tf <~ P‘Xﬂ

Autrement dit, ¢ et x s ont les mémes diviseurs irréductibles.
(On a un résultat analogue pour les matrices.)

En conséquence de la proposition,

7 ({0}) = Spec ().

EXERCICE DE COURS 79. Démontrer cette proposition.

EXERCICE DE COURS 80.

1. Reprendre les exemples de l’exercice de cours 77, et comparer pour chacun d’entre euz le poly-

nome minimal et le polynome caractéristique. Vérifier la cohérence des énoncés ci-dessus sur ces

exemples.

2. Quels sont le polynéme minimal et le polynéme caractéristique d’une rotation vectorielle de R? ?

Théoréme 66 — critere de trigonalisation]

Pour que f soit trigonalisable il faut et il suffit que 7 soit scindé sur K.

(On a un résultat analogue pour les matrices.)

EXERCICE DE COURS 81. Démontrer ce théoréme.

EXERCICE DE COURS 82. Soit

A:

=)

1
0
0

0 1

1
0
0

1

S %4(R)

— = O

0

Calculer x a, les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.

A-t-on xa=ma ?

3. Décomposition de Dunford

Nelson Dunford, né le 12 décembre 1906 et mort le 7 septembre 1986, est un mathématicien américain,

connu pour ses travaux en analyse fonctionnelle. Il a notamment donné son mnom a la décomposition de

Dunford, la propriété de Dunford-Pettis et le théoréme de Dunford-Schwartz.

La décomposition, dite «de Dunford», que nous allons étudier dans cette section, a été démontrée une pre-
miére fois en 1870 par Camille Jordan, puis dans les années 1950 par Claude Chevalley dans le contexte
de la théorie des groupes algébriques. Dans le monde francophone, elle est parfois attribuée a tort a Nelson
Dunford, dont les travaux sont postérieurs a ceux de Chevalley !
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Marie Ennemond Camille Jordan, né le 5 janvier 1838 a Lyon et
mort le 22 janvier 1922 a Paris, est un mathématicien francgais, connu
a la fois pour son travail fondamental dans la théorie des groupes et

pour son influent Cours d’analyse.

Claude Chevalley, né le 11 février 1909 a Johannesburg en Afrique
du Sud et mort le 28 juin 1984 a Paris, est un mathématicien frangais

spécialiste de l'algébre. Il ’est l'un des fondateurs du groupe Bourbaks.

On fixe comme d’habitude f € Z(E) et A € #,,(K).

,—[Théoréme—Déﬁnition 67 — décomposition de Dunford] \

1. On suppose que ‘ X est scindé sur K‘ (par exemple, si K = C). Alors il existe un unique
couple (d,v) € Z(E)? tel que :
— f=d+v,

— d est un endomorphisme diagonalisable,

— v est un endomorphisme nilpotent,
— dov=vod.

De plus, d et v sont des polynomes en f et x4 = Xx;-
La relation f = d + v s’appelle la décomposition de Dunford de f.

2. On suppose que ‘ x4 est scindé sur K ‘ (par exemple, si K = C). Alors il existe un unique
couple (D, N) € 4, (K)? tel que :
— A=D+N,

— D est une matrice diagonalisable,

— N est une matrice nilpotente,
— DN = ND.

De plus, D et N sont des polyndémes en A et xp = x4-
La relation A = D + N s’appelle la décomposition de Dunford de A.

\. J

A Si x4 est scindé, alors A est trigonalisable, donc il existe une matrice triangulaire 7" et une matrice
inversible P € GL,(K) telles que A = PTP~!. On peut écrire T = D’ + N’ ou D’ est une matrice
diagonale (donc diagonalisable) et N’ une matrice triangulaire stricte (donc nilpotente), mais a priori
N # PN'P~! car N’ et D’ ne commutent pas en général, méme si A = T : voir Pexemple ci-dessous.

0
1] 7
1

2 1
EXERCICE DE COURS 83. Quelle est la décomposition de Dunford de la matrice A= [0 1
0 0
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EXERCICE DE COURS 84 (démonstration de l’existence pour la décomposition de Dunford).

Comme Xy
est scindé, on peut écrire
P
xr = (=" [T = A,
k=1
oU Ai,...,\p sont les valeurs propres de f, de multiplicités aq,. .., o, respectivement.

Posons pour k € {1,...,p},
Ck = Ker ((f - )\kIdE)ak) .

Le sev C, est appelé le sous-espace caractéristique de f associé a la valeur propre \;. D’aprés

le théoreme des noyauzx, on a :

E=@c,.

>
Il =
—

1. Soit k€ {1,...,p}.
1.1 Montrer que Cy est stable par f. On note fi l'endomorphisme induit par f sur Cj.
1.2 On pose
di = A\ilde, et vy = fr —dg.

Vérifier que vy est nilpotent, puis montrer qu’il existe une base de Cy dans laquelle la
matrice de fy est de la forme

Ak *
€ M, (K).

0 A

(Indication : appliquer d’abord I’exercice 72 & ’endomorphisme vy.)

2. Posons pour tout x € E,

d(z) = de(xk) et v(xz)= Z vi(zg),
k=1 k=1

ou, pour tout k € {1,...,k}, x est la projection de x sur Cy parallélement ¢ @ C;.
Montrer que les endomorphismes d et v conviennent.

EXERCICE DE COURS 85 (démonstration de I'unicité pour la décomposition de Dunford). Montrer qu’il
y a unicité dans la décomposition de Dunford.

(Indication : utiliser la diagonalisation simultanée d’une part (voir l'exercice 11 de la fiche d’exercices
n°3), et les propriétés des endomorphismes nilpotents d’autre part.)

,—[Corollaire 68 — décomposition de Dunford, expression matricielle}

On suppose que ‘ X est scindé sur K‘ (par exemple, si K = C). On note {A1,...,A,} = Specg(f)

et, pour k € {1,...,p}, on note oy, la multiplicité de A, dans x . Alors il existe une base # de £
dans laquelle la matrice de f est de la forme :

A *

May (K) 3 O

0 A

= Matg(f).

Mo, (K)
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Ce corollaire est une conséquence directe de la démonstration de la partie «existence» de la décomposition
de Dunford (voir I'exercice 84).

REMARQUE 12. Comme application de la décomposition de Dunford, on peut calculer les puissances d’une
matrice de M, (C) d Uaide des méthodes vues au paragraphe 6.1.

EXERCICE DE COURS 86 (calcul de puissances d’une matrice). Soit
-1 -2 -3 -3 -3
0o 1 1 0 O
A= 0 0 1 1 1
11 1 2 3
-1 -1 -1 -1 -2

1. Montrer que xa est scindé sur R. Trouver une matrice inversible P € GL4(R) telle que A =

PJP, o
110 0 0
011 0 0
J=|0 01 0 o0
000 -1 1
000 0 -1

2. Montrer que A est inversible, et calculer A* pour tout k € Z.

4. Réduction de Jordan

On rappelle quun endomorphisme f de E est dit nilpotent s’il existe N € N* tel que fY =0 2 (E), et
qu'une matrice A de ., (K) est dite nilpotente s’il existe N € N* tel que AN =04, ).

Nous allons voir dans cette derniére partie du cours que la réduction des endomorphismes nilpotents (ou
des matrices nilpotentes) dont le polynéme caractéristique est scindé est particulierement agréable.

EXERCICE DE COURS 87 (suite des noyaux itérés). Soit v un endomorphisme nilpotent de E. On note
N le plus petit entier > 1 tel que v~ = 02 (g)- Supposons v # 04 (g, donc N = 2. Pour k € N, notons
Fy, = Ker (vF). Vérifier qu’on a les inclusions

{OE}:F()CFlC"'FN_lCFN:E,

et que toutes ces inclusions sont strictes.
La suite (Fy)o<k<n est appelée la suite des noyaux itérés de v.

Pour tout k£ € N*, on pose

Jip = - - E/fk(K)
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,—[Théoréme 69 — structure des éléments nilpotents] \

Soit ¥ un endomorphisme nilpotent de E. On note N le plus petit entier > 1 tel que vV = 0 2(E)-
Supposons v # 0.¢(g), donc N > 2. On reprend les notations de I'exercice précédent, et on pose
pour tout k € {1,..., N},

Y = dlka — dikafl.
Alors il existe une base Z de E telle que la matrice de v dans cette base soit de la forme :

JN O
JIN
IN-1

J= IN_1 = Matg(v),

Ji

J1

que lon peut écrire J = diag(Jn, ..., N, IN—15- -y IN—15- -y J1, .oy J1).
——
v~ blocs YN —1—7 N blocs 1 —"y2 blocs

\. J

Une telle matrice J (avec des 0 ou des 1 sur la sur-diagonale, et des zéros partout ailleurs) est appelée
une matrice de Jordan.

Nous ne démontrerons pas ce théoréme dans le cas général, mais nous allons construire explicitement une
base % comme dans le théoréme pour quelques exemples.

EXERCICE DE COURS 88. Soit
1 1 1 -3

0 -1 0 1
A= 1 9 1 3 € My(R).
0 -1 0 1

~

. Vérifier que A* =0 et A3 #£0. On note v l'endomorphisme de R* canoniquement associé a A.

2. Dans les notations de lexercice 87, décrire la suite (Fy)o<k<n des noyauz itérés de v. Donner
la dimension de chacun des sev F},.

3. Montrer qu’il existe un vecteur x € R* tel que (x,v(x),v?(x),v3(x)) forme une base de R*.
Ezhiber un tel vecteur x.

4. En déduire qu’il existe une base B de R* dans laquelle la matrice de v est

01 00
0 010
J_0001
0 0 0O

telle que A= PJP~!.

~—

5. Trouver une matrice inversible P € GL4(R

EXERCICE DE COURS 89. Soit

1 0 -1 -2
0 0 O 0

A= 10 -1 -1 €./%4(R)
0 0 O 0

1. Vérifier que A% =0 et A% # 0. On note v l'endomorphisme de R* canoniquement associé a A.

2. Dans les notations de exercice 87, décrire la suite (Fy)ogk<n des noyaux itérés de v. Donner
la dimension de chacun des sev F},.
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. Trouver une matrice inversible P € GL4(R

Soit Gn—1 un supplémentaire de Fx_1 dans Fy = R*Y. Montrer que v(Gy_1) C Fx_1.
Trouver un supplémentaire Gn_o de Fn_o dans F_1 tel que v(Gy—1) C Gn_a.

En procédant ainsi de suite, montrer qu’il existe une base B de R* dans laquelle la matrice de
v est

01 00
00 10
J_OOOO
00 00

telle que A= PJP~1.

~—

EXERCICE DE COURS 90. Soit

~

-1 0 1 1
0O 0 0 O

A= 10 1 1 S %4(R)
0 0 0 O

Vérifier que A2 =0 et A # 0. On note v l'endomorphisme de R* canoniquement associé a A.

Dans les notations de lexercice 87, décrire la suite (Fi)ock<n des noyauz itérés de v. Donner
la dimension de chacun des sev F},.

3. Soit Gn_1 un supplémentaire de Fx_1 dans Fy = R*. Montrer que v(Gy_1) C Fx_1.

. En déduire qu’il existe une base % de R* dans laquelle la matrice de v est

01 00
00 00
J_OOOO
00 00

telle que A = PJP~L.

~—

Trouver une matrice inversible P € GL4(R

EXERCICE DE COURS 91. Soit

~

-1 1 1 0
0o -1 0 1

A= 1 9 1 -1 E%4(R).
0 -1 0 1

. Vérifier que A> =0 et A# 0. On note v l’endomorphisme de R* canoniquement associé a A.

2. Dans les notations de lexercice 87, décrire la suite (Fy)o<k<n des noyauz itérés de v. Donner

la dimension de chacun des sev F},.

3. Soit Gnx_1 un supplémentaire de Fx_1 dans Fy = R*. Montrer que v(Gy_1) C Fx_1.

. En déduire qu’il existe une base B de R* dans laquelle la matrice de v est

J =

o O o o
SO O =
o o o o
o = O O

telle que A = PJP~L.

~—

Trouver une matrice inversible P € GL4(R

REMARQUE 13. Les matrices des quatre exercices de cours précédents sont deux a deux non semblables,
et toute matrice nilpotente de #4(C) est semblable a 'une d’entre elles.
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