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Introduction

Un probleme fondamental dans plusieurs champs d’applications des Mathématiques
est le controle ou 'amortissement des vibrations de grandes structures. C’est ainsi que,
dans les trente dernieres années, s’est développée, sous I'impulsion de J.-L. Lions et de son
école, une théorie mathématique du controle optimal pour les solutions de ’équation des
ondes dans un milieu non homogene. Plus récemment, un certain nombre de ces questions
ont trouvé des solutions géométriques remarquables grace a l'utilisation ingénieuse de
I’analyse microlocale, développée a partir des années 1960 par L. Hormander et son
école. Le but de ces notes est de présenter ces résultats, sous une forme accessible a un

éleve connaissant un minimum d’analyse fonctionnelle et de théorie des distributions.

Dans une premiere partie, nous établissons quelques résultats classiques d’analyse
fonctionnelle, remontant pour lessentiel au mémoire de S. Banach (1932) sur les
opérateurs linéaires.

Le second chapitre fournit un cadre abstrait a la résolution de nombreuses équations
d’évolution linéaires grace a un célebre théoreme démontré indépendamment par E. Hille
et K. Yosida dans les années 1950. Il est suivi d’un court chapitre appliquant ces résultats
a I’équation des ondes.

Le chapitre IV présente les problemes de stabilisation et de controle pour I'équation
des ondes, en particulier la méthode HUM (Hilbert Uniqueness Method) de J.-L. Lions.

Le chapitre V propose une introduction auto-contenue aux méthodes d’analyse

microlocale : opérateurs pseudo-différentiels, mesures de défaut microlocales.

Enfin, la combinaison de ces différents outils débouche au chapitre VI sur les
“théoremes de controle géométrique” de J. Rauch, M. Taylor, C. Bardos et G. Lebeau,

que nous démontrons dans leur version la plus simple.

Il va de soi que ces quelques notes n’ont pu aborder beaucoup d’autres aspects
importants de la théorie du controle optimal, dépassant largement le cadre d’un tel cours.
Nous espérons néanmoins qu’elles fourniront au lecteur quelques clefs de compréhension
de l'interaction féconde de deux domaines importants de ’analyse mathématique.

Nous tenons a remercier chaleureusement Madame Antoinette Bardot, qui a assuré

la saisie de notre manuscrit avec une patience et une compétence exemplaires.

Orsay, Décembre 2002
Nicolas Burq
Patrick Gérard



CHAPITRE I

RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR
LES OPERATEURS LINEAIRES

>k >k 3k sk ok ok ok ok okokok kR ko kckk

e Un espace vectoriel F sur K = R ou C, muni d’une norme, est un espace de
Banach s’il est complet.

e Si E, F sont des espaces vectoriels normés, on désigne par L(E, F') 'espace vectoriel
des applications linéaires continues de F vers F', que ’on munit de la norme définie par

T
||T||EHF — sup H uHF '
wern{o} lulle

On vérifie que, si F' est un espace de Banach, alors L(E, F') est un espace de Banach.

e Le but de ce chapitre est de passer en revue trois types de résultats importants

concernant les opérateurs linéaires, qui nous seront tres utiles dans la suite du cours.

1.1. Théoremes de prolongement

Théoreme 1.1. Soient E un espace vectoriel normé, D un sous-espace vectoriel dense
de E, F un espace de Banach. Toute application linéaire continue de D vers F' a un
unique prolongement linéaire continu de E vers F'.

Démonstration. Soit T' € L(D, F'). Si u € E, il existe une suite (uy)nen d’éléments de

D convergeant vers u. Puisque
[Tup = Tup| = T (un = up)l[r < [Tl D lun = uplle,

la suite (Tuy,)nen est de Cauchy dans F', donc converge puisque F' est complet. La limite
lim T'u, ne dépend pas de la suite (u,,)nen choisie pour approcher u : en effet, si (uy, )nen
n—oo

est une autre suite d’éléments de D approchant u, la suite (v, )nen définie par

V2p = Up, U2p+1 = Up, p €N,



est une suite de D approchant u, donc T'v,, a une limite, ce qui assure

lim Tu, = lim Tu,.

p—00 p—00

Posons

(1.1) Tu= lim Tu,.
n—oo

Alors on vérifie aisément que T' € L(E, F) et prolonge 7. Enfin, un prolongement continu

de T & E est nécessairement donné par la formule (1.1), ce qui assure I'unicité de 7.

q.e.d.

Exemple 1.2. Intégrale de fonctions réglées a valeurs dans un espace de
Banach. Soit F' un espace de Banach, et soit [a, b] un intervalle compact de R. On vérifie
aisément que l'espace vectoriel B([a, b], F') des fonctions bornées sur [a, b] a valeurs dans

F', muni de la norme

(1.2) [fllec = sup [[f(z)]r

z€la,b

est un espace de Banach. Soit D le sous-espace vectoriel de B([a,b], F') constitué des
fonctions en escaliers; on dit qu’une fonction de [a, b] dans F' est réglée si elle appartient
a l'adhérence E de D dans B([a,b], F'). On peut montrer qu'une fonction f : [a,b] — F
est réglée si et seulement si elle admet des limites a gauche et a droite en tout point de

[a, b]. Pour toute fonction en escaliers f : [a,b] — F, on définit aisément 'intégrale

/abf(x)dx eF,

de sorte qu’on dispose d’une application linéaire

caractérisée par la formule



pour toute fonction g : [a,b] — K en escaliers, et tout vecteur v € F. La double inégalité

(13) |/ oy < / @l ds < (- )l

est, elle aussi, élémentaire.

On peut donc appliquer le théoreme 1.1 et en déduire un unique prolongement de T
a F, ce qui définit, pour toute fonction réglée f de [a, b] vers F, 'intégrale f: f(x)dx € F;
de plus, la double inégalité (1.3) se prolonge a de telles fonctions.

Un cas particulier tres important de fonction réglée, que nous utiliserons a plusieurs
reprises dans la suite, est bien str celui des fonctions continues.

Théoréme 1.3 (prolongement de la convergence). Soient E,F des espaces vectoriels
normés, D un sous-espace vectoriel dense de E et (T,)nen une suite d’éléments de
L(E, F). On suppose qu’il existe C' > 0 tel que

(1.4) Vn € N, ||TnHE—>F <(C

et que, pour tout élément u de D, la suite T,,u a une limite Tuw quand n tend vers I'infini.
Alors I'application T : D — F ainsi définie est linéaire continue, et, si T admet un
prolongement T € L(E, F) (par exemple si F est complet) alors, pour tout u € E,

(1.5) Tou —— Tu.

n—oo

Démonstration. La linéarité de T' est immédiate, et sa continuité provient de I'inégalité
[Tullp = lim [[Thullp < Clluls,
n—oo

qui se déduit de (1.4). Supposons qu'il existe un prolongement linéaire continu T’ de T &
E. Soit u € E. Pour tout € > 0, il existe v € D tel que ||u —v| g < . Alors, pour tout n,

ITu = Tullp < | Tou — Tovllr + | T — Tollp + [|Tv — Tullp
< Cllu=vlp+ Tov = Tolr + [T llv = ull

de sorte que
lim sup || T,u — Tul|p < (C+||T|)e

n—oo



pour tout € > 0, ce qui acheve la démonstration. q.e.d.

Exemple 1.4. Soit p € [1,4o00|, et soit £ = LP(R) l'espace des (classes de) fonctions

mesurables de R dans C, de puissance p'“™"® sommable. Muni de la norme

(1.6 151 = ([ 1sras)”,

E admet pour sous-espace dense 'espace D des fonctions continues a support compact.

Pour tout réel h, soit 7, : E — E l'opérateur de translation défini par

(1.7) ™ f(x) = f(z = h).
Alors 75, est une isométrie de F et, pour toute fonction f continue a support compact
(1.8) 1 f = fllp ——> 0.

En appliquant le théoreme 1.8 a la suite (7),),en définie par T,, = 74, oU (hy)nen est

n’

une suite quelconque de réels tendant vers 0, on en déduit que (1.8) reste vraie pour tout

f e LP(R).
1.2. Principe de la borne uniforme

Théoréme 1.5 (Banach-Steinhaus). Soient F un espace de Banach, F' un espace
vectoriel normé, et (T});cy une famille d’opérateurs linéaires de E vers F' vérifiant

(1.9) Vue E, supl|Tjullr < +o0.
JjedJ

Alors (1.9) a lieu uniformément sur la boule unité de E, i.e.

(1.10) sup | T}|| p—r < +00.
jed

Démonstration. Pour tout n € N, posons

A, = {u € E, sup||Tjullr < n}
j€J

L’ensemble A,, est fermé dans E (c’est une intersection de fermés) et ’hypothese (1.9)

e
n=1

assure que



Puisque E est complet, il possede la propriété de Baire : une réunion dénombrable de
fermés d’intérieur vide est d’intérieur vide. En conséquence, I'un des A,, est d’intérieur
non vide. Comme A, = nA;, A; est d’intérieur non vide. Puisque A; est égal a —A; et

o) o)
est convexe, A; a les mémes propriétés; si ug € A1, on a donc

o

1 o o
0= (UO_UO)EE(AI —Al) CA .

N —

Soit alors r > 0 tel que la boule fermée de centre 0 et de rayon r soit contenue dans
A1. Pour tout élément u de la boule unité de E, on a donc ru € Ay, et

vied, rlTjullr<1

soit ]

q.e.d.

Corollaire 1.6. Soient E un espace de Banach, F' un espace vectoriel normé, et (T}, )nen
une suite de L(E, F') telle que, pour tout u € E, T,u ait une limite. Alors

sup [|Th||E—Fr < +o0.
neN

En particulier, une limite simple d’applications linéaires continues de FE vers F' est

continue.

1.3. Le théoreme de I’application ouverte et ses variantes

Théoréme 1.7 (Banach). Soient E,F des espaces de Banach et T € L(E,F). On
suppose que T est surjective. Alors T est ouverte, i.e. 'image par T de tout ouvert de E
est un ouvert de F.

Démonstration. Notons Bg, Br les boules unité fermées de F,F respectivement.
Puisque T est linéaire, il suffit de montrer qu’il existe » > 0 tel que

(1.11) rBrp C T(Bg).
Pour tout entier naturel n, notons

An = T(nBE)



10

Alors A,, est un fermé de F' et
4. =F
n=1

puisque T est surjective. Puisque F' est complet, la propriété de Baire assure que I'un
o)
des A,, a un intérieur non vide; puisque T est linéaire A,, = n A, donc A;# (). De plus,

o (o)
A= — Ay et Ay est convexe, donc

[¢]

1 o o
S 5(141 - Al) CAy
Il existe donc R > 0 tel que
(1.12) RBr C T(Bg).

La deuxiéme étape de la démonstration consiste a passer de (1.12) a (1.11), quitte a
choisir » < R. En utilisant une fois encore la linéarité de T, on peut traduire la propriété
(1.12) sous la forme suivante :

(1.13) pour tout v € F', pour tout £ > 0, il existe u € E tel que
Jo~Tulle <& et fuls < 5 ol
Appliquons cette propriété a v € % Bp. 1l existe u; € E tel que
urlp <5 et lo=Tullr< 7
En appliquant la propriété (1.13) & v; = v — Tuy, il existe ug € E tel que
lusllm < i et ||v— Tus — Tus||p < g

On construit ainsi par récurrence une suite (uy),>1 d’éléments de E vérifiant
— <
v ZTukH < 2n+1
n

Puisque la série des ||u, | g est convergente, la suite des sommes partielles ( > uy)

lunlle <277 et

n>1
k=1 =
vérifie le critere de Cauchy. L’espace E étant complet, elle est convergente. Posons
oo
u = Z g -
k=1
o0
Alors ||ullg < Y ||luglle < 1 et, puisque lapplication T" est continue,
Tu = li Tuy, =
0= fi Z iy = 0.
On a donc montré (1.11) avec r = £. q.e.d
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Corollaire 1.8 (théoreme de I'isomorphisme). Soient E, F' des espaces de Banach. Toute
bijection linéaire continue de E sur F' a un inverse continu. En particulier, si deux normes

rendent un méme espace vectoriel complet et sont comparables, elles sont équivalentes.

En effet, si T € L(FE, F) est bijective et U C E est ouvert, (T~1)"1(U) = T(U) est
ouvert donc T~ est continue. Si || || et || ||2 sont deux normes sur un espace vectoriel F

qui le rendent complet et s’il existe C' > 0 tel que || |2 < C| |1, I'application identique

(E,|| ll1) — (E,|| ||]2) est une bijection linéaire continue. La continuité de son inverse
assure 'existence de D > 0 tel que || |1 < D]J| ||2, de sorte que ces deux normes sont
équivalentes.

Corollaire 1.9 (théoréme du graphe fermé). Soient E,F des espaces de Banach et
T : E — F une application linéaire. Alors T est continue si et seulement si le graphe de
T est fermé dans E x F', c’est-a-~dire : pour toute suite (uy)nen de E vérifiant u, —— u

n—oo

dans F et T'u,, —— v dans F', on a v ="Tu.
n—oo

Démonstration. Soit I' = {(u,Tu),u € E} C E x F le graphe de T. Puisque T est
linéaire, I' est un sous-espace vectoriel de E x F. Il est clair que la continuité de T" assure
que I est fermé dans E x F'. Il s’agit donc de montrer la réciproque. Puisque F, F' sont des
espaces de Banach, F x F' est un espace de Banach. Si I" est fermé, I' est donc également
un espace de Banach. Soient pi,ps la premiere et la seconde projection de E x F' sur
E, F respectivement. L’application p; est continue et sa restriction a I est une bijection
linéaire continue de I' sur E. Sa réciproque ¢q est donc continue en vertu du corollaire 1.8;

en conséquence, ps o ¢ = 1" est continue. q.e.d.

Exemple 1.10. Soit  un ouvert de R? et soient E,F des sous-espaces vectoriels de
Pespace D'(Q2) des distributions sur . On suppose que E, F' sont munis respectivement
de normes || ||z, || || qui les rendent complets, et telles que toute suite de E (resp. de
F') qui converge vers 0 pour || ||g (resp. || ||#) converge vers 0 au sens des distributions.

On suppose que E C F. Alors il existe C > 0 tel que || ||r < C|| |&.

En effet, appliquons le théoreme du graphe fermé a linjection canonique j
(E,|| |le) — (F,|| ||F)- Si (un) est une suite de E convergeant vers u pour || ||g et
telle que u,, converge vers v € F pour || ||z, alors u,, —u et u, —v tendent vers 0 au sens

des distributions, donc v = w.
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Plus généralement, on montre par la méme méthode qu'une application linéaire
“naturelle” entre deux espaces de Banach de distributions est automatiquement continue.
Au niveau plus général encore des espaces de Banach abstraits, on peut montrer (travaux
de Solovay) que, sans 'axiome du choix, il est impossible de montrer 'existence d’une

application linéaire discontinue entre deux espaces de Banach !



CHAPITRE 11

SEMI-GROUPES D’OPERATEURS LINEAIRES

K3koskok skoskok skokokokoskok ok kok ok
2.1. Généralités
Soit E un espace de Banach sur K = R ou C, dont la norme sera notée || |. On
note L(E) = L(E,FE) lespace vectoriel des opérateurs linéaires continus de F dans

E. Remarquons que, muni du produit de composition des applications, L(F) est une
algebre dont I’élément unité est I’application identique. Pour cette raison, nous noterons
simplement 77 75 le produit de composition T} o T des éléments T7,T> de L(FE), et 1

I’application identique. Lorsqu’aucune confusion n’est a craindre, nous noterons

IT[| = sup || Tull
lull<t

la norme sur L(FE), qui en fait un espace de Banach. On vérifie aisément 'inégalité
(2.1) 1Ty T[] < || T T2]]

pour tous 77,75 € L(F). On traduit ’ensemble de ces propriétés en disant que
(L(E),|| ||) est une algebre de Banach.

Définition 2.1. Un semsi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires sur
E (en abrégé semi-groupe sur E) est une application

vérifiant les propriétés suivantes :

(i) S(0)=1.
(ii) Pour tous ti,ts € Ry, S(t1 + t2) = S(t1)S(t2).
(iii) Pour tout u € E, 'application

teRy — S(t)ue E

est continue.
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Remarque et exemple 2.2. On prendra soin de noter que la condition (iii) n’entraine
pas en général la continuité de I’application S : Ry — L(E) lorsque L(F) est munie de
sa norme naturelle. Cette distinction apparaitra plus clairement au paragraphe suivant,
mais voici d’ores et déja un exemple qui l'illustre bien.

Soit E = LP(R), p € [1,+0o0[ et, pour tout ¢ > 0, S(t) = 74 défini par
Tru(x) = u(z —t).

On a déja vu (exemple 1.4) que 7; était une isométrie de E et que la propriété (iii)
était vérifiée. Quant aux propriétés (i) et (ii), elles sont triviales. Soit ¢ > 0, et soit u
la fonction indicatrice de intervalle [0,¢[C R. Alors 7yu est la fonction indicatrice de
lintervalle [t, 2¢], de sorte que

ITew —ullp =2, fully =t

et donc

I — 1) > vl _ g

el
ce qui contredit la continuité en 0 de I'application t € Ry — 7 € (L(E), | |-

Proposition 2.3 (estimation a priori). Soit S un semi-groupe sur E. Il existe C' > 0 et
w > 0 tels que, pour tout t € Ry,

(2.2) IS < Ce.

Démonstration. Appliquons le principe de la borne uniforme (théoréme 1.5) de Banach-
Steinhaus a la famille (S(t))cjo,1- D’apres la propriété (iii), pour tout v € E,

sup ||S(t)u|| < +oo.
te[0,1]
En conséquence

sup [|S(t)]| = C < 4o0.
te(0,1]

Soit alors t € R, quelconque; désignons par n la partie entiere de t, et 7 =t —n € [0, 1].
Alors la propriété (ii) assure que
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donc, d’apres 'inégalité (2.1),
IS@OI < ISEOIIS@)" < C-C™ < Cet
en notant w = Log C' > 0 (car C > ||S(0)|| = 1). g.e.d.

2.2. Générateur infinitésimal

Commencons par clarifier la distinction introduite dans la remarque 2.2 en carac-
térisant les semi-groupes S sur E vérifiant de plus la propriété suivante, strictement
plus forte que (iii),

(iv) S=R; — (L(E),]| ||) est continue.

Dans ce cas, on va voir que S a une forme tres particuliere. Pour cela, intégrons de 0 a
e l'identité

(2.3) S(r+1t) = S(r)S(t),

I'intégrale étant prise au sens de l'exemple 1.2. Il vient

(2.4) /:H S(A)dA = (/0 S(T)dT) S(t).

Toujours d’apres I'exemple 1.2, on a

1 13
_/0 S(t)dr —— S(0) =1.

15 e—0*t

Pour € > 0 assez petit, lopérateur < [ S(7)dr est donc inversible dans £(E), en vertu

du lemme suivant :

Lemme 2.4 (série de Neumann). Soit T' € L(FE) tel que |1 — T|| < 1. Alors T est

inversible, et
oo

T = 2(1 —T)".

Démonstration du lemme. D’apres U'inégalité (2.1),

I =) < [t =",



16

donc la série de terme général (1 — 7T')™ est convergente dans l'espace de Banach L(FE).

Puisque
N N
Ty -1y = (Z(l—T)“) T=1-(1-T)"" ——1
n=0 n=0 e
le lemme en résulte. q.e.d.

Revenons a la formule (2.4). Pour € > 0 assez petit, f0€ S(r)ydr = e x L [*(S(r)dr

e JO
S(t) = ( /0 ) S(T)d’?’) - ( /t - S(/\)dA)

définit une application de classe C! de R, dans £(E). En posant B = S’(0) et en prenant

est donc inversible, et

la dérivée de (2.3) en 7 = 0, il vient
(2.5) S'(t) = BS(t).

Il est aisé de démontrer que I’équation différentielle (2.5) a une unique solution vérifiant
S(0) = 1. Celle-ci est donnée explicitement a 1’aide de I'application exponentielle, définie
sur L(F) par

oo

(2.6) exp(T) = %
n=0 ’

La convergence de la série ci-dessus est assurée par U'inégalité ||T"| < ||T||" et le fait
que L(FE) est complet. On vérifie alors, comme dans le cas matriciel, que T1,Ts € L(E)
vérifient Ty Ty = Ty Ty, exp(Ty + 1) = exp(T11) exp(Tz). En particulier, pour tout ¢ € R,
pour tout A € L(E),

(2.7) % exp(tA) = Aexp(tA) = exp(tA) A.

En revenant a (2.5), on conclut, pour tout ¢t > 0,

£ (exp(—1B) (1)) = 0

d’ou

(2.8) S(t) = exp(tB).



17

Réciproquement, si B est un élément quelconque de L(F), l'application S définie par
(2.8) vérifie les propriétés (i), (ii) et (iv).

Récapitulons ces résultats dans la proposition suivante.

Proposition 2.5. Les applications S : Ry — L(E) vérifiant les propriétés (i), (ii), (iv)
sont les applications de la forme (2.8), ou B € L(FE).

Pour des raisons qui apparaitront plus claires dans 1’étude des semi-groupes de
contractions sur un espace de Hilbert, on a coutume d’introduire 'opérateur A = —B
et de 'appeler générateur infinitésimal du semi-groupe S vérifiant (i), (ii), (iv). La
formule S(t) = e~*4 se traduit alors par le fait que, pour tout élément u de E, la fonction

u: Ry — E définie par u(t) = S(t)ug est 'unique solution du “probleme de Cauchy”
(2.9) W (t) + Au(t) =0, u(0) =1up.

En d’autres termes, S(t) est la “résolvante” de ’équation différentielle v’ + Au = 0. C’est
cette interprétation qui sera notre point de départ pour I’étude générale des semi-groupes.
Elle débouche notamment sur la définition suivante.

Définition 2.6. Soit S un semi-groupe sur E (au sens de la définition 2.1). On appelle
générateur infinitésimal de S D'application linéaire A : D(A) — E, ou D(A) est le
sous-espace vectoriel de E constitué des vecteurs u tels que 'application t € Ry — S(t)u
soit dérivable a droite en 0, avec

d

I ——
YT T

(S(t)w)jt=o+ -
Exercice 2.7. Montrer que le générateur infinitésimal du semi-groupe des translations
sur LP(R) (exemple 2.2) est donné par
D(A) = {ue LP(R), v € LP(R)}, Au=4
(la dérivée étant prise au sens des distributions sur R).

Proposition 2.8. Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe S sur E. Alors,
pour tout t > 0, D(A) est stable par S(t) et, pour tout u € D(A),

AS(t)u = S(t) Au.



18

De plus, D(A) est dense dans E et le graphe de A est fermé dans E x E.

Démonstration. Soient ¢t > 0 et u € D(A). Pour tout h > 0,

1 - S(h)
h

St~ SO =8+t

A
P S(t) Au,

puisque S(t) est continue. On en déduit la premiere assertion de la proposition. Les autres
assertions reposent sur le lemme suivant.

Lemme 2.9. Pour tout u € E, pour tout € > 0, posons

(2.10) kuzl/mﬂﬂuﬁ.
€ Jo

Alors I'application J. : E — E ainsi définie est linéaire continue, et J-u — u De
e—0

plus, pour tout h > 0, on a I'identité

S(h) — 1
h

(2.11) J. = gy gyt
g g

Démonstration du lemme. Le fait que J.u —— wu est conséquence de la continuité
e—0+

en 0 de I'application t — S(t)u. La linéarité de I’application J. provient de celle de S(t)
pour tout ¢, tandis que sa continuité résulte de 'inégalité

1 13
Ay RECRI
€Jo
et de l'estimation a priori (2.2) (proposition 2.3). Enfin, si h > 0,

S(h) —1 17
TJgu—g—h S(h)/ t)udt — ; S udt

:i/Shﬁ-tudt /S udt
Sh 0 0
1 h—i—a 5
:—/ T)udr — /S udt
Eh h 0
udt

1 h+€ h
=— dr— [ S(t
mt/ Juds A
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d’apres la relation de Chasles. On constate alors que les roles de h et de € sont inversés
dans les deux dernieres identités, ce qui conduit & la premiere partie de (2.11). La seconde
partie résulte de ce que Jj, et S(¢) commutent pour tous h, . q.e.d.

Achevons la démonstration de la proposition 2.8. Soit u € E. D’apres le lemme 2.9
et la continuité de S(¢), on a pour tout € > 0,

S(h)_ljau: S(s)—ljhu S(s)—lu‘
h € h—0+ €

On en déduit que J.u € D(A), avec

(2.12) AJou= I_Ts(e)u

Puisque J.u —— u, il en résulte que D(A) est dense. Notons que la deuxieme partie

e—0t
de (2.11) et la continuité de J;, entrainent, pour tout u € D(A),

(2.13) JhAu: AJhu
Soit alors (u,,) une suite de D(A) vérifiant
Up —— U, Au, — 0.

n—oo n—oo

Alors, pour tout h > 0, le passage a la limite quand n — oo dans la formule

Jy Au,, = 1_—S(h)un
h
entralne L _ S(h
Jpv = _T() u

d’oi1, en passant & la limite quand h tend vers 0%, u € D(A) et v = Au. Le graphe de A
est donc fermé. q.e.d.

Le résultat suivant montre en quoi un semi-groupe S peut étre considéré comme la

résolvante d’une équation différentielle.

Théoréme 2.10. Soit S un semi-groupe sur E, et soit A son générateur infinitésimal.
Soit ug € E, et soit u la fonction continue de Ry dans E définie par u(t) = S(t)uo.

a) Si ug € D(A), alors u est de classe C! et, pour tout t > 0, u'(t) + Au(t) = 0.
Réciproquement, si v : [0,T] — E est une fonction continue, dérivable sur |0, T et
vérifiant, pour tout t €]0, T,

(2.14) u(t) € D(A) et o'(t) + Av(t) = 0,
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alors v(t) = S(t)v(0) pour tout t € [0,T].

b) (On ne suppose plus ug € D(A)). Pour toute fonction 1 :]0, co[— K de classe C! a
support compact, le vecteur [~ ¢ (t)u(t)dt appartient & D(A) et

A( /0 h U(t)ut)dr) = /0 T (Bt dt

Réciproquement, si v : [0,T] — E est une fonction continue vérifiant, pour toute
fonction 1) :]0, T[— K de classe C! a support compact,

(2.15) / Y(t)v(t)dt € D(A) et A / () dt) = /T W (t)v(t)dt
0
alors v(t) = S(t)v(0) pour tout t € [0,T].

Démonstration. Montrons d’abord la partie a). Si ug € D(A), on sait déja par la
proposition 2.8 que u(t) € D(A). Si h > 0,
u(t+h)—u(t) S(h)—-1

(2.16) Y = b u(t) P —Au(t),

tandis que, pour t > h,

wt—h)—u(t) S —SE—h)
(2.17) “h h to = St = h) =

= —S(t—h)Auo + T,

ou
S(h)—1
n :S(t—h)<—( i)L U0+AUO).

Compte tenu de la proposition 2.3, pour ¢ > 0 fixé et h < ¢, on a ||S(t — h)|| < M, donc

—1
sl < MHMUO +Au0‘ — 0.
h h—0+

En revenant a (2.17), on observe que u est dérivable a gauche en tout ¢t > 0, avec
u'(t7) = —=5(t) Aug, qui n’est autre que —Au(t) d’apres la proposition 2.8. En comparant
avec (2.16), on conclut que u est dérivable sur R, avec

u'(t) = —Au(t) = —S(t) Aug,

la derniére expression assurant que u est de classe C''. Pour montrer I'unicité, nous avons

recours au lemme suivant.
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Lemme 2.11. Soit w une fonction définie au voisinage de ty > 0, a valeurs dans F,
dérivable en ty et telle que w(ty) € D(A). Alors la fonction t — S(t)w(t) est dérivable

en tg, avec

(S w0ty = S(to) (! (t0) — Au (1))

Démonstration du lemme. Pour h # 0 assez petit, on écrit

S(to + h)w(to + h) — S(to) w(to)
h

= S(to + h)

(2.18)

w(to + h) — w(to) S(t() + h)w(to) — S(tg)’w(t@)
h * h

Puisque w(ty) € D(A), on vient de voir que le deuxieme terme du second membre de
(2.18) tend vers —S(tg) Aw(tg). Quant au premier terme, il s’écrit S(tg+h)w'(to) + o(1),

en utilisant & nouveau l'estimation a priori sur ||S(t)]|. q.e.d.

Soit v : [0,T] — E satisfaisant a (2.14), et soit t; €]0,T[. D’apres le lemme 2.11, on
a, pour tout ¢ €]0, 1],
d

%S(t)v(tl —t)=-=St)(v'(t1 —t) + Av(t; — t)) =0,

donc, en comparant les valeurs de la fonction continue ¢ — S(t)v(t; —t) en t = 0 et
t= tl?

U(tl) = S(tl)U(O)
Cette identité, vraie pour tout t; €]0,T[, se prolonge aux bornes de l'intervalle par

continuité.

Passons & la partie b) du théoréme. On utilise la famille (J.).s( introduite au
lemme 2.9. Notons u.(t) = J-u(t) = S(t) J-up. Puisque J.uy € D(A), on peut appliquer
la partie a) du théoréme : la fonction u. est de classe C! et u. + Au. = 0. En intégrant
contre ¥ € C3(]0, 00]), il vient

/0 () Aus(t) dt = / T O uet)d.

Mais uc(t) = Jou(t) et



22

Il en résulte que

ligﬁ%ganmwﬁ:akéwqu@Mu

et la propriété voulue s’obtient en passant & la limite quand € — 07. Réciproquement,
soit v : [0,T] — E vérifiant (2.15) pour toute fonction ¢» € C§(]0,T[). Posons, pour tout
t €1[0,7,

ve(t) = Jev(t).
Alors v.(t) € D(A) pour tout ¢,

A%@):Alw@):lif&iv@
est une fonction continue de ¢, et
(2.19) A mwm&wﬁ:Ak(£m¢@mwm)
:LA<A $(t) ol dt)
:L<Awwum@m0
-/ T vt

Introduisons alors la fonction continue w, : [0,7] — E par

u@(t)::zg(t)+—/£<Av5(7)dr.

Alors (2.19) et une intégration par parties entrainent, pour toute fonction v € C§(]0,TY),

(2.20) /wwgﬁ%uyu:o.

Appliquons 'identité (2.20) a la fonction 15 définie par

= o= [/ [(T5) (751 o

ou to,t1 €]0,T[, x : R — R est continue a support compact d’intégrale 1, et § > 0 est

assez petit. On obtient

(2.22) %/OTX(t_(St‘))wE(t)dt: %/OTx(_(Stl)ws(t)dt,
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soit, en faisant tendre ¢ vers 0,
we(tg) = we(t1).

La fonction w, est donc constante sur [0, 7], ce qui se traduit sur v, par

t
(2.23) v (t) = v.(0) — / Av.(r)dr
0
soit encore : v, est de classe C! et, pour tout ¢ € [0, 7],
vl(t) + Ave(t) = 0.

En appliquant 'unicité de la partie a), il vient v.(t) = S(t)v.(0), et la conclusion s’obtient

en faisant tendre ¢ vers 0. q.e.d.

En conclusion, un semi-groupe sur F est nécessairement la résolvante d’une équation
différentielle v’ + Au = 0, comprise au sens faible indiqué dans le théoréeme 2.10 b), a
condition de considérer des opérateurs linéaires A définis sur des sous-espaces denses
D(A) de E. Un tel opérateur A est appelé opérateur non borné sur E. Un prototype
(exercice 2.7) en est l'opérateur de dérivation sur LP(R), ou plus généralement un
opérateur différentiel sur LP(£2) si Q est un ouvert de R<.

Pour achever le parallele avec la proposition 2.5, il reste a examiner une question
importante : étant donné un opérateur non borné sur E, a quelle condition est-il le
générateur infinitésimal d’un semi-groupe sur E' 7 La réponse a cette question fournira
des conditions suffisantes pour résoudre le probleme de Cauchy pour des équations
différentielles du type v’ + Au = 0 qui, lorsque A est un opérateur différentiel, se

traduiront en équations aux dérivées partielles au sens des distributions.

2.3. Construction de semi-groupes : le théoreme de Hille-Yosida

On dit qu’un opérateur linéaire 7' : E — E est une contraction si ||T|| < 1.

Le but de ce paragraphe est de donner une condition nécessaire et suffisante sur un
opérateur non borné A : D(A) C E — E pour que A soit le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe de contractions. Cette restriction par rapport a la question générale posée
a la fin du paragraphe précédent n’est pas tres importante, comme le suggere le résultat
suivant.

Proposition 2.12. Soit S un semi-groupe sur E, de générateur infinitésimal A. Alors il
existe une norme équivalente || || sur E et w > 0 tels que A+w engendre un semi-groupe

de contractions sur (E, | ||).
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Esquisse de démonstration. Pour tout w € R, posons S, (t) = e~“! S(t). On vérifie que
S, est un semi-groupe sur F, de générateur infinitésimal A+w (avec D(A+w) = D(A)).
D’apres la proposition 2.3, il existe w > 0 tel que sup ||S,(¢)|] < +oo. Pour tout
>0
u € F, on pose alors

[ull” = sup [|Su (t) ul -
t>0

Il est clair que || - ||" est une norme équivalente sur E. En effet, la sous-additivité et

I’homogénéité sont triviales, I'inégalité ||u|” > ||u|| vient de ce que S, (0) = 1, tandis que

lull” < sup |, () [l -
>0
Alors ||Su(T)ul|” = sup [|Sw (T + t)u|| < ||lu]|’, donc S, (7) est une contraction pour tout
>0
7> 0. q.e.d.
Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant.

Théoréeme 2.13 (Hille-Yosida). Soit A : D(A) C E — E un opérateur non borné sur
E, de domaine D(A) dense dans E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur E.

(ii) II existe Ag > O tel que, pour tout A\ > Xo, Iapplication A+ X\ : D(A) — E est
bijective, et son inverse vérifie, pour tout u € F,

_ 1
(2.24) I(A+2) ull < <l

Dans ce cas, pour tout A € K tel que Re(\) > 0, I'application A+ X : D(A) — E est
bijective et son inverse vérifie, pour tout u € F,

(2.25) 1A+ ull < [l

1
Re(A)

Démonstration. Montrons d’abord (i) = (ii) sous la forme forte (2.25). Supposons donc
que A soit le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur E, noté S.
Soit A € K tel que Re(\) > 0. Pour tout u € E, posons

(2.26) RAu:/ e MS(t) udt,
0
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I'intégrale dans le second membre de (2.26) devant étre interprétée comme la limite dans
E, quand T — +o0, de fOT e~ MS(t)udt. Cette limite existe car

(2.27) le™ S () ull < e ** lul]

puisque S(t) est une contraction. Il suffit donc d’appliquer le critére de Cauchy.
L’application Ry : E — FE ainsi définie est linéaire, et 'estimation (2.27) entraine que

(2.28) [Ryal < [ e =
0
Par ailleurs, pour tout € > 0, calculons

(2.29) 1_—S(€)R)\u _! </0<> e MS(t)udt — /00 e MS(e + t)udt)
€ 0

€ 0

= 1(/Oo e*’\tS(t)udt — /00 e*’\(T*E)S(T)um')
0

€ €

1

= —/ e_MS(t)udt—i—l(l—e’\e)/ e MS(t)dt.
€Jo € €

En passant a la limite quand ¢ — 07, on en déduit Ryu € D(A) et
(2.30) AR)u =u— ARyu.

Par ailleurs, (2.29) assure également que

1—5(¢e) R)\U:RAl—S(a)u

9 9

donc, si u € D(A),
(231) AR)\'U, = R)\Au

On peut donc réécrire (2.30) et (2.31) sous la forme

(A+A)Ryu=wu  pour tout u € E
Rx(A+ A)u=wu  pour tout u € D(A)

ce qui assure que A + A : D(A) — E est bijective, et que Ry = (A + A)~1. Compte tenu
de (2.28), on a montré la premiere implication.

Passons a la démonstration de (ii) = (i).
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Pour tout A > \g, notons Ry = (A + A)~!. Pour tout u € D(A), on a donc

AR u=—RyAu+u — u,

A— 400

compte tenu de (2.24) appliqué au vecteur Au. De plus, (2.24) assure que (ARx)x>x, €st
une famille de contractions sur F; puisque D(A) est dense dans E, le théoréeme 1.3 de
prolongement de la convergence entraine, pour tout u € F,

(2.32) AR\u ——— u.
Posons alors, pour tout A > Ag,
(2.33) Ay =AARy =\ — N°Ry € L(E).

D’apres (2.32), on a, pour tout u € D(A),

(2.34) Axu = ARy Au -~ Au.
Puisque Ay € L(FE), on peut définir, pour tout t,
(2.35) Sx(t) = exp(—tAy)

au sens de (2.6).
Lemme 2.14. Pour tout t > 0, pour tout u € E, pour tous A\, it > g,

[Sx () w = Su (@) ull < tf|Ayu — Ayull.

Démonstration du lemme. En utilisant le fait que Ry et R, commutent, on a
A)\AM = AHA)\, donc

SA(t) = Su(t) = exp(—t Ay)(exp(—t(Ax — A,)) = 1)
— —exp(~t4,) [ exp(=(Ay = 4,0)(A - A,)dr
0
= —/0 exp(—7Ax) exp(—(t —7) AL)(Ax — Ay)dT

soit encore, pour tout u € E,

(2.36) Sa(t)u— S (t)u = — /O Sa(7) S, (t — 7)(Axu — A,u)dr.
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Or Sy(t) = exp(—t(A — A2 R))) = e~ exp(tA? Ry ), donc, d’aprés l'inégalité triangulaire
dans (2.6)

(2.37) 1S3 ()] < e MM IRl < 1

compte tenu de (2.24). En revenant & (2.36) il vient, en tenant compte de (2.37),

t
[Sx(#)w = Su(t)ul| < /O ISXONSu(t = T) | Axu — Apulldr
S t HAAU — AMUH .
q.e.d.

Nous pouvons maintenant achever la démonstration de (ii) = (i). Pour tout 7" > 0,
I’espace vectoriel Frr des fonctions continues de [0, 7] dans F, muni de la norme

[fllr = max {|f()],

0<t<T

est complet. Pour tout v € E, pour tout A > )\g, désignons par Syu 'élément de Fr
défini par

(2.38) Syu(t) = Sx(t)u.
L’application Sy : E — Fr ainsi définie est linéaire, et vérifie

(2:39) ISvully = max [Sx(8)ull = [lu]

d’apres (2.37) et le fait que S\(0) = 1. Enfin, le lemme 2.14 entraine
(2.40) 1Sau — Suullr < T|Axu — Apull.

Soit alors u € D(A). D’apres (2.34), Ayu converge quand A — +o0, donc est de Cauchy,
et (2.40) implique que Syu est de Cauchy dans Fr, donc converge. Puisque D(A) est
dense dans E, le théoreme 1.3 de prolongement de la convergence assure que S\u a
une limite Su € Fr pour tout u € E. Ceci étant vrai pour tout 7 > 0, on en déduit
Iexistence, pour tout ¢ € R, d’une application linéaire S(¢) : F — E vérifiant, pour
tout u € F,

(2.41) Sa(thu ——— S(t)u
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uniformément en ¢t € [0,7], pour tout 7' > 0. Puisque S est un semi-groupe de

contractions, il en est de méme pour S.

Il reste & montrer que A est le générateur infinitésimal de S. Désignons par A Ce
générateur infinitésimal. Pour tout € > 0, 'identité

S-S0 =1 [ s asudt

devient, si u € D(A) et A — oo,

—(u—S(e)u) = _/05 S(t) Audt.

9 9

En faisant tendre € vers 0T, on en déduit que D(A) € D(A) et /Nl|D(A) = A. Soit alors

u € D(A). Puisque \g + A : D(A) — E est surjectif, il existe v € D(A) tel que
()\0 —+ A)U = (AO —|— fl)u

soit encore (A9 + A)v = (Ao + A)u. Or, d’aprés I'implication (i) = (i) déja montrée,
Mo+ A : D(A) — F est injectif, donc v = u, et D(A) = D(A), A = A. q.e.d.

En combinant les théoremes 2.10, 2.13 et en tenant compte du lien déja observé
entre les générateurs infinitésimaux de t — S(¢) et de t — e~ “'S(t), on obtient le résultat
suivant d’existence et d’unicité de solutions au probleme de Cauchy pour des équations
du type v’ 4+ Au = 0.

Corollaire 2.15. Soit A: D(A) C E — E un opérateur non borné de domaine D(A)
dense dans E. On suppose qu’il existe w € R et \g > w tels que, pour tout A > g,
Papplication

A+ A:D(A) — FE

soit bijective et vérifie, pour tout v € F,

(2.42) I+ 4) ol < =

— o]l

Alors, pour tout ug € E, il existe une unique fonction u : Ry — FE continue vérifiant
u(0) = ug et, pour toute fonction v :]0, +oo[— K de classe C* & support compact,

(2.43) /0 T ut)dt € D(A) et A( /0 Oow(t)u(t)dt>: /0 T () dt.



29
Lorsque ug € D(A), on peut remplacer (2.43) par
(2.44) u€ CHRy,E) et V>0, u(t) € D(A), u'(t)+ Au(t) = 0.
De plus, pour tout t > 0, on a I’estimation

(2.45) lu@®)]l < e {luoll-

Remarque 2.16. Génération d'un groupe d’opérateurs. Il arrive que les hypotheses
du corollaire 2.15 soient vraies simultanément pour A et pour —A. Alors, en désignant
par S, le semi-groupe engendré par A et par S_ le semi-groupe engendré par —A, on

vérifie aisément que S_(t) et Si () sont inverses 'un de 'autre. Des lors, I’application

S :R — L(FE) définie par

S(t) =

Si(t)  sit>0
S_(=t) sit<0

satisfait aux propriétés suivantes :

(i) S(0) =1.

(ii) Pour tous t1,t2 € R, S(t1 + t2) = S(t1) S(t2).
(iii) Pour tout u € E, application

teR— S(t)ue E
est continue.

Le corollaire 2.15 s’étend alors sans difficulté sous la forme suivante : pour tout
ug € F, la fonction u : t € R +— S(t)ug € E est 'unique fonction continue de R dans F
satisfaisant & u(0) = g et, pour toute fonction ¢ : R — K, C! & support compact,

/ d(u(t)dt e D(A) et A / Y(t)ut)dr) = / O () u(t)dt,
cette derniére condition pouvant étre remplacée, si ug € D(A), par
ue CHR,E) et VteR, u(t)c D(A), u'(t)+ Au(t) = 0.

L’application S est appelée le groupe engendré par A. Un cas particulier intéressant est
celui ot chaque S(t) est une isométrie de E' (comme dans I'exemple 2.2) ce qui équivaut
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au fait que S;(t) et S_(t) soient des contractions pour tout ¢ > 0, c’est-a-dire, d’apres
le théoreme de Hille-Yosida, au fait que, pour tout A € R\ {0}, A+ A : D(A) — FE soit
bijection et vérifie, pour tout u € F,

I+ A) " ull < = flull-

Notation 2.17. Par analogie avec la proposition 2.4, si A vérifie les hypotheses du
corollaire 2.15 et S est le semi-groupe engendré par A, on note

S(t) = exp(~tA),
de sorte que la solution u de (2.43) vérifiant u(0) = wug s’écrit

u(t) = exp(—tA)ug.

2.4. Le cas des espaces de Hilbert

Dans ce paragraphe, on suppose que K = C et que ¥ = H est un espace de Hilbert
(voir par exemple le cours de G. Lebeau, Théorie des distributions et analyse de Fourier).

Rappelons que H est muni d’une application

HxH—C

(u, v) — (ulv)

appelée produit scalaire, C linéaire en v, anti-C linéaire en u, et vérifiant les propriétés

suivantes :

a) (ulv) = (v|u) (symétrie hermitienne)
b) (u|u) > 0 pour tout u # 0.

On en déduit I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
|(ulv)|? < C (ulu) (v]v)

qui assure que 'aplication u — |ju|| = (u|u)'/? est bien une norme. Nous supposons enfin
que H, muni de cette norme, est complet. Cette structure entraine plusieurs propriétés
remarquables (projection orthogonale sur un convexe fermé, décomposition orthogonale

associée & un sous-espace fermé, caractérisation des formes linéaires continues, ...) pour
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lesquelles nous renvoyons au cours de G. Lebeau déja cité. Nous nous contenterons ici de
rappeler sans démonstration I'une de ces propriétés, tres utile en théorie des opérateurs.

Proposition 2.18 (lemme des opérateurs coercifs). Soit T' € L(H) tel qu’il existe C' > 0
vérifiant, pour tout u € H,
[(Tulu)] > Clul*.

Alors T est bijectif.

Le but de ce paragraphe est de donner une nouvelle caractérisation des générateurs
infinitésimaux de semi-groupes de contractions sur H. Pour cela, introduisons une

définition.

Définition 2.19. Soit A: D(A) C H — H un opérateur non borné dans H. On dit que
A est accrétif si, pour tout u € D(A),

Re(Au|u) > 0.

On dit que A est maximal accrétif s’il est accrétif et s’il existe \g > 0 tel que \g + A
soit surjectif de D(A) sur H.

Remarque 2.20. Si A est accrétif, alors, pour tout A > 0, pour tout u € D(A),
(2.46) Re((A + A)ulu) = Aflull® + Re(Aulu) > Aflu?,
de sorte que A\ + A : D(A) — H est injectif. Ainsi, si A est maximal accrétif, il existe

Ao > 0 tel que Ao + A soit bijectif de D(A) sur H.

Par ailleurs, si A est maximal accrétif, D(A) est toujours dense. En effet, soit v un
vecteur orthogonal & D(A). Par hypothese, il existe u € D(A) tel que v = (A\g + A)w.
Alors

0 = Re(v|u) = Re((Xo + A)ulu) > Ao [|ul|?

donc u = 0, et finalement v = 0.

Théoreme 2.21. Sur un espace de Hilbert, les générateurs infinitésimaux de semi-
groupes de contractions sont les opérateurs maximaux accrétifs.

Démonstration. Supposons que A soit le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
de contractions S sur H. Alors D(A) est dense dans H (proposition 2.8), et, d’apres
I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(2.47) Re(S(t)ulu) < IS@E)ull u]l < [lull®.
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Siue D(A),
Re(Au|u) = 4 Re(S(t)ulu)|i—o+

dt
2 _
ol = Re(S@)ulu)
t—0+ t

>0

en vertu de (2.47). L’opérateur A est donc accrétif. Enfin, d’apres le théoreme 2.13,
A+ A: D(A) — 'H est bijectif pour tout A > 0.

Réciproquement, soit A un opérateur maximal accrétif sur H, et soit A\g > 0 tel que
Ao + A soit bijectif de D(A) sur H. Pour tout A > \g, considérons I’application linéaire
Ty : ' H — 'H définie par

T)\u =u—+ ()\ - )\0)()\0 +A)_1u.

On remarque que Ty o (A\g + A) = A+ A, de sorte que A + A est bijectif de D(A) sur H
si et seulement si T’ est bijectif de 'H sur H.

De plus, pour tout A > 0, pour tout u € D(A), 'inégalité (2.46) combinée & I'inégalité
de Cauchy-Schwarz entraine

(2.48) 1A+ Aul] = Aful,

de sorte, si A + A est bijectif de D(A) sur H, on a, pour tout v € H,
1 1
(2.49) [+ A) o] < X ol

Compte tenu du théoreme de Hille-Yosida (et de la remarque 2.20 assurant la densité de
D(A)), il nous suffit donc de montrer que T} est bijectif de H sur H pour tout A > .
En vertu de (2.49) pour A = X\, T\ € L(H). De plus, pour tout v € H,

(250)  |(Taev)l > Re(Tyolo) = [[o]> + (A — Xo) Re((ho + 4)~ul).
Mais, en appliquant 'inégalité (2.46) & A = X\g et & u = (Ao + A)~!v, on constate que
Re(3o + A)~ 0[o) = Aol|(ho + 4)~ ol = 0,
donc, en revenant a (2.50), pour A > Ao,
(Tavlv)] = (o]

L’opérateur T est donc coercif, donc bijectif d’apres la proposition 2.18. q.e.d.
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En tenant compte du théoreme 2.21, le corollaire 2.15 et la fin de la remarque 2.16
se traduisent par les résultats suivants.

Corollaire 2.22. Soit A: D(A) C H — 'H de domaine D(A) dense dans H. On suppose
qu’il existe w € R et \g > w tels que A\g + A soit surjectif de D(A) sur ‘H et, pour tout
u € D(A),

Re(Aulu) > —w||ul|?.

Alors on a les conclusions du corollaire 2.15.

Corollaire 2.23. Sur un espace de Hilbert, les générateurs infinitésimaux de groupes

d’isométries sont les opérateurs non bornés vérifiant les deux propriétés suivantes :

(i) pour tout u € D(A), Re(Au|u) = 0.
(ii) 1l existe Ag > 0 tel que \g + A et \g — A soient surjectifs de D(A) sur H.

Terminons ce chapitre par une remarque sur le probleme inhomogene

(2.51) % +Au=f, u(0)=up.

Le cadre des espaces de Hilbert séparables se préte bien a des conditions raisonnablement
optimales sur la fonction f pour que (2.51) admette une solution u continue & valeurs
dans H.

Soit ‘H un espace de Hilbert séparable, c’est-a-dire admettant une partie dénombrable
dense (c’est le cas de L?(2) pour tout ouvert © de R?). Si I est un intervalle de R et
f une fonction I dans H, nous conviendrons de dire que f est mesurable si, pour tout
@ € 'H, Papplication

(2.52) tel— (f(t)|p) eC
est mesurable. Dans ces conditions, ’application
(2.53) [fll -t eI —[|f(t)]l € Ry

est également mesurable, car
(2.54) 1f @)l = sup [(f(t)len)]

si () est une suite dense dans la boule unité de H.
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On dira alors que f est intégrable sur I si

(2.55) /I||f(t)||dt < +oo.

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il s’ensuit que chacune des fonctions (2.52) est

intégrable, et que la forme linéaire

(2.56) L:ipeHr— /I(f(t)m) dt

vérifie
izl < ([ 1r@na)ie.

D’apres le théoreme de représentation des formes linéaires continues sur H, on en déduit
lexistence d’un élément unique J de H tel que, pour tout ¢ € H, L(p) = (J | ¢). On
appellera J l'intégrale de f sur I, et on notera

(2.57) J:/f(t)dt.

Remarquons que

(2.59) | [ roa] < [1s@na.

A titre d’exercice, le lecteur pourra étendre a ce cadre les résultats classiques de théorie
de Iintégration : convergence dominée, complétude de I'espace L'(I,H), théoréme de
Fubini, ... Il pourra également vérifier que, si Q est un ouvert de R, 'espace L' (I, L2(f2))

ainsi défini s’identifie aux éléments f € Li (I x ) vérifiant

(2.59) /I(/Q|f(t,a:)|2dx>l/2dt<+oo,

et que l'intégrale (2.57) n’est autre que l'intégrale usuelle par rapport a t.

Compte tenu de ces définitions, il est facile de démontrer le résultat suivant, dont

nous laissons également la démonstration au lecteur.

Proposition 2.24. Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe sur l’espace
de Hilbert séparable H. Pour tout ug € H, pour tout f € L'(]0,T[,H), il existe
u € C([0,T],H) unique tel que u(0) = wug et, pour tout v :]0,T[— K de classe C* a
support compact, fOT Y (t)u(t)dt appartienne a D(A) et

(2.60) A</0Tw(t)u(t)dt> :/OT¢’(t)u(t)dt+/OTw(t)f(t)dt.



35

De plus, u est donné par la “formule de Duhamel”
t
(2.61) u(t) = e ug —|—/ e~ DA f(r)dr .
0

Terminons ce chapitre par quelques commentaires sur la régularité des solutions
de (2.60). Soit H; un espace de Hilbert séparable. On suppose donnée une application
linéaire continue

j:HlﬁH.

Il est facile de vérifier que, si fi € L'(I,H;) au sens précédent, alors f = j o f; est dans
LY(I,H), et

(2.62) j(/jfl(t)dt) :/If(t)dt.

Supposons de plus j injective, et plagons-nous sous les hypotheses de la proposition 2.24.
Supposons enfin que e *4 laisse invariante I'image de j. On définit alors une application
linéaire S1(t) : Hy — Hy par j o S1(t) = et o j. D’apres le théoreme du graphe fermé,
S1(t) € L(H1). Supposons de plus que, pour tout élément vy de Hy, 'application de
t € Ry — Si(t)vy € H; soit continue, de sorte que S; soit un semi-groupe sur Hj.
Notons A; son générateur infinitésimal. Alors, si ug = j(uo,1), on conclut, en utilisant
par exemple la formule de Duhamel (2.61), que u(t) = j(u1(t)), ou u; est donnée par la
proposition 2.24 en remplacant H, A, ug, f par Hi, A1, uo,1, fi.



CHAPITRE III

PROBLEMES VARIATIONNELS
EQUATIONS D’ONDES

KKk sk sk ok sk koK koK sk sk kok

3.1. Rappels sur la résolution du probleme de Dirichlet

Rappelons d’abord un résultat abstrait classique. Soit a(u, v) une forme sesquilinéaire
sur un espace de Hilbert H. On dit que a est coercive si et seulement si :

3C > 0;Vu e H, |a(u,u)| > C|lul?.

Théoréme 3.1 (Lax-Milgram). Soit a une forme sesquilinéaire continue et coercive sur
un espace de Hilbert H. Alors pour toute forme linéaire continue o sur H, il existe un
unique vecteur u € 'H tel que

YoeH, alu,v)=(p,v).
Le théoreme 3.1 est une conséquence immédiate du théoreme de représentation des

formes linéaires continues sur un espace de Hilbert, et du lemme des opérateurs coercifs
(proposition 2.18).

Soit ©Q un ouvert de R%. On note
HY(Q)={ueD(Q);ue L*Q),Vue L*(Q)}.

Alors H'(€), muni du produit scalaire

(u|v)gr = (u|v) 2 + (VulVo) 2 = /Q(@v(x) + Vu(z).Vu(x)) dx

est un espace de Hilbert.

On note H}() 'adhérence de C5°(2) dans H(Q2) et H~1(Q) son espace dual.
L’application
¢ H Q) — T, € D'(Q)
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définie par
Co° Hy oo
(T, )pr = (o) %1, VY € Cp
est injective puisque C§°(£2) est dense dans H} ().
Cette application permet donc d’identifier H~1(2) & un sous espace de D'(Q), ce que

nous ferons désormais.

Théoréme 3.2. Pour tout f € H~1(Q), pour tout A > 0, il existe un unique u € HJ(Q)
tel que

(3.1) —Au+ Au = f dans D'().

De plus, si Q) est borné, ce résultat est encore vrai pour A = 0.

Preuve. L’équation (3.1) s’écrit
Vb € C(Q), (u,—Av + M) = (f,)57
VY € CR(Q), (Vu, Vs + Mu, )8 = (f, )50

_ _ H;
=V € Hy(Q), (Va[Vy)re +M@aly)r2 = (f.9) 5%
et le théoreme de Lax—Milgram donne le résultat. Pour A = 0, la coercivité est fournie

par le lemme suivant.

Proposition (Inégalité de Poincaré). Soit Q2 un ouvert borné. Alors il existe C > 0 tel
que Yu € HE ()
Jullr2(0) < CIIVUlL2(e) -

Preuve. Les deux termes de 'inégalité étant continus pour la norme H', il suffit de
démontrer cette inégalité sur un ensemble dense dans H}(Q), soit C§°(£2).

Supposons Q2 C {z = (z1,...,zq); |x1] < R} alors pour u € C§°(Q),
1 ou

833‘1

X1 2
/|u \de—/ ‘/ p (t,x1,...,x )dt‘ dridzs . ..dxg
2
// / 63: txg,...,acd‘ dt x (x1 + R)dx
1= —R 1

R au 2 R
g/ / —(t, Zl)g,...,l‘d)‘ dtdxg...dxdx/ (1 + R)dzq
X2 xd

axl xr1=t
< 2R?

u(zx) = —(t,za,...,xq)dt

.....

H Oxy L
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ce qu’il fallait démontrer.

Exercice. Soit {} un ouvert borné.
Montrer que —A est un isomorphisme de H{(Q2) dans H~1(Q).

On munit H}(Q) de la norme

lullZ, = IVul:
et H~! de la norme
Hy
[ollg-r = sup [{v,w)[z% = sup [{v,p)].
lull 1 =1 eecge
0 el g1 =1
Montrer que si v = —Au, u € Hi(Q) alors ||v||g-1 = [ull gy, c’est & dire

ol = VAR (V)] 22

Que se passe-t-il si on munit Hg () de la norme |Jul|?,, = [|Vul?, + ||ul|3.?

3.2. Décomposition spectrale des opérateurs compacts
autoadjoints

Définition Soient H;, Ho deux Hilbert et T' € L(H1,H2) un opérateur continu de H;
dans Ho. On dit que T est compact si et seulement si T'(B(0, 1)) est un ensemble compact
dans H.

Exemple. Un opérateur de rang fini est compact. Plus généralement, une limite, pour la
norme d’opérateurs, d’une suite d’opérateurs de rang fini, est un opérateur compact. En
effet, montrons que toute limite en norme d’opérateurs compacts est compacte. Soient
Tn, T € L(H1,H2) tels que

HTn - T||£(H1,H2) —0
avec T}, compact pour tout n. Fixons ¢ > 0 et T}, tel que ||T;,—T'|| < §; comme T,(B(0,1))

S

est compacte, on peut la recouvrir par un nombre fini de boules de rayon §

N

T,(B(0,1)) C U B(:z:i, %)

=1
donc

N
7(B(0,1)) c | B(wi.e) -
=1
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On peut donc recouvrir 7(B(0,1)) par un nombre fini de boules de rayon € > 0, c’est
donc un ensemble compact et 'opérateur T' est donc compact.

Enfin, il est facile de montrer qu'une composée d’opérateurs continus dont I'un au

moins est compact, est un opérateur compact.
Voyons tout de suite un exemple d’opérateur compact.

Proposition. Soit Q un ouvert borné. Alors I'injection i : Hi (2) — L*(Q) est compacte.

Preuve.

i) On remarque d’abord que le prolongement par 0 envoie isométriquement Hg(£2) dans
H(R?). En effet, si u € Ha (), alors il existe ¢,, € C§°(Q) tel que

©n — u dans L*(Q)
Vi, — Vu dans L*(9).

La suite ¢, € C5°(Q) C C5°(R?) est donc de Cauchy dans H*(R?) et elle converge donc
vers p € H1(R?). Or il est clair que

0, — u dans Lz(Rd)

ol
u(z) =u(z) si x € Q

=0 sinon
donc u = ¢ € H*(RY).
ii) Vp € C5°(R?), application j : u € H(R?) — u x 1 € L%(R?) est compacte. En effet,
supposons que ¢ € C§°(] — R, R[?). Notons (ut)# le prolongement par périodicité sur
R?, de période 2RZ? de u. Supposons (pour simplifier le calcul) R = % Notons pour
a=(n,...,ng) €724

To (ut)) :/} . e 2 (@) yp (2) da
—33

alors

() (z) = Y T, (Yu)

a€Zd
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et la série est convergente dans L? (] — %, % [d)

||(U¢)#||i2(]_l iy = Z [T (ut))[?

212
a€eZd

d
HV(UW#H;(],%’%D - Z | T (up) |* % 24772’04i|2'
VA 1

Notons

la|<N

d’apres ce qui précede
. C
17— JNHg(Hl(Rd);Lz(Rd)) < N

Les opérateurs jy sont compacts (car de rang fini) donc j est un opérateur compact.
iii) Finalement, en choisissant ¢ € C5°(R?) tel que 1o = 1 I'injection i : H} () — L*(Q)
se décompose en

H&(Q) —_— Hl(Rd) — LQ(RCZ) — LQ(Q)

U — [ — Yu — QZ}QKZ

et comme le composé d’un opérateur compact et d’un opérateur continu est compact, on
obtient la compacité de i.

L’un des avantages des opérateurs compacts est qu’ils possedent une décomposition
spectrale tres simple.

Théoréeme 3.3. Soient ‘H un Hilbert et T' € L(H) un opérateur compact autoadjoint.
Alors les valeurs propres de T' non nulles sont de multiplicité finie; elles sont en nombre
fini ou forment une suite tendant vers 0. De plus, H admet une base hilbertienne formée
de vecteurs propres de T'.

Preuve.

i) Si A est une valeur propre non nulle de T, de sous—espace propre Fy, alors I'application
identique de E) coincide avec T'/\, donc est compacte. Le théoreme de Riesz assure alors

que E) est de dimension finie.

ii) Supposons que 7" admette une infinité de valeurs propres non nulles. Soit (\,) une

suite injective de telles valeurs propres convergeant vers A. Pour chaque n, soit e, un
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vecteur propre unitaire associé a \,. Alors les e, sont deux a deux orthogonaux puisque
T est autoadjoint. Quitte a extraire une sous—suite, on peut supposer que T'e,, converge;
si on suppose de plus que A # 0, alors e,, = Te,/\, converge vers un vecteur e, qui
est donc lui aussi unitaire. Mais ceci est absurde, puisque (ele,,) est la limite de (ep|ey,)
quand p tend vers l'infini, donc est nul, de sorte que, en passant a la limite en n, on
conclut que e = 0. Il en résulte que 0 est le seul point d’accumulation possible des valeurs

propres de T', qui forment donc une suite tendant vers 0.

iii) Montrons d’abord que, si T # 0, alors T' a au moins une valeur propre non nulle. En
effet, soient M = ||T|| et u, € B(0,1) tel que || Tu,| — M (n — +00). Quitte a extraire
une sous-suite, on peut supposer (puisque 'opérateur T" est compact) que T'u,, — v dans

H. On a ||v|]| = M et
(Tw|un)y = (v|Tuy,) — (v|v) = M?.
Notons u, = pn + qn, Pn = AT, (¢n, Tv) =0. On a

(W Tun)pe] = |[(Tvlun)n| = [(Tolpa)| < ITI[olllpall = M2[lpa|

donc lim ||p,|| = 1 = lim ||lu,l||, donc lim ||g,|| = O et, quitte & extraire encore une
n n— 00 n—-+00
sous suite, on peut supposer que A, converge vers A, de sorte que u, — ATwv. Il en
résulte que |[ATv| = 1 et \||Tv||? = M2, dott A = 1/M?2. Mais v = limTu,, = \T?v et
n
v € Ker(T? — M?) = Ker(T — M)(T + M) ; les deux opérateurs T'F M ne sont donc pas

tous les deux injectifs; 'opérateur 1" a donc une valeur propre dont la valeur absolue est
M.

iv) Soit (Ay,), la suite (éventuellement finie) des valeurs propres non nulles de 'opérateur

T. Notons E,, = Ker(T — A\, Id). Les E, sont orthogonaux deux a deux. Soit £ =

Vect (@En) 'espace vectoriel engendré et F = E+ son orthogonal. Alors F est stable
n

par T. En effet, si (u|v) =0 Vv € E,, alors
(Tulv) = (u|Tv) = Ay (ulv) = 0.

De plus F' est fermé et Tjp € L(F) est autoadjoint compact. Par construction, T} ne
peut avoir de valeur propre non nulle, donc, par iii), 7| = 0. Pour conclure il suffit
maintenant de prendre une base orthonormée dans chaque E,,, et une base hilbertienne
dans F'. On obtient ainsi, d’apres ce qui précede, une base hilbertienne de H. q.e.d.



42

Application : le spectre du laplacien de Dirichlet sur un ouvert borné. Soit ()
un ouvert borné de R?. On consideére I'opérateur T', qui & u € L?(Q2) € H~1(Q) associe
I'unique solution Tu € H}(Q) C L3(Q2) de I'équation

—A(Tu) = u dans D'(Q).
D’apres I'inégalité de Poincaré, on vérifie facilement que
IVTulzz < Clluf|ze

donc T est continu de L?(£2) dans H (€2). L’opérateur 0T est donc un opérateur compact
sur L2(2). On vérifie également (en revenant a la définition de T') que ioT est autoadjoint
et injectif. Il existe donc une base hilbertienne (e,,) de L?(Q2) formée de vecteurs propres
de 7 0 T'; notons Te,, = i, €,. On remarque que

(€n|T€n)L2 = ||VT€n||%2

d’ou
1= pn||Ven |7
et pw, > 0 pour tout n.

Considérons 1'opérateur non borné sur L?(2), de domaine
D(—Ap) = {u € HYQ), —Au e L2(Q)},

et défini par —Apu = —Awu. Alors 'opérateur ¢ o T est 'inverse de —Ap et on a la

caractérisation suivante.

Proposition 3.4.

L*(Q) = {u €D (Q);u=Supen, Il|un®< +oo}

1
Hi(Q) = {u eD'(Q);u=Supen, |u,®*x—< —f—oo}.

n

1
D(—Ap) = {u €ED'(Q);u=Supen, Dlun’ x = < —|—oo}.
v

n

Preuve. La premiere égalité provient du fait que (e, ) est une base hilbertienne de L?().
En remarquant de plus que, pour tout u € Hg, (Vu|Ve,)r2 = (ulen)r2/tin, on en déduit
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que (y//, e,) est une base hilbertienne de H, &, d’ott la deuxieme égalité. Enfin, la troisieme
égalité découle du fait qu’un élément v de H~! appartient & L? si et seulement si

1

S/{v, 2a) g0 [* < +oo .

La suite des \,, = 1/, décrit les valeurs propres de —Ap. C’est une suite de nombres
positifs tendant vers I'infini. Si €2 est connexe, on peut montrer de plus que \; est simple.

3.3. Equations d’ondes

Soit © un ouvert borné. On munit, comme ci-dessus, H}(£2) de la norme

iy = | (VP da.
Par ailleurs, on désigne par a une fonction L sur €2, a valeurs réelles.
Théoréme 3.5. Pour tout (ug,u1) € H}(Q) x L*(Q), il existe une unique fonction
u € CH(Ry; L2(2)) N CO(Ry; Hy(Q))

solution du systeme

ot?
(3'1) u|8QXRt = O
0
Ujt=0 = U0, §“|t=0 = U
De plus, en notant
1

(3.2) E(u,t) = 5/ Oult, o)+ [Vult,z)[2 dz ,

Q

on a l'identité

(3.3) E(u,t) = E(u,0) _/0 /Qa(:zz)latu\dedt :

0 —1Id

71 2 _
Preuve. Notons H = Hy(2) x L*(Q2) et A = (—A a(z)

) de domaine

D(A) = D(—Ap) x Hy(9).
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On munit H de la norme

AN ) ,
H v HH - HVUHL2(Q) + ||UHL2(Q)-

et du produit scalaire associé. On a alors

()
= —(Vv|Vu)rz + (Vu|Vv) 12 + (a(z)v]v) 2

sre(a(3)|(3)) = @@l > ol bl

Ainsi Popérateur A + ||al|oo est accrétif. Soit A > 0. Etudions la surjectivité de (A + \)
de D(A) sur H. Soient (f,g) € H. Alors

() ()= () = o

avec (u,v) € D(A). Ce probleme équivaut & trouver u € H}(Q) tel que

(u) )H = (=VolVu)2 + (—Au+ af)olv) s

v

—Au+dau+ M Nu=g+ (a+ N f=keL*Q).

On conclut par le théoreme de Lax—Milgram, en remarquant que, pour A > [|al~, la

forme sesquilinéaire

b(u,v) = / Va.Vu + (Aa + \*)aw de
Q

est continue et coercive sur H}(Q). Il en résulte que A + ||a]|s est maximal accrétif.
De plus, un raisonnement analogue montre de méme que —A + ||al|o est maximal
accrétif. D’apres le corollaire 2.22 et la remarque 2.16, 'opérateur A engendre un groupe
d’opérateurs sur H.

Nous allons montrer que 'unique solution du systeme (3.1) est la fonction u définie par

(o) = (o)

Soit u € C(R, H}(Q)) N CYH(R, L?(Q)) vérifiant u(0) = wug, du(0) = uy. Un argument
élémentaire de théorie des distributions assure que 1’équation
0%u ou
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équivaut a

(3.4) S — Autale )‘g—? W(t)p(x) ) =0

pour tout ¢ € C1(R) & support compact et tout ¢ € C5°(£2). En notant,

[0

on constate que V € H}(Q)x H}(Q) et que I'équation (3.4) équivaut a ’équation suivante
au sens des distributions sur {2,

() v= v ()

soit encore a
Ve D(A)

et
+o0

t)
AV = u( dt.
[0 (i)
Le corollaire 2.15 et la remarque 2.16 completent la démonstration.
Il reste a établir 'identité d’énergie (3.3). Supposons d’abord (ZO) € D(A). Alors
1
u € C?(Ry; L2(Q)) N CH(Ry; HYH(Q) N CO(Ry; H2(£2)) donc

d

a 2 2
th(u,t dt2/ \Vu|* + |0yul|” dx

= Re/ Vu-0;Vu + O - Q?ﬂd:c
Q
= Re/ Vu - 615 Vu + (%u(—a(:):) 615@ + Aﬂ) dx
Q
0 2
—/Qa(x)‘au’ dx

L’identité (3.3) est donc vraie pour (ZO) € D(A); elle est donc vraie en général par
1
passage a la limite et densité de D(A).
q.e.d.

Remarque 3.6. Le théoreme 3.5 est susceptible de nombreuses généralisations.
D’une part, en utilisant la proposition 2.24, il est possible d’ajouter a 1’équation (3.1) un
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second membre f € L1(]0, T[, L?(R)), I'identité d’énergie (3.3) devant étre alors modifiée
en

(3.5) E(u,t) = E(u,0) // )| Opu|? d dt —Re/ /fatudxdt

Une autre généralisation, qui nous sera utile au chapitre 6, concerne le cas d’une équation
a coefficients variables, décrivant la propagation d’une onde dans un milieu inhomogene
occupant I'ouvert . Soient p : @ — Ry et k;; : Q@ — R, 1 < 4,5 < d, des fonctions
mesurables vérifiant, pour presque tout = € €, pour tout ¢ € R,

(3:6)  a<p(x)<b, ky(r) =kii(2), aléP< Y ki(@)&g < BIEP

1<i,j<d
ou a,b,a, 3 sont des constantes strictement positives. On désigne par K(x) la matrice
symétrique définie positive de coefficients k;;(z). En raisonnant comme au paragraphe

3.1, on montre que l'opérateur
u — div(KVu)

est un isomorphisme de H}(Q) sur H~1(Q), et posséde sur L?() une décomposition
spectrale analogue a celle du laplacien de Dirichlet. Enfin, on considere, sur ’espace de
Hilbert H = HZ(Q) x L?(Q) muni de la norme

u _
1(2) 1= [ Kvum bl plo)

0 —1d
A= ( L div(KVu) )

a
p

I'opérateur

de domaine
D(A) = {u € H}(Q),div(KVu) € L*(Q)} x Hy ().
On étend alors sans difficulté le théoreme 3.5 a I’équation

02 (pu) ou
52 — div(K'Vu) + a(z )8t 0.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier, a titre d’exercice, les détails de la

(3.7)

démonstration, et achevons ce chapitre en énoncant une derniere généralisation du

théoreme 3.5, pour des données moins régulieres.

Théoréme 3.7. Avec les notations ci-dessus, pour tout (ug,vi) € L?(Q) x H=1(Q), il

existe une unique fonction u vérifiant

u € CORy; L*(2)), puc CHRy; HH(Q))
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solution du systeme

2
<38(;u) — div(KVu)) =0 dans D'(Q x Ry)

Upp—o = U, Ot(pu)p—o = V1

et ujpoxr, = 0 au sens suivant

v € CH(Ry), o Yt u(t)dt € Hy(Q).

— 00

Schéma de preuve. La faible régularité de la fonction p nous obligent a définir un groupe
d’opérateurs légerement différent du précédent. On désigne par Ty : H™1(Q) — H}(Q)
'opérateur inverse de — div(K'V) : H} () — H~1(Q). On munit Pespace L*(Q)x H~1(Q)

de la norme
H (u> H (T, Trev) 2 ' / lul|? p(z) d.
v Q

Soit B l'opérateur sur L?(Q) x H~1(Q) de domaine D(B) = H}(Q) x L?(Q) défini par
B 0 —1/p " X .

B = <_ div(KV) 0 ) On vérifie alors, comme a la preuve du théoreme 3.5, que

+B est maximal accrétif sur L?(Q2) x H~1(Q), et que le systéme étudié est équivalent &

(i) = ()



CHAPITRE IV

PROBLEMES DE CONTROLE
ET DE STABILISATION

>k >k sk sk ok ok ok ok ok koskok ok k kk

Le but de ce chapitre est de présenter quelques problemes de controle sur I’équation
des ondes ainsi que la méthode H.U.M. qui permet d’en aborder I’étude. Dans toute la
suite, on désigne par  un ouvert borné de R¢.

4.1. Stabilisation de 1’équation des ondes

On se donne une fonction a € L*°(2) a valeurs positives ou nulles. Nous avons vu

au théoreme 3.5 comment résoudre le systeme

92 ) ,
0
Ujt=0 = Ug € H(%(Q), auuzo =u € LQ(Q)

Nous allons maintenant étudier le comportement de ’énergie E(u,t) d’une solution u de
ce systeme lorsque t tend vers +o00. Rappelons I'identité d’énergie : en notant

1
(4.2) E(u,t) = 5/ |0pu(t, z)|* + |Vu(t,z)|* dz |
Q
on a l'identité
t
(4.3) E(u,t) = E(u,0) —/ / a(x)|0pul? dzdt .
0 Jo

Notons que, puisque a > 0, I'énergie E(u,.) est une fonction décroissante du temps.
Théoréme 4.1. (Stabilisation forte). On a équivalence entre :

i) il existe f : Rt — Rt . li+m f(t) = 0 telle que, pour toute solution u de (4.1),

(4.4) E(u,t) < E(u,0) x ().
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ii) I existe T'> 0, C' > 0 tels que, pour toute solution u de (4.1),

(4.5) E(u,0) < C’/OT/Qa(:l:)‘%u‘dedt.

De plus si i) (ou ii)) est vérifiée, alors il existe A et o > 0, tels que I’on puisse choisir

dans (4.4)
f(t) = Ae ",

Preuve.

i) = ii). Soit T tel que f(T") < 1; d’apres (4.3), on obtient
T
E(u,0)(1 — £(T)) < / / o(2)|Oul2 da dt
0o Jo

ii) = i). D’apres l'identité d’énergie (4.3), on obtient

E(u,T) < E(u,0)(1-C™1)
< BE(u,0) avec 0 < B <1

en appliquant cette relation entre t = 0 et T" puis entre T et 27, ..., (n — 1)T et nT, on
obtient

E(u,nT) < B" E(u,0)

Comme ’énergie est décroissante, on vérifie que a = # et A= B! donnent

E(u,t) < Ae .

Théoréme 4.2. (Stabilisation faible). On a équivalence entre :

i) Pour toute solution u de (4.1), lim E(u,t) = 0.
t——+o0

ii) ¥ <ZO) vecteur propre de l'opérateur A, de valeur propre A, la solution u de (4.1)
1

vérifie lim FE(u,t) =0.

t——+o0

iii) V (ZO) vecteur propre de l'opérateur A, a(x) X |u1]?> =0 = ug =0, u; = 0.
1
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iv) Yu vecteur propre de I'opérateur —Ap sur L*(§2), de domaine
D(—Ap) ={u€ Hy(Q); Au e L*}

alors au =0= u = 0.

Preuve.
i) = ii) est évident

ii) = iii). Pour un vecteur propre (u0> de A, e~ t4 (uo) — ot (uo) ot
Uz Ul Uq

d

L Bty = —/ a(2)|Dyu(t, )| dx = —6—2“%*/ a(a)un ()] da:
ce qui montre que E(u,.) est constante si au; = 0. Mais E(u,t) — 0 donc E(u,0) =0 et
Ug = Uy = 0.
iii) = iv). Soit uw un vecteur propre de l'opérateur —Ap associé a la valeur propre z et
vérifiant a(z)u(z) = 0 . On sait que z > 0 et on voit facilement que (zﬁ?u) est un

vecteur propre de A associé & la valeur propre —iy/z, qui vérifie /za(z) x |u1]?> = 0; il
en résulte que u = 0.

iv) = i). On remarque tout d’abord qu’il suffit de démontrer i) pour <ZO> € D(A), le
1

résultat pour <ZO) € H s’en déduisant par densité de D(A) dans H.
1

Supposons que i) ne soit pas vérifié. Alors il existe ¢, — 400 tel que E(u,t,) # 0. On

remarque, comme l’énergie est décroissante, qu’alors

lim E(u,s)=a>0.

s——400

Ecrivons ultn) ) _ e~tnA [ "0) Cette suite est bornée dans D(A). En effet,
Opu(ty) Uy

(0 V[ =26t 25100

et
HA ( u(tn) ) H2 — 2B(a,t,) < 2E(q,0)

H}xL?
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ou 4 désigne la solution de (4.1) avec les données

() =)

En vertu de la proposition 3.4, 'injection D(A) — H est compacte, donc il existe

une sous—suite (t,,) telle que < ultn) ) — (UO) dans H. On a alors, si on note

Oru(tn,) vy
(o) =< (),

e tA (V0 _ iy e tA u(tn,,) — lim e (nptt)A [ U0
1 k—> 400 Opu(tn,,) k—s 400 Uy

et, comme FE(u,t) est décroissante, on en déduit

(4.6) E(v,t) = lim E(u,s) = E(v,0) =a«a >0.

Ss——+00

On obtient ainsi, pour tout ¢ > 0, [ a(x)|dv|*(t) = 0. La fonction v est donc solution de
(0} —A)v=0

V|t=0 = Vo, 8tv|t:0 =1
Vo = 0.

Décomposons v sur une base hilbertienne de L?(2) formée de vecteurs propres de —Ap :
+oo
(4.7) o(t) = D (o™ v, TN

1

avec —ApUy + = AUy 4, Ay 7# Ay si v # i, et

v ’tzO: Z(UV,—’— + Ulla_) = UO = ZUV7O

et
O |t:0: Zi\/)\_u(vu,Jr - Uu,f) =V = Z%J .

Enfin, ug € H3 (), u; € L*(N) se traduisent par

“+oo
1
5 2wl + o - 172) A = [lvoliF + lleallZ2 < +oo
1
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Fixons 1y > 1 et posons w(T,z) = + fOT dsv(s, z)e "V o ds; notons w = {x;a(x) > 0}.
La condition 0,v),, = 0 implique

w|w:0.

Par ailleurs,

. |
w(T, ) =in/Aog Vi (@) + Y (@ TV =VA) _ 1)y,

e iT(VA — /)

_ Z WAy (e—iT(\/EJr\/E) 1o,
—iT(VA + v/ Au) ’

ce qui implique que w(T,z) — i\/Ay, Vyy.+ tend vers 0 dans L?(Q) quand T tend vers
I'infini. Comme wy,, = 0, on en déduit v,,, + = 0 sur w, donc v,, y = 0 d’apres iv). On
obtient de la méme fagon v,, — = 0, et finalement v = 0, ce qui contredit (4.7). q.e.d.

Remarque 4.3. Les théoremes 4.1 et 4.2 se généralisent sans difficulté au cas de
I’équation des ondes inhomogene (3.7). De plus, lorsque la fonction K n’est pas
trop singuliere (lipschitzienne), on peut montrer qu’une fonction propre de I'opérateur
—p~1div(KV) qui est nulle dans un ouvert connexe w de 2, est nulle dans la composante
connexe de w dans 2. Une démonstration d’une propriété un peu plus faible (suffisante
pour les applications du chapitre VI) est donnée en appendice. Au vu du théoreme 4.2,
il en résulte que, si chaque composante connexe de ) contient un ouvert non vide sur
lequel la fonction a ne s’annule pas, 1’énergie de toute solution de (3.7) tend vers 0 quand
t tend vers +o00.

4.2. Controle de ’équation des ondes (méthode HUM)

Soient T' > 0, w C Q et 0(x,t) = 1)9,7((t)1.(x). On considere le probleme d’évolution

suivant

48) {(af—A)u:ew

Ult=T = 0, 8tu|t:T =0.

L’existence et 1'unicité d'une solution v € C*(R; L?(Q2))NCO(R; H(Q)) de (4.5) découlent
des résultats du chapitre III (voir remarque 3.6). En outre, il est facile de constater, a
l’aide de la formule de Duhamel (2.61), que 'opérateur

R:ge L*(0,T[xw) — (u‘tzo,ﬁtu“:o) € HJ () x L*(Q)
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est continu.

On s’intéresse alors au probleme de contrdle suivant : quelle est l'image par
I'opérateur R de L2(]0, T[xw) ? Autrement dit, quelles sont les données (ug,u1) € Hg x L?
pour lesquelles qu'il existe g € L?(]0, T[xw) tel que la solution u € C°(R; H}(Q)) N
CY(R; L?(Q)) de

(atQ - A)u =gXx ‘9(ﬂ,‘,t)7 Ujt=0 = U0, atu|t:0 = U1

vérifie up—p = 0, Qyup—r = 0 ( et donc up>r = 0)? Nous allons voir que cette
question se rameéne & 1’étude d’un probleme dual. Soient (vg,v1) € L?(Q) x H™1(Q)
et soit v € CH(Ry; H=1(2)) N CO(Ry; L2(£2)) la solution de I’équation

2
(0 —A)v=0, vp—o=vo, OV—0 =721, Vgaxr, =0

donnée par le théoreme 3.7.

Notons S(vg,v1) = v X O(x,t). Alors S est continu L? x H~! — L2(]0, T[xw).
L’estimation clé de la méthode HUM (Hilbert Uniqueness Method) est le résultat suivant
de dualité entre les opérateurs S et R.

Théoréme 4.4. Soit g € L*(]0,T[xw) et soit (vg,v1) € L?*(Q) x H~1(Q). Alors, en
notant Rg = (ug,u1) € H3 () x L*(Q) on a

T
(4.9) (uo,vl>ggl — <u1,vo>ﬁ§ = / /g x S(vg,v1)dtdx.
0 w

Preuve. Il suffit de démontrer cette relation pour g € C%(]0,T[; H}(Q)) et (vo,vl) €
H} x L2. En effet ces espaces sont denses dans L?(]0,T[xw) et L?(Q) x H~Y() et
on peut passer & la limite dans I’égalité (4.9). Pour g € C2(]0,T[; H} (2 )), on vérifie
facilement que

u € C°(Ry; D(—Ap)) N CH(Ry; Hy () N C*(Ry; L*(€2))
et, pour (vg,v1) € H} x L2,
v e CO(Ry; Hy () N CH(Ry; L2(2)) N C*(Ry; HH(Q)).

Il vient
T

[ et ana=[ [ @uo.ow) - o.000)]] + [ oo @

T
= —<u1,vo>f§ + <U(),121>g(;1 +/ u(t) X 81521)(15)(#.
0
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D’autre part

T T 2 T —1
/ / —Auvdzdt :/ (—Au,v)E, dt :/ (u, —Av)H, " qt.
0 Ja 0 0 0

Finalement, en regroupant les termes on obtient

T T T
/ /G(x,t)xngdxdt:/ /(8?—A)u><vda:dt:/ <u,(8§—A)v>g;1dt
0o Ja 0o Jo 0 0
L —1

2 2 —1
—(u1,v0)72 + <onv1>gé = <U1ﬂ)0>£2 — <U0,U1>gé

ce qui implique la relation (4.9).

Nous allons maintenant déduire du théoreme 4.4, deux résultats de controle.
Corollaire 4.5. On a équivalence entre :

i) L’image de l'opérateur R est dense (on peut controler un ensemble dense de données
initiales (ug,u1)).

ii) Le noyau de l'opérateur S est réduit a {(0,0)}.

Preuve. Soit F' = 3(R) C H}(Q) x L?(Q). Les espaces de Hilbert Hj x L? et H~! x L?
sont en dualité par ’application bilinéaire

71XL2

((uo,ur), (v1,00) Y rgr o ns = (o, 01) — (u, vo).

1
0
(Le signe — qui change par rapport aux conventions habituelles simplifie I’exposition).

L’espace F' est dense si et seulement si son orthogonal (pour cette dualité par
exemple) est réduit a {(0,0)}. Or

Ft= {(UlaUO); Vg € L*(]0, T[xw), (uo,v1) — (uy,vo) = 0}
donc d’apres le théoreme 4.4
T
Pt = {00,059 € 200.70xw), [ [ g(w.0)S(00,m)dtds =0}
0 w

F+ = {(vg,v1); S(vg,v1) =0} =Ker S.
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Le deuxieme résultat de controle est plus précis et donne une condition nécessaire et
suffisante pour que I'image de 'opérateur R soit 'espace tout entier : S(R) = H} x L.

Théoreme 4.6. On a équivalence entre :

i) S(R) = H} x L?
i) 3C > 0; V(vo,v1) € LA(Q) x H-1(Q)

T
/ / 1S(v0,00)dedt > CllJvollZe + [Jor ]3]
0 Q

Preuve.
i) = ii). On remarque d’abord, d’apres le théoreme de I’application ouverte 1.7, que si

S(R) = H} x L2, alors 3n > 0 tel que

R(B(O, 1)L2(]O,T[><w)) D B(0, U)ngm .
Fixons (vg,v1) € L? x H™1. Soit (ug,u1) € H} x L? tel que
a) fluoll7y + luallz = 1.
b) (ug, v1) — (u1,v0) = (||voll7z + [la]IF, )"/

Soit g € L*(]0, T[xw) tel que R(g) = (uo,u1) et ||g]lr2o,7[xw) < £. On obtient alors

1
n

T
(lvollZs + llor]Z-)"2 = (o, v1) — (ua, v0) = / / 9(z,8)S(vo, v1) dt dx
0 w

< lgllz2qo,7(xw) X [1S(vo, v1)ll2q0,7(xw)

1
< ;HS<U0;UI)HL2(]O,T[><0J)-

ii) = i). Considérons l'opérateur Ro S, L? x H™' — H} x L2. Puisque S(0p,v1) =
S(vo, v1), on a

H 1xL? T 9
(R o S(wo, 1), (80, 70)) 1t = / / 1S (o, v1)[2 dadt
0o Ja
> Cfllvollzz + loallF-] -
L’opérateur R o S est donc coercif, donc bijectif et S(R) = H}(Q) x L*(9). q.e.d.
Remarque 3.8. Comme dans la remarque 4.3, il n’est pas difficile d’étendre les théoremes
4.4 et 4.6 au cas d'une équation des ondes dans un milieu inhomogene (p, K).



CHAPITRE V

OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS
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Dans ce chapitre, Q désigne un ouvert non vide de R?.

5.1. Opérateurs différentiels

Un opérateur différentiel sur Q2 est une application linéaire P : D'(Q2) — D'(2)
de la forme

Pu(z) = Y aa(x)0®u(z)

o[ <m

ou les fonctions a, sont C* sur (). Le plus grand entier m tel que les fonctions a,,
|a| = m, soient non toutes nulles est appelé ordre de P, et la fonction p : Q x R? — C
définie par

P, ) = ) aa(z)(if)”

lor|<m

est appelée symbole de P. On remarquera que p est caractérisé par l'identité

(5.1) P(ee)(x) = p(x, &) ec(x),

olt e¢ () = €%, On a coutume d’introduire le multivecteur symbolique D = (Dy, ..., D)

par D; = %aj, de sorte que Popérateur P s’écrit, en posant b, = il®la,,

P= Y bo(z)D*=p(z,D).

La formule (5.1) se généralise alors sous la forme suivante : pour tous (z,&) € Q x RY,
pour toute distribution u € D’(2),

o0 p(x,
52 bl D)fecw) = eepla.€ + D)(w) = ¢ Y L o,

la somme précédente étant finie puisque p est polynomiale dans la variable &.



57

Proposition 5.1. Si P = p(x, D) et Q = q(z, D) sont des opérateurs différentiels sur €2,
d’ordres m,n respectivement, alors le composé P(Q) est un opérateur différentiel d’ordre
au plus m + n, et son symbole est donné par

(5.3) piaq(z,§) = §j 108 p(x,€) DY q(w, ),

la somme étant finie.

Démonstration. Si P,Q sont des monoémes différentiels a D, bDP, P o ) est un
opérateur différentiel a cause de la formule de Leibniz, qui fournit la formule (5.3) dans
ce cas. Le reste de la proposition s’en déduit par bilinéarité. Si I’on préfere, on peut aussi
déduire (5.3) de (5.2), puisque

PoQ(eg)(x) = p(z, D)(q(-,§) ec) = eep(x, § + D)(q(+,€))
02p(x
_eéz gp 5) @ q(z,£).

q.e.d.

On dispose d’un résultat analogue pour ’adjoint formel.

Proposition 5.2. Si P = p(x, D) est un opérateur différentiel d’ordre m sur €, alors
il existe un opérateur différentiel P* d’ordre m sur €2 tel que, pour toutes fonctions
u,v € C*°(Q) dont I'une est a support compact,

(5.4) (Pu | v)r2@) = (u | P*v)r2q).

Le symbole de P* est donné par la somme finie

5.5 P €)= 37— DR 6).

«

Démonstration. La encore, il suffit de traiter le cas ou P = a D%, et la proposition
résulte de la formule d’intégration par parties et de la formule de Leibniz. La formule
(5.5) se déduit également de (5.2) comme suit,

(P*(- &) | u) = (P"(eg) | ueg) = (e¢ | Plueg))
(1y—a€p &) Deu)

B (Z éDg‘é??T)(-,g) | “) q.ed.
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Si P est un opérateur différentiel d’ordre au plus m, de symbole p, on appelle
symbole principal d’ordre m de P, et on note o,,(P), la partie homogene de degré
m en & de la fonction polynomiale p(z,£), soit

(5.6) on(P)= Y aa(@)(i6)®

|a]=m

siP= ) aq(x)0“.

la| <m

Les propositions 5.1, 5.2 ont alors le corollaire suivant.

Corollaire 5.3. Si P est d’ordre au plus m, et () d’ordre au plus n, alors

(57) Um+n<PQ) = Um(P)Un(Q)a

1

(5.8) Tmin-1(1P, Q]) = ~{om(P), on (@)},

(5.9) om(P*) = on(P).

Si f, g sont des fonctions C'°° sur un ouvert de Ry x R, la quantité {f, g} intervenant
dans (5.8) est définie par

‘. 09f g Of O
(5.10) (oo =3 (552 - 5 52).

J:
On l'appelle le crochet de Poisson des fonctions f et g.

Les formules (5.3), (5.5), (5.7), (5.8), (5.9) permettent de décrire les opérations clas-
siques sur les opérateurs différentiels (produit, commutateur, adjoint) en termes de leurs
symboles (principaux). On les appelle couramment formules de calcul symbolique.
Notre but est d’étendre ces formules a des opérateurs associés a des symboles non poly-

nomiaux.

5.2. Le calcul pseudo-différentiel

Commencons par une remarque exprimant le lien entre opérateurs différentiels et

transformation de Fourier. Si u € C5°(€2), on a bien str

Deu(€) = €2 a(€)
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de sorte que, si P = ) a,D% est un opérateur différentiel de symbole p(z,§) =
(07

> aa(x)€, on peut écrire
[0

(5.11) Pu(@) = 7 [ e Spla a(e)de

L’intérét de la formule (5.11) est qu’elle a un sens pour tout v € C§° méme si p n’est pas
polynomiale en . En effet, puisque @ est a décroissance rapide, il suffit que p(z, &) soit
a croissance tempérée en & pour que l'intégrale converge. Pour obtenir des théoremes de
calcul symbolique, nous aurons besoin de propriétés supplémentaires.

Définition 5.4. Soit m € R. On appelle symbole d’ordre au plus m dans §) une fonction
a: QxR? — C de classe C*®, a support dans K x R% ot1 K est une partie compacte de §2,
et vérifiant les estimations suivantes : pour tous a € N, 3 € N9, il existe une constante

Cop telle que
(5.12) 0207 a(w,€)] < Cap (1 + [¢)™ 1AL,

On note S™(Q x RY) I'espace vectoriel des symboles d’ordre au plus m dans .

Exemple 5.5.
a) Si p est polynomial en £ & coefficients C§°(12), alors p € S™(Q2 x R9).

b) Si h = h(z,£) est homogene d’ordre m en &, de classe C° sur 2 x (R4 \ {0}), &
support dans K x (R4 \ {0}) pour un compact K de 2, alors, pour toute fonction
x € C*(R%) valant 0 pres de 0 et 1 au voisinage de I'infini, la fonction a définie par

a(z,§) = x(§) h(z, §)
appartient a S™(Q x R9).

Proposition 5.6. Sia € S™(Q2 x R?), la formule

(5.13) Au(z) = # /R e ae, €)ile)de

définit, pour tout v € C§°(RY), un élément de Au de C§°(Q2).

Démonstration. Il suffit de remarquer que u(§) est a décroissance rapide, 9% a(x,§)
est a croissance tempérée en &, et d’appliquer le théoreme de dérivation sous le signe

somme. q.e.d.
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La formule (5.13) définit donc une application linéaire A : C§°(2) — C§°(£2) qu’on
appellera opérateur pseudo-différentiel de symbole a. On prendra garde au fait
que, si  n’est pas tout R, I'application a — A n’est pas injective (le fait que A = 0
équivaut a a(z,&) = e~Eb(z,€), ont b a une transformée de Fourier en ¢ nulle sur Q).
On ne peut donc pas parler du symbole de A, mais d’un symbole de A (si Q # R%). En
revanche, la notion de symbole principal est plus intrinseque, grace a la proposition

suivante.

Proposition 5.7. Soit A un opérateur pseudo-différentiel de symbole a € S™(Q x R9).
On suppose qu’il existe une fonction a,, € C*( x (R?\ {0})), a support dans
K x (R4\ {0}), ot K est un compact de Q, telle que, si x € C®(RY) vaut 0 pres
de 0 et 1 prés de 'infini,

(5.14) a(z,§) = am(z, &) x(§) +7(x,§),

ot r € STL(Q x RY). Alors, pour tout u € C§°(Q), pour tout £ € R\ {0}, pour tout
z € R,

(5.15) T e Auere) (1) —— am(, &) u(z).

t——+4o0

Démonstration. Aprés un changement de variables dans U'intégrale (5.13), il vient

1 —itx-£ _ = ixn 0
¢ Awene) o) = g [ alan+ € an)

et, compte tenu de (5.14),
e CL(:C, n+ t§> T) am(xa §>

en restant uniformément borné par un terme a croissance tempérée en 7, indépendant de

t. La proposition résulte donc du théoreme de convergence dominée. q.e.d.

Définition 5.8. Dans les conditions de la proposition 5.7, on dit que A admet un
symbole principal d’ordre m ; la fonction a,, caractérisée par (5.15) est appelée le symbole
principal d’ordre m de A, et notée o,,(A).

Remarquons que, d’apres 'exemple 5.5. b), toute fonction h € C*°(2 x (R4 \ {0}))
a support compact en x et homogene de degré m en &, est le support principal d’ordre
m d’un opérateur pseudo-différentiel sur 2.
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Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer les théoremes de calcul symbolique.

Théoréme 5.9. Soit A un opérateur pseudo-différentiel de symbole a € S™(Q x R9),
et soit x € C§°(QY) valant 1 prés de la projection en x du support de a. Il existe un
opérateur pseudo-différentiel A} sur (2 tel que, pour tous u,v € Cg° (Q),

(A(xu) | U)L?(Q) = (u| A;”)LQ(Q)~

De plus, A}, admet un symbole a}, € Si* (£ x R?) vérifiant, pour tout N € N,

1
(5.16) ay— Y —Diogae STN-1(Q x RY).

la| <N

*
X

En particulier, si A admet un symbole principal d’ordre m, il en est de méme de A*, et

(5.17) om(AY) = om(A).

Remarque. L’introduction de la troncature y dans I’énoncé ci-dessus tient au fait que
nous avons délibérément choisi de travailler avec des symboles a support compact en x, ce
qui simplifie notablement les démonstrations. Le seul inconvénient est que cette propriété
ne se transmet pas a ’adjoint : il faut donc tronquer le symbole de I’adjoint de A pour
rester dans la classe S7. Cela dit, comme le montre la formule (5.16), I'introduction de
X n'est pas sensible sur les termes du développement de aj, de sorte qu’elle ne sera pas

génante dans les applications que nous avons en vue.

Théoreme 5.10. Soient A, B des opérateurs pseudo-différentiels de symbole
a € S™(Q xR, be S?(Q x R?) respectivement. Alors le composé A B est un opérateur
pseudo-différentiel admettant un symbole a#b € S™T™(Q x RY) vérifiant, pour tout
N e N,

1
(5.18) a#tb— Y —0gaDibe SmHn=N-1(() x RY).

la| <N

En particulier, si A admet un symbole principal d’ordre m, et si B admet un symbole
principal d’ordre n, alors A B admet un symbole principal d’ordre m+n, et [A, B] admet
un symbole principal d’ordre m +n — 1, donnés par

(5.19) Omin(AB) = 0 (A)o,(B)
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(5.20) T 1[4 B]) = ¢ {on(4),00(B)}.

Démonstration du théoréme 5.9. Compte tenu de la formule (5.13), il vient

A [0 = [ [ e ale. )00 ) G5

déd
//xu omaly —£.6) et
ot S (o)

ou a((, &) désigne la transformée de Fourier de a(z, &) par rapport a z. On en déduit

(A(XU)IU)=/Rd uly) Tow)dy,

vec * Y  dedn
Ao(y) = d// G €601 {5y
— i [ € i,
(5.21) @) = 5 [ R € g
_ @ e <g
_(27_(_)61/1‘@ (4774'4) C

Notons que les applications successives du théoreme de Fubini ci-dessus sont justifiées
par le fait que a((,&) est a décroissance rapide en ( et a croissance tempérée en &, du
fait des estimations (5.12). Précisément, on a

(5.22) 0¢ a(C,€)] < Cnp(L+1¢) N (1 + Jg)ym 17

pour tous N € N, 8 € NZ 1l résulte alors de la formule (5.21) que a* est une fonction
C> sur Q x RY, & support dans supp(x) x R%, et vérifiant, pour tous o, 3 € N4, N € N

05004 ()| < Cope [ (1 I +CD" (1417

Le fait que a* € S™(Q x RY) provient alors du lemme suivant (appliqué avec t = 1).

Lemme 5.11. Soient m € R, N > d + |m|. Alors il existe C > 0 tel que, pour tout
n € R4, pour tout t € [0,1],

/Rd(1+|C|)—N(1+’n+tq)mdcg C1+ )™
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Démonstration. On découpe l'intégrale en deux morceaux, correspondants aux zones
(| < 2(1+n|) et [¢| > 1(1 + |n|). Dans la premiere zone,

1 3
S (L4 I]) S T+ [n+£) < 51+ o)

de sorte que 'intégrale correspondante est majorée par C(1 + |n|)™ si N > d.

Dans la deuxiéme zone, si m < 0, (1 + |n+t{])™ < 1, et l'intégrale correspondante
est majorée par
CL+ )™ <C@+ )™

Sim >0, (1+|n+tl])™ < C|¢|™ et I'intégrale correspondante est majorée par
CA+ )T =N < C@+[nh™

q.e.d.

Il reste & vérifier les formules (5.16) et (5.17). Ecrivons la formule de Taylor pour @
dans 'expression (5.21) de a*

a* () = d 3 / )¢ dC

|la| <N

~) 1 e ¢
+é5ry)>d 3y (N+1)/0 /R 5 Pa(Cn+t¢)¢Pdcat.

BI=N+1

Compte tenu des estimations (5.22) et du lemme 5.11, le terme de reste ci-dessus

Sm=N=1_Par ailleurs, le terme de rang o dans le développement n’est

appartient a
autre que éDg‘ 8?6, compte tenu de la formule d’inversion de Fourier et du fait que

X = 1 pres du support de @ en y. Enfin, la formule (5.17) découle de (5.16) avec N = 0.

Démonstration du théoreme 5.10. Elle est analogue a la précédente. De la formule
(5.13), on déduit
dn

(2m)

Bu(¢) = /Rd b(& —n,n)a(n)

de sorte que

ABu(w) = [ et ito)
1 iz (§—n h(&
(523 (1) = iz [ € ala e —ne
1 ix- 7
= @) /Rde Ca(z,n+ ¢)b(¢, n)dC.
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Les estimations (5.12) pour a et b entrainent, pour tous a, 3, N,

|02 ;) (ala,n + ) b(¢,m)| < Capov (L4 [¢) ™V (L4 [+ )™ (1 + [n])"

de sorte que le lemme 5.11 assure que ¢ € S7™. La formule (5.18) pour ¢ = a#tb s’obtient
alors par développement de Taylor de a(z,n + () en variable (, et on conclut & nouveau
par le lemme 5.11 pour le reste, et a 'aide de la formule d’inversion de Fourier pour
chaque terme du développement. Enfin, (5.19) et (5.20) sont conséquences de (5.18) avec
N =0 et 1 respectivement. q.e.d.

5.3. Estimations L2

Jusqu’ici nous avons fait opérer les opérateurs pseudo-différentiels sur C§°(2). 11 est
en fait possible d’étendre leur action aux espaces de Sobolev. Pour tout compact K inclus
dans Q et tout s € R, on note H () l'espace des distributions & support dans K, dont
le prolongement par 0 est dans H*(R?); on pose H3, (Q) = [LgH 5(€2) lorsque K décrit

les compacts de (2.

Théoréme 5.12. Soit a € S™(Q2 x R?), et soit K la projection sur  du support de a.
Alors, pour tout réel s, 'opérateur A défini par (5.13) se prolonge de fagon unique en

une application linéaire continue de Hg,, . (€2) dans Hy ™ ().

Démonstration. Compte tenu de la densité de C§°(Q2) dans HZ . (€2), il suffit de

comp

montrer I'inégalité
[Aul| gro=m < Cllul| g

pour tout u € C§°(2). Par définition de la norme H*® a l’aide de la transformation de
Fourier, cette inégalité s’écrit

Jasierr | [ae-nmata| d <c [+ PP,

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

| [ate—nmatan] < [ jae ~nmlnx [ jat - nnliaGf dn

Compte tenu des inégalités (5.22) sur a et du lemme 5.11,

/|a<§ ~nm)ldn < C /(1 FIC) TN+ I+ ¢y de < O(1L+ g™
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De méme,
Jas i ighmiac - nolde
<O ([ (L4 I Wk g = al) ™V de) 1+ )™
< O+ ) < QL+ ),

Le théoreme 5.12 est donc démontré. q.e.d.

5.4. Application : une inégalité de Garding

Théoreme 5.13. Soit A un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0 sur ), dont le
symbole principal oo(A) existe et est une fonction > 0 sur 2 x R%. Alors il existe C > 0
et, pour tout § > 0, Cs > 0, tels que pour toute fonction v € L2, (Q),

comp

(5.25) Re(Aolv) 2 > —6]j0]22 — Cs [[v]%- /2
(5.26) S(Avfo) 2] < C o]l

Démonstration. Soit x; € C5°(Q2) valant 1 pres de la projection en = du symbole a de
A, 0 < x1 < 1. Soit x € C3°(£2) valant 1 pres du support de ;.

La fonction b = x1(09(A) + 6)Y/2 est C*® sur Q x R\ {0}, & support compact en
x, homogene de degré 0 en £. Soit B un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0 tel que
oo(B) = b. Alors l'opérateur B} B, est pseudo-différentiel d’ordre 0 sur €2 d’apres les
théoremes 5.9 et 5.10, et

o0(By By) = |oo(b)]* = x7(00(A) + 6) = 00(A) + o7
car x100(A) = 09(A). Il en résulte que
R=A+6x]— B} By
est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre < —1 sur 2. Mais alors
(Avjv) e = =8 xavlIZ2 + | B(xv)|IZ2 + (Rvjv) e
soit encore

(5.27) Re(Av|v) 2 > —6]x1v||72 + Re(Ro|v) 2
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(5.28) S(Avjo) 2] = [S(Rolo)pa].
En utilisant I'inégalité (5.24) démontrée au théoreme 5.12,
|(Rulv) 2] < (1R a2 0]l 12 < Cs 0]l
et (5.25), (5.26) découlent de (5.27), (5.28) (avec 6 = 1), respectivement.

Remarque. On peut montrer (c’est beaucoup plus dur) que (5.25) a lieu avec 6 = 0
pour une certaine constante Cy > 0. Nous n’en aurons pas besoin dans ce cours.

5.5. Mesures de défaut microlocales

2

Soit (un)nen une suite bornée de Lj, .

(Q), i.e. telle que sup [p |un(x)]?dz < +oo,

pour toute partie compacte K de 2. On suppose que u,, converge faiblement vers 0, au

sens o1, pour toute fonction f € L2, (Q),

/Qun(:zz)f(:zz)dx —— 0.

n—oo

On se propose de décrire 'obstruction a la convergence forte de wu, vers 0 (i.e.
J5 [un(x)[*de —— 0 pour tout K) au moyen d’une mesure de Radon positive sur
n—oo

O x §4-1,

Théoréme 5.14. Il existe une sous-suite (uy,(,)) et une mesure de Radon positive pu
sur Q x 891 telles que, pour tout opérateur pseudo-différentiel A d’ordre < 0 sur Q

admettant un symbole principal d’ordre 0, pour toute fonction x € C§°(2) telle que
x00(A) =0¢(A), on a

(5'29) (A(Xucp(n))|xuap(n))L2 — O-O(A)(x’€> d:u(x7€)

n—oo JOxgd-t
Remarque. Comme on le voit dans (5.29), la troncature x n’est la que pour donner un
sens au premier membre, mais n’a pas d’influence sur la limite.
Démonstration. Elle est basée sur le lemme suivant.

Lemme 5.15. Sioy(A) > 0, alors

x

S(A(xun)xun) —— 0 et liminf Re (A(xun)|xun) > 0.

n—oo n—oo
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Démonstration. Puisque u,, est bornée dans LZ _(f2) et converge faiblement vers 0, on
a

(5.30) IxtnllF-2/2 ——— 0.

En effet, rappelons que

IXtun[1%y 1o = (2)~ / (1+ JE12) Y2 5 (6) P de .
Rd

T (€) = /R () ()

tend vers 0 pour tout £ € R? et reste bornée uniformément en &, n grace a I'inégalité
de Cauchy-Schwarz. D’apres le théoreme de convergence dominée, on a donc, pour tout
R >0,

/ (€ df —— 0.
€I<R n—oe

Par ailleurs, d’apres le théoreme de Plancherel,
_ _ _ 1
n) [ RE@P (L 672 dE < 3l
I§|>R

donc

. 1 :
lim sup ||xun||§171/2 < I lim sup || xun |7
n—00 n—0oo

ce qui entraine (5.30), puisque R est arbitraire. Appliquons alors a v = xu,, les inégalités
(5.25) et (5.26) du théoreme 5.13, et faisons tendre n vers l'infini en tenant compte de
(5.30). On obtient

liminf Re(A(xun) | Xtn) > —0 limsup ||xun,||72

n—oo n—oo

%(A(Xun) | XUn) —— 0,

n—oo

d’ou le lemme, puisque § > 0 est arbitraire. q.e.d.

Une conséquence du lemme 5.15 est que, pour tout A d’ordre < 0 ayant un symbole
principal, pour tout y € C§° vérifiant yoo(A4) = 0o(A),

(5.31) lim sup [|A(xun)||2 < C(x) max |og(A)].

n—oo
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En effet, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(Alxcun) | xun)| < [AGcun) | 22 [[xun ]| 22

et

A un) 172 = (AL Axun | un).
L’opérateur A% Ax a pour symbole principal |og(A)[* < M?|x|?, ot M = max |og(A)].
L’inégalité (5.31) résulte donc du lemme 5.15, avec C'(x) = limsup ||x un |3 ..

n—o00

Pour toute partie compacte K de €2, notons C$2(2 x S971) I'espace vectoriel des
fonctions C> sur © x S, & support dans K x S4~!, muni de la norme L>. Cet espace
est séparable : c’est un sous-espace fermé de C°(Q x U), U = {{ € R?, $ < [¢] < 2}
que I'on peut lui-méme plonger dans C>°(T??) qui est séparable d’aprés la théorie des
séries de Fourier. Soit donc (a;) une suite de C$2(Q x S471) telle que Vect{a;,j € N}
soit dense dans C%(Q x S971). Fixons par ailleurs, pour tout j, un opérateur pseudo-
différentiel A; tel que o(A;) = a;, et x € C§°(€2) valant 1 sur K. Par le procédé diagonal
de Cantor, il existe une sous-suite (uy(y)) telle que les quantités (A;(xupmn)) | X tpm))
aient des limites pour tout j. Par linéarité et prolongement de la convergence, en vertu
de I'inégalité (5.31), il existe une forme linéaire Ly sur C$ (2 x S971) vérifiant, pour
tout A tel que o¢(A) € CF(Q x §971),

(5'32) (A(Xucp(n)) | Xucp(n)) m LK(JO(A»
(5.33) L (00(A))| < € max |oo(A)).

De plus, Li ne dépend pas du choix de x, car, si x X = X,

(A(Xun) | Xtun) = (Axun | xXtun) = (A((X — X)tn) | Xtn) —— 0

n—oo

car og(A(x — x)) = 0 d’apres le théoreme 5.10. Enfin, en faisant varier K parmi une
suite exhaustive de compacts, et en utilisant le procédé diagonal, il existe une sous-suite
(Up(ny) €t une forme linéaire L sur C5°(Q x S?71) telle que l'on ait (5.32) pour tout K
avec L|C;{° = L. Compte tenu de (5.33) et du lemme 5.15, L se prolonge en une mesure
de Radon > 0 sur Q x S?~1. Le théoréme 5.14 est donc completement démontré.

Définition 5.16. Dans la situation du théoreme 5.14, on dit que p est la mesure de

défaut microlocale de la suite (uy(y,)).

Remarques. Le théoreme 5.14 assure donc, pour toute suite bornée (u,) de L2 ()

convergeant faiblement vers 0, I'existence d’une sous-suite admettant une mesure de
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défaut microlocale. Notons que, si l'on spécialise (5.29) au cas ou A = f € C§°(Q), il
vient

(530 | @l @Par— [ adueo

de sorte que u,(,) converge vers 0 fortement si et seulement si p = 0.

Exemples 5.17. Voici quelques exemples de suites (u,,) et de leurs mesures de défaut

microlocales (les calculs sont élémentaires et peuvent étre faits a titre d’exercice).
a) up(x) = b(x)e*, b€ L, (), & € R\ {0},

loc

= T 2 T —5—0
(e, €) = [b(a) P do @ 6 (€ = 22 ).

b) un(x) = n¥? f(n(z — x0)), f € L*(RY), z € Q,

(@, &) = 0(z — zo) h(§) do(€),
ou
+oo
e = n) [ If e P ar
0
et do est la mesure superficielle sur S¢~1.

C) un(x) = nd/Qf(n(x - xO))ein2$'£07 f € LQ(Rd>7 ZTo € Qv 50 € Rd \ {0}7

p@.€) = 11 8o = a0)d (6 = 2.

Pour terminer, voici deux résultats fondamentaux concernant les mesures de défaut

microlocales (MDM) associées aux suites de solutions d’équations aux dérivées partielles.

Théoréme 5.18. Soit P un opérateur différentiel d’ordre m sur €2, et soit (u,) une
suite bornée de L% () convergeant faiblement vers 0 et admettant une MDM p. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pu, —— 0 fortement dans H; ().

loc

(ii) supp(p) C {(z,€) € @ x 471, 0, (P)(,§) = 0}

Théoreme 5.19. Soit P un opérateur différentiel d’ordre m sur §2, vérifiant P* = P,

et soit (u,) une suite bornée de L?

i o(Q) convergeant faiblement vers 0 et admettant une
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MDM p. On suppose que Pu, —— 0 fortement dans H,._™(Q). Alors, pour toute

n—oo

fonction a € C®(Q x (R4 \ {0})) homogéne de degré 1 —m en la seconde variable et a
support compact en la premiere,

(5.35) | tane e =0

Démonstration du théoréme 5.18. La propriété (i) équivaut, pour tout y € C3°(2),
au fait que P(xu,) —— 0 dans H~"™; soit encore
n—oo

(5.36) (BP(Xun)|P(Xun)) —0

n—oo

out B est 'opérateur de symbole y(z)(1 + |£]?)™™, x € C§°(Q2) valant 1 sur le support
de x. Alors P*B Y P est un opérateur pseudo-diftférentiel d’ordre 0, de symbole principal
1€]72™ |0 (P)]?, de sorte que la limite du premier membre de (5.36) n’est autre que

. / X(@) 2 o (P) (2, )| dpa(z, )
OxSd—1

qui est nulle pour tout x si et seulement si (ii) est réalisée. q.e.d.

Démonstration du théoréme 5.19. Soit x € C§°(Q2) vérifiant xa = a, et soit A
d’ordre < 0 vérifiant og(A) = a. Alors le second membre de (5.35) n’est autre que

J = lim ([, P)(xtn)|xtn) = Hm [(A(xPun)|xtin) = (AQxtn)|x Prn)] -

Or x Pu,, — 0 dans H'~™ par hypothese, tandis que A envoie H!~™ dans L? et L? dans
H™ 1 11 en résulte que chacun des deux produits scalaires ci-dessus tend vers 0, donc
J =0. q.e.d.

Remarque. 1l existe plusieurs variantes du théoreme 5.19 ci-dessus, notamment avec un
opérateur P non auto-adjoint, mais a symbole principal réel.



CHAPITRE VI

CONDITIONS DE CONTROLE GEOMETRIQUE

>k >k ok skook ok ok ok ko ok ok kR kckck

6.1. Préliminaires géométriques

Soit © un ouvert de R%, et soit p € C°(Q x (R%\ {0})) une fonction & valeurs réelles.
On appelle champ hamiltonien de p le champ de vecteurs sur Q x (R%\ {0}) défini
par

Op Op op Op

61)  Hyw8 = (g 8, g 0.0 —50 (0.6, = (5,.0))

La dérivée de Lie d'une fonction f par rapport au champ H, est donc, avec les notations
du chapitre V,

(6.2) Hy(f) ={p; f}

Une courbe hamiltonienne de p est une courbe intégrale du champ de vecteurs
H,, c’est-a-dire une solution maximale s € I — (z(s),{(s)) du systeme d’équations

différentielles ordinaires

Op

(63) x:g_]g(x7£), fz—%(.ﬁ,f),

I étant un intervalle ouvert de R.

De l'identité {p,p} = 0 découle que la fonction p garde une valeur constante le
long de chacune de ses courbes hamiltoniennes. On dira qu’une telle courbe est une
bicaractéristique de p (ou, le cas échéant, de 'opérateur pseudodifférentiel dont p est
le symbole principal) si cette valeur est nulle.

Soit A une fonction C° sur 2 x (R?\ {0}), & valeurs réelles non nulles. Puisque
Hyy = AH, +pHy = \H, si p=0,

il résulte que les bicaractéristiques de A\p et de p coincident (modulo une reparamétri-
sation). Nous pouvons maintenant traduire les théoremes 5.18 et 5.19 du chapitre V en
des termes plus géométriques.
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Théoreme 6.1. Soit P un opérateur différentiel d’ordre m sur 2, auto-adjoint, de

symbole principal p. Soit (u,,) une suite bornée de L2 (), convergeant faiblement vers 0,

loc

de mesure de défaut microlocale ji. On suppose que Pu,, tend vers 0 dans ngém_l)(Q).

Alors le support de p est une union de courbes du type s € I +— (:Jc(s), %), ol

s €I+ (x(s),£(s)) est une bicaractéristique de p.

Démonstration. Tout d’abord, le théoreme 5.18 assure que le support de p est contenu
dans l'ensemble {p = 0}. De plus, le théoreme 5.19 précise que, pour toute fonction
a € C°(Q x R4\ {0}), & support compact en la premiere variable, homogene de degré

1 — m en la seconde variable,
(6.4 | tawdn=o.
QxSd-1

Notons q(x,€) = |17 p(z,&), et désignons par (¢s) le flot du champ hamiltonien H,
de q. Puisque ¢ est homogene de degré 1, il résulte du systeme d’équations

(65 b= @), é=—5l@o.

que, pour tout s, I'application

(6:) (0,60 — 5(z0,E0) = (zs(0, ), & (20, €0)
vérifie, pour tout A > 0,

(6.7 (0, M6o) = (20, €0), a0, AE0) = A& (0, 60).

Ainsi, si a = a(x, ) est homogene de degré 1 — m en &, il en est de méme de a o ¢.

On a alors

L (@06,)(,6) = = (a0 910 @, om0

ds

d
= 2= (20650 05)(w,8)jo=0

= {ao¢s,q}(z,8)

d’oll, pour s assez petit de sorte que a o ¢, est définie sur tout Q x 41,

d

d_ aoqﬁsdu:/ {aongaq}d/UJ
§ Jaxgd-1 Qxgd-1

:/ {aods,p}du
QxSd—1
=0
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d’apres (6.4) et le fait que H, = [£|'~™ H,, sur le support de p. Il en résulte que le support
de p est invariant par la projection du flot ¢4 sur la sphere unité, donc est une union de
projetées de courbes bicaractéristiques de ¢, ou encore de p, puisque ¢ = [£|1™™p. g.e.d.

Terminons ce paragraphe en examinant le cas de I’équation des ondes dans un milieu

inhomogene étudiée aux chapitres I1I et IV. Le symbole principal de I’équation est alors

(68) p(thvva) ZK(IE)SS—,O(IE)TQ

ot € R,z € QCRY (1,8 € RIFL p e CF°(QR), 0 < a < p(z) < b < +oo, et
K(z) = (kij())1<i,j<d est une fonction C* sur 2 a valeurs dans les matrices symétriques
réelles, vérifiant

alg]? < K(z)¢- € < B¢
pour 0 < a < B < 4o0.

Décrivons les bicaractéristiques de p. Celles-ci ne changeant pas si ’on multiplie p
par une fonction non nulle, étudions plutot les courbes hamiltoniennes de

-1 /K(x) 2
(6.9) p—ﬁ(p(m)f-f—T).
Il vient
- . K(x) . . 1 (K
(6.10) t=-—r, x—mé, 7=0, §——§V<;>(m)§§

-1 , . .
) 7, les équations en (z,§) deviennent

(6.11)

72"
I
2
8
~—
3.
—
2

:c):i:)':% VG(2)i- .

p(z)
(6.11) s’écrit donc encore

De plus, G(z)& - & = £ - & = 72 est constante sur la courbe. La derniere équation

(6.12) d G 1 VG(x)i - &
ds \/G(z)i -2 2 /G(x)i- i
soit encore, en posant L(z, %) = /G (x)% - ,
d 0 0 :
(6.13) P %L(x,:c) = %L(x,:r:),
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qui est ’équation d’Euler-Lagrange associée a L, c’est-a-dire I’équation des géodésiques
pour la métrique G de . Réciproquement, si o +— x(«) est une géodésique pour la

métrique G sur (), en reparamétrant la courbe x suivant I’abscisse curviligne o définie

par
(6.14) & Gl a) - #a).

I’équation (6.12) devient

(6.15) % (G(=) Z—C"’;) - %VG(m) Z_("’; : Z_Z”

avec G(z) 2% . 42 — 1. On retrouve donc (6.11) et (6.10) en posant par exemple s = —Z

’ dt __
On notera qu’alors 2> =1

En conclusion, on a montré la :

Proposition 6.2. A un changement de parameétre pres, les bicaractéristiques de (6.8)
sont les courbes de la forme

t— (t, 2(t), T, —T<M> B :t(t))

ou t — xz(t) est une géodésique de la métrique G = (%)_1 sur ), paramétrée par
Pabscisse curviligne.
6.2. Inégalités d’observation

Dans ce paragraphe, nous montrons comment le théoreme 6.1 peut étre utilisé pour

résoudre les problemes de controle optimal posés au chapitre IV.

Dans tout ce paragraphe, on désigne par € un ouvert borné de R?. On note
p € C*(£2,R) une fonction vérifiant

(6.16) 0<a<plx)<b< +oo, Vre

et K = (kij)i1<ij<a une fonction C*° sur Q, a valeurs dans les matrices symétriques
réelles, et vérifiant

(6.17) Ve eQ, VEeRY, alé]? < K(z)€- € < BIE)?,
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pour 0 < a < B < 4o00.

Commencons par donner une condition suffisante de stabilisation pour ’équation
des ondes.

Théoreme 6.3. Soit a une fonction continue sur (), a valeurs dans R, satisfaisant aux

hypotheses suivantes :

(i) Yz € 09, a(x) > 0.

(ii) Pour toute géodésique t € I — x(t) € Q de la métrique G = (%)_1, avec 0 € I, il
existe t > 0 tel que a(x(t)) > 0.

Alors il existe C, a > 0 tels que, pour toute solution u € C(R, H}(Q))NC(R, L?(2))
de I'équation

0%u )
(6.18) Pom div(K Vu) + adyu =0,
on ait, pour tout t > 0,
(6.19) E(u,t) < Ce " E(u,0).

Remarque. On notera que, si K = 1d et p = 1, la condition (i) entraine la condition (ii),
puisque les géodésiques sont alors des segments de droite (figure 1). En revanche, pour
une métrique générale, (i) peut tres bien étre vérifiée sans que (ii) le soit, si par exemple
G admet une géodésique fermée (figure 2).

figure 1 : K =1d, p =1 (a > 0 dans la région grisée)
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figure 2 : (a > 0 dans la région grisée)

Dans ce cas, sachant que (i) est vérifiée, on peut montrer que (ii) est également une

condition nécessaire a la stabilisation forte (6.19) (voir la remarque 6.4 ci-dessous).

Démonstration. En vertu du théoreme 4.1, la stabilisation forte (6.19) est équivalente
a lexistence de C' > 0 et T' > 0 tels que pour tout u, on ait

(6.20) E(u,0) < C’/ / ) |Ou(t, z)|* dt dx .

Nous allons montrer l'inégalité d’observation (6.20) a laide d’un raisonnement par
I’absurde.

Supposons que I'inégalité (6.20) soit fausse pour tout 7'. Il existe alors une suite (uy,)
de solutions de (6.18) satisfaisant a

(6.21) E(uy,0) =1

6.22 vT >0, x)|Opun (t, x 2dtde —— 0.
(

n—oo

lére étape. Identification de la limite faible

Compte tenu de (6.21), la suite (u,) est bornée dans L= (R, H}(Q)), et la suite
(0; uy,) est bornée dans L™= (R, L2(2)). L’injection canonique de H}(£2) dans L?(£2) étant
compacte (cf. chapitre III), le théoreme d’Ascoli assure I'existence d’une sous-suite, que
nous noterons encore u,, convergeant uniformément sur tout compact de R} vers une
fonction u € C(R,,L?(2)). De plus, pour tout t € Ry, u(t) € H}(Q). En utilisant
de méme la compacité de I'injection de L?(2) dans H~1(Q) (méme démonstration), et
d’autre part le fait que 9;(pd; u,,) est borné dans L (R, H=1(Q2)) (a cause de I’équation
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(6.18)), on conclut de méme que 9;(pu) € C(R, H 1(Q)), avec, pour tout t € R,
Ou(t) € L*(Q). Enfin, en passant & la limite au sens des distributions dans (6.18), on
obtient, compte tenu de (6.22),

0?(pu) —div(KVu) =0, t>0, z€Q.

Il résulte alors de I'unicité dans le théoreme 3.7, (et de I'existence dans le théoreme 3.5
avec a = 0) que u € C(Ry, H3(2)) N CYR,4, L?(Q)), et que E(u,t) = E(u,0) pour
tout ¢ > 0. De plus, puisque adiu = 0 sur Ry x Q en passant a la limite dans (6.22),
u est également solution de (6.18). Puisque a > 0 au voisinage de 0f2, le résultat de
I’appendice, combiné au théoreme 4.2, assure la stabilisation faible pour toute solution
de (6.18), c’est-a-dire E(u,t) P 0. On conclut que E(u,0) =0, donc u = 0.

2éme étape. Réduction a une information locale sur (0;u,,)

Montrons que, si la suite (9;u,,) de L2 (]0, +00[xQ) converge vers 0 fortement dans

loc

L2

loc?

(6.21). Compte tenu de (6 22) et de 'hypothese (i),

alors E(uy,0) — 0, ce qui fournira bien entendu une contradiction au vu de

5
(6.23) Osup, — 0 dans L _(]0,00[xQ) = / |0 |* dt dz —— 0
v JQ

n—oo

des que 0 < v < § < 4oo. Choisissons x € C§°(]0,+o0[) & valeurs > 0 telle que
x(t) = 1 pour t € [1,2]. En multipliant I’équation (6.18) par x(t)u(t,x) et en intégrant
sur )0, +00[x €, il vient

(6.24) /+OO/ t) K Vu,, - Vundtdx—/+oo/ ) |Os un (t, )| dt dx
+/0+oo/98tun(t,x)ﬂn(t,x) X' (t) p(z) — x(t)a(z)] dtdx

et le second membre de (6.24) tend vers 0 compte tenu de (6.23) et de la borne L? sur
up- Il en résulte que Vu,, tend vers 0 dans L?([1,2] x ). En utilisant & nouveau (6.23),

on conclut que

(6.25) /2 E(up, t)dt —— 0.

n—oo

Enfin, compte tenu de (3.3) et de (6.22), E(uy,t) — E(uy,0) — 0, donc (6.25) assure que
E(un,0) — 0.
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3eme étape. Utilisation de ’hypothése géométrique

En vertu de I'étape précédente, il nous suffit, pour obtenir une contradiction, de
montrer que la mesure de défaut microlocale de (0;u,) est nulle sur |0, +oo[x€). Les
résultats du chapitre V assurent que, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer
que la suite (0 u,,) admet une mesure de défaut microlocale p sur |0, +o00[x$2. En dérivant
par rapport a t 1’équation (6.18), il vient

p@f(@tun) — le(KV(@tUn)) = fn7

ot f, = —0:(ad;uy) tend vers 0 dans H, ' compte tenu de (6.22). Il résulte alors du

loc

théoréme 6.1 et de la proposition 6.2 que le support de x dans (]0, +00[x€Q) x S? est une
union de courbes du type

. +1 TG(2) i >
" VI+[G@)E? /1+]G(2) 2]

out e I — x(t) € Q est une géodésique pour la métrique G. Par ailleurs, la propriété

(6.26) t € IN]0, +00f— my(t) = (t, z(

(6.22) assure que p est supportée dans 'ensemble {(¢, z, 7, &), a(xz) = 0}. Soit ty €]0, +o0],
et soit & une géodésique de G définie pres de ty. En appliquant I’hypothese (ii) a la
géodésique t' — x(tg + t'), il existe t > to tel que a(x(t)) > 0. On en déduit, avec la
notation (6.26), que m4 (t) n’appartient pas au support de u, et donc que my(tg) n’y
appartient pas non plus. Le temps ty et la géodésique x étant quelconques, on conclut
que supp u est vide, ce qui acheve la démonstration. q.e.d.

Remarque 6.4. La méthode de démonstration ci-dessus suggere également une stratégie
pour montrer 'optimalité de la condition géométrique (ii) sous I'hypothese (i). Supposons
en effet que (ii) ne soit pas vérifiée. Il existe alors une géodésique t € I — z(t) de la
métrique G sur €2, telle que 0 € I et telle que a(x(t)) = 0 pour tout t € I NR. Puisque
a > 0 pres de 992, on en déduit que, pour t € Ry NI, x(t) reste dans un compact de €,
donc z est définie sur R ;. On montre alors qu’il existe une suite (v,,) de solutions de

pOv, —div(K Vu,) = fu,

avec f, — 0 dans L?([0,T] x Q) pour tout T > 0, v, € C(R4, H}(Q)) N CY (R4, L3(Q)),

telle que sup sup E(vn,t) < +o0o pour tout T' > 0, et telle que d;v,, — 0 dans L2,
0<t<T n

avec une mesure de défaut microlocale non nulle et contenue dans {m(t),t > 0}, ot m4
est associé a x par (6.26). On constate alors que ad; v, tend vers 0 dans L2([0,7] x )

pour tout 7" > 0, donc que la suite w,, solution de
p@f wy, — div(K Vw,) + adyw,, = —ady vy,
wn<0) = atwn(o) =0, Wn|Rx0Q — 0
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satisfait a

E(w,,t) —— 0

n—oo

pour tout ¢. Il en résulte que u,, = v, + w,, est solution de (6.18), vérifie F(u,,0) /4 0 et
(6.22), ce qui contredit la stabilisation forte. q.e.d.

On peut, bien entendu, se poser également la question de la pertinence de ’hypothese
(i). Pour simplifier la discussion, supposons que K = Id, p = 1. Dans le cas d’ouverts
) ayant une géométrie simple (ouverts étoilés), il est possible d’établir des inégalités
d’observation avec des fonctions a qui sont nulles au voisinage de certains points de
0€). 1l existe en fait une condition nécessaire et suffisante entierement géométrique a
la stabilisation forte, mais celle-ci, pour étre établie (et méme énoncée!) nécessite des
préparations plus substantielles. Grosso modo, si par exemple le bord de €2 est analytique,
on remplace la notion de géodésique (ici, des segments) par la notion de rayon qui indique
comment prolonger un tel segment lorsqu’il atteint le bord de €2. On montre qu’un tel
prolongement est entierement déterminé par les regles suivantes : (figure 3)

a) Si le rayon atteint le bord transversalement, il est réfléchi suivant la loi de Descartes.

b) Si le rayon atteint le bord et si son prolongement en un segment entre a nouveau
dans 2, il suit ce segment tant qu’il reste dans €.

c) Si le rayon atteint le bord et si son prolongement en un segment sort de £, il suit
une géodésique du bord de 92, jusqu’a pouvoir entrer a nouveau dans {2 en suivant
un segment.

figure 3

Par des méthodes analogues (mais plus difficiles & mettre en oeuvre), on montre
alors que la stabilisation forte équivaut au fait que tout rayon rencontre dans le futur la

zone ou a est non nul.

Notre dernier résultat concerne 1’équivalent du théoreme 6.3 pour la méthode HUM.
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Théoréme 6.5. Soient T' > 0, w un ouvert de Q, et 0(t, ) = 19 7((t) 1, (x). On suppose
que

(i) L’adhérence @ de w dans R? contient 0.
(i) Pour toute géodésique t € I — x(t) de la métrique G(%)f1 sur € telle que 0 € I, il
existe to € [0,T] tel que x(ty) € w.
Alors, pour tout (ug,u1) € Ha(2) x L*(Q), il existe g € L?(]0,T[xw) tel que la
solution u € C(R, H3 (Q)) N CH(R, L*(2)) de

0 (pu)
(6.27) ot?
u(0) = ug, Ou(0) =uy

—div(Ku) = 0g

vérifie u(t) = 0 pour tout t > T.

Démonstration. D’apres le théoreme 4.6 (généralisé au cas des milieux inhomogenes,

voir remarque 4.7) il revient au méme de montrer I'inégalité

T
(6:28) ool ey + lrlFyso <€ [ [ 1otta)Pada

ot v € C(R, L?(Q)), pv € C1(R, H~(2)) est la solution de

(6.29) { d%(pv) — div(KVv) = 0,

Vit=0 = Yo, 6t(ff)v)hs:o = wq
conformément au théoreme 3.7. Rappelons (voir la démonstration de ce théoreme) que

le probleme (6.29) équivaut a

(6.30) V(t)=e "V,

onV(t) = (at(”pf))(t)) € C(R,L*(Q)xHYQ)), Vo = @i)’e“‘: (—diSKV _0%>

est un opérateur maximal accrétif sur H = L?(Q) x H~1(Q), de domaine D(A) =
H}(Q) x L*(). Ici, H est muni de la norme

(6:31) H (;})) HH = (/Q 0 pdz + (w, TKw>gé‘1>1/2

ot T : H71(Q) — HJ(Q) est caractérisé par — div(KVw) = w. Enfin, on rappelle que

t

—A est également maximal accrétif sur H, de sorte que ¢t — e~ 4 est un groupe & un

parametre unitaire sur H, i.e. [[e"'A Vgl = ||Vo||n pour tout t € R.
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L’inégalité (6.28) a démontrer s’écrit alors
T
(6.32) Vol < € [ IOl

pour tout Vo € H, avec e 4V, = (315(1;(5))(75) )

Premiére étape. Nous montrons tout d’abord une inégalité plus faible que (6.32), a

savoir

T
(6.3 Voll < O( [ 1ol d+ 10+ A7 Vo).

Pour établir (6.33), on raisonne par 1’absurde comme dans la preuve du théoréme 6.3.
On construit ainsi une suite (V') de H vérifiant

(6.34) Vo'l =1,
T

(6.35) /0 lon (122 0y At —— 0,
(6.36) 11+ A) 7 Vgl —— 0,
en notant

_ t)
6.37 VG =Vt :< he )
(6.37) 0 = VIO = 0y (o)1)

(6.34) et (6.36) assurent que (v,) est bornée dans L2(]0,7[xQ) pour tout T > 0, et
converge faiblement vers 0 dans ce méme espace. Désignons par p une mesure de défaut
microlocale de (vy,) sur ]0, +00[x €. Compte tenu du théoréme 6.1 et de la proposition 6.2,
le support de p est une union de courbes du type (6.26) ottt € I — x(t) est une géodésique
de la métrique G sur Q. De plus, (6.35) assure que supp(p) C {x € 2\ w}. Notons que
I’hypothese (i) équivaut au fait que Q \ w est un compact. En conséquence, il existe
9 > 0 tel que 'hypothese (ii) soit encore vraie en remplagant T par 1" — §. Soit alors
mo = m¥*(tg) un élément de supp(u) avec tq €]0,5[. Il existe alors t; < T tel que
z(t1) € w, donc m*(t1) ¢ supp(u), et mgy ¢ supp(p). 11 en résulte que fij¢e)0,5) = 0, puis,
en tenant compte une nouvelle fois de (6.35),

n—oo

€1
(6.38) / /yvn(t,x)|2dxdt—>o
€0 Q
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pour 0 < ¢ < g1 < §. En multipliant (6.29) par x(t) Tk 0:(pv(t)), avec x € C§°(]0,4]),

x = 1 sur [g , 23—5], et en intégrant par parties on obtient également
(6.30) [ x0T dutpu) @), 1) ()t 0
R n—oo

d’ou finalement

(6.40) §E(VO“) — 0

3 n—oo

ce qui contredit (6.34). L’inégalité (6.33) est donc démontrée.
Deuxiéme étape. Désignons par NV (T) I'espace des Vy € H vérifiant
(6.41) (e Vo) (z) = 0 pour t €]0,T[, z € w.

En reportant dans (6.33), on a, pour tout V € H,

(6.42) IVoll3, < Cll(1+ A) ! Volf3.-

En introduisant le spectre (u,) de l'opérateur compact (1 + A)~1, on déduit du fait
que p, — 0 et de (6.42) que N(T) est de dimension finie. Nous allons en fait montrer
que N (T) est réduit a {0}. Pour cela, observons tout d’abord que, si § > 0 est tel que
I'hypothese (ii) est encore vérifiée en remplacant T par T'— § (cf. la premiere étape),
I'espace N (T — 0) défini par (6.41) pour t €]0,T — d[, € w, vérifie encore une inégalité
du type (6.42). Si Vo € N(T), il est clair que e 54V, € N(T — 6) si 0 < £ < §. Mais

1— efsA 1— efsA

(1+A)‘1TV0 = T(1+A)—1vo — A1+ A)71.

1_efeA

Il en résulte que la famille ( Vo) est de Cauchy quand € — 0T pour la norme
Vi [[(1+A4) 7 V]

sur N (T —§), donc aussi pour la norme V' — ||V|| par (6.42). Il s’ensuit que Vy € D(A).
Ainsi N(T) C D(A). En revenant & (6.41), on en déduit que, pour tout Vo € N (T),

(e V) =0 si (¢, z) €]0, T[xw,

donc N (T') est stable par A. Puisque N (T) est de dimension finie, s’il n’est pas nul,
il contient un vecteur propre pour A. Compte tenu de (6.41), un tel vecteur propre Vj
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vérifie de plus V), = 0, ce qui est absurde compte tenu du théoreme 4.2 et du résultat
de 'appendice. On a donc

(6.43) N(T) = {0}.

Troisieme étape. Il est maintenant facile de déduire (6.32) de (6.33) et de (6.43). En
effet, si (6.32) est fausse, soit (V") une suite de H telle que

T
(6.44) Vil = 1, / RO ——)

Puisque (1 + A)~! est compact sur H, il existe une sous-suite, notée encore (V') pour
simplifier, telle que
A+AVy —— 1+ 4

dans H, avec Vy € H. En notant
_ t)
e tAV — ( U( ) ,
"\ 9pv)(t)
on déduit de (6.44) et de (6.33),
T
(6.45) 1<+ 7R [ Ol =0

ce qui est absurde compte tenu de (6.43). Le théoreme 6.5 est donc completement
démontré. q.e.d.



ANNEXE
UN THEOREME D’UNICITE

KKk sk sk ok sk Rk kok sk ok kokk ok

Soit K = (ki;)1<i,j<a une fonction C*° sur R? & valeurs dans les matrices symétriques
définies positives. Soit m une fonction C*° sur R?. On se propose, dans cette annexe, de

démontrer le résultat suivant.

n
Théoréme. Soit P = ) % kij(x) a%j +m(z). Siu € C®(RY) est solution de Pu = 0
ij=1 "
et 5’1l existe w, un ouvert de R? tel que uj, = 0, alors u = 0 sur R9.

Remarque. Les hypotheses de régularité sur les coefficients et sur la solution peuvent
étre affaiblies. D’une part, si les coefficients sont C'°°, les méthodes du chapitre V
permettent de montrer que toute solution distribution de Pu = 0 est en fait C*°. De
plus, la démonstration que nous allons donner s’adapte au cas ou K est localement
lipschitzienne, m est localement bornée et u est localement H' (on montre alors qu’elle
est localement H? en tant que solution H! de Pu = 0).

La méthode de démonstration que nous utiliserons est tres proche de la preuve

initiale de Carleman.

Démonstration. On procede par I’absurde. Soient zg € w, Ry = sup {7“ > 05 U B(zg,r) =
0}; alors 0 < Ry < +oo par hypothese et dx1, |z1 — 29| = Ry et x1 € supp(u). Nous
allons, pour obtenir la contradiction, montrer que u est nulle au voisinage de x7. On est

dans la situation suivante :

figure 4
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On fait alors un changement de variables qui nous ramene a la situation suivante :

figure 5

Dans ce nouveau systeme de coordonnées, ou ’on peut supposer que x1; = 0, 'opérateur
P a la forme suivante

0

) Pa,D,) =Y %bm p +Qi(sD,)

ol @1 est un opérateur de degré 1 et (b;;(x)) > 0.
Soit () = ™™ ol av > 0 est une constante a fixer.

Pour tout 7 > 0, considérons 'opérateur différentiel P. , = e™#(@) Pe=7¢(*) On a
alors la proposition suivante.

Proposition. Soit K un compact de R?. Il existe A > 0, a > 0, 79 > 0 tels que V1 > 19,
Vv € C§°(R?) a support dans K

(2) 7ol + T Voli. < AllPrgvll7

Nous admettons dans un premier temps la proposition. On en déduit alors le
théoreme comme suit.

On fixe x € C§°(RY), égale & 1 pres de 0. On applique la proposition &
v=yxe fu.
On obtient

(3)  Tllxe™uli: + T[V(xe™ P u)l[e < Al Pry(xe P u)ll7: = Alle™ P(xu)l|7
< Alle™ [P, x] ul|7
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ce qui implique, Ve > 0,
(4) 73| em e me N |2, < Alem =P NP N ul

On prend alors ¢ > 0 assez petit de telle facon que, sur le support de [P, x]u, qui est
contenu dans supp u N supp Vy, on ait x, < —¢.

figure 6 : Vx est supporté dans la région grisée

Sur le support de [P, x]u, on a donc ¢(x,) — ¢(—) < 0 et, quand 7 — 400, le terme
de droite dans (4) tend vers 0, ce qui implique que dans le terme de gauche, on a
supp(xu) C {¢(z,) — p(—e) <0}, donc xu =0 pres de 0 et uw = 0 pres de 0.

q.e.d.

Revenons a la preuve de la proposition : on remarque d’abord que si la proposition
est vraie pour un opérateur P, et si P = P+Q1(x, D,) ot (Qq est un opérateur différentiel
d’ordre 1, alors la proposition est aussi vraie pour P : en effet

(5) PT,go = PT,go + e’? Ql e ¥ = PT,go + Ql + TQ()(.’L')
et T2||v]|72 + 7|Vo[|F: < AP pvll7s,

(6) < A([|Prpv = Qv = 7Qov[72)
< A||Pr vl +41Quv]* + 477 Qo[ 72
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ce qui implique
(7% = CT)||ul: + (7 = O)|VulF: < Al PrpulZ:
d’ou le résultat si 7 est assez grand. On peut donc supposer dans la suite que P =
sz %bij(x) %. On a

(7) Pro=P+720"byn(x) = 7Y (&'bnj 0 + 0;bn ;)
J

ou
Re P, , =P+ 12¢%b, n(z)
et 1
3Py = e Y@ sy 4 By )
J

sont auto-adjoints.

On calcule

(8) 1P pvllZ> = | Re Prpvll7e + [|SPr g v]l7
—i(SPr,v|Re Py ,v) +i(Re Pr o v|SPr ,v)

une intégration par partie donne :

(9) 1P vllZs = [ Re Prpvll7z + ISP o v]|7

+i((SPrp Re Py, — Re Pr ,SPr ,)vlv) .

2

0 0
(10) 18P v = 2| D iy b b e

> 20| s o] =2 0u101P)
J

(o1, par convention, on note O, (||v||?) une quantité majorée en module par C||v||? avec
C dépendant de ¢ mais pas de 7).

Calculons
(11) i([SPrp,Re Py Jvlv) = (472 "V, (z)v|v) + 7 O(¢ V| Vo)
+70, (I90] | 3 busdiv]|) + 7 O olo) + 7O (IT0llol] + [10]2).
k
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Pour absorber le premier terme d’erreur on calcule

0 0
. / — ry. 2 Z 2 12
(12) (Re Pryv@'v) =) (so bij axi“‘ oz, v) (" v|v) + Op([[v][ [ Vol]) -

i?j

On en déduit (avec € > 0 a choisir plus tard)

(13) (' Vo[ Vo) < 7| Re Prgvll|@"vll + 72 0]* + 7 Op ([[0] [ Vo]))
C2
9

3
.
<elReProvl* + le"ll* + 7 O (vl [ V0ll)

Pour controéler le deuxieme terme d’erreur dans (11), on utilise (10) et (13) et on obtient

(14) To¢(||vv||H an,kaka) < 072Vl + CTB/ZH an,kakaz
< C(p) 7' *[(Re Provlo'v) + 72 ("%0[0) + Oy (|[0]| [|V0]))]
ISP o0l

1
+C() 2 ( + 0, (V%)) < C(e) 72|~ || Re Propo]® + 710

T2
+7%("0lv) + Oy ([lv] HWH)] + ()7 2ISPr vl + 722 Oy (o))

Finalement, on obtient

[1Pr vl > | Re Prpvl|® 4+ [|SP-pol|” + ((47° 02 " 07 . () — 7° Bo™) v|v)
Cc273

—Cel|Re Prpv||* — —— (¢"v]v) + 7O, (0]l [ Vo])
1 1
+0, (=75 IRe Pripll?) + Oy (75 19 Prpvll?) + O (72 [o]?).

D’apres (13), on peut rajouter & droite 7(p’ Vo|Vv), quitte & changer Ce en (C + 1)e

_(C+€1)2T_ On prend (C + 1)e < 3 pour absorber le terme —(C +

1)e|| Re Py ,v||?, puis a (avec ¢(x) = e*®n) assez grand pour que

3
et —C% en

2(C+ 1)90/2 . 90/290//

12 1112 /3
Yol b — B(p —
n,n(x) 8 2

Enfin, ¢ étant fixé, on fait tendre 7 vers l'infini, ce qui permet d’absorber tous les autres
termes de reste en utilisant simplement qu’ils sont d’homogénéité plus petite en 7. On
obtient ainsi la proposition. q.e.d.



