INJECTIONS DE SOBOLEV PROBABILISTES ET APPLICATIONS
par

Nicolas Burq & Gilles Lebeau

Résumé. — On démontre dans cet article des versions probabilistes des injections de Sobolev
sur une variété riemannienne compacte, (M, g). Plus précisément on démontre que pour des
mesures de probabilité naturelles sur I’espace L?(M), presque toute fonction appartient a tous
les espaces LP(M), p < 4+oco. On donne ensuite des applications a 1’étude des harmoniques
sphériques sur la spheére S : on démontre (encore pour des mesures de probabilité naturelles) que
presque toute base Hilbertienne de LQ(Sd) formée d’harmoniques sphériques a tous ses éléments
uniformément bornés dans tous les espaces LP(S?),p < 400 On démontre aussi des résultats
similaires sur les tores T%. On donne aussi une application a I’étude du taux de décroissance de
I’équation des ondes amortie dans un cadre ou la condition de contréle géométrique de Bardos,
Lebeau et Rauch n’est pas vérifiée. En supposant le flot ergodique, on démontre qu’il existe
sur des ensembles de mesure arbitrairement proche de 1 (dans l’espace des données initiales
d’énergie finie), un taux de décroissance uniforme. Finalement, on conclut avec une application
a l’étude de Péquation des ondes semi-linéaire H'-surcritique, pour laquelle on démontre que
pour presque toute donnée initiale, les solutions faibles sont fortes et uniques (localement en
temps).

Abstract. — In this article, we give probabilistic versions of Sobolev embeddings on any Rie-
mannian manifold (M, g). More precisely, we prove that for natural probability measures on
L?(M), almost every function belong to all spaces L? (M), p < 4+o0o. We then give applications
to the study of the growth of the L? norms of spherical harmonics on spheres S¢ : we prove (again
for natural probability measures) that almost every Hilbert base of L?(S%) made of spherical
harmonics has all its elements uniformly bounded in all L?(S?),p < +oo spaces. We also prove
similar results on tori T¢. We give then an application to the study of the decay rate of damped
wave equations in a frame-work where the geometric control property on Bardos-Lebeau-Rauch
is not satisfied. Assuming that it is violated for a measure 0 set of trajectories, we prove that
there exists almost surely a rate. Finally, we conclude with an application to the study of the
H'-supercritical wave equation, for which we prove that for almost all initial data, the weak
solutions are strong and unique, locally in time.

1. Introduction

L’objet de cet article est de démontrer que si on choisit des fonctions au hasard sur une
variété compacte, pour des mesures de probabilité naturelles, alors il est possible d’améliorer
grandement les injections de Sobolev classiques. Plus précisément notre cadre est le suivant.
Soit (M, g) une variété riemannienne lisse compacte, sans bord connexe de dimension d et A
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le laplacien sur (M, g). Soit 0 = wy < w1 < wyp < ... le spectre de vV—A et (e;) >0 une base
orthonormale L? de fonctions propres réelles, de sorte que —Ae; = wzej. Soient 0 < a < b et

J
E}, le sous espace de L?(M)

(1.1) Ep,={u= Z zrep(z), zr € C}, I ={k, hwy €]a,bl}.
kel

Soit N}, = dim(E},). D’aprés la formule de Weyl, avec reste précisé (voir |18, Theorem 1.1]),
on a pour h €]0,1]

(1.2) Nj, = (27h)~*Vol(M)Vol(§971) / p?tdp 4+ O(h~4.
(a,b)

Rappelons qu'’il existe une constante C' indépendante de h €]0, 1] telle qu’on a
(1.3) lull o ary < Ch™2||ull 2ar)  Vu € By,

et que plus généralement, si A(x, hD,) est un opérateur h-pseudodifférentiel classique sur M
de degré 0 et & support essentiel contenu dans {(x,&) € T*M, [{|p < L} pour un L < oo, il
existe une constante C' indépendante de h €]0, 1] telle que pour tout 1 < p <r < oo, on a

i1
(1.4) 1Az, hD) gl rary < Ch™ ™D glloary Vg € LP(M).

Les inégalités de Sobolev (1.3) ou (1.4) sont optimales. L’objectif de cet article est d’étudier
des versions probabilistes de ces inégalités. Décrivons rapidement le type de résultats que nous
obtenons : B _

On note Sj, (resp. Sp,) la sphére unité de I'espace euclidien Ej = CNr (resp. Ej, = RVr),
et Py (resp. ﬁh) la probabilité uniforme sur S}, (resp. gh) On verra dans la section 2 (voir
en particulier le théoréme 3) que les probabilités P, et ﬁh sont associées & une répartition
uniforme de I’énergie dans ’espace de phase T*M pour la mesure de Liouville canonique dA
sur T*M. On notera E,(f) = fSh f(u)dPy, Vespérance d’'une variable aléatoire f, et IIj le
projecteur orthogonal de L?(M) sur Ej,.

On a alors le résultat probabiliste essentiellement classique suivant, qui estime la mesure
des u € Ej de grande norme L* (on pourra consulter Kahane [23] pour des résultats du
méme type).

Théoréeme 1. — Pour tout ca < Vol(M), il existe C > 0 tel que pour tout h €]0,1] et tout
A >1 on ait, avec c; = d(1+d/2)

Py(u € Sp, |ul|pe > A) < Ch=tem2A,

Ph(u € Sh, ||uHLoo > A) < Ch™%e 2%,

Nous donnerons une preuve du théoréme 1 dans la section 2. L’estimation (1.5) a une
conséquence immeédiate sur les versions probabilistes des injections de Sobolev. Rappelons
que pour p € [1,00] et s > 0, I'espace de Sobolev W*P est défini par

(1.6) WP = {f e LP(M), (1—A)*2f e LP(M)}.
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Les espaces W*P sont indépendants du choix de la métrique g sur M, et pour 1 < p < r < 00,
on a les injections de Sobolev

d d
(1.7) WP C L', s=—-———.

p
Rappelons aussi la construction de Littlewood-Paley. On fixe 0 < a < ¢, et ¢ € C®(R)
tel que p(t) = 0 pour ¢t < a, o(t) = 1 pour t > ¢, et ¢'(t) > 0 pour t €]a,c[. On pose

Yo1(t) = 1= (t), ¥(t) = @(t) — @(t/2), Yn(t) =(27"t) pour n > 0. Alors ¢ est & support
dans [a, 2¢], ¥(t) > 0 pour t €]a,2¢c[et 1 = -, 1,(t) pour tout ¢t. Posons b = 2¢ > a > 0.
Pour toute distribution f € D'(M), on a f = Y ci(f)ex, on les ¢(f) = [y, ferdz sont
les coefficients de Fourier de f, et la décomposition de Littlewood-Paley de f s’écrit, avec
hy = Q_k,

(18)  f= > for fo=Ua(VIADF =D vnlwr)er(ers fn € En, (n>0).
k

n=-—1

Rappelons que pour ¢, 7 € [1,00] et s € R, I'espace de Besov By , est espace des distributions
f € D'(M) dont la décomposition de Littlewood-Paley vérifie

(1.9) la suite n — 2"°|| fu[|La(ar) appartient a I"(N).

Les éléments de Ej,, sont des fonctions a échelle h,, = 27" sur M, et les injections de Sobolev
(1.7) peuvent étre vues comme conséquence des inégalités (1.4).
Soit alors X 'espace produit

(1.10) X =112,S),,..

On munit X de la probabilité produit P = II2° B}, . Soit (an)n>0 une suite de réels positifs
telle que >, n'/2q, < co. Soit 7 Vapplication de X dans l'espace de Besov ngo

X — By,
(1.11) ] >
9= (9n)nz0— §(9) = D angn-
Comme corollaire immédiat du théoréme 1, on obtient

Corollaire 1.1. — On a P(j(g) € C°(M)) = 1.

Remarque 1.2. — On notera que le corollaire 1.1 est violent, puisqu’il implique en particu-
lier une injection presque sire de BF . dans COY(M) pour tout o > 0, soit un gain de d/2
dérivées par rapport a l'injection de Sobolev.

Démonstration. — Soit A > 0 donné, m,, = (Anlog(2))/? et B, la partie de Sy—n
By = {gn, llgnllee < my}

D’aprés (1.5) on a

(1.12) Py, (B,) >1— c2 nlezA=c)

Soit B la partie de X, B:Sh0 x 11> | By,. Pour g = (gn) € Bet f =j(g), on a

(1.13) e <3 anllgnllze < Cag + (Alog(2 WZn
n=0
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On a alors pour tout f € j(B), f € C°(M) d’aprés (1.13), puisque les g, sont continus, et
d’aprés (1.12)

]P)(B) = ﬁ Phn(Bn) > ﬁ (1 _ CQ‘”(C2A—01)) >1—c¢,
n=1 n=1

avec € > 0 petit si la constante A est assez grande, d’oil le résultat. O

La morale du corollaire 1.1 est la suivante : si on se donne une famille de fonctions g;, € E},
a échelle h et d’énergie 1 pour tout h = 27", et si on re-répartit leur énergie aléatoirement
dans I'espace de phase, on obtient une nouvelle famille de fonctions dans Ejp, qui est "presque"
bornée dans le sens ot supy, ||gn || |log(h)| =1/ Dest .

Nos constructions de mesures sur 'espace L?(M) (voir 'appendice C pour la construction
précise) utilisent une décomposition orthogonale L?(M) = @ Ey, ot les Ey sont des sous-
espaces de dimensions finies invariants par 'opérateur A. On choisit en particulier sur chaque
E}, une probabilité P, invariante par les isométries de Ej, et on munit 'espace L? de la
probabilité produit P = II;P,. Dans notre cadre, si w est la fréquence typique des éléments
de Ej, on a toujours Ciw?! < dim(Ey) < Cow?, et plus précisemment, les fréquences w
des éléments de Ej vérifient w € (ag,by),ar + C < by < cay, avec C > 0,¢ > 1. Le fait de
choisir des espaces Fj de "grande dimension" permet d’obtenir des résultats plus fort avec
probabilité 1 que le choix Ey = Cey, qui vérifie dim(Ex) = 1, et pour lequel nous renvoyons
aux travaux de N. Tzvetkov [3], [36] et [37]|. De plus, on verra dans la section 2 comment le

choix que nous faisons des Ej permet de relier naturellement nos probabilités a la mesure de
Liouville sur T*M.

L’article est organisé comme suit. Dans la section 2 nous démontrons le théoréme 1 et des
versions précisées, en autorisant des localisations spectrales plus fines que (1.1). Le théoréme
3 de la section 2.2 précise le fait que nos mesures sont associées & la mesure de Liouville
sur T*M. Dans la section 2.3 nous décrivons pour 2 < ¢ < oo les estimations L?¢ presque
stires. On trouvera dans Shiffman-Zelditch [30] des preuves analogues pour les estimées sur
les sections de fibrés holomorphes. Les bornes inférieures que nous obtenons sur les médianes
des normes LY semblent nouvelles. Dans les sections suivantes, nous donnons des applications
simples & I’étude de solutions d’équations aux dérivées partielles. Notre premiére application
(dans la section 3) concerne la croissance des normes LP des harmoniques sphériques (les
fonctions propres du Laplacien sur les spheres S* ¢ R%*1). 1l est connu depuis les travaux de
Hormander [18] et de Sogge [33] que sur toute variété riemannienne compacte de dimension
d, (M, g), les fonctions propres du Laplacien vérifient les estimations suivantes

Théoréme. — Pour tout 2 < p < 400, il existe C > 0 tel que pour toutes fonctions propres
du laplacien, u, —Agu = Nu, on a

(1.14) [l o ary < CAPlul p2(ary,

avec

2 p = d-1

(1.15) o(p) =9 (@) (L 1) sip< 22D

{ (d-1) d Sip>2(d+1)

2 \2 7 p D

On sait par ailleurs que ces estimées sont optimales sur les sphéres (munies de leur métrique
standard). Dans le premier régime, les harmoniques sphériques zonales (qui se concentrent
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en deux points diamétralement opposés) réalisent 'optimum tandis que dans le second, ce
sont les harmoniques qui se concentrent sur un équateur qui saturent les estimées (1.14).
Notre premiére application (voir Théoréme 6 pour un énoncé plus précis) montre que ces
harmoniques sphériques sont exceptionnelles.

Théoréme. — Considérons la mesure de probabilité naturelle (voir section 3) sur [’espace
des bases Hilbertiennes de LQ(Sd) formées d’harmoniques sphériques. Alors avec probabilité
1, pour tout p < +o00, toutes les normes LP sont bornées (uniformément). Autrement dit, on
peut prendre §(p) = 0 dans (1.14) avec probabilité 1.

Des questions similaires ont été étudiées par VanderKam [38] et Zelditch [39, 40]|. On
remarquera que ce phénoméne d’existence de familles de fonctions propres exhibant des com-
portements différents en ce qui concerne la croissance des normes LP n’est pas si surprenant
puisqu’il se manifeste aussi sur les tores T%. En effet, dans ce cadre la situation est renversée
puisque les fonctions propres naturelles (™%, n € Z%) ont toutes leurs normes LP bornées.
Cependant, on démontre facilement (voir par exemple la section 3.1) qu'il existe sur T¢ une
suite de fonctions propres du Laplacien u,, vérifiant

d—2_d
(1.16) [unllLoeray = [Anl 2 7,

et donc pour d > 3, p > 2d/(d — 2), les normes LP ne sont pas uniformément bornées (voir 8]
pour des majorations sur Td). On renvoit & [8, 9, 10| pour de nombreux autres resultats sur
les fonctions propres du laplacien sur les tores.

Notre deuxiéme application (section 4) concerne 'étude de ’équation des ondes amorties
sur une variété compacte. On considére donc pour a € C*°(M;[0,400[) les solutions de

(07 — A)u + a(x)du = 0, (u, Opu) |—o= (ug,u1) € H (M) x L*(M).

Leur énergie

1
Eu)(t) = 2/ (IVul? + |pul?)da
M
vérifie
de(t) 2
= —/M a(z)|0pu|*dz,

et est donc une fonction décroissante dont on peut démontrer qu’elle tend vers 0 quand ¢
tend vers l'infini dés que I'amortissement a est non trivial. Si de plus il existe un taux de
décroissance uniforme par rapport a I’énergie initiale, la propriété de semi-groupe montre que
ce taux est alors toujours exponentiel :

E(u)(t) < Ce™E(u)(0).

Théoréme (Bardos-Lebeau-Rauch [4]). — Il existe un tauz de décroissance (exponentiel)
uniforme si et seulement si toutes les géodésiques de la variété M rencontrent la région a > 0.

Ici, on s’intéresse & des situations ol cette propriété géométrique n’est plus vérifiée, mais ot
elle est violée pour « un ensemble rare de géodésiques ». on démontre alors le résultat suivant
(voir Théoréme 13 pour un énoncé plus précis)
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Théoréme. — On note G l’ensemble des points de l’espace des phases tels que le long de
la géodésique issue de ce point, la moyenne asymptotique de l’amortissement est nulle. On
supposera que la mesure dans ’espace des phases de G est nulle (on remarquera que si le flot
est ergodique, cette propriété est vérifiée pour tous les amortissements non triviauz). Alors
il existe un tauxr de décroissance f(t),limy_ oo f(t) = 0, tel que pour une large famille de
mesures de probabilités, M sur 'espace d’énergie H' (M) x L*(M), on a pour tout P € M,

P({u € H' (M) x L*(M); 3T, E(U(t)u) < f(t) Vt > T}) =1

Finalement, notre derniére application (section 5) concerne la théorie de Cauchy pour
I’équation des ondes semilinéaire sur une variété compacte de dimension 3.

(117) (7 = A)u+u? =0, (u |1=0, Ot |1=0) = (uo,u1) € (H' (M) N LPH1(M)) x L*(M),

ol p est un entier impair. On connait pour ce systéme l'existence de solutions faibles globales
en temps. De plus, pour p < 5, ces solutions sont fortes et uniques. Nous démontrons le
résultat suivant (voir les théorémes 14 et 15 pour des énoncés plus précis)

Théoréme. — Pour une large famille de mesures de probabilités naturelles sur ’espace des
données initiales (ug,u1) € HY (M) x L2(M), M, il existe pour presque toute donnée initiale
(ug,u1) et tout p < +oo une solution locale forte (en un sens qui sera précisé) et sur l'intervalle
d’existence de ces solutions fortes, il y a unicité des solutions faibles d’énergie décroissante
(i.e. toute solution faible coincide avec cette solution forte).

Certains de nos résultats restent vrais sur une variété a bord. Dans une derniére section,
nous donnons les éléments permettant dans ce cadre d’adapter les démonstrations. Finale-
ment, nous avons rassemblé dans un appendice quelques résultats de calcul des probabilités
et de calcul pseudo-différentiel nécessaires & la compréhension de l'article. Nous souhaitons
remercier M. Ledoux et P. Gérard pour des commentaires sur certains aspects du texte et les
deux rapporteurs pour les remarques et suggestions qui ont permis d’améliorer substantielle-
ment la présentation de 'article

Ce projet a bénéficié du soutien de I’Agence Nationale de la Recherche, projet ANR-07-
BLAN-0250

2. Estimations probabilistes

Dans cette section, nous calculons les lois de certaines variables aléatoires associées a la
théorie de Littlewood-Paley sur la variété M. Les asymptotiques de Weyl jouent un roéle clé
dans ces calculs. Nos résultats autorisent des localisations en fréquence plus fines et plus
générales que les localisations dyadiques de 'introduction. Plus précisément, on considérera
0 < ap < by, < ¢ deux fonctions définies pour h € (0, hg) telles que

2.1 limb, =b> Ui =a>0.
(2.1) lim by = b > lim o, = 0 >

On supposera que si a = b, alors a > 0 et

(2.2) by — ap, > Dh
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pour une constante D assez grande (a préciser ultérieurement) On notera Ej, (resp Eh) le sous
espace de L%(M)

E,={u= Z zen(z), 2, € CY, Ep={u= Z zrer(z), zr € R},
(2.3) kel kel,
I, = {k € N; hwy, €]ap, bp]}.
Soit Nj, = dim(E}y). Rappelons que d’aprés la formule de Weyl, avec reste précisé (1.2) (voir

Hormander [18]) , on a pour h €]0, 1], avec ¢g = Vol(x € R% |z| < 1) le volume de la boule
unité en dimension d,

1 (M
(2.4) 3C > 0; Y\ > o(ﬁ{k €EN;w, <A} — cdv(o%()d)v\ < 21
et donc
Vol (M _ _ _

(2.5) ’h{k;wk €I} — cd(%()d)((h ) — (h 1ah)d>‘ < Ch4H,
(2.6) Np, = j:t{k:;wk S Ih} ~

Cd V((;lﬂ()]:[)(b% —ab)h=, si0<a<b,

Cq V(c;lﬂ()](;/[) da® h=[ (b, — ap) + O(h+ (bn — an)? + (b, — ap)|a — an|)], si0O<a=b.

On en déduit
dDg > 0;b, — ap, > Doh = 308 > a > 0;

ah™4 (b, — an) < Ny, = t{kswy, € I} < Bh™ by, — ap).

Nous supposerons dans la suite que la constante D dans (2.2) est choisie de telle fagon que
(2.7) est vérifiée, et qu’on ait aussi pour tout h

(2.8) Nj >2

(2.7)

On munit les sphéres unité de E}, (resp. Eh) de la mesure de probabilité uniforme, P}, (resp.
Py).
2.1. Estimations L® presque stires. — Dans le cadre que nous venons de développer,

le théoréme 1 est un cas particulier de

Théoréme 2. — Il existe C > 0,cy > 0 tel que pour tout h €]0,1] et tout A > 1 on ait, avec
cp =d(1+d/2)

Ph(u € Sh, ||u”L°° > A) < Ch_cle_C2A2
ﬁh(u S §h7 ||UHL°° > A) < Chiclef@AQ'

De plus, on peut choisir ca €]0, Vol(M)[ dans le cas limy,_,o(by, — ap)/h = +00.

(2.9)

On se limitera dans la preuve au cas complexe, le cas réel étant similaire. Pour tout x € M,
et tout A € RT, on note

Eop= Y lex@P  exn=Eyp1p, — Eyp-ta,
(2.10) K <A
bx,h = (ek(x))kejh € CMn,
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Onaegzp = \bx7h|2. Soit ev, la variable aléatoire sur (S, Py) définie pour a € S, par

(2.11) evg(u) = u(x) = Z zrer(x) = (2|byn) = (2]

kely ‘

b:ch
) bs.pl.
bz,h)’ l

bz‘,h
‘bm,h‘

Le vecteur ¢, = est de norme 1 et on a pour tout » > 0, avec P = P,

(2.12) Pu(levl > ) = Pu(Izle)| > r/lbanl) = @(r/lba),

avec ®(t) = Py(|(2]e)| > t) ou € est un vecteur unitaire quelconque. D’aprés (A.6) (on identifie
ici la sphére unité de CVr avec celle de ]R2Nh), on a

(2.13) D(t) = Lyepqq(1 — )N

Lemme 2.1. — Il exziste Cy > 0 tel que pour tout x € M et tout h €]0,1] on a
Np —d+1

2.14 — — 2| < Coh

En particulier, si ap, by, vérifient by, — ap, > Dh avec D assez grand, d’aprés (2.6) et (2.7), on
a avec C indépendant de x € M et h €]0,1]

(2.15) Nh/C < €x,h < CNh.
Démonstration. — D’aprés [18, Théoréme 1.1], on a avec C' indépendant de z et de A
ca(z)\? d—1
— < CA
CE,A (27[_)d — Y
et donc (2.14) est conséquence de (2.5). O

On en déduit en particulier le lemme suivant

Lemme 2.2. — Il existe co > 0 tel que pour tout x € M et tout A > 0,

(2.16) Pu(u € Sp; Ju(z)] > ) < eV,
En effet, d’apres (2.12) et (2.13),
2 _Np=1 42 _Np=1y2
(217)  Pu(ue Spilu(@)] > A) < (1 - |bA S 2 A
z,h

et le lemme 2.2 s’en déduit d’aprés le lemme 2.1.

Preuve du théoréme 2. On se limite encore ici au cas complexe (le cas réel étant simi-
laire). Le théoréme 2 est une conséquence des formules (2.12), (2.13) et de 'estimation (2.14).
Remarquons que d’apreés les injections de Sobolev (1.3) il existe 0 < ¢ < C et Cy > 0 tels que
pour tout h €]0, 1] et tout u € Sy, on a ¢ < |jul|pe < Ch~%? et

|V pe|| oo < C1R™ (@240,
Il en résulte

(2.18) SUPy |u(x)| < SUPacAa ‘U(Ia” +eA
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dés que (Za)aca est un réseau de points de M de maille plus petite que eAhY?+1/Cy (de
cardinal de taille Ch~94/2+1 Drapres (2.12), (2.13), le lemme 2.1, et (1 — t2)Me < e~ Nut* pour
t € 10,1], il existe hg > 0 tel que pour h €]0, ho] on ait

P(ueSp llullp=>A) < P<\evxa\ >(1- 5)A)

acA
<D Lo (1= (1 =€) A%/ |y, )N
(2.19) acA
S Z e_(Nh_l)(1_€)2A2/|bza,h|2
acA
Ny —1
< Ca?“d(A)eivoz(M)(liE)QA2 Nh-‘rCoVoh;(M)h—d-‘rl .

. . Np—1 ) N . Np—1 _ 9 N
On a liminfj,_,g Ny T OOVl > 0 d’aprés (2.7), et limy_ Ny TCoV ol (M= = 1 d’aprés

(2.6) dans le cas limy,_q(by — ap,)/h = +oo. Comme on a #(A) < Ce~tA~¢p~dd/2+1) (2.9)
résulte de (2.19). La preuve du théoréme 2 est compléte.

2.2. Mesures de défaut presque stires. — On se place dans cette section sous I’hypothése
by —
(2.20) lim 22— = 4o,
h—0
ce qui exclut le cas critique by, — ap ~ Dh. On a alors d’aprés (2.6)
h—d+1
2.21 lim =0.
( ) h—0 N,

Lemme 2.3. — Soit A(x,hD) un opérateur h-pseudodifférentiel classique sur M de degré 0
et de symbole principal a(x,§). Il existe Cy > 0 tel que

—d+1
(2.22) [En (Al hD)ulu)) = ma ] < Co™
h
ot on a noté
m ffah<|§\z<bh a(z, §)dzdg
a,h —
ffah<|§\;c<bh dxd§
On remarquera que
(2.23) Mg = }LIE)I%] Ma,h
existe.
Démonstration. — Pour tout opérateur linéaire A sur Ep, on a
tr(A)
E (A ) -
n( (Aulu) N,
et il suffit donc de vérifier qu’on a
tr(HhA(a:, hD)Hh) h—d+1
2.24 - < C
(224 T mal < Gy

Ce résultat est conséquence de travaux de Guillemin [17]. Ici, nous utiliserons la preuve
donnée par Héormander. On a d’aprés la preuve de [19, Theorem 29.1.7] (voir les pages 259-260)
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Proposition 2.4. — Notons Ex =1 ~x_, le projecteur spectral. Alors pour tout opérateur
pseudodifférentiel d’ordre 0, B, de symbole principal b(x,§), on a
(2.25) Tr(E\BE)) = / / b(z, €)drde + O,

€] <X

On remarque ensuite que dans (2.25), d’aprés la cyclicité de la trace, on peut remplacer
E\BE) par E)2\B = E)\B. Par ailleurs, (voir appendice B, en particulier la formule (B.1)),
B = A(xz,hD) est, uniformément en h €]0,1], un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 0 au
sens de la proposition précédente. De plus, on peut réecrire (2.5) sous la forme

hfd
N, = —— // dzd€ + O(h— 9!
(27T)d an<|&|la<bn ( )

On a alors
Tr(IIy Az, hD)ILy) = Tr(Ep-1p, Az, hD)) — Tr(Ep-1,, Az, hD))
1
= — / / a(z, he)dzde + O(h'~9)
<27T> h_lah<|f‘m<h_1bh
(2.26) -
= — a(z, &)dzdé + O(h'~9)
(27T)d //ah<£|z<bh
= man(Ny + O(h~ 1)) + O(h 1)
ce qui avec mq;, € O(1) implique (2.24). La preuve du lemme 2.3 est compléte. O

Soit (hg)k>0 une suite de limite nulle et X 'espace topologique produit X = II;Sy,. On
munit X de la probabilité produit P = II; Py, .

Théoréme 3. — On suppose que les fonctions ap, by, vérifient (2.20) et que la suite (hi)keN
vérifie
(2.27) AL > 0; ) hf < o0
k
(2.28) lim Ny, /|log(hy)| = oo
k—o0

(cette derniére hypothese est toujours satisfaite en dimension d > 2) . Alors on a, avec Mgy (A)
défini par (2.23),

(2.29) IP’(VA € &, lim (A(w, heD)uglur) = moy A)) —1
Remarque 2.5. — Les hypothéses sur la suite (hy) sont évidemment satisfaites dans le cadre

de la théorie de Littlewood-Paley pour laquelle on a hy = 27%. Le théoréme 3 dit que pour
presque toute suite k — wy, € Sp,, la mesure de défaut semi-classique de la suite existe (i.e
on n'a pas besoin d’extraire une sous suite) et est toujours égale a la mesure de Liouville
normalisée sur la couronne {(x,§) € T*M,|{|, € I}.

Démonstration. — Comme il existe une partie dénombrable D de 5}? telle que pour tout
Ae 52 et tout € > 0, il existe B € D tel que

limsup [|A(z, hD) — B(z, hD)||z2 + sup |oo(A)(x,§) — o0(B)(x,8)| < &
h—0 |§|z€[
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il suffit de prouver qu’on a pour tout A € 52
(2.30) P(kli_{{.lo(A(:C, th)uk]uk) = mUO(A)> =1

En écrivant A = A;+iAs avec A; auto-adjoint, on a 0g(A) = o¢(A1)+ioo(A2) et on peut donc
aussi supposer que A est auto-adjoint. Notons f;, la variable aléatoire réelle sur Sy, fr(u) =
(A(z, hD)ulu), dpp, sa loi, qui est a support dans [—a,a] avec a = supy, ||[A(x, hD)||z2 < oo.
Soit Myp, la médiane de fj. La fonction f; est lipschitzienne de constante de lipschitz <
2supy, ||A(z, hD)||r2. D’aprés le théoréme de concentration de la mesure de P. Levy (voir la
proposition A.1 de 'appendice A). On remarquera que la sphére complexe S}, s’identifie avec

la sphére réelle S2Va—1 et que les constantes sont donc cohérentes avec (A.7))
Np, — 1)r?
(2.31) Py(u € Sh, |fo(u) —Mp| >1) < 2exp(—%)

On a E(f) = My + [, (x — M})dpy, donc d’aprés (2.31)
(Np — 1r?

Il existe donc a > 0 et C7 > 0 tels que pour tout r €]0,1] vérifiant r > Cy exp(—aNpr?) on
ait

(2.32) [E(fn) = Mp| <7+ Cexp(— )

(2.33) Py(u € Sy, |fu(u) —E(fy)] > 3r) < 2exp(—aNyr?)

En utilisant (2.22), on en déduit qu’il existe My tel que pour tout M > My, on a avec
(2.34) rn = MN; 2 |1og(h)|Y2 + Coh™ ' /Ny, + o(1)h—0

(2.35) Pu(u € S, |fa(u) —mgya))| = 4rp) < 2 exp(—aNyr?)

et donc

(2.36) P(Slgg | fr (0) = Mgy a))| < 4?25 ) = Misp(1 = 2exp(—alNy, 7))

On a d’aprés (2.34)et (2.28) limy_,oo 74, = 0, et exp(—aNhlr,Q”) < hlaM2, donc d’aprés (2.27)
(en choisissant M tel que aM? > L)

Mi>k(1 — 2exp(—alNy,rj;) > 1 — ¢y

avec limy_,o € = 0. La preuve du théoréme 3 est compléte.
O

2.3. Estimations LY presque stires. — Dans cette section, on démontre que les normes L?
sont bornées presque stirement si ¢ < +o00. On calcule aussi 'ordre de grandeur des médianes
des fonctions ||u||pe sur S, pour 2 < ¢ < 0o . On se limitera au cas K = C, les preuves dans
le cas réel étant similaires.

Notons d’abord que les injections de Sobolev (1.3) peuvent étre précisées en cas de locali-
sation spectrale plus fine.

Proposition 2.6. — Il existe Cy > 0 tel que pour tout q € [2,00] et tout u € E}, on ait

(-1
(2.37) lull Laary < ColN,? w2y
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En effet, pour u € E}, en utilisant (2.11), 'inégalité de Cauchy-Schwarz, ainsi que (2.15),
on obtient

(2.38) u(@)] < e llull e < CNy?|lull 2

et la proposition résulte de ||ul|fs < Hu||L 2/q||u|]2/q pour tout ¢ € [2, 00].

Théoréme 4. — Il existe c1,ca > 0 tels que pour tout q €]2, 400, si on note M p, la médiane
de la fonction F(u) = ||u||ra sur la sphére Sy, on a pour tout A > 0, et tout h €]0,1]
2
(2.39) Pi(u € Sp; ||[ull s — Mgp| > A) < 27N A7
De plus, on a les estimations suivantes de la médiane
(2.40) 1 < Mgn <ca/qg Vg€ [2,00[, Vh €]0,1]
Sous U’hypothése limy,_o Np, = oo, il existe cg > 0, qo > 2 et g9 > 0 tels que
(2.41) c3v/q < /\/lq n Vq € [qo,e0log(Ny)], Vh €]0,1]
Enfin, sous Uhypothése limy,_,q 22 bn— “heth = oo, pour tout v €]0,1[, il existe ¢y > 2 et e, > 0 tels
que
(242) oy —L <M< —L yge g e log(Ny)], Vh €]0,1]
2eVol(M) = =" = ~\| 2eVol(M) R
Démonstration. — D’aprés la proposition 2.6, on a
|F(u) = F(v)| = [[[ullzs — [lv]za
(2.43) 11 11y

< Jlu=vlle < CoN ™ flu— o]l 2 < ON P dist(u, v)

On en déduit

(2.44) 30 > 02 < p < +00, || Fllipe < CNT 0

donc en utilisant le résultat de concentration de la mesure (voir appendice A, proposition A.1)
a la fonction F'(u) = ||u||ra sur la sphére Sy, on obtient

_Np—1 N%r2
(2.45) Py(JF(u) = Mgp| > 1) <2 N "
ce qui implique (2.39). Pour lestimation (2.40) de la médiane, en utilisant
+oo
En(ol) =a [ AT Pallg] > M
0
on obtient d’aprés (2.12) et (2.13),

(2.46) Ep([lull’,) = / / () [ dedpy = / [ Juta) s
h

—q/ / APy (Ju( )]>)\d)\dx—q/ / )\‘1 L A )(Nh D d\dz
_ q/ q—1 (N, —1) _ q
=a{ f, ) ([ 200 Ns) = ()
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Le lecteur pourra vérifier qu’on a bien Ay j, = 1! En notant B(x,y) = fol t*= (1 —t)y~1dt la
fonction béta, on a
1 T'(q/2)T'(Ny,
- A
donc en utilisant le lemme 2.1 et la formule de Stirling,
N, >Nh+q/2—1/2F
Ny, + %

D’apreés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a

1
(2.47) / 27N = 2Nl gy =
0

(2.48) (Ag)" < a0 ( (q/2) don Ay, <C'a.

1 Agn\4
(2.49) Pulllulles > £) < ZEa(lullf,) = (Z22)"

En choisissant t = M, j,, on obtient

IN

1 A !
5 < lim Pulflulle > My — ) < ()
E—)

qui implique
(250) Mq,h < 21/q~Aq,h

donc Mgy, < c2,/q d’aprés (2.48). Comme F(u) = |lul|ra > ||ul/z2 = 1, on a aussi My, > 1,
ce qui prouve (2.40).

Prouvons a présent (2.41). On remarque d’abord qu’on a en utilisant limy .o N, = oo,
(2.46) et le lemme 2.1, avec 0 < a; < ag indépendants de h petit et de ¢q € [2,log(Np)]

(2.51) Agn € [a11/q, a2:/q]
et

(2.52) | Agh — Man|" = [IFlLags,) — IMgnllLasa|*

“+oo
< IF = Myl = a /0 NELP(|F = Mgl > A)dA

teo 72 q
< q/ ML Ne A gy = 5T(a/2).
0 2thl{

On en déduit

C
(253) ’Aq,h - Mq}h‘ S W\/&

h
qui implique (2.41) d’aprés (2.51). Montrons maintenant (2.42). On a d’aprés (2.14)

1/2
af2, \M9 _ Ny ; —

(2.54) (/M ex,hdx) = Voiara (o), Jimon(1) =0

et il en résulte en utilisant (2.46), pour ¢ < log(Np,)

(2.55) Ao = [t {0+ onaL)
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avec limg_ o0 b0 0pq(1) = 0. L’encadrement (2.42) résulte alors de (2.53). La preuve du
théoréeme 4 est compléte.
O

Nous allons a présent déduire du théoréme 4 une estimation L™ qui compléte le théoréme 2.

Théoréme 5. — On suppose qu’il existe a > 0 tel que Ny, > h™% pour h petit (cette hypothése
est toujours vérifiée en dimension d > 2 sous Uhypothése (2.2), avec D assez grande pour
pouvoir utiliser (2.7)). 1l existe hg, co,c1 > 0 tels que pour tout h 6]0, ho] on ait

(2.56) En(|lul|ze) € [cov/|log(h)|, c1y/| log(h

et en notant Mg p, la médiane de Fuo(u) = |lul|

(2.57) Moo € lcoy/Tiog(B)], 1/ TTog(B)]

et

(2.58) Bﬂué&wmmmer%4>A}§Cfd2

Démonstration. — 1l existe C, C’ > 0 tel que pour tout h €]0, 1], tout ¢ > 2, et tout u € Ej,
on a d’aprés (1.4)
lullg < Cllullpe < C"h=Y|[ul],
donc en choisissant g, = agg|log(h)|, on obtient avec C; = C’e?/%0 indépendant de h
(2.59) En(lullg,) < En(llullzee) < CLEA([[ullg,)

Or pour tout ¢ € [2, 0], on a par le résultat de concentration de la mesure d’aprés (2.45) (qui
s’applique aussi & ¢ = 00), avec ¢; indépendant de h

En(llully) — Myl < / eallg = MgnldP = /0 Pa([l[ullg = Mgl > A)dA

/ e~ N = /e
0

Comme on a g, < g9log(Ny), (2.40) et (2.41) impliquent Mg, », ~ \/g;. On déduit alors de
(2.60) pour h petit Ep(||ullg,) =~ /@, donc aussi d’apres (2.59), Ep(||lullp~) ~ \/qn, donc
a nouveau par (2.60) Moo, ~ /qp. L'estimée (2.58) est maintenant conséquence de cette
derniére estimation, du principe de concentration de la mesure (A.7) et de (2.44) La preuve
du théoréme 5 est compléte.

(2.60)

O

3. Application aux harmoniques sphériques

Rappelons que les fonctions propres du laplacien sur la sphére S¢, (muni de sa métrique
standard) sont les harmoniques sphériques de degré k (restrictions & la sphére S% des poly-
nomes harmoniques de degré k) et qu’elles vérifient :

— Pour tout k € N, I'espace vectoriel sur K des harmoniques sphériques de degré k, E*, est

de dimension

C(k+d\  (k+d-2 >
(31) Ne= (0 = (70 7) e
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~ Pour tout e € E¥, —Agie = k(k+d— 1)e.

— L’espace vectoriel engendré par les harmoniques sphériques est dense dans L?(S%)
On peut identifier I’espace des bases orthonormales de I’espace E¥ (muni de la norme L?)
avec le groupe unitaire, U(Ng), si K = C et avec le groupe orthogonal, O(Ny), si K = R.
On munit U(Ng) (resp. O(Ng)) de sa mesure de Haar, vy (resp. 7). On peut alors identifier
I'espace des bases Hilbertiennes de L?(M;K) formées d’harmoniques sphériques avec

B=TenU(Ni),  (vesp. B = yenO(Ni))
qu’on munit de la mesure de probabilité produit
vV = QkVk, (resp.V = Q)
On a alors le résultat suivant

Théoréeme 6. — Soit d > 2. Il existe ¢ > 0 et pour tout 2 < q < +o0, Cy > 0 tels que

v({B = (bx)ken,=1,--N, € B; 3k, [;

bkl oty = M| > 7)) < Cpe™”

V({B = (bk)ken=1,-N, € g; dk, I;
0w la médiane (dans le cas compleze) Mg, vérifie avec C' indépendant de g, k

C
[Agk = Mgi| < W\@
k

N; ((Fla/2r) )3
(Vol(sd))z ™ ~ 20(a/2+ Ni)/

bkl pa(eey = Ma| > 7} < Cpe™"

(3.2)

Aq,k =

ou

Ags = (qr(§/2> Ja(1+ 0@ ™)) = (\/Z +O(g )1+ 0@ )

Démonstration. — On se limite au cas complexe, K = C, le cas réel étant similaire. On
commence par remarquer que, quitte a augmenter la constante Cy, on peut se contenter de
prouver le théoréme pour les bases orthonormales du sous espace EBkZlEk de L?. On prend
hi, = k~'. On remarque alors que

d—1
VE(k+d—1)=h'\/1+(d-1)hy=h' + —5— +O(h).
On en déduit qu’avec

d—1 1 d—1 1

on a pour hy =k~ k € N¥, Ep, = E* pour k assez grand. On remarquera que ’hypothése
(2.2) avec D assez grand n’est plus vérifiée, mais cela est sans importance car on a une
meilleure estimation pour e, j que celle donnée par le lemme 2.1 :

Lemme 3.1. — Pour tout x € S% et tout k € N, on a
Ny

e = —.

“hE T Vol(M )
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En effet, le noyau du projecteur orthogonal sur I’espace E* est donné par

Ny,
K(z,y) =Y _ejn(@)ejny),
j=1
N,
ot (€j) Fh’f sont une base orthornomale de E*. L’espace E* étant invariant par I'action des

rotations de la sphére, on en déduit que K(z,y) = K(Rx, Ry) pour toute rotation R. La
fonction z € S% — ez n, est donc constante, d’intégrale Ny, d’ott le lemme 3.1. On en déduit
que les théorémes 2 et 4 s’appliquent, avec d’aprés (2.46), (2.47) et (2.53)

1
Ny L(a/2)T(Nk) Yo C
_ — <
Aak (Vol(Sd))%fé (q2F(q/2 + Nk)) o ek = Max| < N}i/q‘/(j

En particulier, le théoréme 4 implique

Proposition 3.2. — Il existe cg,c1 > 0 tels que pour tout k > 1 et tout ¢ > 2, on a

2(d—1)

(3.3) w({B= )M € UN); 1 <1< Ny )Hblnm - Mq,k\ > A) < ek T APpd-l

En effet, ’application
B = ()% € U(Ny) — by € S
envoie la mesure v, sur la mesure P, et donc d’apres le théoréme 4 pour tout 1 < 1ly < N,

2(d—1)

11l s — Mq,k’ S A) < 2eek T A%

ve({B = (b)Y € U(Ny);

On en déduit que

2d-1)
7 A
Nk:7

(B = ()% € UNK); o € {1, N I, oo — M| > 4) < 2e7rk

ce qui implique clairement (3.3).
On définit maintenant les ensembles

Fr = {B = (by) € U(Ny); Vio;

[0 = Mos| <7}
et
F,. = mklek,r = {B = (ka); ke N*,l =1, -+ Ng;Vko, lo;

kolollLe — Mgkl =T
1bko ol s — Mg | <7}

On apourr>1
2(d—1) 5 2(d—1) 5 5
(3.4) v(F°) < Zyk(Flg,r) < 2606_01k T or?pd-1 o Zcqe—clkiq /2 < et/
k>1 k>1 k>1

Quitte a augmenter Cj; on a aussi 1 < qu_c“"2/2 pour tout r < 1. La preuve du théoréme 6

est compléte. O

On démontre de la méme fagon (en remplagant le Théoréme 4 par le Théoréme 2 le résultat
suivant (on renvoie a [38] pour un résultat similaire sur S?, avec une estimée en log?(k) au

lieu de log'/?(k)).
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Théoréme 7. — AC,c,co > 0,Vr >0

v({B = (b1 keNi=1,-N, € B; 3k, ; kuJ”Loo(Sd) > o logl/Q(k) +7r}) < C'eicr2

ﬁ({B = (bk,l)kGN,l:L-"Nk S g; 3k, I; kuJ”Loo(Sd) > Co logl/Z(k) + T}) < CG_CTQ
On déduit aussi du théoréme 6 le résultat suivant.

Théoréme 8. — La probabilité qu’on puisse extraire d’une base orthonormale une sous suite
bornée en morme L™ est nulle : pour toute constante C > 0,

v({B = (b1 keNi=1,--N; € B; lkigl}rlgl:l%?}f]vk [0kt oo (s2) < C}) =0

v({B = (bki)keni=1,--N; € B; lkigljrgofl:lif}.fﬂk [0kt oo (s2) < C}) =0

Démonstration. — On se limite au cas complexe. Notons Ay ¢ I'événement de U (Ny,)
Apc={B = (bga), A € {1, -+, N}, Nokpllpoesay < C}

D’aprés le théoréme 4, il existe ko et ¢ = q¢ tels qu'on ait & la fois Vol(Sd)l/q < 2et

1
Mg > 3C pour tout k > k. Comme on a [[ul|fq(gay < Vol(S%) 4 ||u|| g, il résulte de (2.39)
qu’on a

/
(3.5) Vk(Ak:,C) < 2]\7].36_01]\]’3 ‘o Vk > ko

. 2/ . .
La série ), Nie Nk "C? stant convergente, il en résulte limy .o ¥(Up>1Ag,c) = 0, donc
v(Ng Ug>1 Ak,c) = 0. La preuve du théoréme 8 est compléte.
O

Remarque 3.3. — Les résultats de cette section restent vrais sur une variété riemannienne
compacte quelconque, sous une forme plus faible. En effet, si on décompose L*>(M) en somme
directe :

Lz(M) = @kEhk

ot les espaces Ep, correspondent a un choix de by, — ap, = Mh, la méme preuve donnera
que presque toute base hilbertienne de L?>(M) respectant cette décomposition aura toutes ses
normes LY uniformément bornées. La principale différence avec le cas des sphéres étant que
les éléments de Ep, ne sont plus des fonctions propres exactes, mais des fonctions propres
approchées :

u€ By, = V-Au=h1u+ O(1) z2(nr)

Sur les variétés de Zoll (ou toutes les géodésiques sont périodiques), la répartition en paquets
des fonctions propres (voir |5]) permet d’améliorer cette propriété

u € By, = —Au=wiu+ O(1)2(mr)
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3.1. Estimées sur les tores T¢. — Notons pour k € N, Ej, Iespace propre du laplacien
sur le tore T¢ associé & la valeur propre k, qu’on munit de la norme L?(S?) et N} sa dimension,

Ni=tJ,  Jr={ne€Z%|n|> =k}.
qui est le nombre de présentation de l'entier k£ en somme de d carrés d’entiers. On note
Syq={k e N; N > 1},

le spectre du Laplacien et pour k € &4, on munit alors les sphéres unités Sy des espaces Ej de
la probabilité uniforme, I’espace des suites d’éléments de Si, k € G4 de la probabilité produit,
et I’espace des bases orthonormales formées de fonctions propres de la mesure de probabilité
naturelle comme précédemment.

3.1.1. Preuve de (1.16). — La démonstration est certainement trés classique (et au moins
implicite dans [8]). Nous I'incluons ici pour étre complets. On a clairement d’aprés la formule
de Weyl

d d—1

Z Np=Cn24+0(n 7))
F<m<n

On en déduit que pour tout d > 2 il existe une suite n, — +oo telle que

d—2

(3.6) Ny, > cny?

et en considérant la fonction propre du laplacien sur T¢ (de norme L? égale a 1),

1
_ -3 iN-x
up(x) = Ny, E e
N:(n1,...,nk)€Enp

on voit d’aprés I'injection de Sobolev que
d—2

K
cnp® < lup|| Lo < Cng” [Jup|Lr

Donc
d—2

=2k
enp® 2 < Ol
ce qui est (1.16).

3.1.2. Bases orthonormales sur les tores T¢. — Tl est clair si on choisit la base orthonormale

de Ej donnée par

1 A
B ={e,(x) = ———=€""",n € Ji.},
fenlo) = s o

qu’on a

1 - 1 Ny,
Ey(z) = d Z ™| = d Z 1= ay
Vol(T )neJk Vol(T )neJk Vol(T9)
On en déduit que tous les résultats des section 2.1 et 2.3 s’appliquent dans ce cadre. La seule
différence par rapport au cas des sphéres est que limy_, o N = +00, n’est vrai que pour

d > 5 (et alors N > ck2 =1 voir Grosswald [16, Chapter 12|). La situation est donc un peu
moins favorable et 'analogue des Théorémes 6 et 7 n’est donc vrai que si d > 5. En revanche,
le résultat plus faible suivant est vrai en toute dimension d > 2 (et la démonstration est
conséquence immédiate des résultats des sections 2.1, 2.3) et de limsup,,_,,, Ny = oo dés que
d>2.
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Théoréme 9. — Considérons lespace des suites U = (ug)res,; Vk € Sq,ur, € S, muni de
sa mesure de probabilité naturelle v. Alors

v({U;3C > 0;Vk, [[uk| oo (ray < C}) =0

4. Application a la stabilisation des ondes

On s’intéresse dans cette section a 1’étude de la décroissance de ’énergie pour les solutions
de l’équation des ondes amorties sur la variété riemannienne compacte connexe (M, g) :

(4.1) (02 — A)u+2a(2)0u =0,  u |i—o=up € H' (M), dyu |t—o= uy € L*(M)

oit a € C%°(M;[0,00[) est non identiquement nulle. Pour u = (ug,u1) € H*(M) x L?*(M),
I’énergie de u est
1

(42 & =3 [ (Vewl +luldy

On a &(u) = 0 si et seulement si u; = 0 et up(z) est une constante, et pour u(t, ) solution
de (4.1),

(4.3) £((u, Bu)(t = 0)) — £((u, ) (1)) = /0 /M 20(2)|0yu(s, o) Pdye

On renvoie a [25] et [31] pour des résultats généraux sur la décroissance de I’énergie et
la théorie spectrale de 1’équation des ondes amorties, et a [2] pour des résultats numeériques.
Rappelons simplement ici que dés que a # 0, on a pour toute solution u de (4.1)

(4.4) tEerooS(u(t, ))=0

et que si le support de a controle géométriquement la variété M, c’est & dire si toute géodésique
rencontre ’ensemble {z € M;a(x) > 0}, alors la décroissance de 'énergie est uniforme (donc
exponentielle) :

(4.5)  3C,e>0, Yu=(up,ur) € H' (M) x L*(M),  E(ult,.)) < Ce~®E(u(0,.))

Nous allons étudier ici la décroissance de I’énergie d’un point de vue probabiliste, et uni-
formément par rapport a la fréquence. Soit A, l'opérateur non borné sur I’espace de Hilbert
HY(M) x L*(M)

(4.6) A, = (g _Ija> DA = H & H'

On notera U(t) = ee, de sorte que la solution du systéme (4.1) avec données (ug,u;) vérifie
(u(t,.),Opu(t,.)) = U(t)(uo,u1). On a pour tout ¢t € R, U(¢)(1,0) = (1,0), de sorte que U(t)
opére sur I'espace de Hilbert H = H'(M)/C1 @ L?(M), et on considérera aussi A, donné par
(4.6) comme opérateur non borné sur H. Ce passage au quotient est justifié par le fait que
bien que la quantité [}, u(t,.)dga ne soit pas préservée pour les solutions de (4.1), la moyenne
de u sur M n’intervient pas dans le calcul de ’énergie. Le produit scalaire sur H est défini
par (u|v)e = 3 [1,(VauoVavo + u1)dga avec u = (ug, u1),v = (vg, v1) ot ug, v sont définis
modulo des constantes, et on a £(u) = (u|u)g. On notera |ul|s = \/6Tu) Pour u = (ug,u1) €
H, on identifiera ug € H'(M)/C1 avec la fonction sur M, Y - o( [y, toen(x)dgz)en, qui est
indépendante du choix du représentant de ug € H'(M).
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On choisit ici 0 < ap, = ¢ < ¢ = by, et on rappelle que Eh est le R sous espace vectoriel
de H engendré par les fonctions propres e, du laplacien sur M avec hw, € [c,¢/]. Pour
Uy = an>0 UQ,nn, Ul = an>0 U1 n€n, on notera aussi II;, 'opérateur borné de H sur Ej,

(4'7) ﬁh(u) :( Z UQ,n€n, Z Ul,n€n>

hwn€el hwn€el

et 1, l'injection de Eh dans H. Alors ﬁh est le projecteur orthogonal sur Eh et i;, est son
adjoint. On prendra garde au fait que le sous-espace Eh de H n’est pas invariant par le
groupe d’évolution U(t). Toutefois, la notion d’échelle est conservée uniformément en ¢ > 0
par le groupe U(t). Plus précisément, on montrera & la fin de ce paragraphe le théoréme
suivant (completement déterministe) qui démontre que les solutions de I’équation des ondes
amorties, la localisation dyadique en énergie est préservée par le flot uniformément par rapport
ate (0,+00) .

Théoréme 10. — Soient I = [¢,d],0 < ¢ < , et r > 0 fizés. Pour tout entier N > 1, il
existe une constante Cy, telle que pour tout 0 < h < h' <1 avec ch’ — h > rh, on a

(4.8) sup |[TT,U ()ip ||e + sup [T U (t)inlle < Cyh™Y
>0 >0

4.1. Amortissement presque str. — Soit S*(M) = {(z,&) € T*M, |&| = 1} le fibré
cotangent unitaire et ¢(t, p) le flot géodésique sur S*(M). Soit a(t, p) la moyenne de la fonction
a a l'instant ¢ le long du flot

1

(1.9 atp) = 7 [ ata(o(s.p))is

La mesure de Liouville canonique du sur S*(M) étant invariante par le flot géodésique, la
fonction

(4.10) Bir(p) = lim aft, )

existe p-presque partout d’apres le théoréme ergodique de Birkhoff. N

On notera Sy, la sphére unité de Ey,, et ﬁh la probabilité uniforme sur .S;,. Comme application
simple des résultats de la section 2, on a le théoréme suivant qui relie le comportement de la
fonction de Birkhoff a la décroissance de 1’énergie.

Théoréme 11. — On suppose que la fonction de Birkhoff vérifie

(4.11) u(p € S*(M), Bir(p) =0) =0

Alors pour tout € > 0, €]0,1], il existe un temps T > 0, tel que

(4.12) Vh €]0,1], By (u € Sp, E(U(T)u) < 5) >1-a

Remarque 4.1. — Dans le cas particulier ou le flot géodésique sur la variété M est ergodique,

on sait que p presque sirement, la fonction de Birkhoff est constante et égale G la moyenne
de la fonction a sur M (donc strictement positive dés que la fonction a est non triviale).
L’hypothése (4.11) est donc dans ce cas toujours vérifiée. En revanche, dans ce cas l’hypothése
de controle géométrique elle n’est, en général pas nécessairement vérifiée (on peut par exemple
considérer le cas d’une surface compacte de courbure négative, ot on prendrait la fonction a
non triviale mais nulle au voisinage d’une trajectoire périodique)
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Remarque 4.2. — On remarquera que le temps T & partir duquel on demande que [’énergie
soit plus petite que € est indépendant de h €)0, 1], de sorte que U'estimation (4.12) est différente
de la simple estimation (4.4). Dans le cas ot M est une sphére, et la fonction a identiquement
nulle dans un voisinage de l’équateur, ’hypotheése (4.11) est violée. On laisse au lecteur le soin
de prouver dans ce cas que l'estimation (4.12) est fausse pour « et € petits.

Théoréme 12. — Dans le cas ou le flot est ergodique, ce qui implique que p presque sdrement
[y a(z)dz
o) = oan ~ @

et donc (4.11) est vérifiée, on suppose de plus ’estimée quantitative suivante sur le caractére
exponentiellement mélangeant du flot :

(4.13) V8 > 0,35(8) > 0; u(p € S*M;a(t, p) —a| > 8) < e 5@
Alors il existe M, o, C,c,e > 0, tel que pour tout h €]0,1],
(4.14) Py sup  (E(UMW)E®) > M +71) < Cemeh™ "

te[0,elog(1/h)]

Remarque 4.3. — L’hypothése est vérifiée dans le cas ou la variété M est une surface de
courbure négative constante et l’amortissement n'est pas trivial (voir Kifer [24] et Anantha-
raman [1, Theorem 3.1].

Démonstration. — On commence par démontrer le Théoréme 11. Pour cela on va vérifier le
lemme suivant.

Lemme 4.4. — On suppose que ’hypotheése (4.11) est satisfaite. Il existe C,c > 0 et pour
tout € > 0, T et he tels qu’on ait pour tout h €]0, he]

(4.15) P (u € Sp, E(U(TL)u) < 5) > 1 - Cemch e

Démonstration. — Soit A = v/—A et j 'application de H'(M)®L?(M) dans L*(M)® L*(M)
définie par
)\UO — iul )\Uo + iul
o0y =
vz Ve

On remarquera que j est définie sur H = H'(M)/C1 @ L?*(M) et induit une isométrie de

Eh sur Fy, & Ej,. Posons d4 = +i\ —a, D = <d6r dO > et R = <2 g) Pour u € Eh, soit

v =7j(u) et v(t) = j(U(t)u). On vérifie aisément que v(t) vérifie I'équation

(4.17) Ow(t) = (D+R)v(t)

Les opérateurs d+ sont des opérateurs pseudo-différentiels classiques elliptiques de degré 1,
on df = d_ (adjoint sur L?) et comme a # 0 ils sont bijectifs de H***(M) sur H*(M) pour
tout s € R. Comme Re(D) = —ald, on a sup;g ||e'®||z2 < 1. De plus, comme D commute a

(4.16) jlu) =v <= vy =

e!P et que pour k entier la norme ||DFv|| 2 est équivalente & la norme H*, pour tout s € R,
il existe Cs tel que

(4.18) sup HetDHHs(M) < Cs
>0
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Rappelons que la solution v(t) de (4.17) avec v(0) = v vérifie
v(t) = ePv +r(t,v)

sup ||r(t, v)[|2 < COrllvllg—
t€[0,T

(4.19)

La preuve de (4.19) est standard : on commence par vérifier que si b_; est un opérateur pseudo-
différentiel de degré —1 et de symbole principal a(x)|¢|;1/2i, alors en posant I = Id + B_1,

B_; = ( [? bol), onal(D+R)=DI+ é_l ou é_l est une matrice 2 x 2 de pseudos
—b_1

de degré —1. Comme on peut choisir b_; tel que I soit inversible sur H*(M) x H*(M) pour
tout s, la fonction w(t) = Tv(t) vérifie dyw(t) = (D + Q_1)w(t) avec Q1 = Q111 et la
formule de Duhamel prouve qu’on sup¢(o 7y |w(t) — ePIv||2 < Op|[Tv||g-1. Or (4.18) (pour

s =0 et s = —1) implique sup;> ||ePTv — IePv|| 2 < C||v|| -1, ce qui prouve (4.19).
On notera P,Ez) la probabilité uniforme sur la sphére unité S,(LQ) = {(vo,v1), [lwoll3s +

[vi]|3, =1} de Ej, ® By, et Eéz)(f) I'espérance d’une v.a sur S}(f). Soit fi(v) = E(U(t)j 1 v).
Alors on a par construction

(4.20) P, (u € Sp, E(U(Hu) < z-:) = P}(L2) (U € S,(f), fi(v) < 5)
et d’apres (4.19)
(4.21) swp  1filv) — Pl 2] < Crh

ves'? tefo,1]

avec Cr indépendant de h €]0,1]. On a
lePvl|7> = (B (t)volvo) 2 + (B-(t)vrlvr) 2

avec By (t) = e!¥tel% . D’aprés le théoreme d’Egoroff (voir par exemple [41, Chapter 11]), les
opérateurs By (t) sont des pseudos de degré 0 et de symbole principal homogéne de degré 0

00(Bx(t))(p) = e eltr)
Comme dans la preuve du lemme 2.3, on obtient donc

(4.22) sup [E2(f;) — / e~20(t0) g1y (p)| = fr(h), lim fr(h) =0
te[0,T S*(M) h—0

Soit my j, la médiane de la v.a f; sur S}(LQ). Comme f; est (uniformément en t > 0 et h €]0, 1])

lipschitzienne sur S (2), on obtient comme dans la preuve du théoréme 3, qu’il existe C, ¢ > 0
tels que pour tout r €]0, 1]

sup P(1fu(v) = myp)] = ) < O
(4.23) h

+oo
e B (f) = menl < / PP fi(w) = mup)| > r)dr < ChA/?
> 0
D’apres ’hypothése (4.11), on a

(4.24) lim sup/ e~ 2ebR) g (p) < / lim sup e 22t dy(p) = 0
S*(M) S*(M)

t—o0 t—o00
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Soit alors T tel que fs*(M) e 2TealT=r) dp(p) < e/8. Soit he tel qu’on ait a la fois fr. (he) < /8

et ChY? < e/4 . Alors (4.22) et la deuxiéme ligne de (4.23) impliquent pour tout h €]0, h.],
mep < \EELZ)(ftﬂ + \Ef)(ft) —myp| < €/2, et donc la premiére ligne de (4.23) implique (avec
r =¢/2) et pour tout h €]0, h]

(4:25) PO fr, )] = &) < Cemh e
La preuve du lemme 4.4 est compléte. O

La preuve du théoréme 11 est une conséquence facile de lestimation (4.15) : quitte a
diminuer h., on peut toujours supposer Ce—ch™'e? < a pour h €]0, h.]. D’apres (4.4), on a

(4.26) Jim inf P <u € Sh, E(U () < e) 1

Soit alors T > T tel que pour tout & € [he,1] on ait Py (u € Sy, EU(T)u) < E) >1-a.
Comme D’énergie est décroissante, on a aussi d’aprés (4.15) pour tout h €0, h.] Py (u €

Sh, EU(T)u) < 5) > 1 — a, ce qui prouve le théoréme 11. O

Pour démontrer le théoréme 12, nous allons revisiter la preuve précédente. On remarque
d’abord que par un argument simple de semi-groupe, la norme ||w(t)|| -1 est majorée par
CeCT||v|| -1 et donc la constante Cr apparaissant dans (4.19),et donc aussi dans (4.21), peut
étre estimée par Ce®”. On remarque ensuite que le Théoréme d’Egoroff reste vrai pour des
temps grands, mais plus petits que elog(1/h) (c’est en effet conséquence de [21, théoréme
2.3.6], et des estimations exponentielles triviales sur le comportement en grand temps du
flot bicaractéristique). Le prix a payer pour cela est que les opérateurs By (t) sont des opé-
rateurs pseudodifférentiels dont les symboles sont dans des classes (légérement) exotiques :
Sh.h—o p-e N selon la terminologie de [21, Chapter 1], ott a > 0 peut étre choisi arbitrairement
petit si € > 0 est choisi petit. On en déduit qu’il existe § > 0 tel que

sup “EELQ) (ft) _ / 672tg(t,p)du(p)‘ < CeCelog(l/h)h172a < Ch6
te[0,elog(1/h)] S* (M)

ou dans la derniére inégalité, on a choisi € > 0 assez petit. On déduit maintenant de I’hypothése
qu’il existe o > 0 tel que

/ e21000) gy () < ~2EB) | =SB < gp=20t.
S*(M)

On définit la variable aléatoire g sur S ,(12) par la relation

elog(1/h)
g= / fretdt
0

D’aprés ce qui précéde, la médiane, M, de la fonction g est inférieure ou égale a

elog(1/h)
C / e?He 2t + ho)dt,
0
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donc, quitte a diminuer encore € > 0, cette médiane est bornée. De plus, la norme Lipschitz
de la fonction g est clairement bornée pour € petit par

elog(1/h)
C / e”tdt < Ch™1/?
0

on en déduit que
—ch—d+1,2

Ph(g>M+7’) <Ce
Finalement, on remarque que comme l’énergie de la solution des ondes amorties est une
fonction décroissante, on a l'implication
cA

et —1

t
g < A=Vtel0elog(l/h)], / fie??ds <A = f; <
0
ce qui termine la démonstration du théoréme 12.

Nous allons & présent utiliser les résultats précédents pour obtenir un taux de décroissance
presque str pour des données dans l'espace d’énergie. On peut identifier les données initiales
(ug,u1) € HY(M)/C @ L?(M) a valeurs réelles avec u = \ug + iu; € L?(M;C). On note M
I'espace des mesures sur L?(M; C) introduites dans I'appendice C, associées a la décomposition
L*(M) =Y, E) oil les Ej, sont les blocs dyadiques standards et avec (ay) € I2. Toute mesure
P € M définit ainsi une mesure de probabilité sur H*(M)/C @ L?*(M). On a alors

Théoréme 13. — On suppose que la fonction de Birkhoff vérifie (4.11). On suppose aussi
que les mesures py, vérifient H,, v > 0 (voir l'appendice C). Par exemple, on peut prendre

2 .2
(4.27) dpy =1/ —e 2dr
7r

ou
(4.28) dpr, = 0r=1

Il existe alors un tauz de décroissance f(t) > 0 qui tend vers 0 a l'infini, qui ne dépend pas
du choiz de la mesure P € M, tel que

P({u € H'(M)/Ca® L*(M); 3T, E(U(t)u) < f(t) ¥t >T}) =1

Remarque 4.5. — On remarque que le théoréme 13 et les choix dpy = 6r=1, (k) = Op=k,
impliquent le théoréeme 11. Nous allons en fait déduire le théoréme 18 du théoréme 11. Si on
omet luniformité par rapport & la famille de mesures M, le résultat est vrai sans hypothése
sur la fonction de Birkhoff. 1l est alors juste conséquence de la convergence vers 0 de l’énergie
pour toute donnée initiale.

Démonstration. — D’aprés le théoréme 11, pour tout j € N, il existe T} tel
(4.29) Yk, Py, (u € Sg; E(U(Tj)u) > 279) < 27
On peut supposer T < Tj41 et limT}; = oo, et on pose

(4.30) f(t)y=1pourt<Ty f(t)= Z 2_j/21te[Tj,Tj+1[ pour t > Tj
J
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On déduit de (4.29) en utilisant £(U(Tj)u) < 1 pour u € S

EWU(Tj)u)dP, <2~ Iy 97
S

En écrivant pour v € Ej, u = rw, avec w € §k on obtient (avec C' = 2supkfr2dpk < 0
d’aprées I’hypothése (H., ), voir I'appendice C)

(431)  EEUT)) = /0 T | EUT)mapda. <2 /0 " 2dgy < 2oy ?

On remarque maintenant d’aprés le théoréme 10 qu’il existe C' > 0 tel que pour tout ¢ > 0 et
tout u d’énergie finie

u—Zuk,ukGEkig <CZS
k
On en déduit d’apres (4.31)
(4.32) E(E(U(Tj)u) < C’ZE Dug) < 0279 (o) || %

D’apres I'inégalité de Blenayme—Tchebltchev, on obtient
P({u € H'(M)/C® L*(M); E(U(Tj)u) > 279/2}) < C27972| () |I72
Notons
Aj = {w; EU(Ty)u) < 2792}, A = Nys Ay
La suite Aj est croissante et on a P(A7) > (1 — C||(ow)||2 > k> 27k/2) = 1 - C'279/2. Si
A = UA’, on a P(A) = 1, et pour tout u € A, il existe C' tel que pour tout t on ait
EU(t)u) < Cf(t). En effet, pour v € A’ on a en utilisant la décroissance de I’énergie
EU(t)u) < f(1), vt > T

Le théoréme 13 est démontré. ]

4.2. Conservation de la notion d’échelle. — Nous démontrons dans cette section le
théoréme 10. Des resultats similaires ont déja été démontrés dans le cadre de perturbations
singuliéres (conditions de Dirichlet & l'extérieur d’un obstacle [15, Proposition I1.2.4]), mais
en restant dans le cadre auto-adjoint. Ici le point nouveau vient du caractére non auto-adjoint
de la perturbation ao;.

Démonstration. — Soit N > 1 tel que ¢ — ¢/N > ¢/2. Pour k' > Nh, on a ch’ — h >
(¢— ¢ /N)h' > h'¢/2 et pour K/ < Nh, on a ch’ —ch > h'r/N. Avec ' = min(c/2,r/N) on a
donc toujours ch’ — ¢’h > r'h/ donc ¢/h — ¢/ /W' > ' /h. On choisit ¥, b, d tels que

(4.33) c—r'<b <b<e et d<d

Soient 1, ¢ des fonctions réelles C* sur R, a valeurs dans [0, 1], avec ¢ = 1 prés de | —oo, c—1'],
1 =0sur [b/,00] et ¢ = 1 prés de [¢, ¢] et ¢ & support dans [b, d]. Les opérateurs ¢(h\), ¥ (hX)
opérent sur H = Hl( )/C1& L?(M) par la formule ¢(h)(ej) = ¢(hw;)e;, et ils commutent

aux opérateurs Hh,Hh/,zh,zh/. Comme on a d’aprés (4.33) ¥(h\)ip = ip, ¢(AN)ip = ip,
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Iy (hA) = Oy, Mye(hN) = I, il suffit de vérifier que pour tout NN, il existe une constante
Chy, telle que

(4.34) sup [6(hRA)U )b (hA)[|e + sup Il (hAU($)d(hN) e < Cnh™

Comme I'adjoint de U(t) est U*(t) = e*4a, avec

. (0 Id
Aa__<A 2a>

on a U*(t) = e t~e donc U*(t)(ug,u1) = et (ug, —uy). Il suffit donc d’estimer le terme

[@(hA)U (£)Y(hA) e -
Nous allons construire un opérateur 0y, borné sur H pour tout h €]0, 1] fixé, qui commute
a U(t), et qui vérifie

¢(hA) = ¢(hA)Op + Ry,
Onth(hA) = Ro

et tel que pour tout N, il existe une constante Cl, telle que
(4.36) IR1nlle + | Ranlle < CnRY

On aura alors

(4.35)

PANU @)Y (hA) = ($(hA)On + Ry p)U ()9 (hA) =
(4.37) P(RANU)On(hA) + By plU (8)p(hA) =
(AU () Rop + RinU () (hA)
et comme ||@p(RAN)U(t)|le < 1 et ||U(t)(hA)|le < 1, on obtiendra d’aprés (4.36)

(4.38) sup l(hA)U () (hA)lle < Cnh™

On effectue maintenant une réduction semi-classique en posant 7(ug, u1) = (ug, hui) et en
introduisant la norme semi-classique

1

(439 oo, wn)l, = 5 [ (hVw0 + s )y
de sorte qu’on a ||7'(u)||2Eh = h2||ul|2, donc pour tout opérateur R, ||[7RT~Y g, = || R|e, et
(4.40) TU(t)r ! = /tB/h
avec

y IR A R
(4.41) B = —ihtA,77" = <—ih2A 9%iha
On a pour z € C
(4.42) Im((z — Bywlw)g, = Im(2)|lw]3, - Qh/ alwr /2,

M

Si Uy, est la bande Uy, = {z € C,Im(z) € [0,2h]|a||L=]}, la résolvante (z — B)~! existe donc
pour z € C\ Uy, et vérifie
1

(4.43) I =B e < oo
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On pose

(4.44) Jo(z) =

—G=2)/2 0y 7= [—d. —blUb.d
\/ﬁ x [ ) ] [’]

La fonction f.(z) est holomorphe dans C et vérifie pour tout z € C, |f:(2)| < elm(z)?/2¢ De
plus,on a pour tout z € C

eIm(z)z/Qa—dist(Re(z),J)2/25

(4.45) |fe(2)] <

On définit alors 'opérateur Oy, par

(4.46) O, = 2m/fE( )(z — B) tdz

Sl

Dans (4.46) on choisit le contour 7 de la forme v = v_ U ~4. 74 est la réunion du segment
[—ro,70] +iry, T4 = 2h|lal|L= + V€, et des deux demi-droites 7o + iry + pe'® p > 0 et
—ro4iry —pe~ p >0, avec 6y > 0 petit et g > d grand ; on oriente v de droite a gauche.
y_ est la réunion du segment [—rg, o] —i+/€, et des deux demi-droites 79 —iy/z + pe~0, p >0
et —ro —iy/E — pe'®, p > 0; on oriente y_ de gauche a droite. On choisit le paramétre ¢ sous
la forme ¢ = h” avec v €]0,1/4]. On a alors d’aprés (4.43) et (4.45), pour une constante C'
indépendante de h

(4.47) €4z, < C=™

et ©, commute a eB/" On va construire des opérateurs Qni(z),k>0et Ry n(2),N > 1,
holomorphes en z prés de 7, et qui vérifient pour tout N > 1 avec Cy indépendant de h, z

N-1
hok N
z—B - z)=I1d—h"R z
e =5 G Ol o ()
1RA N (2)]| 5, < Cve™ HH2N)
Posons Oy, 1, = 21,77 f [e(2)Qn i (2)dz et @hN = ,]CV:_OI(%)@hyk. On a pour tout N > 1 d’aprés

(4.43), (4.45), (4. 46) (4.48), en utilisant ¢ = h”

N
O, = @hN + L / fg(Z)(Z - B)_thJv(Z)dZ
(4.49)

/fg (2= B) Ry (2)dzl|g, < ChyhN(1-29-2
2171'
Comme on a v < 1/2, pour obtenir (4.35) et (4.36), il suffit de prouver que pour tout Ny, il
existe N1 > Ny et C' indépendant de h tels que
$(hA) = S(AN)OR" + Ripn,
(4.50) O h(hX\) = Ry N,
IRy n 1B, + | Ro | 2, < R

Nous allons construire les opérateurs Qp () et Ry n(2) en utilisant le calcul h-pseudo-
différentiel classique (voir [28]). Pour m entier relatif, on notera M™ l’espace des opérateurs
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matriciels 2 x 2

Ay(z,z,hD) As(z,z,hD)
As(z,z,hD) A4(z,z,hD)

ot Aj(z,z,hD) est un polynome de z de degré < m + p;, avec py =ps = 0,p2 = —1,p3 =1,
et Aj(z,z,hD) = ﬁzgﬁpj 2L Aj ) (z,hD) avec A;; € SCT_HPJ. Par convention, un polynéme

de degré strictement négatif est nul, de sorte que M™ est réduit & {0} pour m < —2, et les

0 0 0 ,

A(z, hD) O) avec A(x, hD) € £. On a pour tout m, m

MPM™ MM et pour m < m/ M™ C M™ . Dans une carte locale, on notera S™ les

symboles complets des éléments de M™. On a zId € M! et d’aprés (4.41), B € M!. On
—1

posera (1(z,§) = <2‘2|2 0 ) € St et 6 = 22 — [£]2 de sorte que

élements de M~ sont de la forme (

z

Soit Vi un recouvrement fini de M par des ouverts de cartes, 0;,6; € C5°(V;) avec 0] égal a
1 au voisinage du support de ¢; et >, 6; = 1. Dans chaque ouvert de carte V; on choisit des
coordonnées (21, ...,z4) € R%, et on définit les opérateurs Qy, x(2) par la formule

(4.52) Qni(2) = 0i0p(ar(z,2,£))0)
l

ou les qi(z, z, &) sont définies par les formules de récurrence qui définissent l'inverse formel de
(z — B), soit

Q(z,2,6) = (z— 1)~
459 gemg=op( X %@@@%+ 3 é@%%%)

|| +h=n,|a|>1 |a|+k=n—1

oil 1 + hf3/i est le symbole complet de B dans la carte locale, avec 3y € S°. D’aprés (4.41)

on a pour tout «, 8?51 e Si-lel, 8?51 = 0 pour |a| > 2 et 8?[30 e Sl 8?50 = 0 pour

a| > 1. De plus, on a pour k > 0 et tout o, §%(5~ 112k §1+3k) — §—(1+2k+|af) Gl+3k+2lel (Op
i p b p - ) xT

montre alors facilement par récurrence qu’on a pour tout n >0

p
(4.54) Un = 5173, pn € ST

L’opérateur Ry, n(z) est alors défini par la formule (4.48) et a donc pour symbole

1 _
(4.55) I CETIEDY 106 10zak + Pogn -1 € 0 (1+2N) §2+3N
|a|+k=N

Comme on a min,ey ¢ |0] > € et que |6 =~ |22 + [£|2 pour (2,£) — oo, la deuxiéme ligne
de (4.48) résulte de (4.55). Comme tous les g, sont des fractions rationnelles de z, on peut
d’aprées (4.45) utiliser la formule des résidus pour calculer les symboles des opérateurs Oy, .
Pour ¢ prés de 0 on obtient en utilisant la majoration (4.45) Oy x(z,&) € O(e™") et pour
& # 0 on trouve
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1 Z,T, 1 Z, X,
(4.56) O p(x,€) = @agilﬁlm (ff(z) (ij(|f|x)f+)2k> T (Qk)!azi—\ilac (fAdM)

Il résulte alors de (4.44) et (4.45) qu’on a O (z,&) € O(e~*/"") pour ¢ grand, et pour ¢ borné
yaga?ehN(x’g)y < O pe 018D = ¢, gp (el +18)

de sorte que les opérateurs @hN (x,€) appartiennent a une classe admissible pour le calcul
symbolique. Comme on a f.(z) = 1 + O(e~%") au voisinage de [, —c] U [¢, ¢'] on déduit
du fait que 3 (2)*Qp 4 (2, 7,€) est le symbole de la résolvante (z — B)~! qu'on a, pour [¢],
proche de [¢, ], Op(2,&) = 1+ O(e™") et O 1(x,&) = O(e™*") pour k > 1. On a aussi
fo(2) = O(e=¢/"") au voisinage de [’ — ¢,c — ']. En choisissant b proche de ¢ et d proche
de ¢, on obtient donc les formules (4.50) par les régles de calcul symbolique. Ceci termine la
preuve du théoréme 10. OJ

5. Application aux ondes non-linéaires sur-critiques

On considére dans cette section ’équation des ondes défocalisante sur une variété compacte
M (sans bord) de dimension 3, pour une nonlinéarité polynomiale u?, p impair.

(5.1) (02 — A)u+uP = 0,u |i—o= ug, Ot |s—o= w1, (uo,u1) € H*(M) = H' (M) x L*(M)

On supposera p > 7, de sorte que I’équation (5.1) est sur-critique. On supposera aussi u a
valeurs réelles. Les mémes énoncés restent vrais avec u & valeurs complexes en remplacant u?
par |u[P~1u. 11 est bien connu que I’équation précédente posséde pour toutes données initiales
dans (H'(M)NLPTY(M)) x L?(M) des solutions faibles définies pour ¢ € [0, co[, qui vérifient
I’équation au sens des distributions, et telles que de plus

ul? |2 Pt
(5.2) 5(u)(t):/M ‘2’ +’82‘ oy < E)(0).

L’objet de ce paragraphe est de construire "beaucoup" de données initiales dans H' x L? pour
lesquelles d’une part on sait construire une solution forte de I’équation (5.1) (sur un petit
intervalle de temps (0,7)), et d’autre part, on sait que toutes les solutions faibles coincident
avec cette solution forte sur cet intervalle. Dans cette section, les mesures de probabilités M
sont celles construites dans I'appendice C avec le choix a;, = 2¥ de la théorie de Littlewood
Paley standard.

Théoréme 14 (Existence). — Pour tout p < +00, et pour toute mesure de probabilités sur
D'(M)?%, P € My x My, pour P-presque toute donnée initiale (ug,u1) € H*(M) x L*(M), il
existe T > 0 et une solution forte de (5.1) dans l’espace affine

(cos(tv'—A)u, Smftﬁ V;A)ul) + C°((0,T); HX(M)) n CL((0,T); HY(M).
Cette solution vérifie l’identité d’énergie
E(u)(t) = €(u)(0).

et les estimées de Strichartz pour tout r < +00,

(5.3) 1wl Loo 0,y x a1y + 1wl 20,0y w0 (ary) + 110kl L2 (0,1 L (ary) < 00



30 NICOLAS BURQ & GILLES LEBEAU

De plus on a la borne inférieure suivante sur le temps maximal d’existence Tpap(uo, u1) :
(5.4) 36 >0,C > 0,¢ > 0;P({ (o, u1) € H (M); Traa(uo, ur) < A}) < Ce=*’

Démonstration. — On suit la stratégie de [12], en y incorporant nos nouvelles estimations
probabilistes. On cherche la solution sous la forme

U= (cos(t\/—A)uo, sm(t_\/%A)m) +ov=u+v
v e C(0,7); H*(M)) N CH((0,T); H' (M)).
On cherche alors v vérifiant
(5.5) (07 — A)v = —(u; +v)?, v |t=0= 04V |t=0=0

soit

avec

(5.6)

() = — /0 SI((E = VA (e (s)s.

Vv-A
Soit r > 4 grand et T' < 1. Notons [lu|[yy1.- = [|wl[yw1.r((0,1)xar)- D’apres la proposition C.3,
|l |[yy1,- est fini P-presque stirement, et d’aprés les injections de Sobolev H2(M) — L°(M)
et WL ((0,1) x M) — L*((0,1) x M) pour r > 4, on a pour s € [0, 7]

[ (ur + 0P ()l ary < Cllwals)llz + ()P (Jua(s)lar + o)) ar)
< C(lullwrr + o) =)~ (lwe(s) |l + lo(s)l|a2)

et de méme, pour supg<,<7 [[vj(s)|| gz < Ret s € [0,T],

[[(ug +v1)P(s) = (ui + v2)" ()| 11 (0

< C(lullwrr + RP2)(lullwrr + R+ [lur(s) | ) (i (s) = va(s) ]| gr2)

Comme on a fOT i (8)]| grds < OVT w1, on déduit du théoréme du point fixe qu'’il existe
¢ > 0 tel que I'équation (5.5) admet un unique point fixe dans la boule de rayon R de

Xz = C%((0,T); H*(M))

(5.7)

(5.8)

dés que

TR + VT |wll L, + VTR 2wy < ¢, et VT|w|f, < cR
Comme il existe @ > 0,0 > 0 petits tels que ces inéquations ont une solution en R pour
lu|lwir < aT~P, on déduit (5.4) de (C.9) et (C.10). A nouveau d’aprés (C.9) et (C.10),
vérifie (5.3). De plus, d’aprés (5.5), et puisque (u; +v) € LY((0,T), HY(M)), les inégalités

. , . . . . . 1 3 1
de Strichartz pour ’équation des ondes en dimension 3 impliquent pour s tr=z2cetqc

]2,00], qu’on a v € LI((0,T), Wt (M)) et v € LI((0,T), L"(M)), donc v vérifie (5.3). Pour
démontrer I'identité d’énergie, il suffit de considérer la suite de données initiales régularisées
(wom, u1n) = X(27"A)(ug,u1), x € CF(R) égale a 1 prés de 0. La famille d’opérateurs
x(27™A) est uniformément bornée sur W', On en déduit que la démonstration que nous
venons de donner garantit l'existence d’une solution (réguliére) pour la famille de solutions
associées aux données initiales (ugp,u1,,) sur un intervalle de temps uniforme. Evidemment
ces solutions réguliéres vérifient 'identité d’énergie, et de plus on a

(8152 - A)(Un - ’U) = (ul + U)p - (ul,n - Un)p
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dont on déduit

(5.9) (w +0)? = (uin = vn)?ll 1 (an)
< Cllu = wnllwre + lv = vallm2) (lwllwrr + lunllwer +lolg2 + llonllg2),

ce qui implique puisque
Jm = vngllw e o)< =0,

quitte & réduire 'intervalle de temps, que

Jim o = wnll Lo (0,1);52) = 0-

On en déduit que u vérifie aussi 'identité d’énergie. La preuve du théoréme 14 est compléte.
O

Théoréeme 15 (Unicité fort-faible). — Pour P-presque toutes données initiales (ug,uy)
dans Uespace d’énergie, HY(M) x L?>(M), on a ug € LPT! et toute solution faible de (5.1)
vérifiant l'inégalité d’énergie (5.2) coincide avec la solution donnée par le théoréme 14 sur
Uintervalle de temps (0,T)

Démonstration. — Le théoréme 15 est une conséquence directe du résultat de stabilité sui-
vant :
Proposition 5.1. — Soit u une solution forte de l’équation des ondes (5.1) définie sur [0,T],

de données initiales (ug,u1) vérifiant les estimées (5.3) et limite de solutions réguliéres pour
la norme donnée par (5.3). Il existe C > 0 tel que pour toute solution (faible) v sur l'intervalle
[0, T) de I’équation (5.1), de données initiales (vg,v1) € (HY(M)NLPTL(M)) x L?(M) vérifiant

Vi e [0,T] Ev)(t) < E(v)(0),

on a

Eu—0)(8) + lu— 0220y (8) < C(EQu —0)(0) + [lu — v]22031)(0))

Pour démontrer cette proposition, on reprend et on affine un résultat similaire de Struwe [35]
(démontré pour des solutions fortes C*), (il faut modifier la preuve pour 'adapter au niveau
de régularité des solutions fortes données par le théoréme 14). On notera w = v — u et
Dw = (Oyw, V,w). On a

(02w — Ayw) + (u+w)P —u? =0

et
Ew)=Ew)+I1+11
avec
I:/ Du - Dw + vPw
M
2 +1 +1
II:/ Dol + (ut W)™ = — uPw
M 2 p+1

Un calcul (justifié par une régularisation de u et un passage a la limite) donne

(5.10) %I(t) = /M(up + puP~tw — (u + w)P)dpu
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On va montrer qu’il existe une fonction g(t) € L? C L! telle qu’on ait

d
(5.11) | S0 < CEw) + ulF) 090
Supposons provisoirement (5.11) démontré. Un calcul simple montre que

(u + w)Ptt — yptt
p+1

1
— wPw > —wPt — cw?
uPw > Cw w
ce qui implique
1
(5.12) () = ZEw)(E) = Cllwllza()
Si on revient a ’hypothése de décroissance de ’énergie de v, on obtient

(5.13) 0.< EW)(0) — E@)(t) = II(t) < I1(0) + I(0) — I()

Comme pour q assez grand, ug € WH4(M) c L>®(M), on a
1 p+1 D
11(0) =& 0)+ —— wilyPH1-4,
0=+ 553 (7)

En utilisant que u est bornée dans L>°((0,7") x M) et

/M ! < /M WP L o+ 0L ey < E(w) + 0] 2,

on obtient
[11(0)] < C(E@)(0) + [wll3 (0)),

ceci implique d’apres (5.11), (5.12), et (5.13),

E(w)) < ¢ /0 (E(w) + [w][32)(s)g(s)ds + w2 (8) + Ew)(0) + [w]3:(0))

mais d’aprés I'inégalité de Minkowski,

t
(5.14) Jwl2:(#) < C( /0 100][2 (s)ds + [[w]|22(0))

et donc

(€w)+ w30 < € [ () + [wlf2) ()1 + o(s))ds + Ew)(O) + [w]3:(0))

Le lemme de Gronwall démontre alors la proposition 5.1.

Montrons & présent (5.11). On note J(t) = (E(w) + |lw[|2,)(t). Le terme 41(t) est com-
binaison linéaire de termes [, w'uP~ O avec | € {2,...,p}. D’aprés (5.3), on a uP~'9u €
L?((0,T); L"(M)) pour tout r < oo. Il suffit donc de vérifier qu’on a pour tout [ € {2, ..., p},
et pour f € My L2((0, T); L7 (M),

(5.15) |/ w' f| < J(t)g(t), avec g € L
M

Choisissons pour j € N des ¢; tels que Z]- @?(2*3'3) = 1, ¢o a support dans [0,3], ¢; a
support dans [1,5], la famille des ; étant uniformément C*°. Soit A; = ¢;(277/=A). Alors
les opd autoadjoints A; sont uniformément en j bornés sur tous les L7, ¢ € [1,00], et on a
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ZA? = Id. 1l en résulte [, w'f = > S Aj(w')A;(f). Par hypothése sur la fonction f, on
a pour tout r < oo

(5.16) 145 ()| owary < 2997 g, (8), avee g, € L?
Soit x(s) € C* égal & 1 pour s < 1 et nul pour s > 2. On a, avec A; >0
! W’ l w?
(5.17) Aj(uh) = A (w'x(5)) + A (1 =) (55)) = I + 1T
J J
On a avec C indépendant de j,
w? C CJ(t)
(5.18) 1Ll L ary < Cllw'(1 = x )(/\7)I|L1 ) < WH wllFris gy < Vaa
J J

et aussi, en utilisant [ > 2 et ||wV,w| 1 < ||w| 12| Vaw] 2

510 IVa 3l ) < A5 (Valwh Ol o ay + 1A, Val 00 1 ary
| < ON2 (] 2 |V aw] g2 + w]22) < CX2 (1)

En écrivant
lpe wl . .
(5.20) /wa/MAo( )Ao(f)—i—;/MIIj( +;/ AL(W)A A (f)

on obtient donc en utilisant (5.16), (5.18) et (5.19), et | [,, Ao(w')Ao(f)| < CI(t)gr(t)

9Jd/r s B
(5.21) y/ wlf] < CJ(t)g,(t (1+Z T S+ Y 2iaidm)l 2)
i1 >1
ce qui prouve (5.15) avec le choix \; = 27%, a €]0, ﬁ[ et r grand. O

6. Cas des variétés a bord

Dans le cas ou la variété M a un bord tel que M U M est compacte, une bonne partie
des résultats exposés dans cet article reste vraie si on considére le laplacien sur (M, g) avec
conditions de Dirichlet ou Neumann. En effet, la formule de Weyl avec reste précisé (1.2) reste
vraie d’aprés les travaux d’Ivrii [21], donc les minorations/majorations de (2.7) aussi. En ce
qui concerne 'estimée e, , < CoNp, elle est conséquence dans le cas avec bord, des travaux
de Sogge [34] pour les conditions aux limites de Dirichlet, puis Smith-Sogge [32] pour les
conditions de Neuman. En effet, d’aprés [34, Proposition 2.3], on obtient

Proposition 6.1. — Supposons que ap = 1,bp, = 1+ h. Alors il existe C > 0 tel que pour
tout x € M et tout 0 < h <1,

Ikl L1 () — Lo (ar) < Cht—.

Il suffit ensuite dans le cas général de recouvrir Uintervalle (ap,bp) par un nombre fini
(d’ordre (bp, — ap)/h) d’intervalles de taille h, d’appliquer la proposition 6.1 a chacun de ces
intervalles pour obtenir dans le cas général

ITTa 1 (0 oo (ar) < Ch™%(bp, — ap).
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Puis, le noyau de 'opérateur Il étant donné par

Kp(z,y) = ) ex(@)er(y),

kel

on obtient
Su]\134|€x,h’ < Knllzoearsary = 1Tl zrary—ree < Ch™% by — an).
xe

On en déduit que les résultats des sections 2.1, 2.3 ainsi que la remarque 3.3 restent valides
dans ce cadre. Il est possible que les résultats de la section 5 puissent aussi étre étendus a ce
cadre, mais la plage des estimations de Strichartz valides dans ce cadre des problémes aux
limites étant plus restreinte (voir [11, 20, 6]), cela nécessiterait une analyse plus précise.

Appendice A
Calcul des probabilités sur les sphéres
On note L(dz) la mesure de Lebesgue sur RY et py la probabilité uniforme sur la sphére
unité S(N) de RV . La probabilité py est la mesure image de HlSjSN\/%e_m"Z/QL(dwj) par
I’application 7
Ly

o3k,

En effet, . (Il1<j< N\/%efx? / 2L(dacj)) est une probabilité sur S(N) invariante par les iso-

(A1) z = (21,...,aN) — 7(z) =a = (a1,..,an) € S(N), a;=

métries de S(N), puisque pour tout g € SO(N), gr = =g, et HlSjSN\/%e_Iﬁ/QL(d:cj) =

(2m)~N/2e~1e*/2[(dz) est invariante par Paction de SO(N).

Soit M > 1 fixé . Pour N; > 1, soit N = N + ... + Nys. La mesure de Lebesgue sur
RN = H]RNJ' est donnée dans les coordonnées x = (z1,...,2n), T; = pjw; € RNi | avec
pj >0, w; € S(IV;) par la formule

N.—
(A.2) H]“ilpj !

1
j dp;j @ cn;pN; (wy)

ol cy est le volume de S(N). En particulier, application |7|ys, de S(N) dans la sphére réelle
S(M —1)cRM

z = |mly(x) = (i, o [2ar])
envoie py sur la probabilité

HjCN].

N;—1
I; 1p,>0 p; 7 do(p)

(A3) (I7lar)pn = :

olt do(p) est la mesure de Lebesgue sur S(M).
En choisissant M = 2, N; = 2, Ny = N — 2, on a donc pour z = (z1,x2) € S(N), et pour
t =cosby € [0,1],00 € [0,7/2],

)
C2CN -2 . N-3 C2CN—-2 . N—2
A4 t) = —= 0 0 d = ———— 0
(A.4) pn(|x1] > t) ox /0 cos f(sin 0) NV —2) (sinfp)
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En choisissant 8y = 7/2, on obtient
C2CN -2

(A.5) pn(lz1| > 0) = n(N=2) 1
d’out

N
(A.6) pr (1] > ) = Lyepoq (1 — %) 27

Rappelons aussi le résultat suivant de concentration de la mesure (voir par exemple [26,
Theorem 2.3 et (1.10), (1.12)])

Proposition A.1. — Considérons une fonction F Lipschitz sur la sphére ST = S(d + 1)
(munie de sa distance géodésique naturelle et de la mesure de probabilité uniforme, p). On
définit sa médiane M(F') par la relation

p(F > M(F) > 3, u(F < M(F)) >

DO |

Alors, pour tout r > 0,

2
d—1)—rs
( )2IIF\|2LipS

(A7) W(|F — M(F)| >r) <2
Appendice B

Calcul h-pseudodifférentiel
Nous rappelons ici les bases du calcul h-pseudo-différentiel sur M, pour lesquelles nous
renvoyons a [28]. Pour m € R, soit S™ lespace des fonctions a(z,&,h) de classe C*° en

(z,€) € R¥, dépendantes du paramétre h €]0, 1] telles que pour tout «, 3, il existe C, g tel
que pour tout (x,&) € R? et tout h €]0,1] on a

(B.1) 0907 a(x, &, h)| < Cap(1+ g™

Pour a € S™, on note Op(a) 'opérateur h-pseudodifférentiel agissant sur I’espace de Schwartz
S(R%) par

(B.2) Op(a)(f)(z) = (2xh)~? / W Mg, &, ) f(y)dydE

Rappelons que pour a € S°, Popérateur Op(a) est uniformément en h borné sur L?(R?), et
que pour a € S™ b € S* on a Op(a)Op(b) = Op(c) ot ¢ = ab € S™F est donné par
I'intégrale oscillante

(B.3) c(z, &, h) = (2rh) @ / e (x, & 4+ 0, h)b(x + 2, €, h)dzdb

et admet le développement asymptotique
hlel
(B4) e, & h) =Y ———0fa(x,&h)osb(x, & h) + Wy (2,6 h), 1y € SN
ilola! ¢ v
lo] <N
Le sous espace ST de S™ est I’ensemble des a(x, &, h) € S™ tels qu’il existe une suite a,(z, &) €
S™™" n > 0 telle que pour tout N, on a

(B.5) a(z,&h) = > (h/i)'an(x,&) + hVry (w6 k), o€ SN
0<n<N
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D’apres (B.4), on a affb € SZLJrk pour a € ST et b € SK.

Soit ej(x) € C*°(M),j > 0 une base orthonormale dans L?(M, d,x) de fonctions propres
de —A avec —Aej = wf-ej. Pour toute distribution f € D'(M), on pose ¢;(f) = [ fejdgx
de sorte qu'on a f(z) = 37, ¢;j(f)e;(z), la série étant convergente dans D'(M). Pour s € R,
soit H*(M) = (1 — Ay)™*/2L*(M, dyx) l’espace de Sobolev usuel sur M. Pour f € D'(M)
on a f € H*(M) ssi HfH?qs(M) = >l +w; 2%c;(f)]* < oo. On utilise aussi les normes
semi-classiques H® définies par

(B.6) 1175 =D (1 + h%w3)| £

J
Une famille d’opérateurs Ry, h €]0, 1], opérant sur D’(M) est dite régularisante ssi pour tout
s,t, N, Ry, envoie H*(M) dans H'(M) et il existe Cs¢ v tel que pour tout h €]0,1] on a

(B.7) IRR(F) Nl areary < CosanBN | F | ars (ar

Une famille d’opérateurs Ay, h €]0,1] agissant sur D'(M), appartient a l'espace £ des
opérateurs h-pseudodifférentiels d’ordre m, ssi pour tout x¢o € M, il existe un ouvert de
carte U centré en zp et deux fonctions ¢, € C§°(U) égales a 1 prés de xo avec 9 égale
a 1 prés du support de ¢ telles que App = VApp + Ry, avec Ry régularisant et il existe
a =~ Y ,so(h/i)"an(z,§) € S, tel que dans l'ouvert de carte U, on a pApp = Op(a).
Le symbole principal de Ap, oo(Ap)(z,&), est par définition le premier terme ag(z,&) du
développement asymptotique de a(x, &, h). C’est une fonction intrinséque sur 7*M, et pour
toute fonction lisse ¢ € C>°(M), on a

(B.8) e @/ AL (M) = 04(Ap) (x, dp(x)) + O(h)

Le support essentiel de Ay, est dit contenu dans le compact K de T* M si on a avec les notations
précédentes et dans tout ouvert de carte U, a € ST, et a,(z,§) est & support dans K pour
tout n.

Ea = U &} est algebre des opérateurs h-pseudodifférentiels classiques sur M. Pour Aj, € £
et By € £k o> On a ApBy € g(?}?lwrk’ 00(ApBp) = 0o(Ap)oo(By) et le commutateur [Ay,, By| =
Ap By, — By Ay, vérifie [Ay,, By] € hgglwrkfl, O'O(%[Ah, By]) ={00(Ap),00(Bp)} ou {f,g} est le
crochet de Poisson . De plus, pour tout Ay € £, on a A; € £, 0o(A}) = 00(Ay), et pour
tout s € R, il existe C indépendant de h €]0, 1] tel que

(B.9) [Anfllns—m < Csll fllns Vf € H(M)
De plus, si Ay € £, = Npn&T

cl >

il existe C' indépendant de h €]0,1] et p € [1, 0] tel que
(B.10) [Anflleary < Cllf Loy V€ LP(M)

Rappelons enfin que pour tout ¢ € C'O‘X’([O oo[), Popérateur ¢(—h2A) défini par
(B.11) o(—h2A)(f Zqﬁ (h*w?)e;(f)ej ()

appartient a £,°°, et que son symbole principal est
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(B.12) oo(¢(—h*Ayg)) = o([¢]2)

ou ||, est la longueur riemannienne du covecteur £ en x. Pour une preuve de ce fait, on
renvoie a [14].

Appendice C
Quelques propriétés des mesures

Dans cet appendice, nous étudions quelques propriétés des mesures que nous avons définies.
Nous renvoyons a |7, 29| pour des résultats connexes.

C.1. Mesures sur l’espace d’énergie. — Soit 0 < qp < a; < ... une suite strictement
croissante telle que limg_,o ar = 00, et telle qu’il existe C' > 1 tel que

(C.1) Vk >0, agr1 < Cayg
On pose a_; = —1 et pour tout £ >0
(C.2) k—{ueL2 Zz]e] Voo Iy =A{jiak—1 <wj <ag}
J€ly
On a alors L?(M) = ®k>oFE}, et pour u = ug, up, € B et tout s > 0, quitte a augmenter
> k>0
C pour avoir 1 + ag <C?
(C.3) O3 (14 a)uklle < llullfrs <Y (1 + ap)||ux72
k>0 k>0

Ces inégalités sont renversées pour s < 0.
On se donne une suite (a)r>0 de réels positifs. On se donne également pour tout k € N
une mesure de probabilité sur Rt pi(r). On supposera qu’il existe v > 0 tel que

400
(H,) 3C, ¢ > 0;Vk € N, / dpy(r) < Ce=F"
P

Par convention, on supposera que Hy, est vérifiée si les mesures dpy, sont supportées dans un
compact fixe (indépendant de k). Par exemple dpk = Op—p, vérifie Hy et dpk = \/? —r*/2qy
vérifient Hs. On note g; 'image de pg par I'application r — agr. On munit Fj de la norme
L?(M), on note Sy sa sphére unité, et Py la probabilité uniforme sur Sj. On note v la
probabilité sur Ej, image de g ® Py par I'application (r,w) — rw de RT x Sj, dans E.

On notera P la mesure de probabilité définie sur I'espace Il;>oFE), par

P = ®ru,

et
||s Zak 1+a’k [O7+OO]

On identifiera la suite U = (ug) € szoEk avec la somme de la série u = ), uj (on sera
par la suite toujours dans un cadre ou cette série converge dans D'(M)). On notera M
I'ensemble des mesures de probabilité ainsi définies quand (ay) décrit I'ensemble des suites
vérifiant [|(ag)||s < +00. On a alors
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Proposition C.1. — Supposons que
[[(ak)lls < +o0.

Alors Uespace H*(M) est de mesure pleine : P(H®*(M)) = 1. Réciproquement, supposons que

(C.4) [[(e)ls = 400
et que les mesures pi ne se concentrent pas en 0 :
(C.5) dp > 0,0 < 1;Vk € N,pi([0,p)) <6

(on remarquera que cette derniére condition est toujours vérifiée si les mesures py sont iden-
tiquement distribuées et non égales & 0,—g). Alors

PUU = (ur): 3 lunls ary < +00}) = 0.
k

Démonstration. — On calcule d’abord

(C:6) E(UZeary) = EQ MunllFrary) = D ErllluelZreary)
k k

+oo
< O Z(l + a%)s/ . r2dq, < C Z(l +a3)*as < +oo
k = k

ce qui démontre que ||ul/gs est finie presque sirement. Réciproquement, sous les hypo-
theses (C.4) et (C.5), on a

+oo +00 4o
(07) ]E(e_tHUH%”) — H Ek(e—tuuk‘lils) S H/ e—Cstr2(1+ai)squ
k=1 k=10

1o +o0 2 2 2 1oo 2 2 2
= H / e—cstr Oék(l-‘rak)sdpk < H (pk([(), p) + e—Cstp ock(l—i-ak)s(l — pk([o, p)))
k=10 k=1

—+00

=1l [1 — (L= pe((0.9) (1 - e*CSt/ﬂai(Hai)s)].
k=1

On remarque maintenant qu’on peut supposer
O‘%(l + a’2€>s —k—+o0 0
(car sinon le produit infini est clairement nul et le résultat est évident), et comme
1= e L g0 (1 4 o)
on a

1= (1= pyl[0,)) (1 = emeste k0 | 1= (1= pi([0, p)) estpPad (1 + ad)%)]

et donc en prenant le logarithme dans (C.7), on obtient, d’aprés (C.5), que le produit infini
est divergent vers 0. On obtient donc

E(e—tllUllﬁfs) —0,

et donc, P-presque strement, |U H%{s = 400. 0
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C.2. Critére d’orthogonalité. — Le critére suivant est du & Kakutani [23]

Théoréeme (Kakutani). — On considére deur mesures pi, g associées au méme choix de
la suite (ax), mais a des suites (o, 1), (ag2) et (dpg.1), (dpi2) a priori différentes. On rappelle
que les mesures dqy, ; sont les images des mesures dpy, ; par Uapplication r — ay, jr. Alors les
mesures (1 et po correspondantes sont absoluement continues l'une par rapport a lautre si et
seulement si le produit infini

oo +o00
(C.8) 11 /0 V dax,1da2
k=1

est convergent, c’est a dire (on remarquera que d’aprés linégalité de Cauchy-Schwarz, chacun
des termes dans le produit infini est inférieur a 1) qu’il est non nul. De plus, si ce produit
infini est divergent, alors les mesures p1 et ps sont étrangéres : il existe un ensemble A de
pi-mesure 1 et de pa-mesure 0.

Ce critére garantit que pour « la plupart »des choix g, dpg, les mesures obtenues sont
mutuellement étrangéres : par exemple, si on choisit

2 .2
dpk,l = dpkﬂ = 1T>0\/;e 2 d’l”,

un calcul simple [13, Appendix B.1| montre que le produit (C.8) est non nul si et seulement
si

o 2
ap1 =06 ags =0et Z( k1 —1) < +0o0
& k.2
C.3. Densité du support. —
Proposition C.2. — On suppose que les mesures dpy chargent tous les ouverts de l'intervalle

10, 400, que |[(ag)||s < 400, et que tous les coefficients ay sont non nuls. Alors le support de
la mesure P associée est H*(M) :

Vv e H*(M),Ve > 0,P({u € H*(M);||u —v| <e€}) >0

On renvoit a [13, Appendix B.2| pour une preuve de ce résultat dans un cadre trés légére-
ment différent.

C.4. Estimées de grandes déviations. — Nous allons démontrer des estimées de grandes
déviations pour les mesures sur espace H*(M). On notera (t) = (1 + 2)1/2,

Proposition C.3. — Soit P € M. On suppose que la suite py utilisée pour construire P
vérifie Uhypotheése (Hy) de la page 37, pour v > 0. On suppose aussi qu’il existe D > 0 tel
que pour tout k assez grand on ait ax+1 — ar > D. Alors il existe Dy tel que pour D > Dy,
tout 2 < p < 400 et tout § > %, il existe ¢ > 0 tel que

N
41

(C.9) P({u="Y u;llullgs > A}) < 2e—<(rr)
k

0
FHI

©10)  Pu= 3 ks ) costy=A)ullwerenn > M) < 2¢ L)
k
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—(5+1) sin(tv/—A)
V-A

_C(#)%
Ullwstio@xar > A}) < 2e \Toxls

(C11)  P({u=Y up|t)
k

Démonstration. — Des résultats similaires apparaissent dans un cadre légérement différent
dans [12]. Les démonstrations de ces trois estimées sont essentiellement identiques (la premiére
n’ayant pas de dépendance en temps, tandis que les deux derniéres ne différent que par le
comportement de la solution des ondes correspondant & la donnée initiale de fréquence 0).

Nous nous limiterons donc a démontrer (C.10). On a e'V=8y = 3, eV =Ay,.

Lemme C.4. — Il existe C,c > 0 tels que pour tous (z,t) € Ry x M

2
2 )7

v (e =B (z, 1) > \) < Ce_c(%

En effet, quitte a remplacer la base orthonormale de Ey, (e,,) par e?“ne,, on se raméne au
cas t = 0. Si Dy est assez grand, on peut utiliser le lemme 2.2, avec hy = a;l, donc

+00
©12) wlul@ >N = [ [ L, padsdad)
0 2E€S}

+o0 A +o0 _02(4)2
= [ Pt @)l 2 2hdat < [ ap)
0 0
D’apres I’hypothese H.,, on conclut si v = 400 tandis que si v < +00, on obtient

“+o00

)2 A )2
wellugl(@) > 3 < (@) 4 / ape(r) < (@) 4 gemor

p

qu’on optimise en choisissant p = (\/ay)?(+?) ce qui donne le lemme C.4.

Lemme C.5. — Soient (ug) des variables aléatoires indépendantes, & valeurs réelles et de
moments impairs tous nuls. Alors pour tout g € N*,

E(@ w)™) < qu((gwk)?)q)

Démonstration. — On s’inspire de la preuve classique des inégalités de Khintchine (voir par
exemple |27, Théoréme 4.6]. On calcule

2q (261)!
E((Z ur) ) = 2 a1!...aK!E<u?1'”u?(k)
kSK a1+"~+aK:2q

En utilisant I'indépendance et ’annulation des moments, on remarque que dans la somme ci
dessus, les seuls termes non nuls sont ceux pour lesquels tous les a; sont pairs, soit

q 2q)! 1 k

k<K B1+-+Br=q
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Comme (23)! > 2°p! et (2

g)! <

1 (29)! ) A
(C.13) E((Zuk) )<? 3 m[@(ufﬁ 20k

q)!

29¢q!q?, on obtient

k<K Br+-+Br=q
— ( q—‘ 21 20 q 2\9
2ig! M,%Kq Bl (Bt i) < 4 E((;W’” )
O

On peut maintenant conclure la preuve de la proposition C.3 : Pour (z,t) fixés, on a d’aprés
le lemme C.5

(C.14) [lcos(tv/=A) " ukl 2a(ary < vall (3 cos(t/=A)ur*) 2|l 2agae)
k k

< V(Y leostv Byl = va(> leos(ty = A)uglZas)
k k

1

5)1/2

+2 1 1 + 2 41
< cmq%)%n(ak)rw (q’VT) <Cq |l

ol dans 'avant derniére inégalité on a utilisé le lemme C.4 et dans la derniére la formule de
Stirling to majorer la fonction T'.
Finalement, on obtient que pour tous 2 < p < 2¢g < 400,

114£) 70 cos(tv/ = A)ul| p2a((apy, 1o mxay) < 1(E) ™0 cos(tV/ = A)ul| 1o ((mx 1), £2a(ap))

< CHO‘k”l?qTH<t>_ | p(Rx ) < CCITHO%HP
Par l'inégalité de Tchebitchev on obtient

< ﬁ(zk:( /0 o 272071 Py (| cos(tv— A ug | (x, 1) > A)dA)

(C.15

o+l
Cq > IIakllzz)zq
A

et on conclut et le choix ¢ = %(m)vﬂ > 2si m est assez grand,
! l

(C.16) P({us [|(t) ™ cos(tv/=A)ul Lo, xary > A}) < (

v
A —)7+T

({u ||< > COS(tV )UHLP(RtxM > )\}) agll2

(g2 7

Enfin, si ﬁ est borné, quitte a diminuer ¢, on a 1 < 2e okl , ce qui termine la
preuve de la proposition C.3 dans le cas s = 0. Le cas général s’en déduit en remarquant que
lvllws.e@xary ~ (K[ Dt + vV —=A)*0[ Lo®x ) O
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