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N. Burq. Controle de I’équation des plaques en présence d’obstacles strictement convexes. Mémoire
de la S.M.F., 55, 1993. Supplément au Bulletin de la Société Mathématique de France.
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[BZ1] N. Burq and M. Zworski. Geometric control in the presence of a black box. Jour. of the American
Math. Society, 17(2):443-471, 2004.

Ces trois articles sont consacrés a la théorie du controle des équations aux dérivées par-
tielles. Dans le premier, j’y étudie un cas ol la géomfrie de I’ensemble des trajectoires non
controlées géométriquement est suffisament instable pour que néanmoins on puisse démontrer
un théoreme de controlabilité exacte. Dans le second, nous définissons les mesures de défaut de
compacité adaptées au cas des systemes, qui permettent de décrire la polarisation du systeme, et
démontrons un résultat de propagation de la polarisation pour ces mesures. Dans le troisieme,
nous établissons un “dictionnaire” permettant de faire le lien entre la théorie de la diffusion pour
des systemes quantiques ouverts et la théorie du controle pour des systemes confinés.

[B2] N. Burq. Décroissance de 1'énergie locale de 1’équation des ondes pour le probleme extérieur et
absence de résonance au voisinage du réel. Acta Mathematica, 180:1-29, 1998.

[B3] N. Burq. Lower bounds for shape resonances widths of long range Schrodinger operators. American
Journal of Mathematics, 124:677-735, 2002.

[B4] N. Burq. Semi-classical estimates for the resolvent in non trapping geometries. Int. Math. Res.
Notices, 5:221-241, 2002.

[B5] N. Burq. Smoothing effect for Schrodinger boundary value problems. Duke Math. J., 123(2):403-427,
2004.

Ces quatres articles sont consacrées a ’étude des resonances et des estimations de résolvante.

Dans les deux premiers je donne une borne exponentielle universelle pour la localisation des

résonances a l'extérieur d’un obstacle borné dans un cadre classique ou semi-classique. Ces

estimations donnent une minoration de l’effet tunnel dans un cadre tres général. Les deux

derniers articles sont en revanche consacrés a la démonstration et 1'utilisation des estimations de

résolvante sous des hypotheses de non capture (ou de faible capture). Dans ce cas les estimations

sont bien meilleures.

[BGT1] N. Burqg, P. Gérard, and N. Tzvetkov. Strichartz inequalities and the non linear Schrédinger
equation on compact manifolds. American Jour. of Mathematics, 126:569-605, 2004.

[BGT2] N. Burq, P. Gérard, and N. Tzvetkov. Bilinear eigenfunction estimates and the nonlinear
Schrodinger equation on surfaces. Inventiones Mathematicae, 159(1):187 — 223, 2005.

[BGT3] N.Burq, P. Gérard, and N. Tzvetkov. Multilinear eigenfunction estimates and global existence for
the three dimensional nonlinear Schrédinger equations. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4), 38(2):255—
301, 2005.

[BPL] N. Burq, G. Lebeau, and F. Planchon. Global existence for energy critical waves in 3-d domains.
Journal of the A.M.S. 21, 831-845, 2008.

Dans ces quatre articles, je m’intéresse aux équations des ondes et de Schrodinger non linéarires.

Dans le premier [19], nous utilisons une approche semi-classique pour démontrer des estimations

de Strichartz trés générales sur une variété compacte. Dans les deux suivants, [25, 27] nous

démontrons des estimations bilinéaires pour les projecteurs spectraux et montrons comment les

méthodes développées par Bourgain pour 1’étude de ’équation de Schrédinger non linéaire sur le

tore, permettent d’en déduire de nouveaux résultats dans le cas ou la variété est une sphere. Dans



le dernier [34], nous démontrons comment des estimations de projecteur spectraux permettent
(en toute généralité) d’obtenir des estimations de Strichartz optimales, pour I’équation des ondes
sur les variétés a bord.

[BT1] N. Burq and N. Tzvetkov. Random data cauchy theory for supercritical wave equations I: Local
theory. To appear in Inventiones Mathematicae, 2008.

[BT2] N. Burq and N. Tzvetkov. Random data cauchy theory for supercritical wave equations II: A
global result. To appear in Inventiones Mathematicae, 2008.

Ces deux derniers articles sont le début d’un projet en cours avec N. Tzvetkov, o1 nous esperons
utiliser des arguments probabilistes pour démontrer que par exemple, si les données initiales sont
choisies au hasard, alors les solutions d’équations aux dérivées partielles ont un comportement
bien meilleur que ce a quoi on pourrait s’attendre dans un cadre déterministe. Ces deux articles
sont des illustrations de ce type de phénomeénes, puisque nous montrons dans le premier que pour
des données choisies “au hasard”dans H'/*(M) x H=3/4(M) (M est une variété compacte sans
bord de dimension 3), ’équation des ondes semi linéaire cubique est localement bien posée (alors
que Pespace critique est H'/2(M) x H='/2(M). Le deuxiéme article est une autre illustration de
ce type de phénomenes, puisque nous démontrons qu’'une équation des ondes surcritique dans la
boule de R3 est globalement bien posée pour un grand nombre de données initiales sur-critiques.
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11. Domaines de recherche

Je m’intéresse a 1’étude des propriétés des solutions d’équations aux dérivées partielles hyperbo-
liques linéaires, dont les prototypes sont les équations des ondes et de Schrodinger. J’ai étudié
ces questions d’une part dans le cadre de la controlabilité exacte et de la stabilisation, d’autre
part en théorie de la diffusion (scattering) et finalement du point de vue du comportement des
solutions des versions semi linéaires de ces équations.

11.1. Controle. — Le but général du controle est de savoir si étant donné un systeme dont
I’évolution est décrite par une équation aux dérivées partielles (typiquement une équation d’onde
dans un ouvert borné), on peut, en agissant uniquement sur une partie du bord (la région de
contrdle), amener ce systeme a ’équilibre (ou atteindre un autre état donné a ’avance). On dit
alors qu’on a controélabilité exacte. Dans un premier temps, on utilise généralement un argument
de dualité (la méthode H.U.M. de J. L. Lions) qui permet de ramener cette question au probléme
dual d’observation. Il reste ensuite a étudier le rapport entre une certaine quantité définie sur le
bord de 'ouvert (I’observation) et 1’énergie de 'onde. Dans le méme cadre, on peut étudier aussi
la stabilisation oti on impose sur une partie du bord des conditions aux limites absorbantes, le
probleme étant alors d’évaluer le taux de décroissance de ’énergie de 1’onde.

Pour étudier ces questions, des méthodes d’énergie ont été développées en théorie du scatte-
ring ; puis utilisées dans le contexte de la théorie du controle.

L’application de techniques micro-locales aux problemes du contrdle et de 'observation des
ondes a permis, en particulier quand tout rayon de 'optique géométrique rencontre la partie
du bord ou le controle agit (condition de controle geometrique), d’obtenir des resultats fort de
controlabilite exacte. Néanmoins les résultats connus dans le cas ou les hypotheses de controle
géométriques ne sont plus satisfaites sont peu nombreux.

Mes travaux de recherche s’inscrivent dans ce cadre micro-local. En utilisant les mesures de
défaut de compacité de P. Gérard et L. Tartar, j’ai pu étendre I’approche micro-locale a des
géométries peu régulieres [3] (domaines de classe C3 et métriques C?). J'ai aussi étendu cette
approche au cas d’ouverts a coins [7] . D’autre part, en collaboration avec P. Gérard, nous
avons remplacé les conditions nécessaires et les conditions suffisantes fortes de Bardos, Lebeau
et Rauch par une C.N.S [5]). Enfin, toujours dans le cadre du controle j’ai établi (dans ma
these [1]) un résultat de controlabilité exacte pour I’équation des plaques dans une situation ou
les conditions de controle géométriques ne sont plus satisfaites mais ou les trajectoires captives
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(qui ne rencontrent pas la région de controle) sont toutes de type hyperbolique (et éventuellement
en nombre infini). Enfin, nous avons (en collaboration avec G. Lebeau) [8] défini des mesures
de défaut de compacité pour les systemes, a symbole principaux réels scalaires et vérifiant les
conditions de Lopatinskii uniformes au bord. Nous démontrons en particulier dans ce cadre tres
général un résultat de propagation de la polarisation pour ces systemes. D’une part cette étude
contient les cas raisonnables pour lesquels on peut espérer qu’un tel résultat de propagation soit
vrai, et d’autre part elle nous permet d’étudier explicitement le systeme de Lamé et d’obtenir
en corollaire de nouveaux résultats de stabilisation pour le systeme de la thermoélasticité.

Je viens d’appliquer ce genre de technique a 1’étude de I’ergodicité des valeurs au bord des fonc-
tions propres du Laplacien dans un domaine dont le billard est ergodique, étendant des résultats
récents de S. Zelditch [24]. Cette approche permet de déduire I'ergodicité des valeurs au bord des
fonctions propres de l'ergodicité des fonctions propres a linterieur. J’ai aussi développé, en col-
laboration avec M. Zworski, une nouvelle approche, stationnaire, pour le controle de ’équation
de Schrodinger [23], fondée sur des estimations de résolvante. Les avantages de cette nouvelle
approche par rapport a une méthode temporelle sont multiples : d’une part la méthode est plus
simple techniquement mais surtout elle permet d’utiliser les nombreux résultats de scattering
(estimation de resolvante, non concentration de fonctions propres, etc...) disponibles dans la
littérature et d’en déduire directement des résultats de controle (ou de stabilisation).

11.2. Théorie du scattering et fonctions propres de l'opérateur de Laplace. —
Le second axe de mon travail de recherche concerne 1’étude de la diffusion (scattering) pour
I’équation des ondes a l'extérieur d’un obstacle compact. Il s’agit d’étudier des perturbations a
support compact de I’équation des ondes sur R%, ces perturbations pouvant étre des obstacles
sur lesquels les ondes se réfléchissent ou des modifications de la métrique. On s’intéresse alors
a la localisation des résonances qui généralisent la notion de valeurs propres pour le Laplacien
perturbé. Outre les motivations directes (la plupart des problemes que j’ai étudié sont issus de
la mécanique et de la chimie quantiques), une motivation plus en lien avec les E.D.P. pour cette
étude est par exemple qu'une localisation précise de ces résonances conduit a des résultats sur
le comportement en grand temps des solutions de I’équation des ondes ou de Schrodinger (que
nous utilisont dans nos articles sur ’équation de Schrodinger non linéaire avec P. Gérard et N.
Tzvetkov). Les seules géométries captives connues avant mes travaux étaient d’une part un cas
ou l'obstacle est la réunion de deux (ou plus) convexes étudié par M. Ikawa puis C. Gérard;
les trajectoires captives sont alors de type hyperbolique, et d’autre part une classe d’exemples
a symétrie sphérique étudiée par J. Ralston ou l'obstacle est une boule de R? et ol la métrique
est perturbée de telle maniere qu’il existe une trajectoire captive stable.

J’ai étudié [4] un cas modele, ou 'obstacle a une seule trajectoire captive, qui connecte un
coin & un autre, qui se rapproche du cas étudié par M. Ikawa et C. Gérard. Dans cette situation
géométrique particulierement favorable, j’ai pu donner un développement asymptotique de tous
les poles situés sous une courbe logarithmique arbitraire, ImA < Nlog |[Re)A| ; N > 0. D’autre
part, dans un cadre général, c’est a dire sans hypothese géométrique sur ’obstacle, j’ai donné
une minoration de la vitesse de convergence vers 'axe réel des résonances [6]. Cette minoration
montre que les exemples de J. Ralston illustrent, du point de vue de la diffusion, la situation la
plus mauvaise possible. J’ai pu finalement déduire de ce dernier résultat une estimation, dans
le cas d’un obstacle et d’une perturbation de la métrique quelconques, du taux de décroissance
de I’énergie locale de 1’équation des ondes qui, sans hypothese sur la nature géométrique du
flot géodésique est optimale. Je viens de généraliser ce résultat sur I’absence de résonance pres
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du réel, autorisant des perturbations de la métrique ainsi que des termes d’ordre inférieurs non
localisés dans un compact [10]. Ce dernier résultat dit essentiellement que pour des perturbations
analytiquement dilatables d’un opérateur de Schrodinger semi-classique, convergeant vers 0 a
I'infini, a tout niveau d’énergie strictement positif, les parties imaginaires des résonances sont
d’ordre au moins e~ /. Les hypotheses utilisées sont a peu pres celles qui assurent ’existence
des résonances.

Ce théoreme donne en particulier des estimations pour la résolvante de 'opérateur (considérée
de L? & support compact dans L? local) dont on peut montrer sur des exemples bien choisis
qu’elles sont optimales dans le cas général. Par ailleurs, motivé par des calculs numériques
d’électromagnétisme de M. Balabane et V. Tirel, j’ai obtenu dans [10] que sans hypothese sur la
géométrie, la résolvante tronquée dans une couronne vérifie la méme estimation que la résolvante
libre (1/|)| au lieu de e©IM 1, pour |A| tres grand). Ce dernier résultat dont les applications seront
sans doute nombreuses, est déja tres utilisé par les spécialistes de théorie du scattering car il
permet la premiere justification rigoureuse du fait (intuitivement admis depuis longtemps) que
les états résonants proches de I'axe réel (et donc physiquement observables) sont effectivement
localisés dans les régions captées de 'espace des phases. Enfin, en lien avec la théorie du controle
de I’équation de Schrodinger, nous venons (avec M. Zworski) [23] de développer une approche de
type « boite noire », permettant de d’obtenir de nouveaux résultats sur la vitesse de concentration
des fonctions propres de 'opérateur de Laplace sur une variété compacte. Cette approche permet
de donner une minoration logarithmique de cette vitesse sur toute trajectoire hyperbolique
(instable) et par exemple sur les billards de Sinai (obstacle strictement convexe dans un tore)
(voir aussi le prolongement avec A. Hassell et J. Wunsch [31]) et Bunimovich (stade) [23] qui sont
classiquement ergodiques, d’exhiber une famille de mesures invariantes par le flot géodésique qui
ne sont les mesures de concentration d’aucune suite de fonctions propres. Exceptée la situation
(algébrique) sur les surfaces arithmétiques qui est maintenant (presque) complétement comprise,
suite aux travaux de E. Lindenstrauss, il s’agit du premier résultat de ce type.

Enfin, nous nous sommes intéressés avec P. Gérard et N. Tzvetkov & I’étude de la concentration
des fonctions propres du laplacien sur les courbes d’une surface [32]. Finalement, dans un travail
en cours avec C. Guillarmou et A. Hassel, nous démontrons que dans une géométrie captive
hyperbolique, la présence de trajectoires captives n’empeche pas que les estimations de Strichartz
sans pertes restent vraies pour les solutions d’équations de Schrédinger et des ondes.

11.3. Equations des ondes et de Schrodinger non linéaires. — Je me suis intéressé a
I’étude des équations des ondes et de Schrodinger non linéaires. J’ai obtenu en collaboration
avec P. Gérard et N. Tzvetkov [19, 15] des inégalités de Strichartz sur toute variété compacte
permettant de démontrer en dimension 2 ’existence globale pour ’équation de Schrodinger avec
une non-linéarité de type u” non focalisante (pout tout p) et en dimension 3 pour les linéarités du
méme type avec p < 3. Nous avons aussi obtenu des résultats du meme type pour le probleme
extérieur avec des conditions aux limites de Dirichlet (dans le cas d’une géométrie non cap-
tive) [21]. Enfin nous avons étudié l'effet de la géométrie sur le comportement des solutions de
I’équation de Schrodinger (explosion ou instabilité sur des domaines ou des variétés) [12, 13].
En particulier, I’étude des spheres est treés intéressante [25, 27| dans la mesure ou elle permet
d’exhiber des effets géométriques globauz (seuils d’instabilité différents de ceux obtenus pour
une métrique plate). Je travaille aussi sur les effets régularisants pour 1’équation de Schrédin-
ger. J’ai démontré que ’hypothese de non capture usuelle est nécessaire pour I'effet régularisant
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H'Y/2 mais que néanmoins dans certains cas en présence de trajectoires captées de type hyperbo-
lique, un effet régularisant affaibli (H'/2=%) reste vrai [20]. Je me suis finalement intéressé plus
récemment a I’étude des inégalités de Strichartz pour I’équation de Schrodinger : perturbation
de la métrique [14] ou ajout d'un potentiel singulier en 1/|22|, cette derniere étude en collabo-
ration avec F. Planchon, J. Stalker et A. S. Tahvildar-Zadeh [16] étant justifiée par des modeles
(tres simplifiés) de relativité générale. Dans le cas particulier de la dimension 1, nous avons
obtenu avec F. Planchon des résultats (optimaux) dans le cas de coefficients trés peu réguliers
(B.V.) [29]). Ce travail s’est prolongé par I’étude de I’équation de Benjamin-Ono dans I’espace
d’énergie [33]. Nous nous sommes aussi intéressés (avec G. Lebeau et F. Planchon) a I’étude des
problemes aux limites pour ’équation des ondes. Nous avons en particulier démontré que pour
les conditions de Dirichlet [34] ou de Neumann [35], on peut démontrer des estimations de Stri-
chartz sans pertes dans une plage réstreinte d’indices, ce qui suffit pour obtenir que 1’équation
des ondes H'-critique est globalement bien posée.

11.4. Equations aux dérivées partielles et données de Cauchy aléatoires. — Dans une
série de travaux avec N. Tzvetkov [36, 37, 38], nous essayons de comprendre dans quelle mesure,
le fait de considérer des données initiales « au hasard » permet d’obtenir de meilleurs résultats
pour les solutions d’équations aux dérivées partielles que ceux donnés par la théorie déterministe
(ol on se place toujours dans un scénario du type « le pire possible »). Nous avons obtenus des
résultats prometteurs dans cette direction : Les théoremes d’existence locale de solutions sont
vrais & des niveaux de régularité notablement moins élevés (dans un cadre tres général) et nous
sommes capables d’en déduire (dans un cas trés particulier) un théoréeme d’existence globale
pour des données initiales sur-critiques. Nous essayons aussi de comprendre comment de tels
phénomenes peuvent se traduire en termes d’observabilité et de controle des équations d’ondes.

Les quatre themes que je viens de développer sont en fait intimement liés. Par exemple notre
résultat sur existence globale pour Schrédinger non linéaire sur les variétés [19] repose en
partie sur une approche semi-classique qui est a la base des résultats de ma these [1]; Deffet
régularisant pour l’équation de Schrodinger dans des domaines extérieurs, qui est un élément
important de notre travail [21] repose sur des estimations de résolvante obtenus dans [11]... La
ligne directrice qui sous tend l’ensemble de mes travaux est de comprendre, via les techniques
d’analyse microlocale (classique ou semi-classique), comment la géométrie d’une équation aux
dérivées partielles dicte les estimations a priori sur les solutions; dans le régime des hautes
fréquences.




