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des probabilités et de géométrie aléatoire. Il y donne le cours
de M2 sur les graphes aléatoires.
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les transitions
dans les graphes
aleatoires

Les changements d état de la matiére sont régis par des régles thermodyna-
miques. En mathématiques, elles sont expliquées par les phénomenes de
«seuil» o, dans de grands systemes désordonnés — les graphes aléatoires —,
des propriétés déterministes émergent brusquement lors d'une petite varia-
tion des parametres. Une conjecture proposée en 2006, portant sur le calcul
du point d'apparition de telles transitions, vient d étre prouvée en mars
dernier par une mathématicienne coréenne et un doctorant vietnamien.
Leur preuve, courte et astucieuse, ne comporte que des notions de niveau
licence. Rafraichissant, a une époque d'inflation des démonstrations.
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es avancées en mathématiques ne sont
pastoujours le labeur du travail acharné
d’un génie solitaire qui, apres dix ans de
travail, convainc ses pairs d'un
résultat marquant en échafau-
dant une théorie complexe, profonde... mais

due, al'aide d'une astuce limpide alaquelle per-
sonne n'avait pensé, et qui peut étre accessible
a un grand nombre de personnes. Le célebre
mathématicien hongrois Paul Erdos (1913-
1996) parlait du Livre, The Book, dans lequel
«Dieu» consignerait les preuves les plus €élé-
gantes et intelligibles de chaque théoréeme

< Représentation souvent hermétique aux non-spécialistes—on
des 156 graphes a six peut penser ala conjecture de Fermat démon- mathématique: «Vous pouvez ne pas croire en
zz’e"n’;’?elg gg g zﬁ-’nges trée parle mathématicien britannique Andrew  Dieu, langa-t-il lors d’'une conférence en 1985,
hamiltoniens qui relient Wiles en 1994 (*). Parfois, un théoreme est mais vous devriez croire en l'existence du Livre. »
tous les sommets. démontré (ouredémontré) de maniereinatten-  Nul doute que Jinyoung Park et Huy Tuan Pham,
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LA
PERCOLATION
EN IMAGE

Simulation du modéle
de graphe aléatoire
d’Erdés-Rényi avec
1000 sommets. Le
nombre d’arétes reliant
les sommets entre

eux augmente jusqu'au
point critique (en gros,
500 arétes) ol apparait
brusquement une
composante géante,
appelée percolation.
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tous deux & I'université Stanford (Etats-Unis),
ontdécouvert]'une de ces preuves récemment:
dansun article mis en ligne le 31 mars 2022 sur
la plateforme de prépublication Arxiv, la jeune
mathématicienne coréenne et son collegue
vietnamien, encore en thése, ont résolu une
conjecture proposée en 2006 par I’Américain
Jeff Kahn et1'Israélien Gil Kalai. Cet énoncé por-
tait sur 'estimation du moment ot les transi-
tions de phases apparaissent dans les graphes
aléatoires. D’abord surprise, la communauté
mathématique futimmédiatement convaincue
par ce résultat qui figure déja dansles livres de
référence du domaine.

Revenons sur'objet d’étude : les graphes. C’est
I'un des concepts mathématiques les plus
simples quel’on puisse imaginer : des points (les
sommets) reliés par des lignes (les arétes). Sile
graphe possede nsommets, ilyadoncn(n-1)/2
arétes possibles (paires de points différentes).
Lenombre de «formes» de graphes avec n som-
mets grossit trés vite: avec sixsommets on a déja
156 possibilités (voir 'image d’ouverture), avec
sept sommets il y a 1044 graphes différents et,
avec dixsommets, on dépasse les douze millions
de graphes possibles...

Il est d'usage de faire remonter la théorie des
graphes a 1736, lorsque le mathématicien alle-
mand Leonhard Euler (1707-1783) proposa le
probléeme des «sept ponts de Konigsberg»: dans
cette ville — aujourd’hui Kaliningrad, en Rus-
sie —, existe-t-il une promenade qui permette

de parcourir tous les ponts une seule fois ? En
représentant la ville sous la forme d'un graphe,
Euler parvient a démontrer qu'un tel chemin
n’existe pas, signant ainsil’acte de naissance
de la théorie des graphes.

Aujourd’hui, le domaine des théories des
graphes est un vaste champ des mathématiques
qui offre de multiples applications en physique
ou en informatique (la structure des graphes
est particulierement bien adaptée a I'organi-
sation des données). Il est aussi au cceur des
techniques d’apprentissage statistique (deep
learning), qui sont en train de changer notre
quotidien. De nombreux réseaux complexes
tels les réseaux sociaux, les réseaux d’interac-
tions en biologie ou le web sont modélisés par
des graphes aléatoires.

L'EAU LIQUIDE DEVIENT BRUSQUEMENT
VAPEUR AU-DELA DE 100°C

Mais qu’est-ce qu'un graphe aléatoire ? En 1959,
les mathématiciens hongrois Paul Erd6s - celui
du Livre - (1913-1996) et Alfred Rényi (1921-
1970) ont proposé le modele le plus simple et
naturel de graphe aléatoire : a partir de n som-
mets distincts, ajoutez des arétes une par une,
uniformément au hasard, entre ces sommets.
D’abord une, puis deux, puis trois, et ainsi de
suite de facon aléatoire, jusqu’a ce que toutes
les arétes soient tracées (c’est-a-dire quand tous
les sommets sont reliés a tous les autres). On

notera dans la suite G(n,m) le graphe aléatoire
obtenu lorsque m arétes ont été ajoutées.

La problématique a laquelle nous allons nous
intéresser maintenant est celle des transitions
de phase : quand la variation minime d'un para-
metre change compléetement les propriétés du
systeme. Pour prendre un exemple physique
bien connu, I’eau liquide devient subitement
solide au-dessous de 0°C. C’est encore une
transition de phase qui se produit au-dela de
100°C, lorsqueI'eau liquide devient vapeur. La
transition de phase se définit ainsi comme un
changement brusque d’'une observable suite a
la modification minime d’'un parametre.
Rappelez-vous que G(n,m) est un graphe aléa-
toire a n sommets ol m arétes ont été ajou-
tées au hasard. Il faut imaginer le nombre de
sommets 7 tres grand mais fixé, alors que m est
un parametre variable, analogue de la tempé-
rature (ou plutét I'inverse de la température),
qui peut prendre toutes les valeurs entre 0 et
n(n-1)/2. La question qui se pose alors est de
savoir quand apparaissent certaines structures
dans le graphe aléatoire a mesure que m croit.
Par structure, on entend I'existence al'intérieur
de G(n,m) de certains sous-graphes comme
des triangles (trois sommets reliés les uns aux
autres par trois arétes), un chemin hamilto-
nien (*) ou encore une composante connexe
ou amas (en anglais cluster —- mot rendu hélas
populaire par la pandémie) de grosse taille.
Bien entendu, la présence d’une structure

Il suffit de quelques arétes
supplémentaires pour qu'une
composante géante apparaisse
avec une trés grande probablité

donnée dans G(n,m) est une variable aléatoire,
c’est-a-dire que, pour certaines réalisations du
graphe, laréponse sera oui et, pour d’autres, la
réponse sera non. Mais lorsque les nombres
n et m sont grands, la réponse devient « quasi
déterministe », c’est-a-dire toujours la méme
avec une grande probabilité.

Expliquons cela en prenant'exemple de I'exis-
tence d’'une composante de grosse taille, appe-
lée « percolation». Des 1959, Erdos et Rényi
montrent I'existence d'une transition abrupte
lorsque m atteint n/2 par I'apparition d'une
composante géante (1). Autrement dit, si le
nombre d’arétes est juste en dessous de ce seuil
(par exemple 0,49 n), on n’aura pas de compo-
sante géante avec une tres grande probabilité.
Mais il suffit d’ajouter quelques arétes et d’ar-
river, par exemple, 4 0,51 i, pour qu'une com-
posante géante apparaisse avec une tres grande
probabilité. La propriété «avoir une grosse
composante», bien que stricto sensu aléatoire,
devient déterministe quand n est grand et, de
plus, la réponse passe brusquement de «non»

(*) Andrew Wiles a travaillé
seul pendant prés de dix ans
avant de produire en 1994 une
preuve trés longue et complexe,
s'appuyant sur les avancées

de ses prédécesseurs, de la
conjecture proposée par Pierre
de Fermat plus de quatre siécles
auparavant. Pour rappel,

cette conjecture, maintenant
théoreme, dit qu'il n'existe

pas de solution a I'équation
X+yT=7"pour n> 2 et x,y,z des
entiers strictement positifs.

(*) Un chemin hamiltonien
est un cycle d’arétes qui
passent par chaque sommet
d'un graphe.
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Dans le cas du Loto, la probabilité
de gagner est trés faible, alors que
I'espérance du gain est d’environ

1 euro pour 2 euros de mise

LE « GRAPHE
DE LA
CASSEROLE»

On montre que dans

un graphe aléatoire,
dés qu'apparait le
«coeur» de la casserole
(le carré), on obtient
beaucoup de casseroles
ayant le méme ceeur,
mais des manches
différents.
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quand m < 0,491 a «oui» quand m = 0,51n. Et
ceci alors méme que le nombre d’arétes n'a
varié que de 0,51-0,49 4% 11

0,49

C’estdoncbien une transition de phase, au sens
o1 une infime variation d'un parametre —icile
nombre d’arétes dans le graphe —a des consé-
quences globales impressionnantes.
Lexemple de la percolation présenté ci-dessus
est en fait général : en 1987, le Hongrois Béla
Bollobds et le Britannique Andrew Thoma-
son montrent que, quelle que soit la propriété
recherchée P(apparition d'un triangle, présence
d’'un chemin hamiltonien ou de tout autre sous-
graphe), il y a toujours une transition de phase
a partir d'un certain niveau de m - le nombre
critique d’arétes —, mais possiblement moins
abrupte que dans le cas de la percolation (2).
Nous laissons le soin au lecteur d'imaginer le
cas d'une transition de phase o1 le parametre
variable serait la température terrestre et la pro-
priété cible serait 'habitabilité de notre pla-
nete... Si une transition de phase abrupte a
lieu a la température de 15°C (grosso modo la
température moyenne de la Terre ces dernieres
années), alors une infime variation de celle-ci
pourrait avoir des effets catastrophiques. ..
Dans notre modélisation mathématique, étant
donné notre propriété #, peut-on calculer le
nombre «critique» d’arétes m = m, (n) autour
duquel notre propriété devient trés sensible ?
Dans le travail dont nous venons de parler,
Bollobds et Thomason montrent que I'on peut
prendre m,, (n), tel que la probabilité d’appari-
tion de la propriété P en mettant exactement
m=my (n) soit égale a 1/2 (peu ou prou).

A ce stade, on pourrait se dire que c’est gagné,
puisqu’ainsi il parait théoriquement possible de
trouver my,(n) via cette équation qui fait inter-
venir la probabilité. Hélas, en pratique, ces pro-

babilités sont tres difficiles a calculer. .. En effet,
I'ensemble des graphes possédant la propriété
P écrit généralement comme 'union de nom-
breuxensembles (4, UA,U... UA).Prenonslecas
ol la propriété P est celle d’avoir un triangle,
etimaginons que les sommets de G(n,m) sont
numérotés 1,2,...,n. Alors G(n,m) aun triangle
sietseulementsiles sommets 1,2,3 forment un
triangle dans G(n,m), ou bien les sommets 1,2,4
forment un triangle... etainsi de suite pour tous
les triplets i,j,k de sommets. Méme dans le cas
d’'une union de trois ensembles, calculer la pro-
babilité de A, UA,UA, n'est pas si simple, car il
faut calculer la probabilité de A , ajouter celle de
A, celledeA,, enlever cellede A NA, (caronl’a
comptée deux fois), idem pour A NA, etA,NA,,
mais aussi ajouter celle de A NA,NA, quel'on
a trop soustraite. La formule générale, dite du
crible, est compliquée, et son application est
quelquefois humainement impossible.
Enrevanche, il est facile de voir que la probabi-
lit¢de A UA,... UA, esttoujours plus petite quela
somme des probabilités P(A) +... + P(4,). Cette
inégalité permet de donner une borne infé-
rieure pour m,.(n) : on cherche M, (n) pour que
lasomme dans le membre de droite soit environ
1/2, et on aura alors my,(n) = M, (n).

La borne ci-dessus est parfois appelée la
«méthode du premier moment» ou «méthode
del’espérance». Réexpliquons-ladansle casde
'apparition d'un triangle dans G(n,m) : au lieu
de trouver m = m,,(n) tel que la probabilité que
G(n,m) possede un triangle soit égale a 1/2, on
trouve m=m, (1) tel que lamoyenne (en mathé-
matiques on parle d’espérance) du nombre de
triangles dans G(n,m) soit égale a 1/2.

Dans le cas de 'apparition des triangles, la
méthode de l'espérance donne le bon résultat
et my.(n) est du méme ordre de grandeur que
M, (n). Malheureusement, 'espérance est par-
fois trompeuse. Le cas du Loto est a cet égard
frappant :1a probabilité de gagner est extréme-
ment faible alors que I'espérance du gain est
autour de 1 euro... pour une mise de 2 euros
(laFrancaise des jeuxreste une entreprise a but
lucratif...). Quand on gagne, on gagne donc
beaucoup, mais cela arrive trés rarement...
Dans notre cas, il se pourrait donc que M, (n)
(calculé avec 'espérance) soit un pietre indi-
cateur de my.(n) (calculé avec les probabili-

tés), c'est-a-dire qu'il soit beaucoup plus faible.
C’estd’ailleurs ce qui se passe avec I'apparition
de certaines structures dans le graphe aléatoire,
notammentla «casserole». Ce graphe est consti-
tué de quatre sommets entierement reliés (le
ceeur dela casserole), connectés a un cinquieme
sommet (le manche). Dans un graphe aléatoire,
on peut démontrer qu’au cours de sa construc-
tion, des que le cceur de la casserole apparait,
on obtient en fait beaucoup de casseroles avec
le méme cceur mais des manches différents
(c’est comme gagner au loto, quand on gagne,
on gagne beaucoup!). Et, du coup, le M, (n) pour
la propriété «apparition dela casserole» est tres
petit par rapport au véritable m,, (n).

Pourtant, en 2006, Jeff Kahn et Gil Kalai ont pro-
posé une conjecture audacieuse permettant de
calculer le seuil de maniére assez simple (3). Selon
leur hypothese, le seul écueil est le cas identifié
dans la casserole : il faut appliquer la méthode
del’espérance a toutes les «sous-structures » #
(tousles sous-graphes) de ? et prendre le maxi-
mum des m,, (n) obtenus. Dans le cas de la cas-
serole, ce maximum est donné par |'apparition
du cceur de la casserole. Selon leur conjecture,
le seuil ainsi calculé est proche de m, () (aun
facteur logarithmique pres).

TROP NAIiF, TROP BEAU POUR ETRE VRAI

Voici une autre maniere de présenter la conjec-
ture al’aide de «recouvrements», dans!'esprit de
la preuve qui vient d’étre publiée par Jinyoung
Park et Huy Tuan Pham. Il faut d’abord se rap-
peler qu’en général, 'ensemble des graphes
qui satisfont la propriété ¢ s’écrit naturelle-
mentcomme une uniond’ensemblesA UA,U...
UA, etquelaméthode del'espérance estfondée
sur I'inégalité entre la probabilité de I'union et
la somme des probabilités, qui, en général, est
assez grossiere. La conjecture de Kahn et Kalai dit
qu’on peut en fait faire un autre recouvrement
par des ensembles croissants de graphes B, U....
U B, pourlesquels cette inégalité n'est pas simau-
vaise. Ce nouveau recouvrement est dit «parci-
monieux», ausens ol les ensembles quile com-
posent ne s'intersectent pas trop.

Lorsque cette conjecture (dite du «seuil en
espérance», expectation threshold en anglais)
aétérendue publique, peu de gensy croyaient :

(1) P. Erdos et A. Rényi,
Zastos. Mat,, 10, 47,1969.
(2) B. Bollobas et A. G.
Thomason, Combinatoria, 77,
35,1987.

(3) J. Kahn et G. Kalai,
doi: 10.48550/arXiv.math/
0603218, 2006.

(4) J. Park et H. T. Pham,
doi : 10.48550/arXiv.
math/.2203.17207, 2022.
(5) www.youtube.com/
watch?v=7H2YvxefFro

cela paraissait trop naif, trop beau pour étre
vrai. Ne pourrait-il pas exister des cas beaucoup
plus compliqués ot1 le simple calcul de I'espé-
rance ne donnerait pas du tout le bon seuil ? Les
auteurs de la conjecture eux-mémes la quali-
fiaient d’« osée » et pensaient qu’elle pourrait
étre fausse. Mais la recherche d'un contre-
exemple, en vain, a conforté leur idée.

La conjecture arésisté... Mais les premieres fis-
sures apparurent en 2019, lorsqu’une version
affaiblie de celle-ci fut prouvée. Puis, le 31 mars
dernier fut publié sur le site Arxiv un article de
Jinyoung Park et Huy Tuan Pham prouvant
en toute généralité la conjecture de Kahn et
Kalai (4). Le papier est trés court (six pages), la
preuve a proprement parler n’en occupe que
deux et n'utilise aucune sorte de mathéma-
tiques difficiles - uniquement de la combi-
natoire élémentaire. C’est remarquable. Cela
a permis a beaucoup de personnes de vérifier
sajustesse — un étudiant en licence de mathé-
matiques serait tout a fait capable de suivre la
démonstration ligne a ligne. Reste qu’elle est
tres astucieuse et fait elle-méme appel al’aléa-
toire pour produire des recouvrements parci-
monieux B, U...U B,comme décrits ci-dessus.

Le parcours des deux auteurs de la preuve mérite
d’étre évoqué. Huy Tuan Pham, un brillant étu-
diant vietnamien venu aux Etats-Unis pour
suivre des études de mathématiques, est actuel-
lement en these al'université Stanford sous la
direction de Jacob Fox. Quant a Jinyoung Park,
elle raconte dans une vidéo de I'Institute for
Advanced Study, a Princeton (Ftats-Unis), quelle
n'était pas spécialement douée en maths au col-
lege et qu’elle a décidé de changer sa facon d’étu-
dier en lisant des livres (5). Apres une licence de
professorat de maths, elle enseigne cette matiere
durant sept ans dans un college a Séoul, avant
de suivre son époux qui venait d’obtenir un tra-
vail aux Etats-Unis. C’est 12 qu’elle décide de
reprendre des études de maths et soutient une
these sous la direction de Jeff Kahn (I'un des
auteurs de la conjecture de 2006) a I'université
Rutgers en 2020. Elle est actuellement en poste
al'université Stanford. Elle raconte qu’en these,
elle se trouvait trop lente par rapport a d’autres,
ce a quoi Jeff Kahn aurait répondu : « C'est bien
d'étrerapide, mais c'est plus important d'étre pro-
fond». Et élégant, ajouterai-je ! m
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