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1.1 Hauteur d’un point

Dans toute la suite, on note k£ un corps de nombres (i.e. une extension finie de Q) et
on note [k : Q] son degré. On note Mj, 'ensemble des valeurs absolues sur k. On normalise
la valeur absolue p-adique par: |p|, = p~', et on note d, = [k, : Q,] le degré local, ol k,
désigne le complété de k pour la topologie définie par v.

Définition 1.1.1 Soit z = (x¢ : ... : x,) € P, (k), on définit la hauteur (logarithmique
absolue) de x par:

d
hiz) =Y 7 :’“Q] log max{|To|v,....| T s }-
vEM;

On note facilement que cette définition est indépendante du corps k et du choix d'un

systeme de coordonnées projectives pour le point z. Ceci nous permet d’étendre la définition
a un point x € P,(Q). Par ailleurs, le plongement naturel Q — P;(Q) qui & z associe

(1 : 2) nous permet de définir la hauteur d'un point de Q par: h(z) = h(1 : z).

L’objectif de cette notion de hauteur est de définir une fonction qui, d'une part, mesure la

“complexité” arithmétique du point (de maniere simpliste, % est plus compliqué que 1),

d’autre part vérifie certaines propriétés de finitude. La nature arithmétique de la hauteur

découle de la définition. Le théoreme suivant nous donne la propriété de finitude fonda-

mentale de la hauteur. Ce résultat simple est utilisé dans la majorité des démonstrations

de théoremes de géométrie diophantienne (par exemple, cf. plus loin, les théoremes de

Siegel, Faltings...).
Théoreme 1.1.1. (Northcott) Soit d et h deux réels positifs. L’ensemble :

{2 € P.(Q@)/ [Q(x) : Q] < d, h(z) < h}

est fini. Notamment, l’ensemble des points appartenant a un corps k fizé et de hauteur
bornée, est fini.

Corollaire 1.1.1. (Kronecker) Soit k un corps de nombre, et soit x = (xo : ... : T,) un
point de P, (k) tel que pour un certain i, x; est non nul. Alors:
. Ly Ly
hz) =0 <<= Vje[0n] — € po ou — =0.
€T; ZT;
Le dernier point important concernant la hauteur des points est la positivité: pour tout
point x, h(x) est positif ou nul.

Ces résultats appellent naturellement deux questions:
1. Le théoreme de Kronecker caractérise les points de hauteur nulle, et on sait donc,
siz € Q, que si & ¢ s alors h(z) > 0. Question: comment minorer h(z)? On constate

que pour z = 24, on a h(x) = ‘22

= =52 qui tend vers zéro quand d tend vers +o0o. Ainsi on ne



peut minorer h(x) au mieux que par une fonction de d. Une conjecture de Lehmer (1932)
indique que le cas particulier précédent est essentiellement le pire:

Conjecture 1.1.1. Il existe une constante ¢ > 0 telle que Y € Q, on a:

c

7

Cette conjecture est toujours une question ouverte mais on a quand méme un certain
nombre de réponses partielles. En 1979, Dobrowolski [Dob79] a montré que h(z) >

c log(log d)
d logd

Lehmer est vraie si 'extension Q[z]|/Q est normale.

d=[Qla] : Q] = hiz) >

3
) , et en 1999 Amoroso et David [AD99] ont montré que la conjecture de

2. On peut aussi se demander si on ne pourrait pas généraliser la notion de hauteur
d’un point a celle de hauteur d’une variété (un point étant vu comme une variété de
dimension 0). La réponse a cette question est affirmative et découle de la théorie de
'intersection arithmétique. On retrouve encore (cf. [BGS94]) des résultats de finitude du
méme type que le théoreme de Northcott.

1.2 Approximation diophantienne

1.2.1 Schéma général

Un grand nombre de démonstrations en théorie de la transcendance et de ’approxi-
mation diophantienne suivent le méme schéma: on construit un polynome auxiliaire F
qui s’annule avec un grand ordre en un certain nombre de points approximants, puis on
borne l'ordre d’annulation de F' en ces points afin d’en tirer une contradiction. On peut
illustrer ceci en donnant la démonstration (tres simple) du théoreme de Liouville: “Soit
z € Q de degré d > 2, et soit € > 0, alors il existe seulement un nombre fini de rationnels
£ e Q tels que:

1

2

g - = qd+€'

Démonstration : étape 1: construction du polynome. Dans ce cas précis, le choix évident
est de prendre le polynome F minimal de x, a coefficients dans Z.

Etape 2: le polynome s’annule en certains points approximant %’. On suppose que § est

proche de x et que ¢ est grand, on veut montrer que F (g) = 0. F est de degré d et a

coefficients entiers, donc: F’ (g) = qﬂd pour un entier N. On effectue alors un développement
de Taylor en x et on obtient une estimation du type:

N C(x)

qd — qd-‘re

ou C(x) est une constante dépendant uniquement de z.

C(z)

On en déduit que [N| < =

F(2)=0.

. Or N est entier, donc pour ¢ assez grand N = 0, i.e.,



Etape 3: borne sur l'ordre d’annulation. Le polynome F' est minimal, donc § annule F' a
I’ordre 0.

Etape 4 : contradiction. Si on avait une infinité de rationnels approximants, 1’étape 2
montre que pour ¢ assez grand F' (§) = 0 et I’étape 3 indique au contraire que § n’annule
pas F', d’ou la contradiction. O

Cette version se généralise en le théoreme de Roth, mais on peut remarquer que la méme
démonstration fournit facilement la version suivante du théoreme de Liouville: “soit x de

degré d, il existe une constante C'(x) telle que pour tout rationnel %, on a § —z| > %.”

1.2.2 Lemmes de Siegel

Dans I'exemple précédent 1’'étape 3 est tres facile, mais ceci n’est qu’illusoire: cela
provient du fait que le polynome F' est en une variable. Dans la plupart des cas, c’est
justement cette étape qui est la plus difficile. En général, I'étape 1 est assez facile, et se
montre en utilisant des lemmes du type lemme de Siegel (on trouvera un lemme de Siegel
assez fin, le théoreme de Bombieri-Vaaler, au chapitre 3 de ce mémoire). Ces lemmes sont
essentiellement des généralisations du principe des tiroirs:

Théoréme 1.2.1. (Siegel version 1) Soit A € My, n(Z) et m < n, alors, il existe X € Z™
non nul tel que :

|| X |oe < (n||AHoo)"TM, et AX = 0.

Théoréeme 1.2.2. (Siegel version 2) Soit k un corps de nombres de degré d. Soit m et

n > md deuz entiers positifs, et soit 0 > ni”id réel strictement positif. Soit Ly,..., L,, des

formes linéaires en n variables a coefficients dans k, avec ¥i < m h(L;) < h. Alors, il
existe X € Z™ — {0} tel que Vi <m, L;(X) =0, et h(X) < §(h + logn).

En simplifiant 1égérement, les deux versions affirment ’existence d’une solution entiere x
non triviale (d’un systéme ayant plus d’inconnues que d’équations) vérifiant

d x nombre d’équations

h(z) < h(équations) x :
() £ h(éq ) nombre d’inconnues — d X nombre d’équations

1.2.3 Lemmes de zéros

Une méthode de démonstration de I’étape 3 consiste a utiliser des lemmes de zéros.
On peut classer les lemmes de zéros en deux catégories: d’une part les lemmes initia-
lement dus & Masser-Wiistholz puis généralisés par Philippon (cf. par exemple [Phi86]),
d’autre part le lemme de Dyson, généralisé par Esnault-Viehweg ([EV84]) pour s’appli-
quer a des polynomes en un nombre quelconque de variables. L’énoncé précis du lemme
de Esnault-Viehweg-Dyson est assez technique; on le trouvera avec une démonstration
(suivant Nakamaye) au chapitre 4 de ce mémoire. On donne par contre, des a présent, un
lemme suivant la philosophie de Masser-Wiistholz.
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Soit k un corps de nombres, x € G (k), et soit Ny,..., N, des entiers strictement po-
sitifs. On note P; C [L,N;], j € [Ln] et 37, = {aPP" [ (pj,....pn) € Pj X .. X Py}, et
> ni1 = 17}. On a alors

Lemme 1.2.1. (Lemme de zéros) Soit F' € Q[X;,...,X,] un polynéme non identiquement
nul de degré inférieur a L et s’annulant sur ). Il existe un entier r € [1,n] et une sous
variété algébrique V propre et Q-irréductible de G}, (Q), rencontrant ) ., et telle que:

codim(V') <r et deg < U [p}V) < (Ny...N,.L)e®m(v).

pEPr

1.2.4 Applications du schéma de démonstration

Le schéma de démonstration que I'on vient d’esquisser a été extréemement fructueux,
on donne ici quelques applications. Dans toutes ces applications la hauteur intervient
essentiellement de la maniere suivante : en utilisant le théoreme de Northcott, on montre
qu'un ensemble de points est fini en montrant que cet ensemble est de hauteur bornée.

Théoréme 1.2.3. (Théoréme de Roth) Soit € > 0 et soit x € Q. Alors, I’équation

n’a qu’un nombre fini de solutions § € Q.

On peut trouver une preuve de ce théoreme suivant le schéma de démonstration indiqué
précédemment dans [EV84]: la preuve du théoreme de Roth utilise toute la puissance du
lemme de Esnault-Viehweg (et pas simplement la version a 2 variables due a Dyson et
qui ne permet d’obtenir qu'un exposant /2[Q(x) : Q] + € au lieu du 2 + € obtenu ici).
Notons que dans le cas d’'un nombre quadratique, on retrouve le théoreme de Liouville.

On donne maintenant un cas particulier d’'un théoreme de Siegel concernant les courbes
affines. On note Rg I’anneau des S-entiers de k un corps de nombres, avec S un ensemble
fini de places, c’est-a-dire:

Rs={z ek /|zx], <1Vve M,v¢S}.

Théoréme 1.2.4. (Théoréme de Siegel) Soit S un ensemble fini de places d’un corps de
nombres k contenant les places a Uinfini. Soit f € k[X]| un polynéme a racines simples
et de degré supérieur a 3. Alors 'équation y*> = f(x) n'a qu’un nombre fini de solutions
dans Rg.

Théoréme 1.2.5. (Conjecture de Mordell: théoréme de Faltings) Soit C' une courbe
projective au-dessus d’un corps de nombre k, de genre g > 2, alors C(k) est fini.

8



Avant d’énoncer le théoreme suivant, qui est une généralisation en dimension supérieure
du théoreme de Dobrowolski concernant le probleme de Lehmer, on définit [’indice d’obs-
truction §(x) d'un point z € G7(Q) comme étant le degré dun polynome de degré
minimal annulant z.

Théoréme 1.2.6. (Amoroso-David) Pour tout entier n > 1, il existe un nombre réel
c(n) > 0, tel que pour tout élément x € G} (Q), dont les coordonnées sont multiplicative-
ment indépendantes, on ait

n)
()
La démonstration de ce théoreme, que I'on trouve dans [AD99], utilise le lemme de Philip-

pon avec multiplications. On obtient en corollaire de ce résultat une réponse affirmative
a la conjecture de Lehmer dans le cas ou 'extension Q[z]/Q est normale.

~—~

C

h(xz) > log(36(z)) "™ avec k(n) = (n+ 1)(n + 1!" —n.

(=%

1.3 Hauteur sur les variétés

1.3.1 Theéorie de l'intersection arithmétique

Soit k un corps de nombres de degré [k : Q], Oy son anneau d’entiers et S = Spec(Oy) le
schéma affine associé. On rappelle que, par définition, ’ensemble sous-jacent a Spec (A) (A
un anneau) est 'ensemble des idéaux premiers de A. De plus, on dit que X est un schéma
si il est localement de la forme Spec A. Pour tout plongement ¢ : k — C et pour tout
k-schéma ou S-schéma, on note X, le C-schéma déduit de X par le changement de base
0. On constate que X (C), comme schéma sur Z, s’identifie avec I'union disjointe des X,.
Dans ce qui suit, on appellera variété arithmétique, projective, réguliere, tout schéma X
régulier, plat et projectif sur S, et dont la fibre générique X x g K est réguliere. Moralement
(en regardant la variété comme étant au-dessus de Z), on considere un systeme d’équations
polynomiales homogenes a coefficients dans Z

fl(xo,...,ZL‘N> =...= fk({L‘o,...,ZL’N) =0.

Ce systeme définit le schéma projectif X = Proj(5), ou S est le quotient (sans torsion
du fait des hypotheses) de Z[ Xy, ..., Xy| par I'idéal engendré par fi,..., fr. Les points
de X sont les idéaux homogenes premiers de S non contenus dans l'idéal irrelevant. La
projection m : X — Spec(Z) est définie par P — P N Z. Les fibres de m sont les
7Y pZ) = X/p = Proj(S/pS) pour p premier, et 771((0)) = Xq = Proj(S ® Q). La
variété X est réguliere et plate, donc X/p est une variété lisse sur F,,, pour tout p sauf un
nombre fini ou la variété n’est méme pas forcément réduite.

On va esquisser la construction de la hauteur d’une variété arithmétique projective
réguliere selon Bost-Gillet-Soulé [BGS94], généralisant ainsi la notion de hauteur d’un
point. On va notamment voir que 1’on retrouve la fondamentale propriété de finitude, des



résultats de positivité, et une analogie importante avec la notion de degré géométrique.
La construction se fait en plusieurs étapes. On commence par définir un groupe de Chow
arithmétique CH (X). Sans trop entrer dans les détails, disons qu'un élément z de
C/'FIP(X ) est une classe (Z,g) ou Z est une classe de cycle de codimension p apparte-
nant au groupe de Chow C'HP(X) et ou g est une classe de courant de Green pour Z(C).
Un courant de Green g pour un cycle analytique Z de codimension p étant par définition
une forme différentielle réelle de type (p— 1, p— 1) a coefficients des distributions, tel que
si . est I'involution antiholomorphe provenant de la conjugaison complexe, si d = 0+ 0
et d° = 1-(9 — 9), et si 6z est le courant d’intégration sur Z, on a

FZ(g9) = (—1)Pg et dd°g+ 6z est une forme différentielle lisse de type (p,p),

ol on injecte 'espace des formes différentielles dans celui des courants par

ol [nnal

Tout morphisme f : X — Y de variété arithmétique réguliere induit un morphisme
contravariant de groupe

o C/'EP(Y) - C/’EP(X) défini “formellement” par f*[(Z,9)] = [(f*Z,f&q)].

Quand X et Y sont de plus équidimensionnelles, que f est propre et que sa restriction a
X = X X Spec(k) est lisse, alors on peut aussi définir un morphisme image directe

s CH'(X) = CH" (V) par LI(Z.g)] = [(J.Z.fc.)),

ou § = dimX — dimY. Au niveau des groupes de Chow CH*(X), ces deux morphismes
sont définis rigoureusement dans les rappels de théorie de 'intersection au chapitre 4 de
ce mémoire. Dans ce méme chapitre, on définit un produit d’intersection X - Y pour des
classes de cycles X et Y de codimension 1. Ce produit d’intersection s’étend en un produit
d’intersection X -Y pour des classes de cycles X et Y de codimensions quelconques. Dans
le cas de schémas de type fini au-dessus d’un corps on trouve une construction dans
[Ful98]. Dans le cas d'un schéma noethérien et régulier, on trouve une construction, a
valeur dans le groupe de Chow tensorisé par Q, dans [SABK92]. On définit ensuite un
star-produit pour des courants de Green g; *g. Cela nous permet de construire un produit
d’intersection arithmétique :

CH'(X)® CH'(X)— CH (X)® Q.

On retrouve alors toutes les propriétés classiques, comme, la formule de la projection:
sous de bonnes hypotheses (par exemple si f est propre et plat), on a

10



Soit L un fibré en droites hermitien sur une variété arithmétique X, ¢’est-a-dire un couple
(L, h) ou L est un O x-module localement libre de rang 1, et h un produit scalaire hermitien
de classe C'™ sur le fibré holomorphe Lc, invariant par F.,. On définit la premiere classe
de Chern de L, ¢,(L) comme étant la classe de (div(s), — log||s||?) pour toute section s
de H°(X,L) de norme ||s|| sur X(C). On définit de plus la forme c¢;(L) comme étant la

forme lisse associée au courant défini par ¢;(L).

1.3.2 Degré et hauteur

Dans le cas X = S = Spec(Oy) les groupes C/'EP(X) s’annulent pour tout p > 1. On
note par

deg; : C/'E*(S) — Z la projection sur C/';IO(X) ~ CH°(X) ~Z et par

deg : CH (X) — R,

—_— —1
le degré arithmétique deg défini comme étant la projection sur CH (5) suivie du mor-
1 1

phisme CH (S) — CH (Spec(Z)) (attaché a l'unique morphisme de S sur Spec(Z)
qui, a un idéal premier P de Oy, associe sa restriction a Z), et suivi de I'isomorphisme
1

C'H (Spec(Z)) ~ R qui, a la classe (0,2)), associe le réel \.

En récitant les définitions de tous les objets, on voit qu'un élément de Z'(S) est un

couple (>, np,A) ot P est un élément de S, np un entier presque toujours nul, et A une
application qui, a un plongement o, associe un réel A(o) tel que A(o) = A(@). On montre

alors que
—_— 1
de np,A | = np log(NP) + = Ao),
g(;p>;v>g()22()

o : k—C

o NP est la norme de P. .
Par ailleurs, comme le produit de deux éléments de CH (.S) s’annule (car il appartient

—2 ——
a CH (5) = 0), la structure multiplicative de CH (S) est simplement donnée par sa

——0
structure de Z = C'H (S)-module. En particulier, on a

degy (zy) = degy,(x)degy(y), et deg(zy) = deg(z)deg, (y) + deg, (x)deg(y).

On définit maintenant I’accouplement C/'?I*(X) X Z(X) — C/']TI*(Spec(Ok)) ® Q. Pour
cela, on suppose que X est une variété arithmétique, réguliere, projective et équidimen-
sionnelle, de dimension d. Soit p et ¢ deux entiers positifs, soit Y € Z,(X) un cycle de

dimension p et soit x € CH q(X ) une classe de cycle arithmétique de codimension g. On
et

va définir, en suivant [BGS94|, un élément (x|Y’) € 5[\{;,,_(](5) ®@Q=CH (9)®Q:
Quand p est différent de ¢ et de ¢ + 1, on pose (z]Y") = 0.

11



1

Quand p = ¢, on pose (z|Y) = m.[(Z - Y,gdy)] = [(7.(Z - Y),m(gy))] € CH (5) ®Q,
ou (Z,g) est un représentant “convenable” de x.

Quand p = ¢+1, on note z(x) la projection de = dans le groupe de Chow C'H* (X), et on
note z(Y) la classe de Y. On pose alors (z]Y) = m,.(2(2)-2(Y)) € CH(S) = (S) Z.

On peut maintenant définir la hauteur d’une variété X arithmétique, projective,
réguliere, et plus généralement la hauteur d’un cycle d’une telle variété. Soit X une telle
variété, et soit L = (L,h) un fibré en droite hermitien sur X. Pour tout cycle Z € Z,(X)
de dimension p, on définit la hauteur de Z relativement a L comme étant le réel

hi(Z) = deg (&(L)|Z) € R.

On a en particulier o
hi(X) = deg(ci(L)").

Un point important est de noter que cette hauteur est définie par analogie au degré
degr, (Z) = i (c1(Le)P [ Z1]) = degy, (61(L)P 1| Z) € Z.

Donnons quelques exemples pour illustrer cette notion. Tout d’abord, on peut montrer
que si Z est le cycle attaché & un point rationnel P € P"(k), et si on considere le fibré
trivial L = m, alors on retrouve la hauteur classique, munie de la norme L? & l'infini
(au lieu de la norme infinie dans la définition donnée précédemment). Par ailleurs, on

montre par récurrence que
oty ZZ r

p 1 j= 1
Si P € Z[Xy, ..., Xn| est un polynéme homogene de degré d non nul, et si Y est le cycle
défini dans P% par {P = 0}, alors, en notant wrg la forme de Fubini-Study, on montre
que

ZZ /PN |P(20, .-, ZN)’w?S.

pljl 10’1"

Avant de passer aux propriétés importantes vérifiées par cette hauteur, on peut si-
gnaler qu’il existe une construction plus “élémentaire” de la hauteur des variétés, au
moins dans le cas de sous-variétés (au sens k-schéma integre de type fini) de P}. Cette
construction, due a Philippon, est basée sur la notion de forme de Chow: si V' est une
sous-variété de dimension r d’un espace projectif, on construit dans un espace projec-
tif dual une hypersurface constituée par les r-uplets d’hyperplans intersectant V. Dans
I'espace projectif dual, cette hypersurface est définie par une équation F: la forme de
Chow. En prenant la hauteur de cette forme (i.e. la hauteurs des coefficients de F') avec
une normalisation convenable a I'infini (cf. [Phi95]), on retombe sur la hauteur gy (V)
définie précédemment. Un des inconvénients est qu’on pert ainsi ’analogie avec le degré.
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1.3.3 Propriétés fondamentales

On indique tout d’abord une propriété de finitude, équivalent du théoreme Northcott
en dimension supérieure.

Théoreme 1.3.1. Soit L un fibré en droites hermitien sur une variété arithmétique
projective X . Si L est ample sur X, alors, pour tout réel A > 0, [’ensemble

{Z € Z,(X) Z est effectif, deg, (Z) < A, hi(Z) < A}
est fini.

La seconde propriété fondamentale, est une propriété de positivité. On indique ici un
résultat de [BGS94| généralisant un énoncé de Faltings.

Théoréme 1.3.2. Soit S = Spec Oy, et Z € Z,(PY) un cycle effectif, on a:

N oy
[k : Qldeg,(Z ZZ; 0.

=1 j=1

[\')IH

hom(2) 2

Par ailleurs, de méme que 'on a une formule “a la Hilbert-Samuel” pour le degré, on
peut aussi montrer une telle formule pour la hauteur d’une variété integre (i.e. irréductible
et réduite). Plus précisément, soit L un fibré en droite hermitien sur une variété arithmé-
tique projective X, et soit Z un sous-schéma integre de dimension p de X, plat sur S.
Quand L; est ample, on a la formule

dim, H*(Zy,,L}) = degy, (Zy) + O(nP~?).

(p—1)!
Soit H°(Z,L™) I'ensemble des sections de L™ sur Z. On le munit de la norme sup || ||, des

sections de L" sur X (C). Soit Vi le covolume de H°(Z,L") dans H°(Z,1") ®z R pour la

mesure de Haar qui donne le volume 1 a la boule unité, et posons deg(H Z,L™); || |loo) =

—log(V4). On rappelle enfin qu’'une forme lisse ) de type (p,p) sur une variété complexe
X est dite positive si pour tout polydisque D? de C? et pour toute application holomorphe
¢ : DP — X la forme volume ¢*n sur DP est positive. On a alors le théoreme

Théoréme 1.3.3. (Gillet-Soulé) Supposons que L est ample et que la forme ci(L) est
positive, alors,

p
deg (H(Z,L™); || J]oo) = hL(Z)% + 0P ogn).

Enfin notons pour poursuivre ’analogie entre hauteur et degré, que ’on retrouve dans
la théorie des hauteurs un théoreme de Bézout arithmétique.
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Théoréme 1.3.4. Soit X € Z,(PY) et Y € Z,(PY) deux cycles effectifs tels que p + q >
N +1 et tels que X etY s’intersectent proprement sur PY. On a

hom(X-Y) _ ho(X) | hg(Y)

degy,(X)deg,(Y) = degi(X)  degy(Y)

+ [k Qle(N,p,q),

ot ¢(N,p,q) est une constante ne dépendant que de N, p et q.

1.3.4 Applications

On indique quelques illustrations de la théorie des hauteurs sur les variétés. On
doit (avant que Bombieri n’en fournisse une preuve “élémentaire”) a P. Vojta une nou-
velle preuve du théoreme de Faltings, utilisant cette théorie des hauteurs en dimension
supérieure, et plus dans la philosophie des preuves d’approximations diophantiennes. Par
ailleurs, apres avoir a nouveau généralisé la théorie de I'intersection arithmétique, on doit
a Ullmo et a Zhang une preuve de la conjecture de Bogomolov dans le cas des variétés
abéliennes (i.e. variétés projectives lisses munies d’une structure de groupe algébrique).
Rappelons qu'une sous-variété X d’une variété abélienne A est dite de torsion s’il existe
un point de torsion x et une sous-variété abélienne B tels que X = x + B.

Théoréeme 1.3.5. (Conjecture de Bogomolov) Soit A une variété abélienne. Soit X une
sous-variété de A, qui n’est pas de torsion. Il existe un réel € strictement positif tel que
[’ensemble

{r e X(@Q) / h(z)<e}

n’est pas Zariski dense.

Enfin on peut donner une version “absolue” du lemme de Siegel (absolue au sens ot le
systeme d’équations n’est plus a coefficients dans un corps de nombre k, mais a coefficients
dans la cloture algébrique Q de Q). Dans ’énoncé suivant, on note hy»(x) la hauteur d’un
point z muni de la norme L? & l'infini (au lieu de la norme infinie).

Théoréme 1.3.6. (Lemme de Siegel absolu) Soit V un sous Q-espace vectoriel de @nH
de dimension d, et soit € un réel strictement positif. Alors, il existe y € V — {0} tel que

1
h(V)+ =logd +e.

hea(y) < 5

1
d
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2.1 Introduction

Une technique de base en théorie de la transcendance et en approximation diophan-
tienne consiste a construire un polynome auxiliaire ayant un certain nombre de propriétés
agréables (souvent un grand ordre d’annulation en certains points, contredisant ainsi une
borne superieure obtenue autrement (lemme de Dyson par exemple)). Ceci s’applique par
exemple pour les théoremes de Liouville, Roth ainsi que la seconde inégalité de Dobro-
wolski. Dans quelques cas particuliers on est capable d’expliciter le polynome, mais ceci
n’est pas vrai en général et on est conduit a chercher des méthodes indirectes. L’idée
de Thue (1909) est la suivante: On exprime les coefficients du polynéme comme des in-
connues, et on est conduit a résoudre en entiers relatifs un ensemble de M équations en
N > M inconnues. En utilisant le lemme des tiroirs, Thue en déduit I'existence d'une
"petite” solution non nulle. Siegel (1929) a mis ceci en forme de principe et il a prouvé
que:

Théoreme 2.1.1. Si N > M et si il existe B > 0 tel que les (amn) € Z, non tous

N
nuls, sont bornés par B, alors le systéeme Yi € [1,M] > a;;x; = 0 admet une solution
j=1

(x1,...,xx) € ZN non triviale et dont tous les termes sont bornés par (1 + NB)ﬁ.
Depuis, tous les résultats de ce type sont référencés comme ”lemme de Siegel”. Le théoreme
de Bombieri-Vaaler qu’on présente est de ce type.

Théoréme 2.1.2. Si N > M et si les (amn) € Z, alors le systeme, ot A = (amn),

N
Vi € [1,M] Zaija:j =0, que l'on suppose constitué de M équations indépendantes,
j=1
admet une solution (z1,...,xn5) € ZN non triviale telle que :

max_|z,| < (D_I\/ |alet(AtA)|)W ou D = pged(Apy | Ay € {mineurs M xM de A}).

1<n<N
En fait on va démontrer un résultat plus fort :

Théoréme 2.1.3. Avec les notations et hypothéses du th précédent, il existe N — M
solutions X; = (xy,...,xN), avec | € [1,N — M|, entiéres indépendantes, telles que :
N-M

max |z < D7/ |det(AtA).

=1
On peut généraliser le probleme en prenant: k£ un corps de nombre, K/k une extension
algébrique finie de degré r, a,,, € Zx anneau des entiers de K et les x; cherchés dans Zj.

2.2 Hauteurs, mesures quelques rappels

On fixe ici les notations que 'on conservera jusqu’au bout :

16



2.2.1 Hauteurs

Soit k un corps de nombre, on note k, la complétion de k selon v. On note d = [k : Q]
et d, = [k, : Q,] le degré local. On normalise les valeurs absolues |[.|, suivant :

dy

(i) siwv/palors |p|l, =p 7.
(ii) siv/ooetsiax €k, alors |z|, := |x|dTU

Attention, ces normalisations sont différentes de celles du cours.

Avec nos normalisations, on a la formule du produit: Vz € k* []|z], = 1.

v
d

Notons qu’une autre normalisation est aussi intéressante: ||z||, = |z|& .
Soit x € kN, x = (x1,...,xx), on pose: |X|, := max |z,|,. La hauteur de x est h(x) =

1<n<N
[TIx]o-

Soit X = (Zymn) € Mun(k) et rgX =M < N. Si J C [1,N] est tel que §.J = M, on pose
XJ - (xmn>n€J~

Définition 2.2.1 pour toute place de k on définit la hauteur locale en v, H,(X) par:
1

(i) siv/oo H,(X) :=|det XX*|2 ou X* est la transconjuguée de X.

(ii) sinon H,(X) := g?gﬂaﬂdet XJlo-

Remarque: si v/oo on a aussi H,(X) = ( > ||det XJ||Z)%
§J=M
Définition 2.2.2 En formant le produit des hauteurs locales on obtient la hauteur globale.

On a facilement les deux propositions:

Proposition 2.2.1. H est stable par extension de corps, et pour tout C € GLy(k),
H(CX)=H(X).
Proposition 2.2.2.

Sit X = < §1 ) X; € My «n(k) avec Mi+Msy = M, alors : pour toute place v on a :
2

H,(X) < Hy(X1)H,(Xa).

Enfin on étend tout ceci aux X de rang N < M en opérant sur la transposée.

2.2.2 Module d’un corps localement compact

Définition 2.2.3 Soit G un groupe localement compact, A € Aut(G), et a une mesure de
Haar sur GG. La mesure « est unique a une constante multiplicative pres, donc A transforme
a en ca, ¢ € R}, La constante ¢, indépendante de « est appelée module de A\ et notée
modg(A).

Proposition 2.2.3. Pour tout X ensemble mesurable, on a a(A(X)) = modg(N)a(X).
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Proposition 2.2.4. Soit k corps localement compact, et soit A € GLy(k), on a:
modyn (A) = mody(det A).

Démonstration : Toute matrice A € GLy(k) est un produit d’éléments de I'un des trois
types suivant :

matrice de permutation (2.1)
(1,...,xn) — (az1,...,2,) a € K
n
(1, ...,xn) — (1 + Z @iy Toy .o Ty) - (2.3)
i=2
Et on conclut facilement dans chacun de ces trois cas. d

Théoreme 2.2.1. Soit v une place finie et K/Q, une extension de degré d,, alors,

modgx = ||z||%.

2.2.3 Mesure de Haar et Adéles

On note Oy, I'anneau des entiers de k et si v est une place finie de k on note O, I'anneau
compact maximal de k,, i.e, O, = {z € k, / |z|, < 1}. On note k4 'anneau des adeles
de k. Le groupe k4 additif est localement compact, on peut donc lui associer une mesure
de Haar notée A ou dx: on prend A, ou dx, la mesure de Haar sur k, normalisée par:

(i) siv/p M\(O,) = |Dv]§, ou D, est la différente de k en v.

(ii) si v/o0 et k, =R, A, est la mesure de Lebesgue sur R.

(iii) si v/oc0 et k, = C, A, est la mesure de Lebesgue sur C multipliée par 2.

Enfin A =[]\, est la mesure de Haar voulue sur k4. Plus précisément A détermine (par

v
définition de k4) une mesure sur tous les sous groupes ouverts [[ k, x [[ O, ot P est un
veEP vg¢P
ensemble fini de places, contenant toutes les places a l'infini. La mesure de Haar est alors

celle qui coincide avec A sur cette famille de sous groupes).
On considere k£ comme sous groupe discret de k4 par le plongement diagonal et on note
¢ : ka — ka/k la surjection canonique sur le groupe compact k4/k. La mesure de
Haar induite sur k4/k par ¢ est encore notée A et de par le choix des normalisations on
a:

Mka/k) =1

Soit G = Gy X ... x G, produit tel que Vi < L, G; € {k4; ka/k}. La mesure de Haar A
sur chaque facteur détermine une unique mesure produit sur G, que I’on note Vi ou V' si
il n’y a pas de confusion possible. (Remarquons que V' est clairement une mesure de Haar
sur G). Soit G un groupe de la forme précédente et supposons que G; = k4, on définit
alors:

o G— @(G)
(91,---.90) — (91,---0(q1)s - - ,91)
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l
SiVi <1 G| = ku, on pose ®;, = [[¢; le morphisme composé.
i=1

Proposition 2.2.5. Si ¢ = p; ou ¢ = &, et si X C G est mesurable tel que ¢|x est
injectif, alors V(X) = V(o(X)).

Démonstration : Par le théoreme de Fubini et par définition de ¢, il suffit de vérifier
I'énoncé dans le cas de ¢ :  (ka,A) —  (ka/k,u) Or par définition, on a pour X
mesurable, (YY) = M 1(Y)). Donc si X est tel que ¢ restreint & X est injective, alors
on a u(Y) = pu(e(X)) = A(X). Ceci conclut la preuve. O
Définition 2.2.4 Soit z = (z,) € k4 et @ € R. On définit la multiplication par « par:

Yy = ar,  Siv/00,

aﬂftzy:(yu)élmoﬁ{ .
Yo = Ty sinon.

Si L > 0, on étend ceci & kL composante par composante.
Proposition 2.2.6. Si X C k4 alors aX C kG et on a: V(aX) = |a|"V(X).

Démonstration : V' est une mesure produit donc il suffit clairement de le voir pour L = 1.
Or le nombre de v/oco est justement d, d’ou le résultat. a

2.3 Théoreme de Minkowski adélique

Dans toute la suite, L désigne un entier strictement positif fixé. On pose E = kL', E, = k-
et B4 = k4.

Pour toute place v de k, soit M, un k, réseau de F,, i.e un sous O,-module de E, compact
et ouvert. On suppose de plus que M, = OF pour presque toute place. Pour toute place
v/oo de k soit S, un ouvert non vide, symétrique, borné et convexe de E,. On pose:

S:HSUXHMv.

v]oo

OnasS C ﬂi: kL et S est clairement un voisinage de 0, dont 'adhérence est compacte.
(En effet [T A; C [ A; et tous les M, sont compacts ainsi que les S,. Donc S est fermé
dans un compact donc compact). Par ailleurs, k est discret dans k%, donc E est dans
FL =K%, et on en déduit que S N E est fini. Pour tout entier [ € [1,L], on pose:

A =inf{\>0 /(AS) N E contient [ vecteurs linéairement indépendants}.
On a bien sur 0 < A\; < ... < Ay < o00. De plus (cf Weil), I'ensemble
M= (\(EnM,)

V-0
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est un k réseau, i.e un O module de E contenant une base de E sur k. Si on écrit
E. = [] kL alors M peut étre vu comme la projection de

v/00
(B x | [M)(E

sur le premier facteur (on a ici tout plongé dans E4 bien sur). Ainsi (car E est un sous
groupe discret de Ey4), on voit M comme un sous groupe discret de F.,. Chaque S, est
ouvert donc M N [] (AS,) contient L vecteurs linéairement indépendant pour A assez

v/00
grand, et comme S, est borné, le méme ensemble, est {0} pour A assez petit non nul.
Ainsi les \; satisfont 0 < A\; < ... < A\p < 00. On peut en effet les définir par:

N=inf{A>0/Mn H()‘S”> contient | vecteurs linéairement indépendant}.

v/o0
On peut maintenant énoncer le (second) théoreme de Minkowski:
L
Théoréme 2.3.1. Les \; définis précédemment vérifient : ([[N)?V (S) < 24F.
I=1

Pour prouver ce théoreme nous aurons besoin de la

Proposition 2.3.1. Soit | > 1 et soit (p1, ... ) vérifiant 0 < py < ... < pp < 0o, et
tels que: si et y sont deux vecteurs de S tels que x-ye E, alors Vn € [ L)z = yn.

L
Sous ces hypothéses, on a ([Jm)?V(S) > 1
=1

Démonstration : La démonstration de cette proposition ce fait en trois étapes:
premiere étape: Si 7 € E 4 est de la méme forme que S et si u > 1, alors

Vi€ [LL] V(®(uT)) = p" IV (2(T)).

Supposons d’abord [ = L et soit ye€ 7. Comme 0 € 7 —y, on a (par convexité des T,
pour v/oo et par notre définition de la multiplication par un réel):

wT—-y)>T —y.

Donc on a
Oi(u(7) — ply)) > 2T —y),
d’ou en passant a la mesure V' invariante par translation :

V(®i(u(T)) 2 V(2i(T)),

ce qui conclut le cas [ = L.
Supposons maintenant que [ € [1,L — 1], on identifie 4 = k% avec k!; x k:j_l. Pour un
vecteur y€ kfl_l on définit

T(y)={x€kly/ (xy) €T}
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Il s’ensuit que:
(T (y)) = {x € Ky / (xy) € ®(T)}.

Si on remplace 7 par u7, alors:

V(®,(Ty)) = / / AV (x)dV (y), i.c :

yekh ! x€(ka/k)E
(x,y) €2 ((1T))

V(®(T)) = / V(®(uT)(y))dV (y).
yekj_l

On fait le changement de variable y — py dans la derniere intégrale de sorte que:
V@GD) =p 0 [ V@)V )
yeki*l

par ailleurs on constate facilement que (47 )(uy) = (7 (y)). De plus, comme p > 1 on a
(la preuve a déja été faite):

V(®i((T(¥)))) = V(T (¥)))-

On en déduit finalement :

V@T) = w0 [ V@(T(3)dV (), done
yeki*l
V(®y(pT)) > p" "V (9T).
Ceci complete la preuve de I'étape 1.

Mi+1
122

Pout tout [ € [1,L — 1], on applique la premiere étape a 'ensemble 7 = ;S avec p =
on trouve que
i _
V(@(un8) 2 (55" (@),
!

étape 2: Montrons que I'application @41 @ ®(418) — (ka/k)™! x k5771 est injective.
Soient x et y deux points distincts de ®;(p;418), il existe x” et y’ deux points distincts de
1S tels que @;(x’) = x et O;(y’) = y. Supposons par I'absurde que ¢;41(X) = ©11(y),
ceci implique que

et que
D1 (x7) = Qi (y).
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Mais cette derniere égalité montre que x’-y’ € E et donc, par hypotheses sur les 1, on a

Vnell+1,L] =, =y..

n —

Or @, est l'identité sur la (I + 1) coordonnée donc z;,1 = y;11 donc x=y ce qui est
absurde. Ceci conclut la seconde étape.

étape 3: conclusion :
V' est une mesure de Haar, donc I’étape 2 nous dit que

V(@1(pu118)) = VI(®ri1 (p185)).

En combinant ceci avec l'inégalité précédant 1'étape 2 et en prenant le produit pour [
décrivant [1,L — 1], on en déduit :

L-1

V(@ (1S)) > <’%>d@-l>v<<b1<ms>>.

Pour conclure il nous reste a noter deux choses:

Tout d’abord V(@1 (1u.S)) < V((ka/k)*) = 1 par choix des normalisations.

Ensuite ®; = ¢ est clairement injective sur 1S donc (cf rappels sur les mesures de
Haar) on a: V(®1(1118)) = V(11 S) = (111)%*V(S). En combinant ces deux remarques on
conclut la démonstration du théoreme. O

On peut maintenant passer a la preuve du théoreme de Minkowski.
Démonstration : Pour chaque \; on associe un vecteur u; de E, de telle sorte que les
uy,...,uz sont linéairement indépendant sur & et tels que VI € [1,L] et YA > X\;, on a

{111, Ce ,L'IL} C ()\S) NE.

Soit alors U = (uy,...,ur) la matrice L x L de vecteurs colonnes les u;. L’application
x +— Ux ainsi définie est un automorphisme de E 4, et comme det(U) est dans k, son
module est 1. De plus les U'S,, v | oo, et UM, sinon ont clairement les mémes
propriétés que respectivement S, et M,. On peut donc prendre les vecteurs de la base
canonique comme vecteurs associés a U~'S. Enfin comme S et U~1S ont méme mesure
de Haar, on peut aussi supposer que u; = e;.

On applique maintenant la proposition précédente avec S et p; = %)\z pour tout [ dans
[1,L]. 11 sufit, pour voir si la proposition précédente s’applique, de considérer le cas | = 1
et les valeurs [ telles que \;_; < A;. Soit donc x et y deux points distincts de ;S tels
que x-y € E. Comme chaque S, est convexe et symétrique pour v | oo, on a x-y €
2iS = NS. Or S est ouvert et par hypotheses, \;_1 < A, dong, il existe § > 0 tel que
e,...,-1,x-y € (A —9)S. Donc ces vecteurs ne peuvent étre linéairement indépendant
sur k, par définition de A;. Or les e; étant trivialement indépendant, on en déduit :

-1
Vie[l,l-1] 3o €k x-y = Zajej.

J=1
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En particulier, x,, = ¥, pour tout n € [[,L]. On peut donc appliquer la proposition
précédente, et on obtient :

L
H,LL?VS <1.
i=1

Coomme p; = % ceci conclut la démonstration. O

2.4 Le cube slicing

Soit N un entier positif. Pour toutes place v de k, soit C, le cube v-adique dans k%
défini par:

1
_ N s .
C,={x€k) / max l1Znllo < 2} si v est réel, (2.4)
1
_ N I
C,={xek,) / ax, l|1Znllo < \/ﬁ} si v est complexe, (2.5)
C,={x€ek) / 12%)}:VH;UTL||v <1} sinon. (2.6)

En fait, on choisit la normalisation de telle sorte que C,, est de volume 1 quand v | oo. Par
ailleurs il est & peu prés immédiat que C' = [[C, est un ouvert de k%Y, dont la fermeture est

compacte. Considérons Y € My (k) de rang L < N. Si I C [1,N] est tel que #I = L,
on écrit Y = (yu), n € I et | € [1,L] la matrice carrée correspondante. Rappel :

dy
Hy(X) = H@%uet Xylo x TTCY [Idet X)[2) 2.

v]joo #J=M

On pose aussi S = H{x € kk/ Yx € C,}. Y est injective, c’est donc une ”tranche”

v

L-dimensionnelle du cube unité.

2.4.1 Le théoréme de Vaaler

Définition 2.4.1 Une application f : R™ — [0, 4+ oo est dite log-concave si:
Vo, 290 € R VA €]0,1[ona  f(Azy + (1 — N)wg) > f(a) f(ze) ™.
Définition 2.4.2 Une mesure de probabilité v sur (R",B(R")) est dite log-concave si

YU,, Uy ouvert convexe de R™ VYA €]0,1[ on a  v(AU; + (1 — A\)Uy) > v(Up) v(Uy) ™.
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Lemme 2.4.1. Soit v une mesure de probabilité log-concave telle que Supp(v) engendre
un sous espace vectoriel P, de dimension r. Alors il existe une fonction f log-concave
définie sur P, telle que dv = fdu,, ou p, est la mesure de Lebesque r dimensionnelle.
Réciproquement, une telle mesure fdu, est log-concave.

Démonstration : On va admettre ce lemme, tout comme le suivant. Le résultat est plau-
sible. O
Définition 2.4.3 Soit 17 et vy deux mesures de probabilités sur R™. On dit que vy est
plus pointue (peaked en anglais) que v si:

VU fermé convexe symétrique de R™ vy (U) < 1p(U).

Définition 2.4.4 Soit f; et fo deux densités de probabilités sur R”. On dit que fy est
plus pointue que f; si les mesures associées le sont.

Lemme 2.4.2. Si vy, 1o, A\ et Ay sont des mesures de probabilités log-concaves telles que
Ai est plus pointue que v;, i € {1,2}, alors Ay X Ay est plus pointue que vy X vs.

Lemme 2.4.3. Soitny,...,ny € N tels que > n; = N et Qn = [ Sn, dans RY, o1 S, est
la boule unité euclidienne de R™. Alors, 1¢, () est plus pointue que la densité gaussienne
exp(—n|z|?) sur RY.

Démonstration : On ne va faire la preuve de ce lemme que dans le cas qui nous interesse
(cf corollaire du th de Vaaler un peu plus loin), c’est a dire quand Vi n; = 1. Dans le cas
général c’est la méme méthode avec plus de calcul.

On a affaire a des mesures produit, donc le lemme 2 nous indique qu’il suffit de montrer
le résultat en dimension 1, i.e voir que A\; = 1[_%7%] est plus pointue que la densité

Ay = exp(—mz?) sur R. Soit donc U un fermé convexe symétrique, i.e U = [—a,a] a > 0.
AM(U) = min(1,2a), donc si 2a > 1, le résultat est acquis car Ay est une mesure de
probabilité donc de masse totale < 1. Sinon A (U) = 2a et A (U) =2 [ e~ ™" dz. Posons

alors F(z) =z — [ e ™ dy. F est bien définie et dérivable sur R, on a F'(z) = 1 —
e ™" > 0, donc F est strictement croissante. Or F(0) = 0, donc F(a) > 0, d’ot le
résultat. O
On peu maintenant passer au théoreme proprement dit :

Théoréme 2.4.1. (Vaaler): Soitny,...,n; € N tels que > n; = N et Qy = [[ Sy, dans
RY, ou S, est la boule unité euclidienne de R™. Si A € Myy(R), est de rang L < N,

on a:

/ Low (AZ)dNE (@) > |det "AA[S
RL

Démonstration : Posons L' = N — L, et P, le sous espace vectoriel engendré par les
colonnes de A. Soit B la matrice dont les colonnes forment une base orthonormale de P;-
et soit W = (A,B) € GLy(R). On a la décomposition RY = RY x RY, donc tout vecteur
z peut s’écrire sous la forme: z = (z,y). Soit alors € €]0,1], posons :

1<5<L -2

H. = {z cRY /2= (z,y) max |y < E}
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H={yert ) ol < 5}

1<<L

H. est clairement un convexe, fermé symétrique. Donc son image par 'application
linéaire inversible W est encore un convexe fermé symétrique. Le lemme 3 nous donne
alors:

[ ean(=aWeP)dux(:) < [ 10, (Wadux(2)

£ HE

On multiplie par pz (H.)™' = 8% et on a donc:

1 1
S [ [ enemian s ByPdundunte) < 5 [ [ toy (At By)dus (i)
R A R :

L’orthogonalité implique que |Ax + By|* = |Az|> + |By|? et donc la limite quand & —
0" du membre de gauche est [ exp(—n|Ax|*)dur(z). En effet on calcule explicitement
|By|*> = |y|* en utilisant Porthonormalité de B et on est alors ramené par Fubini en
dimension 1 (L’ = 1 bien sur). Dans ce cas un petit calcul & la main nous donne le
résultat. Par ailleurs cette derniere intégrale vaut \tAA|’%. On remarque en effet que ‘AA
est définie positive, on peut donc prendre sa racine carré C' (ie, C' definie positive, telle
que C? =tAA). En effectuant le changement de variable y := Cx et en remarquant que,
Jax exp(=mly|*)dpr (y) = 1 on en déduit le résultat.

On veut maintenant calculer le membre de droite de I'inégalité (quand e — 07).

Ve €]0,1] et Vo € RY | on a:

1

7 / Loy (Az + By)dur (y) < 1
H

Or Qn et H! sont bornés, donc a%fH/ loy(Az + By)dur (y) = 0 quand |z| est assez

grand (et ce, indépendamment de ¢). Donc fRL =/ o ou C est un compact indépendant

de €. Donc sur C on peut intervertir f o et lim+, notamment la limite du membre de droite
e—0

.1
/ lim — / loy(Az + By)dup (y)dpk (x).
R H!

K e—0 gL’

vaut :

Or l'intégrande de la premiere intégrale vaut 1g, (Az) quand Ax € Qn, sauf éventuel-
lement sur la frontiere qui est de mesure de Lebesgue nulle. D’ou le résultat. O

Corollaire 2.4.1. Soit Y € My« (R), de rang L et si v est réelle, on a:
/ 1o, (Yx)d\"(x) > |det tYY|_%
RL

Démonstration : On prend n; = 1 pour tout 7, et on conclut alors directement. O
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2.4.2 Cube slicing inequality

Rappel: S =[[ {x € kl/ Yx e C,}.

Théoréme 2.4.2. (cube slicing inequality): Si Y € My (k) est de rang L < N, et
si S est 'ensemble défini juste au dessus, alors c’est un sous-ensemble de E 4 et il est de

la forme (définie dans la partie précédente) :
HSU X
v|oo

De plus, on a l'inégalité :
L
2

H(Y)™ A

ot Ay, est le discriminant de k.

<

HMU .

V(S)

Démonstration : étape 1: on donne une borne inférieure pour chaque volume local

va 1o, (Yx)dBE(x). Si v est réelle, on a

/ Lo, (YX)ABL(x) > |det VY[ ?

v

par le théoreme de Vaaler.
Si v est complexe, on a

/ Lo, (Yx) B (x) > ||det YV |7

v

Pour vérifier cette inégalité, posons Y = A +iB
notation
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[ raoristeo =2+ [ e ((

C, = {5 € R* (&) + (&045)° < L

N

> lldet YiII;

I|=L

= | D lldet Y |I;

\I|=L

et x = s+ t. Dans ce cas , et avec la

Vj e [1,L] }, on a:

) (1))

A -B
B A

S
t

On peut maintenant appliquer le théoreme de Vaaler au membre de droite de cette égalité

donc, le membre de gauche est :

det (

A —-B

= B A

) (

A —-B
B A

N =

)

v

= ||det(A +iB)* (A +iB)||;!

= ||det Y*Y||;!
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Si vt oo, il existe J C [1,L] de cardinal L tel que ‘rﬂa@L{Hdet Yillo = [|YJ]|s. Or par

hypotheses, Y est de rang L, donc detY; # 0. En faisant le changement de variables,
X = YJ_IX, on obtient :

/ e, (YX)dBE(x) = mody, (det YJ_l)/ lo, (YY;'%)dBE(x) ,i.e :

v v

/ 1o, (Yx)dBE(x) = ||det YJ||;dv/ Lo, Wx)dBE(x), ou W =YY, 1.
Ey

Quitte a permuter les coordonnées de x on peut supposer que J = [1,L]. Dans ce cas,
la matrice extraite W) est la matrice identité de taille N, donc ||w;||, < 1 pour tout
j € [1,L]. De plus ||det W], < 1 pour tout I de cardinal L. Ceci car rayer la i¢"¢ ligne
dans W revient a rayer la "¢ ligne dans Y. Or det(UV') = detUdetV et J est tel que
||Ys||, est maximum. En particulier si on considere la matrice W; définie par

I={1,...,0l—11l+1,...,L,L+ j} pour j variant dans [1,L] , un

developpement par rapport a la [°"¢ colonne nous donne: ||det Wi||, = ||wr+ill, < 1.

Comme |[|.||, est ultramétrique, Wx € C, si et seulement si pour tout [ € [1,L]
||z1||, < 1. Donc on a:

drL
| 1c.vxjste) = 5t {04} = DI
étape 2: S est de la forme voulue.
Si v est une place infinie, alors il est clair que S, = {x € E, Yx € C,} est non vide,
convexe, symetrique et borné (car le cube C, l'est). De plus C, est ouvert donc S, l'est
aussi.
Si v est une place finie il clair (pour les mémes raisons et car Y est injective) que M, =
{x € E, Yx € C,} est un O,-module ouvert et compact. Pour presque toute place finie
vona:

[[Yni]]o = 1 dés que y,; # 0 est un coefficient de Y, et ||det Y;!||, = 1.

En particulier OF C M, pour presque toute place finie, et I'étape 1 pour v place finie
nous donne :
dL

5400) = [ 10, (vx)dsHe) = D
Donc par notre choix de normalisation de 8%, 8X(M,) = BL(OL) et donc pour presque
toute place finie v on a M, = OL. Ceci montre que S est un sous ensemble de la forme
voulue de E 4.
conclusion : il nous reste a montrer I'inégalité pour conclure.
Comme S est d’adhérence compacte, on peut écrire:

[E Lo, (Yx)aV (%) = [ / 16, (V)2 (x).
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Ainsi on conclut facilement en utilisant les minorations de ’étape 1 et en remarquant que

[P = 1Al

v-00

2.5 Théoremes de Siegel

On dispose maintenant de tous les outils nécessaires pour énoncer les théoremes qui
nous intéressent. Le résultat clé est le suivant :
Théoréme 2.5.1. Soit Y € My (k) de rang L < N. Il existe L vecteurs uy, ..., u;, de
E = k¥ linéairement indépendant tels que Y, € O pour tout | et tel que, siry est le
nombre de places complexes a l'infini, on a:

(o= ((2)" vis) Ch)

=1

Démonstration : Soit S la "tranche” L-dimensionnelle du cube précédemment définie, soit
A > 0 et soit u un vecteur non nul de (AS) N E. Par définition de AS, on a:

A ,
max |[(Yu),ll, < 5 Siv est réelle (2.7)
A
max [|(Yu),ll, < N si v est complexe (2.8)
max [|(Yu),|l, <1 sinon. (2.9)

1<n<N

De plus, comme u € E, Yu € k¥ et donc I'inégalité (9) montre que Yu € OX. On prend
le produit sur toutes les places et un petit calcul (en utilisant le fait que 7 4 2ry = d, ou
r1 est le nombre de plongements réels), montre que:

11 (ma%v .l ) = h(Yu) < (;) “

(2

Soit 0 < A\ < Ay < ... < Ap < oo les minimums successifs de §. Comme précédemment,
il existe un ensemble de vecteurs linéairement indépendant uy, ... uz tel que VA > \; on
aw € (AS)NE.OnaYu € OY et:

Vi e [1,L] h(Yw) < (%) (%)
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On prend alors le produit sur tout les [, on applique le théoreme de Minkowski puis I’

inégalité du cube slicing ce qui conclut. O
Théoréeme 2.5.2. Siegel 1 Soit A € Myn(k) de rang M < N. Alors il existe N — M
vecteurs linéairement dans Oy, @1, ..., Tn_yr, satisfaisant :

(1) VI € [1,1] Az; = 0 et,

N—-—M

T re = ((2) visid) ey

=1

Démonstration : Le rang de A est M, donc ’espace des solutions est de dimension N — M =
L. Soit yy, ...y une base des solutions, posons Y = (y;,...y,) pour la matrice corres-
pondante. On peut appliquer le théoreme précédent a Y. Siuy, ... uy sont les vecteurs ainsi
obtenus, notons enfin x; = Y'u;, pour [ € [1,L]. Clairement ces vecteurs sont linéairement
indépendants (par injectivité de Y) et sont solutions du systeme (1). De plus, on a:

[Troe < ((2) Vi) o

=1

Par un théoreme de P. Gordan (admis, cf [3]) on a H(Y) = H(A), d’ou le résultat. O

On va maintenant donner divers raffinements de ce théoreme.

Soit K une extension finie du corps de nombre k telle que [K/k] > 2. On considere toujours
le méme systeme avec cette fois A a coefficient dans K. On voudrait déterminer une base
de solutions dans k™.

Soit F un corps de nombre contenant K, qui est galoisien sur k de groupe de Galois
G(F/k). En particulier F est galoisien sur K de groupe G(F/K), sous groupe d’indice
r de G(F/k). Soit 1,...,0, un systeme de représentants des classes de G(F/K) dans
G(F/k). On note A la matrice de taille Mr x N :

o1(A)
A= OQ(A)
o-(A)
On peut alors exprimer une seconde version du Lemme de Siegel.
Théoreme 2.5.3. Siegel 2 Soit A la matrice précédente que [’on suppose de rang Mr <
N. Alors il existe N — Mr vecteurs linéairement indépendants xy, ..., xx_p, dans O,]CV
satisfaisant :
Vie[l,N—-Mr] Ax;=0

et

N—Mr

Nﬁh(a:l) <((2) a) © mc
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Démonstration : Soit wy, . .. w, une base de K sur k. Pour tout m et n il existe des by,,,(j)
dans k tels que @y, = D wibmn(7) (1). On a ainsi:

N r N
Z Ay Ty = Z w; (Z bmn(j)xn>
n=1 j=1 n=1
On trouve un vecteur x solution dans k™ si et seulement si x est solution du systeme
N
> b =0, me[LM], jelr]. (2)
n=1

On définit donc les matrices B(j), pour j € [1,r] par B(j) = (bmn(j)), et on les assemble
par blocs pour former une matrice de taille Mr x N :

B(1)
B = o

B(r)
On définit aussi une matrice de taille Mr x Mr que 'on définit par blocs:
Q = (0;(wj)Iar) ol Iy est I'identité de taille M. Si on applique o; a 1’égalité (1), on obtient
le systeme matriciel QB = A (3). Or par construction, €2 est inversible, donc on a
nécessairement rg(B) = rg(A = Mr < N, on peut donc appliquer Siegel 1 au systéeme
(2) déterminé par B: il existe N-Mr vecteurs linéairement indépendants X, ... ,Xy_
dans OF vérifiant ce qu’il faut.
(Le seul point a vérifier est que H(B) = H(A) ce qui est clair par (3) ). O

Enfin, dans la borne sur les hauteurs obtenue dans Siegel 2, la hauteur H(.A) dépend de

I’extension galoisienne F'. Il peut étre plus agréable d’avoir une borne dépendant seulement
de la hauteur des lignes de A. On note A™ m € [1,M] la m™* ligne de A.
Corollaire 2.5.1. Soit A vérifiant les hypothéses du théoréme précédent, alors :

H(A) < H H(AM™))

On peut donc réénoncer le théoreme précédent en utilisant ces bornes.
Démonstration : H(A) < [[H,(0:;(A)) = H(A)" < H(A™)" d’ou le résultat. O

2.6 Une application

Pour la preuve du résultat qui suit la référence est l'article de Bombieri-Mueller.
Définition 2.6.1 Soit o = (/% avec a et b des entiers premiers entre eux, tels que « est
de degré r sur Q. On dit que p(«) est une mesure d’irrationnalité pour « si:

P, C(ae)

Ve>0Vpg>1 |a—=| > pre=
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On dit que p(«a) est effective si de plus C(a,e) est effectivement calculable pour tout
e > 0. On note p.rs la meilleure des mesures effectives.

. s . . Inla—b )
Théoréeme 2.6.1. Soit r > 3, a et b comme ci-dessus, A\ = nllzb et soit a € Q(/%).

_ 2 2 rolnr 3
Slx\<1—;,alors,ueff(oz)§1_>\+6( Il > .

1

4 T
m +m+1) , pour tout

mA+7

Exemple 2.6.1 2,67 est une mesure d’irrationnalité pour <

m > m,(r).
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Mémoire de DEA dirigé par MARC HINDRY

Un schéma de démonstration classique en approximation diophantienne est le suivant :
on construit un polynome auxiliaire F' qui s’annule avec un grand ordre en un certain
nombre de points approximants, puis on borne 'ordre d’annulation de F' en ces points
afin d’en tirer une contradiction. La premiere étape s’effectue en général avec des lemmes
du type lemme de Siegel (cf par exemple [BV83]). Pour la seconde étape, une méthode
consiste a appliquer des lemmes de zéros. On peut distinguer deux types de lemmes de
zéros: le premier type, du originellement a Masser-Wiistholz, impose une configuration
géométrique précise pour l'ensemble des points d’annulations et utilise 1’ opérateur de
translation donné par la loi du groupe algébrique avec lequel on travaille ; le second type
laisse plus libre sur la configuration initiale, mais, utilisant des dérivations, il s’utilise
essentiellement en caractéristique nulle. On obtient dans ce dernier cas les lemmes de
Dyson (on trouve une preuve du théoreme de Roth par cette méthode dans [Sch91]).

L’objet de ce mémoire est de démontrer deux théoremes du type lemme de Dyson, en
suivant exactement ’article ”Intersection theory and diophantine approximation” de M.
Nakamaye, paru dans le Journal of Algebraic Geometry, volume 8, de 1999. Le théoreme
1 est une légere amélioration d'une version die a Esnault-Viehweg (cf [EV84]), le second
théoreme, est dii a Nakamaye. Le grand intéret de la démonstration que l'on va présenter
ici, est de simplifier la preuve de Esnault-Viehweg, qui utilise le théoreme d’annulation de
Kodaira généralisé. On remplace ici 'emploi de théoremes d’annulation cohomologiques
profonds par I'utilisation de la théorie de l'intersection. On commence tout d’abord par
effectuer un certain nombre de rappels de géométrie algébrique, puis, en suivant le livre de
Fulton [Ful98], on donne les bases de la théorie de I'intersection dont nous aurons besoin.
La derniere partie est consacrée a la preuve des deux théoremes.
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Dans toute la suite, un schéma désignera un schéma de type fini noethérien au dessus
d'un corps K, une wvariété désignera un schéma integre, une sous-variété désignera un
sous-schéma integre fermé, et un point désignera un point fermé.

K désignera un corps algébriquement clos, de caractéristique zéro, et on notera R(X) le
corps des fonctions rationnelles sur X.

3.1 Rappels de géométrie algébrique

3.1.1 Les différentielles

Théoréme 3.1.1. Soit L/K une extension de corps qui est finiment engendrée, alors
dimL QL/K:degtr(L/K) .

Démonstration : Soit L/K une extension et soit M une extension de corps, algébrique ou
transcendante finie, du corps L. Notons r(M) = dimpQu/k, et r(L) = dimzQy/k, on
va comparer (M) et r(L). Le corps L est de caractéristique 0, donc par le théoreme de
I'élément primitif, on sait que M = L(tq,... t,,x) avec x algébrique sur L(ty,... t,) et
t1,...,t, algébriquement indépendants sur L. On va étudier séparément deux cas:

1. On suppose ici que M = L(t) avec t transcendant sur L, montrons 1’égalité de dimen-
sions (M) =r(L)+ 1. On a:

Quig/x ~ (i ®1 Lt]) @ Lit)dt,
en localisant par rapport a ¢, i.e en inversant ¢, on en déduit donc que
iy =~ (Ui @ M) @ Mdt.

On en déduit immédiatement le résultat.
2. On suppose maintenant que M = L(x) avec z algébrique sur L de polyndéme minimal
f, montrons que (M) =r(L). On a:

ou §f(z) = (df)(x) + f'(z)dX. L’égalité précédente découle de la seconde suite exacte
fondamentale. Or f'(z) # 0, donc f’(z) est inversible dans M, donc on a:

QM/K ~ QL/K X M.

On en déduit 1'égalité des dimensions.

Par une récurrence descendante immeédiate on déduit le résultat, de cette étude. O
Lemme 3.1.1. Soit A un anneau local, integre, noethérien, de corps résiduel K et de
corps des fractions F. St M est un A-module de type fini, et si on a l’égalité de dimension
dimgM R4 K = dimpM ®4 F =1, alors, M est libre de rang r.
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Démonstration : Comme dimxg M ® 4 K = r, alors par le lemme de Nakamaya, on sait que
M est engendré par r éléments. On a donc une application surjective ¢ : A" — M, de
noyau Ker ¢. En passant au corps des fractions, on en déduit la suite exacte:

0—Kerpo@,4 F = F" — M®yF —0.

Or on sait que dimpM ®4 F' = r, donc on en déduit que Ker p ® 4 F' = 0, et donc,
Ker ¢ = 0, ce qui conclut. O
Proposition 3.1.1. Soit B un anneau local contenant K, tel que K ~ B/ ou M est
[ndéal mazximal de B. Si B est noethérien, et est la localisation d’une K-algébre de type
fini, alors Qg est un B-module libre de rang dim B si et seulement si B est régulier.

Démonstration : 1. On suppose que 2/ est un B-module libre de rang dim B. Il suffit de
montrer que l'application § : MM/9M* — Qp,x ®p K donnée dans la seconde suite exacte
fondamentale, est un isomorphisme. Or avec nos hypotheses, ¢ est clairement surjective,
il suffit donc de montrer qu’elle est injective. Pour cela, il suffit de voir que 'application
duale

&' : Homp (Qp/x ® K,K) — Hompg (MM/IM* K)

est surjective. Le membre de gauche de ¢’ est isomorphe & Homp (€25, , /). Or on peut, par
définition, identifier ce B-module avec Derg (B,K). Sid : B — K est une dérivation, alors
&§'(d) est simplement obtenu par restriction a 9 (en notant que d(9?) = 0). Montrons
maintenant que & est surjective: soit h € Homg (9/9M? K), on veut construire une K-
dérivation de B dans K telle que ¢’(d) = h. On note pour cela que tout b € B s’écrit
de maniére unique sous la forme b = A+ m, avec A € K et m € 9. On pose alors,
d(b) = h(m) ot m est la projection de m dans M /M?. On vérifie alors que d répond A la
question.

2. On montre maintenant la réciproque. Soit donc B anneau local, régulier, de dimension
r. On a dim 9/9M? = r, donc par l'isomorphisme § on sait que:

dimgQp/k ®p K = r. Par ailleurs, si I’ est le corps de fractions de B, alors on a, par
changement de base Qg k@ p I = Qp) k. Or par le théoreme 3.1.1, on sait que dimpQp =
degy,(F/K) = dim B. Enfin, comme B est la localisation d’une K-algebre de type fini, on
sait que {2p/k est un B-module de type fini. Le lemme 3.1.1 précédent nous permet alors
de conclure que Qp/x est un B-module libre de rang r. O
Théoreme 3.1.2. Soit X une variété sur K, alors, Qx/x est localement libre de rang
dim X =n, si et seulement si, X est une variété lisse sur K.

Démonstration : Si tous les points fermés sont lisses, alors X est lisse, car le localisé
d’un anneau local régulier en un idéal premier est encore local régulier. Ainsi il suffit de
montrer que si x est un point fermé de X, alors, x est lisse. Soit donc x un tel point, alors,
B = Ox, est de dimension n, de corps résiduel K et est un localisé d'une K-algebre de
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type fini, car X est de type fini sur K. On a:

(Qx/k)s =~ (Qu/k)e avec U = Spec A voisinage de x,

=~ (QA/K)ra
~ Qu, /K,
~ QB/K car OX,:): ~ OU,x ~ Ax

Donc par la proposition 3.1.1, on en déduit que B est un anneau régulier, c’est a dire que
le point x est lisse, si et seulement si (€2x k). est libre de rang n. a

Corollaire 3.1.1. Soit X une variété sur K, alors il existe un ouvert lisse U de X.

Démonstration : Posons n = dim X. Le corps L = R(X) est de degré de transcendance n
sur K, donc on a (par le théoreme 3.1.1) dimy, Qp/x = deg,, (L/K) =n. Or Qp/k est la
tige de {2x/k au point générique, x, de X. Comme X est noethérien, il existe un voisinage
U ouvert de x tel que (Q2x/x)u est libre de rang n. Le théoreme précédent permet alors
de conclure. O

3.1.2 Normalisation et applications propres

On effectue ici des rappels concernant la notion de normalisation d'une variété, et concer-
nant les morphismes propres.

Définition 3.1.1 Soit X une variété, on dit que le couple (X’ ,m) est la normalisation
de X, si X est une variété normale telle que R(X) = R(X), et si 7 : X — X est un
morphisme fini surjectif égal a I'identité au niveau de R(X). Notons que cette définition
n’est valide que si 'on a 'existence et I'unicité d’une normalisation. C’est ce que nous dit
le théoreme suivant :

Théoreme 3.1.3. Soit X une variété, alors il existe, a isomorphisme unique pres, une
unique normalisation (X ).

Démonstration : 1. On montre d’abord 'unicité : on considere pour cela un recou- vrement
de X par des ouverts affines U; = Spec A;. Soit (Y7,m1) et (Y3,m2) deux normalisations
de X, notons S;; = Oy, (77 (U;)) et pareil pour S;». Alors, S;; et S;» sont tous deux
intégralement clos dans R(X) et donc égaux a la cloture intégrale de A; dans R(X).
Comme 7, et 7y sont finis, on peut définir un isomorphisme ¢;, de 7 (U;) sur m;, *(U;) en
le définissant comme induit par I’application identité entre .S;; et S; 2. Ces isomorphismes
¢; sont les seuls qui induisent 1'identité sur les corps de fonctions, donc on peut les recoller
pour former ainsi I'unique isomorphisme entre les deux normalisations.

2. Montrons maintenant ’existence du couple (X ,m). On commence par supposer X af-
fine: X = Spec A. Soit B la cloture intégrale de A, on sait que B est un A-module de
type fini. Soit donc Y = Spec B et 7 le morphisme de Y dans X définit par I'inclusion de
A dans B. Alors, Y est normale et 7 vérifie les conditions voulues. Dans le cas général on
recouvre X par des ouverts affines U; puis, pour tout ¢ on fabrique une normalisation de

36



U; que 'on recolle en une normalisation sur X grace a 1'unicité. O

Proposition 3.1.2. Soit X une variété et Z une variété normale et f : Z — X un
morphisme surjectif, alors f induit un morphisme f : Z — X, tel que wo f = f.

Démonstration : Comme précédemment on se ramene au cas ou X = Spec A est affine.
Dans ce cas, on vient de voir que X = Spec B, ol B est la cloture intégrale de A dans
R(X). Ainsi il suffit de définir, un morphisme ¢ de B C Frac(A) dans A; = Oz(f (X))

prolongeant le morphisme de A dans Ay, d’ou le résultat. O

On rappelle maintenant un lemme concernant les applications propres et séparées :
Lemme 3.1.2. Soit f: X =Y et g:Y — Z deuxr morphismes de schémas noethériens.
1. Si go f est de type fini, alors f est de type fini.

2. 8i go f est séparé, alors [ est séparé.

3. 51 go [ est propre et si g est séparé, alors f est propre.

4. Le composé de deux morphismes propres est propre.

5. Les morphismes propres sont stables par changement de base.

6. Si on peut recouvrir’ Y par des ouverts Y; tels que le morphisme f~1(Y;) — Y est propre
pour tout i, alors f est propre.

Démonstration : On commence par montrer le point 1.: par noethérianité de X il suffit de
montrer que f est localement de type fini. Soit U = Spec A un ouvert de Y. On recouvre
g(U) par des ouverts affines U; = Spec A;, i € I. Or go f est de type fini, donc, pour tout
i, (go f)71(U;) est recouvert par des ouverts Spec A;; ou A4;; est une A; algebre de type

fini. Or
Ue W) =g H'WJU:) 2 (g0 /) (9(U)) > f7HO).
I I

Donc on a recouvert f~(U) par des ouverts affines Spec A;j oules A;; sont des A;-algebres
de type fini, donc a fortiori des A-algebres de type fini.

Les points 2. et 3. sont des conséquences faciles des criteres valuatifs pour les morphismes
séparés, respectivement propres. Montrons par exemple le point 3. : Le morphisme go f est
propre , en particulier de type fini, donc par le point 1., f est de type fini, et par le point
2., f est séparé. Soit donc A un anneau de valuation, U = Spec A, T' = Spec(Frac A), et
des morphismes U — X et T" — Y rendant commutatif le diagramme

U—— X

Lol

T —“5Y

u2

ir | E

T — 7
h

et montrons qu’il existe (au moins) un morphisme de T dans X tel que tous les diagrammes
continuent a commuter. Soit h = gowuy : T'— Z, alors comme g o f est propre, il existe
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une application de T dans X commutant avec h. En composant ce morphisme avec f
on obtient une seconde fleche, us de T dans Y, or g étant séparé, on a nécessairement
u1 = ug, d’ou le résultat.

Les points 4. et 6. se démontrent exactement comme le point précédent, et le point 5. se
démontre facilement, en utilisant la propriété universelle du produit fibré. O

3.1.3 Morphismes entre courbes

On rappelle ici deux résultats classiques concernant les applications entre courbes, dont
nous aurons besoin dans le point 4. de la preuve du théoreme fondamental concernant
I'image directe de cycles algébriques.

Proposition 3.1.3. Soit X une courbe propre et lisse sur K, soit Y une courbe propre
sur K, et soit f: X — Y un morphisme non constant. Alors, f est surjectif, K(X) est
une extension finie de K(Y') et f est fini.

Démonstration : Notons mx la projection propre de X sur K, et my celle de Y sur K. On a
my o f = mx, donc le point 3. du lemme 3.1.2 nous assure que f est propre. En particulier,
f(X) est un fermé irréductible de Y. Or dim Y = 1, donc f est constante ou surjective. Par
I’hypothese on conclut que f est surjective. On en déduit que K(Y) s’injecte dans K(X),
et comme ces deux corps sont des extensions de degré de transcendance 1 sur K, K(X)
est nécessairement algébrique finie sur K (Y'). Montrons maintenant que le morphisme est
fini. Soit V' = Spec B un ouvert de Y, et soit A la fermeture intégrale de B dans K(X).
Alors, A est un B module de type fini, et 'ouvert U = Spec A est exactement l'image
réciproque de V' par f. O
Proposition 3.1.4. Soit C' une courbe propre et lisse sur K et f € K(C) une application
rationnelle non constante. Alors, f définit un mophisme non constant de C' dans P*.
Démonstration : L’application rationnelle définit un morphisme ¢ : ¢ — P! en posant
pour P € C":

@(P)=[f(P):1] si P n’est pas un pole de f,
o(P)=1[1:0] sinon.

Ce morphisme (qu’on a pu définir car C' est lisse) répond a la question. O

3.1.4 Les diviseurs
Diviseurs de Weil et de Cartier

Définition 3.1.2 Soit X une variété de dimension n, on note Z, 1 X le groupe libre en-
gendré par les sous-variétés de codimension 1 de X. Un élément de Z,,_; X est appelé un
diviseur de Weil.

Définition 3.1.3 Soit X un schéma et soit R le faisceau d’anneaux quotients totaux
de Ox. Un diviseur de Cartier est une section globale de R*/O%, i.e c’est la donnée de
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(Ui, fi)i, ou (U;) est un recouvrement ouvert de X et f; € R(U;)*, tel que sur U; N U;
on a }c— € Ox(U; nU;)*. L’ensemble des diviseurs de Cartier sur X forme un groupe noté
J

CaDiv X:si D = (U, f;): et E = (U;,g:)i, on note D + E le diviseur de Cartier (U, figi);-

Un diviseur de Cartier D = (U;,f;); sur un schéma X est dit effectif si: pour tout i,
fi € Ox(U;). Dans ce cas on définit le sous-schéma de Cartier de codimension 1 associé,
Y, comme étant le sous-schéma fermé défini par le faisceau d’idéaux J localement engendré
par f;. Ceci définit clairement une correspondance biunivoque entre les diviseurs de Cartier
effectifs sur X et les sous-schémas Y fermés localement principaux, i.e dont le faisceau
d’idéaux est localement engendré par un seul élément.

On définit le support d’un diviseur de Cartier D, comme étant :

Supp D= |D| = |J Z sous-variétés de X telles qu’il existe f;, équation locale de D,
appartenant a Oy z, et telle que f; # unité.

Soit s : X — Y un morphisme de schémas, et soit D = (U;,f;); un diviseur de Cartier
sur Y. Si X est une variété et si s(X) ¢ |D|, alors on définit le diviseur de Cartier image
réciproque s*D de D dans X comme étant s*D = (s71(U;), fi 0 5);.

Quand X est une variété, on peut construire un morphisme naturel ¢ de CaDiv X dans
Zp-1X :soit D € CaDiv X et soit V une sous-variété de codimension 1 de X. On pose

ordy D = ordy f;, ott 7 est tel que U; NV # 0.

(ceci a un sens car si j est tel que U;NV % (), alors ]’f—] € Ox(U;nU;)*, donc ordy f; = ordy f;).

On définit ainsi un diviseur de Weil: [D] = > ordy D [V].
Définition 3.1.4 On appelle diviseur de C;L/rtier principal tout diviseur de Cartier ap-
partenant a I'image du morphisme canonique R* — R*/O%. Dans le cas des variétés,
ceci correspond aux diviseurs de la forme (X, f), ou f € R(X)*. On note Pic X le groupe
quotient CaDiv X /{diviseurs principaux}.
En supposant connue, la définition de A, ;X (cf paragraphe I1.2 a venir), on constate
alors que le morphisme ¢ précédemment défini, induit un morphisme (en général ni injectif
ni surjectif)

¢:PicX— A, 1 X.
On trouvera une démonstration du résultat suivant dans [Har77], p 141:
Théoreme 3.1.4. Si X est une variété séparée localement factorielle, alors ¢ est un
1somorphisme.
Corollaire 3.1.2. Si X est une variété lisse, séparée alors ¢ est un isomorphisme.
Remarque: une variété projective est propre donc séparée, donc si X est une variété
projective lisse de dimension n sur un corps K algébriquement clos, Pic X ~ A, 1 X.

Diviseurs et fibrés en droite

Si X est un schéma, et D = (U, f;); un diviseur de Cartier, on peut toujours lui associer
un fibré en droite Ox (D) : par définition, Ox (D) est le sous-faisceau de Ox-modules de

39



R, engendré sur U; par f; .

Proposition 3.1.5. Soit D un diwviseur de Cartier effectif sur un schéma X et soit Y le
sous-schéma de Cartier associé, alors: Jy ~ Ox(—D).

Démonstration : Le faisceau Ox(—D) est le sous-faisceau de R, localement engendré par
fi- Or comme D est effectif, pour tout i, f; est dans Ox (U;), donc Ox(—D) est en fait un
sous-faisceau de Ox. C’est donc Jy-. O
Proposition 3.1.6. Si X est un schéma intégre alors l'application de Pic X dans, le
groupe des classes d’isomorphismes de faisceaux inversibles sur X pour l'opération &, est
un isomorphisme.

Démonstration : 11 faut d’abord montrer que tout faisceau inversible est isomorphe a un
sous-faisceau inversible de R. On sait que X est integre donc R est le faisceau constant
R. Soit £ un faisceau inversible de Ox-modules, considérons le faisceau £ ®¢, R, et soit
(U;); une trivialisation de £. Sur U;, on a: (£ ®p, R)|Ui ~ Ry,. De plus, I'espace X est
irréductible, donc, si F est un faisceau tel que la restriction aux ouverts d’un recouvrement
de X est le faisceau constant, alors, F est en fait constant. Ainsi le faisceau £ ®¢, R est
constant, isomorphe a R. Or £ en est un sous-faisceau, d’ou le résultat.

Montrons maintenant la bijectivité : soit £(D) un sous-faisceau inversible de R. On choisit
une trivialisation U; et pour tout ¢, f; I'inverse d’un générateur de £(D)y,. Le diviseur
D = (U;,f;) ainsi construit, définit une application qui est clairement réciproque de celle

qui a un diviseur de Cartier associe un fibré en droite, d’ou le résultat. O
m

Corollaire 3.1.3. Soit X = [[P™, alors tout fibré en droite sur X est isomorphe a
i=1

Ox(dy,...,dy) pour un certain d= (dy,....dm)€Z™.
Remarque: on peut noter que H(P,Op(dy, ... ,d,,) est isomorphe & l’espace vectoriel des
polynomes multihomogenes de degré d = (dy, . .. ,dy,) sur K[X1,Y7, ..., X, Yo

Définition 3.1.5 Soit s une section d’un fibré en droite, L, sur un schéma X. On note
(si)i la section s vue dans la trivialisation (U;); de L. Par définition, on appelle schéma
des zéros de s le sous-schéma de Cartier de codimension 1, Z(s), engendré par s; sur U;.

3.1.5 Eclatements

On définit ici I’éclatement selon une sous-variété, et on en rappelle les principales
propriéteés.

Construction de Proj

On connait le Proj d'un anneau gradué, on va ici définir le Proj d’un faisceau d’algebre
graduée S sur un schéma X. Dans la suite de cette partie on supposera que:

(*) : X noethérien, S faisceau quasi-cohérent de Ox modules, ayant une structure de
faisceau de Ox algebre graduée, telle que S = P, Sq ot Sy = Ox et ot S; est un
Ox-module cohérent qui engendre localement S comme Oy algebre.
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Construction Soit X un schéma et & un faisceau gradué de Ox-algebre satisfaisant
hypotheése (x). Pour tout ouvert affine U = Spec(A) de X, on écrit S(U) = T'(U,Sip).
On considere ensuite Proj(S(U)) et son morphisme naturel

7y - Proj S(U) — U.

Sif € A, alors Uy = Spec A[%] Comme S est quasi-cohérent, Proj(S(Uy)) est isomorphe a
71 (Uy), donc si U et V sont deux ouverts affines de X, alors 7r;;' (UNV) est naturellement
isomorphe & 7" (U N V). On peut donc recoller les schémas Proj(S(U)), et on obtient
alors un schéma Proj(S) muni d’'un morphisme Proj(S) —— X tel que, pour tout
U =Spec AC X on a:

7 1(U) ~ Proj(S(U)).

De plus les faisceaux inversibles O(1) sur chaque Proj(S(U)) sont compatibles a la donnée
de recollement fournie par cette construction (cf [Har77] I1.5.12.C), donc se recollent en-
sembles pour former un faisceau inversible O(1) sur Proj S, canoniquement déterminé
par cette construction.

On a ainsi construit Proj & avec un morphisme 7 : Proj § — X, et un faisceau inver-
sible O(1) associés. Tout ce qu’on sait sur Proj se transpose sur Proj.

Ezemple 3.1.1 Si § = Ox[Ty, . ..,T,] alors Proj S = P% muni du twist standard.

On rappelle ici un théoreme classique sur les morphismes projectifs :

Théoreme 3.1.5. 1. un morphisme projectif entre schémas noethériens est propre.

2. Soit A un anneau, et X un A-schéma, si L est un faisceau inversible sur X engendré
par les sections globales sy, ...,s, € HY(X,L), alors, il existe un unique A-morphisme
g: X — P4 tel que L ~ g*O(1) et tel que pour tout i, s; = g*(z;).

Proposition 3.1.7. Si (X,S) vérifie (*), soit Y = Proj & muni de la projection natu-
relle w. Alors, m est un morphisme propre.

Démonstration : Soit U C X un ouvert affine. Le morphisme 7y est projectif, donc est
propre par le point 1. du théoreme 3.1.5 précédent. Mais alors on sait dans ce cas, d’apres
le point 6. du lemme 3.1.2 que 7 est propre. O

Eclatements

On commence par rappeler la notion intuitive d’éclatement selon un point, puis on
s’intéresse a la notion plus générale d’éclatement selon un idéal.

Formellement, pour éclater un point P de A™, 'idée est de remplacer P par ’ensemble
des droites passant par P, i.e par une copie de P"~!. Rigoureusement, on choisit le point
P comme origine de A", et on considere I’ensemble

Bp={(zl) e A" xP"'/ z €}
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muni de la projection m : Bp — A™. Le couple (Bp,m) est appelé I'éclatement de A™
en P. On retrouve bien l'idée formelle en considérant les fibres de ’application 7 : si
x # P, alors 7 (z) = (z,l) ol [ est 'unique droite passant par x et P; si z = P, alors
7 1(P)={P} x P 1

Proposition 3.1.8. L’éclatement Bp de A™ en un point P est le fermé algébrique définit
par V(zy; —xjy;/ 0 <i<j<n).

Démonstration : Soit x = (z1...,2,) € A" et | = [y1,...,y,] € P""1. Le point z est sur la
droite [ si et seulement si x est colinéaire a (yi, . ..,y,), donc si et seulement si la matrice

Ty ... Tp

Y1 ... Yn
est de rang inférieur a 1. Finalement, x € [ si et seulement si les mineurs x;y; — z;v; 2 X 2
de la matrice sont tous nuls, donc Bp est exactement de la forme annoncée. O

On passe maintenant a la définition générale d’éclatement selon un fermé.

Définition 3.1.6 Soit X un schéma noethérien et soit J un faisceau cohérent d’idéaux
de X. On considére le faisceau d’algebres graduées S = @, 3% Alors le couple (X,S)
satisfait I’hypothese (*), et on peut donc considérer BLy (X)=Proj S, ou Y désigne le
sous-schéma fermé de X défini par J. On dit que BLy (X) est I’éclatement de X de centre Y.

Rappelons que si f : X — Y est un morphisme de schémas, et si J C Oy est un
faisceau d’idéaux sur Y, on définit le faisceau image inverse 3 C Ox comme étant le
faisceau f~17 - Ox. En général, ce faisceau est différent du faisceau image réciproque
[*3 = f7'3 ®s-10, Ox, par contre Papplication naturelle de f*J dans Oy est d’'image
13- 0Ox.

Proposition 3.1.9. Soit X un schéma noethérien, J un faisceau cohérent d’idéauz et soit
7 : BLy(X) — X Uéclatement de X de centre Y, alors:

1. Le faisceau image inverse w7 - OBLy (x) est isomorphe a Opr, (x)(1), et en particulier
inversible.

2. 8i U =X —Y alors le morphisme 7 : 7= Y(U) — U est un isomorphisme.

Démonstration : 1. Par construction, ’éclatement BLy (X), arrive équipé d’'un faisceau
naturel Ogr, (x)(1). Si U est un ouvert affine de X, alors par construction de Proj, ce
faisceau O(1) sur Proj S(U) est le faisceau associé au S(U)-module gradué

SU)(1) =@ w)=3-8U).

d>0

Donc le faisceau image inverse est égal a Ogr, (x)(1).
2. Par définition de U, on a: Jjy = Op. Ainsi, par construction de Proj, on en déduit
que 7 HU) =~ Proj(Oy[T]) ~ U, d’ou le résultat. 0
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On pose E = 7w~ 1(Y), et on Pappelle le diviseur exceptionnel de I’éclatement.

Lemme 3.1.3. Soit (X,0x) un schéma localement noethérien et soit f : L1 — Lo un
morphisme surjectif de faisceaux inversibles sur X. Alors f est un isomorphisme.

Démonstration : Dire que f est un isomorphisme se teste sur les tiges. Soit donc z € X
montrons que l'application induite f, : E = (£1), — (L2), = F est un isomorphisme.
L’application f, est un morphisme surjectif entre deux O,-modules libres de rang 1.
L’anneau A est noethérien, donc F est un A-module noethérien, et donc le noyau Ker f
est de type fini. Par le lemme de Nakayama, il suffit donc de voir que Ker f C 9Ker f
pour conclure. En tensorisant par — ®4 A/, on en déduit le diagramme commutatif:

0 — Kerf — E L. F —0

Lo ! l !

0 —— 0 — E/ME ™ F/MF —— 0

En effet, il est clair que le lemme est vrai si A est un corps, d’ou I'isomorphisme obtenu
dans la suite exacte du bas. On en déduit que Ker f = 9MKer f, ce qui conclut. O
Théoréme 3.1.6. (propriété universelle de l’éclatement) Soit X un schéma noe-
thérien, soit J un faisceau d’idéauz, et soit w: BLy(X) — X [éclatement de X de centre
Y. Si f:Z — X est un morphisme tel que f~13- Oy est un faisceau d’idéaux inversible
sur Z, alors il existe un unique morphisme g : Z — BLy(X) factorisant f.
Démonstration : Supposons le théoreme démontré dans le cas o X est un schéma affine,
alors par unicité de g et par construction de BLy(X), on en déduit le théoreme dans le
cas général, par recollement. On suppose donc que X est affine, X = Spec A ou A est
noethérien, et que le faisceau d’idéaux cohérent J est déterminé par I'idéal I de A. On a
alors BLy (X) =Proj S ot S = @ -, Si ag,...,a, € I désignent des générateurs de
I, on définit un morphisme surjectif naturel d’anneaux gradués ¢ : A[Xo,...,X,] — S
en envoyant X; sur a;. Ce morphisme induit une immersion fermée BLy (X) — P’. Le
noyau de ¢ est constitué des polynémes F' homogenes tels que F'(ay,...,a,) = 0 dans A.
Soit f : Z — X comme dans I’énoncé, on va maintenant construire le morphisme g.
Comme [ est engendré par ao, . ..,a,, les inverses s, . ..,s, de ces n éléments, considérés
comme des sections globales sur Z engendrent le faisceau image inverse £ = f~17- Oy .
Donc par le théoreme 3.1.5 il existe un unique morphisme g : Z — P’ tel que £ ~ ¢*O(1)
et tel que pour tout i s; = ¢~ X;. Soit F(Xy,...,X,) un élément homogene de degré d
de Ker ¢, alors F(ay, ... ,a,) = 0 dans A, donc F(so,...,s,) = 0 dans H°(Z,L%). De ceci
on déduit que g se factorise a travers BLy (X), d’ou l'existence de g.

Montrons maintenant l'unicité du morphisme g. Pour tout morphisme h : Z — BLy (X)
se factorisant par f, on a:

f13-07=h Y73 BLy(X)) - Oz = h™(OpLy (x)(1)),

la derniere égalité découlant de la proposition précédente. Par le rappel, on en déduit
une application surjective h*Opr, (x)(1) — f7'T- Oz = L. Or on sait par le lemme 3.1.3
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que ce morphisme surjectif est un isomorphisme, donc h*Ogry (x)(1) ~ L. Les sections
s; de £ sont nécéssairement les images réciproques des sections X; de O(1) sur P, donc
I’assertion d’unicité du théoreme 3.1.5 entraine 'unicité de g. O

Proposition 3.1.10. Soit X une variété sur K, soit J un faisceau d’idéaux non nul,
cohérent et soit m: BL(X) — X l’éclatement de X selon le fermé F associé a J. Alors,
BL(X) est une variété sur K, birationnelle a X.

Démonstration : Le morphisme 7 est propre, donc de type fini sur K. De plus X est
integre, donc le faisceau associé a € J" est integre, donc, BL(X) est une variété. De plus
on sait déja que 7 est un isomorphisme en dehors du diviseur exceptionnel, en particulier,
7 est une application birationnelle. O

3.1.6 Formule de la projection pour les faisceaux

Avant d’énoncer et de démontrer la formule de la projection pour les faisceaux, on
commence par rappeler le résultat suivant :

Théoreme 3.1.7. Soit 1 : X — Y wun morphisme de schémas, soit F un faisceau
sur X, et soit G un faisceau sur Y. On a une bijection canonique de Hom(n*G,F) sur
Hom(G,m.F).

Démonstration : Soit f € Hom(7*G,F), soit V un ouvert de Y, et soit s € G. Alors,
t : @ — Sy est une section de 7°G sur U = 7« (V). Donc fy(t) est une section
de F sur U = 7 4V), cest a dire, est une section de m,F sur V. Les applications
gv : G(V) — m.F(V) ainsi définies forment un morphisme g : G — . F. L’application
qui a f associe g est la bijection recherchée. O

En particulier, si on applique ce théoreme avec F = 7*G et f = Id,«g, on obtient un
morphisme naturel de G dans w,7*G.
De plus, en suivant la démonstration, on constate que, si 7 est surjective, alors, le mor-
phisme naturel précédent est injectif.

Avant de passer a la formule de la projection, on rappelle un résultat concernant les
faisceaux engendrés par leurs sections globales.

Lemme 3.1.4. Soit f : X — Y un morphisme de schémas, F et G deux faisceaux de
Oy -module engendrés par leurs sections globales, alors :

1. F ®o, G est engendré par ses sections globales.

2. f7UF) et f*(F) sont engendrés par leurs sections globales.

Démonstration : Soit y € Y, la tige de F ®o, G en y est F, ®o, G,. Si f, et g, sont des
sections globales de F et, respectivement, G, telles que f,(y) # 0 et g,(y) # 0, alors: la
section f, ® g, est une section globale du produit tensoriel, non nulle en y. Le point 2 se
démontre de la méme maniere puisque on sait calculer les tiges en tout point des deux
faisceaux: si @ € X, alors (f~HF))s = Fr) et (f*(F))e = Fra) ®0, O (a)- O
Proposition 3.1.11. formule de la projection Si f : (X,Ox) — (Y,Oy) est un
morphisme d’espace annelés, si £ est un faisceau de Oy -module localement libre de rang
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fini, et si F est un faisceau de Ox-module, on a:
f* (—,’t®0X f*g) = f*F®Oy £.

Démonstration : On va démontrer ceci en trois étapes. Les étapes 1 et 2 consistent a
définir un morphisme naturel de f, (F ®o, f*€) sur fu.F ®o, €. L’ étape 3 montre l'iso-
morphisme.

étape 1: soit M et N deux faisceaux de Ox-modules, et soit U un ouvert de X. On a une
application canonique

H(f7(U) M) x H(fTH(U)N) — H(f7H(U),M @0, N),

bilinéaire sur H°(f~1(U),0x) = H°(U,f.(Ox)) donc a fortiori sur H°(U,0y). Cette ap-
plication définit donc un morphisme canonique

¢ fx(M) @0y fx(N) = fi M @0, N).

étape 2: on sait que * et , sont adjoints, plus précisément, si M est un Oy-module et N
un Ox-module, on a l'isomorphisme :

Homo, ([*(M)N) ~ Homo, (M, f.(N)).

(Notamment, si on prend V' = f*(M), alors le morphisme Id (g induit un morphisme
naturel :

v M= fi(fT(M)).
étape 3: en regroupant les deux étapes précédentes, on a un morphisme naturel :

F(F) @0y € X FF) @0y f(f(E) D f(F R0y 7(E)):

Montrons que c’est un isomorphisme. Comme & est localement libre de rang n, on peut,
le probleme étant local sur Y, supposer £ = Oy.. De plus, f* et f. commutent au produit
fini, donc on peut méme supposer que £ = Oy. Dans ce cas, le membre de droite est
isomorphe a f.(F) et le membre de droite aussi, d’ou le résultat. O

3.2 Théorie de 'intersection

On va maintenant s’attacher a rappeler les bases de la théorie de I'intersection, bases dont
nous aurons besoin par la suite.
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3.2.1 Ordre des zéros et des poles

Soit X une variété, et V une sous-variété de X de codimension 1. L’anneau local Oy, x
est par définition, I'anneau local au point générique de V. Il est de dimension 1. Soit
r € R*(X), on définit I'ordre d’annulation de r selon V, que 'on note ordy (r), de telle
sorte que ce soit un homomorphisme, i.e:

Vr,s € R*(X) ordy(rs) = ordy(r) + ordy(s).

Tout r € R*(X) peut s’écrire sous la forme r = ¢, avec a,b € Oy x, donc on a nécessairement,

ordy (r) = ordy(a) — ordy (b). Finalement, il suffit de définir ordy pour des éléments de
A = Oy x. On pose alors:

Vre A ordy(r) =14 (A/(r)), o la(M) désigne la longueur du A-module M.

Proposition 3.2.1. Pour r € K*(X) fizé, il existe seulement un nombre fini de sous-
variétés V de codimension 1 de X telle que ordy (r) # 0.

Démonstration : Soit U un ouvert dense, lisse de X, et soit U; = Spec A un ouvert affine
de U, sur lequel r est réguliere. On pose Z = X — U;. Z est un fermé propre de X, or X
est noethérien, donc Z ne contient qu'un nombre fini de sous-variétés V' de codimension
1 de X ; toutes les autres rencontrent U;. Il suffit donc de monter que: il n'y a qu'un
nombre fini de sous-variétés V' de Uy, telles que vy (r) # 0, ou vy désigne la valuation
associée a I’anneau de valuation discrete Oy|y. Comme 1 est réguliere sur U, on a toujours
vy (r) > 0. De plus, vy (r) > 0 si et seulement si V' est inclus dans le sous-schéma fermé
de U défini par I'idéal Ar de A. Comme r # 0, ce fermé est un sous-ensemble propre de

U, et donc ne contient qu’un nombre fini de fermés irréductibles de codimension 1 de U.
O

3.2.2 Cycles et équivalence rationnelle

Définition 3.2.1 Soit X un schéma. On appelle groupe des k-cycles sur X, et on note
71X, le groupe abélien libre engendré par les sous-variétés V de dimension £ de X. Un
élément de Z,. X est appelé un k-cycle, et si V est une sous-variété k-dimensionnelle de
X, on note [V] I’élément correspondant de Z;X.

On a parfois besoin de définir directement la notion de cycle associé au schéma X. Soit
donc Xj,...,X, les composantes irréductibles de X. Les anneaux locaux Oyx, x sont de
dimension 0 et la multiplicité géométrique m; de X; dans X est alors par définition la
longueur de Ox;, x. Ceci nous permet de definir le cycle fondamental :

X] =) milXi).
i=1
Définition 3.2.2 Si a = ) ny[V] est un cycle on définit le support de o, comme étant
v

supp a = |a| = U V.
nv;é()
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Si W est une sous-variété de dimension k + 1 de X, et si r est un élément de R*(WW), on
définit le k-cycle de X, div(r) associé par:

div(r) = Z ordy (r)[V], V décrit I'ensemble des sous-variétés de codimension 1 de W.
%
Définition 3.2.3 Un k-cycle a est rationnellement équivalent a 0, a ~ 0, s’il existe
un nombre fini de sous-variétés W; de dimension k + 1 de X, et des r; € R*(W;) tels
que « = >_div(r;). Comme div(r=') = —div(r), les cycles rationnellement équivalents &

zéro forment un sous-groupe Rati X de Z;X. Le groupe des classes de k-cycles modulo
équivalence rationnelle sur X est le groupe noté:

On définit alors

dim(X) dim(X)
ZX = @ Z.X et de méme, A, X = ALX.
k=0 k=0

On écrit a = Zkzo ay la décomposition d’un élément de A,X. Un cycle est dit positif
s’il est non nul et si tous ses coefficients sont positifs. Une classe de cycle est dite positive
(ou effective) si elle peut étre représentée par un cycle positif (ou effectif).

3.2.3 Image directe de cycles

Soit f : X — Y un morphisme propre (i.e séparé, de type fini et universellement
fermé). Si V est une sous-variété de X, alors f(V) = W est une sous-variété de Y
(I'image continue d’un ensemble irréductible est irréductible). On a un plongement induit
de R(W) dans R(V) et, si dim V = dim W alors R(WV) est une extension algébrique,
finie de R(V') (car sur un schéma integre W, de type fini au dessus d'un corps K, on a
dim W = deg,,(R(W)/K)). On pose:

0 sidim V < dim W,

deg(V/W) = {[R(V) :R(W)] sidim V =dim W.

On définit alors 'image directe de [V] par f comme étant :
folV] = deg(V/W)[W],

et on étend ceci par linéarité en un morphisme f, : 7, X — Z,Y.
Proposition 3.2.2. (fonctorialité) Sig:Y — Z est un autre morphisme propre, alors
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Démonstration : Le résultat découle de la multiplicativité du degré. En effet :

(9f)<[V] = deg(V,gf(V))[W] et
9 f<[V] = gu(deg(V. f(V)[f (V)]
= deg(V,f(V))deg(f(V),gf(V))[W]. O

Avant de passer a la proposition fondamentale de ce paragraphe, on indique ici deux
résultats d’algebre commutative concernant la fonction longueur. On travaille ici avec des
anneaux noethériens.

Soit ¢ un endomorphisme du A-module de type fini M, posons

M, = Coker ¢ et ,M = Ker ¢.

On dit que es(p,M) est défini si M, et ,M sont de longueur finie sur A. On pose alors
ealo,M) = 1a(My) — La(,M).

Lemme 3.2.1. Siea(p,M) est défini, alors: ea(p,M) = 3 ea,(pp,M,), ot la somme
porte sur les idéaur maximaux de A.

Démonstration : D’une part cette égalité est vraie au niveau des longueurs (en localisant
la chaine définissant la longueur en un idéal maximal p, on constate en effet que A/p
intervient exactement l4,(M,) fois), et d’autre part, en utilisant I'exactitude du foncteur
lim, on constate que: (M), = (M,),, et pareil pour le noyau. Le résultat est alors
immédiat. o
Lemme 3.2.2. Soit A — B un morphisme local d’anneaux locauz, soit d le degré (éven-
tuellement infini) de Uextension de corps résiduels, et soit ¢ : M — M un endomorphisme
B-linéaire de B-module. Si d est fini, alors, ea(yp,M) est défini si et seulement si eg(p,M)
est défini; et dans ce cas:

ealp,M) = deg(p,M).

Démonstration : Comme pour le lemme précédent, le résultat découle d'un énoncé simi-
laire aux niveaux des longueurs: sous les mémes hypotheses, on a:

M est de longueur finie sur A si et seulement si M est de longueur finie sur B ; et dans ce
cas,on als(M) = dlg(M). 1l suffit donc de montrer cette égalité pour conclure, or les deux
cotés de I’égalité sont additifs sur les suites exactes, donc il suffit méme de la montrer dans
le cas ot M = B/q, avec ¢ I'idéal maximal de B. Si p est I'idéal maximal de A, comme le
morphisme de A dans B est local, on a pB/q =0, donc Io(M) = la/,(M) = d = dlg(M),
d’ou le résultat. O

On peut maintenant passer au résultat qui nous intéresse directement.
Dans la proposition suivante, si X et Y sont deux variétés et si r € R(X), on note Ny, y (r)

la norme de r, ¢’est-a-dire le R(Y)-endomorphisme défini sur R(X) par la multiplication
par r.
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Proposition 3.2.3. Soit f : X — Y un morphisme surjectif, propre, de variétés, et soit
r € R(X)*, alors:

{f*([div r]) =0 si dim Y < dim X,
[i([divr]) = [div (Nx/y(r))] st dim Y= dim X.

Démonstration : 1. On suppose tout d’abord que X = P! et que Y = Spec K. Dans ce cas,
R(X) = K(t), avec t = 1. Comme la fonction ord est un morphisme, on peut supposer
que r est un polynéme irréductible sur K[t] de degré d. Alors, r engendre un idéal premier
dans K[t] qui correspond a un point P de X tel que ordp(r) = d. L’autre point ou l'ordre
de 7 est non nul est le pole co = (0 : 1) a l'infini. En ce point r est d’ordre —d, donc
fo([div 7]) = df[P] — dfi]oo] = d[Y] — d[Y] = 0. (En effet, R(P) = K[t]/(r) est de degré
d sur K alors que R(00) est de degré 1 sur K).

2. On suppose maintenant que f est un morphisme fini. Posons K = R(X) et L = R(Y).
Soit W une sous-variété de Y de codimension 1, notons A = Oy et M son idéal maximal,
alors il existe un anneau B integre, fini sur A, de corps de fraction L, avec B& 4 K = L, tel
que, les sous-variétés V; de X qui s’envoient sur W, correspondent aux idéaux maximaux
M, de B, avec Bym, = Oxy,. En effet, en prenant U un voisinage affine de w, point
générique de W, on peut supposer X affine, X = Spec Ax. De plus, comme le morphisme
f est fini, on peut se restreindre au départ, & I'ouvert affine f~1(Spec Ax). On suppose
donc Y = Spec Ay, et dans ce cas, on constate que B = A ®4,, Ax convient (car f est
fini). Ainsi pour prouver la proposition quand dim X = dim Y, on doit montrer que:

> ordy,(n)[R(V;) : R(W)] = ordw N(r).
FVa)=w

Les fonctions ord et N sont des morphismes donc il suffit de prouver cette égalité dans

le cas ou r appartient a B. On considere alors le morphisme local d’anneaux locaux de
A dans B; = B, dont 'extension résiduelle est de degré d; = [R(V;) : R(W)], et on
considere ¢ : B — B le morphisme de multiplication par r. On a:

OI‘dVi (T) = ZBZ(B/(T)) = lBi(COker 902)

ol on a posé ; le morphisme induit par ¢ sur B;. Pour tout 4, on sait que d; est fini,
on peut donc appliquer le lemme 3.2.2; puis le lemme 3.2.1 (en utilisant I'intégrité de B)
pour obtenir:

Y ordy (r)[R(V;) : R(W)] = la(Coker o).
fVo)=w

Par ailleurs, N(r) est par définition égale a det ¢ ol @g est le morphisme induit par ¢
sur L=frac B. Finalement, on est ramené a montrer que:

[4(Coker ¢) = ordy (det k).

Or ceci est vrai (cf [Ful98] lemme A.3), d’ou le point 2.
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3. On montre ici le cas général quand dim X = dim Y. On considere pour cela les nor-
malisations (X,7x) et (Y,my) respectives de X et Y. Le morphisme surjectif f induit un
morphisme f de X dans Y. Par fonctorialité on sait que: Ty, O f* = fi omxy. Or un
morphisme fini est propre, donc le résultat est vrai pour 7x et my. De plus f est propre
d’apres le lemme 3.1.2. Par définition, la normalisation (X ,mx) induit I'identité au niveau
des applications rationnelles, donc, on peut supposer X normale, puis par fonctorialité
on peut aussi supposer Y normale. Soit W une sous-variété de codimension 1 de Y, alors
A = Oy est de valuation discrete (car local, noethérien, de dimension 1 et intégralement
clos). On note 1 le point générique de W et on note B la cloture intégrale de A dans R(X).
Soit p un idéal maximal de B. On considere alors le diagramme commutatif suivant,

U =Spec R(X) —— X

| |+

T =Spec B, —— Y

ou, uy envoie U sur le point générique, x; de X, et ol us envoie le point générique de T
sur le point générique, yy, de W dans Y. Par le critere valuatif de propreté, on en déduit
Iexistence d’une variété V', qui s’envoie sur W par f (le "sur” vient de ce que f est
fermée), et dont I’anneau local Oy est dominé par B,. De plus, 'anneau local Oy associé
a 'idéal maximal p est intégralement clos et de dimension 1. En effet, supposons par
I’absurde que dim Oy > 2, c¢’est a dire qu’il existe un fermé irréductible F', strictement
compris entre V et X. Dans ce cas, f(F') est un fermé irréductible de Y, contenant W.
Si f(F) =Y, alors dim X > dim Y, ce qui contredirait notre hypothese. Ainsi, f(F)
est strictement contenu dans Y et donc, comme dim Oy = 1, f(F) = W. Mais alors
on aurait deux morphismes distincts de Spec B, dans X faisant commuter le diagramme
précédent. Comme f est séparée, ceci est idiot, donc c’est que F' = V, et en particulier
que dim Oy = 1. Finalement, B, = Oy est de valuation discrete. Or, si p; et py sont deux
idéaux maximaux distincts de B, alors les variétés V; et V5 associées sont nécessairement
distinctes. En effet, si Vi = V5, alors les anneaux Oy, = By, et Oy, = B, coincident,
donc les idéaux p; et po sont égaux, ce qui est idiot. On est ainsi ramené a la situation
du point 2., ce qui nous permet de conclure.

4. On montre ici le cas général quand dim X > dim Y. Par récurrence descendante,
on peut supposer dim X = dim Y + 1. Posons K = R(Y). Par définition du degré,
deg(V,f(V)), le coefficient de Y dans f,[div(r)] est:

Z ordy (r)[R(V) : K], ou la somme porte sur les V' telles que f(V) =Y.

On peut donc remplacer Y par Spec K et X par I'extension Xy = X Xy Spec K (I'ap-
plication déduite de f par ce changement de base reste propre par le lemme 3.1.2), et
donc supposer que X est une courbe au dessus de Y = Spec K. Soit 7 : X — X, la nor-
malisation de X. C’est une courbe lisse sur K, donc le paragraphe précédent nous indique
Pexistence d’un morphisme ¢ : X — PL fini, surjectif. En notant p la projection de Pk
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sur Y, on obtient ainsi le diagramme commutatif
X - X

Ll

P, —— Y.
P

On sait que 7 est propre, donc f o m aussi, or p est projectif donc propre et donc, h

est aussi un morphisme propre. En notant 7 'image de r dans R(X) par l'isomorphisme

R(X)~R(X), on a:

fildivr] = fim[div 7] par le point 3. appliqué a m,
= p.g.|div 7] par fonctorialité,
= 0 par le point 3. appliqué a g et le point 1. appliqué a p.
Ceci conclut la démonstration. a

Théoreme 3.2.1. St f : X — Y est propre et si a est un k-cycle sur X, rationnellement
équivalent a 0, alors le cycle f.a est rationnellement équivalent a 0 sur Y.

Démonstration : Par linéarité, on peut supposer o =div r pour un r € R(V), ou V est
une sous-variété de X. On peut alors supposer que X = V puis que f(X) =Y. On est
alors exactement dans les conditions d’application du lemme précédent qui nous permet
de conclure. O
Corollaire 3.2.1. Le morphisme f : X — Y, induit un morphisme covariant de groupe

3.2.4 Degré d’un cycle
Définition 3.2.4 Soit X un schéma au dessus de Spec K. On dit que X est complet si

le morphisme canonique p : X — Spec K est propre.

Définition 3.2.5 Soit X complet et & = Y np[P] un 0-cycle sur X. En identifiant Z et
Ap(Spec K), on définit le degré du cycle o comme étant :

deg a = 3" npl[R(P) : K] = pu(a).

On remarque, en utilisant le théoreme 3.2.1, que les cycles rationnellement équivalents
ont méme degré. En effet, si a ~ (3 alors p.(a) ~ p.(8), i.e pu(a) = p.(B) + D _[div 7]
ou r; € R(W;)* avec W; sous-variété de dimension 1 de Spec K. Or il n'y a pas de telle
variété car Spec K est de dimension 0, d’ou la remarque.

On identifie Ay(Spec K) = Z[Spec K] ~ Z, et on étend deg en un morphisme

deg: A, X — Z en posant, Vn > 1 Va € A, X deg a =0.

Proposition 3.2.4. Soit f : X — Y un morphisme de schémas complets et soit «
appartenant a A, X. On a: degya = degy fio(a).
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Démonstration : Les schémas X et Y sont des K-schémas donc py o f = px. Le résultat
suit par fonctorialité de , . O

3.2.5 Degré et polynome de Hilbert

On va ici faire le lien entre la multiplicité tels qu’elle a été introduite précédemment,
et, la multiplicité d’intersection, définie a partir du polynome de Hilbert. On pose les
jalons pour pouvoir faire la méme chose, un peu plus loin, avec le degré. On commence
par rappeler sans démonstration, certains résultats sur les schémas projectifs.

Schémas projectifs

Soit S = K|[Xy,...,X,], S est une K-algebre graduée, telle que Sy = K, et telle que S;
est un K-module de type fini qui engendre S comme K-algebre. On pose U; = P =~
Spec K[ Xy, ..., X0, X; ']

On rappelle qu'un schéma X est dit projectif si il est isomorphe a un sous-schéma fermé
de P" = Proj S.

Soit X un schéma fermé de P", définit par le faisceau d’idéaux Jx. On considere 1'idéal
homogene Iy de S engendré par tous les polynémes homogenes p( Xy, . ..,X,) tels que:

Dans ce cas on sait que Ix = Jx, et on dit que le S-module de type fini S(X) = S/Ix
est 'anneau de coordonnées de X. En fait, on peut montrer que:

V>0, S(X) ~ H(X,0x(1)).

Polynome de Hilbert
Définition 3.2.6 Un polynome P € Q[X] est dit numérique si:

Vne€Z, n>0= P(n) € Z.

Proposition 3.2.5. 1. Si P € Q[ X] est numérique, alors, il existe cy, ... ,c, € Z tels que :
P(z) =co () + -+ ¢ (5) . En particulier, P(n) est entier pour tout n € Z.

2. Si f 7 — 7 est une fonction, et s’il existe un polynome numérique Q tel que Af(n) =
f(n+1) = f(n) = Q(n) pour n > 0, alors il existe un polynome P numérique tel que :
Vn >0, on a: f(n) = P(n).

Démonstration : Le point 1. se démontre par récurrence sur le degré de P, et le point 2.
se prouve en utilisant le 1. O
Théoreme 3.2.2. Soit M un module gradué, de type fini, sur un anneau S gradué et
noethérien. Alors, il existe une filtration 0 = My C ... C M? = M dont les quotients suc-
cessifs M /M1 sont de la forme (S/p;)(l;), ot les p; sont des idéauz premiers homogénes
de S, et les l; € 7. De plus, cette filtration vérifie :
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1. Si p est un idéal homogéne premier de S, alors Ann M C p <= p; C p pour un
certain 1.

2. Pour tout idéal premier minimal de M, le nombre de fois ou p apparait dans [’ensemble
{p1, ...} est égal a ls, (Mp).

Démonstration : Si on admet l'existence de la filtration (dont I'existence est prouvée dans
[Har77] p 50), le théoréme est facile. Supposons donnée une filtration de M, alors Ann
M Cp < Ann (M'/M*') C p pour un certain i. Or Ann ((S/p;)(1)) = p;, ce qui
prouve le point 1. Par ailleurs le point 2. est classique, on localise la filtration de M en
un idéal premier minimal p. Comme p est minimal dans 'ensemble {p;,... ,p,}, on aura
(M%), = (M 1), apres localisation, sauf dans le cas out p = p;. Or dans ce dernier cas,
en oubliant la graduation, (M"),/(M* 1), =~ (S/p)p = K(p) ot K(p) est le corps résiduel.
Ainsi My est un Sp-modules de longueur finie égale au nombre de fois ot apparait p dans
I'ensemble {py,....p,}. O

Définition 3.2.7 Si p est un idéal minimal d’un S-module gradué, M, on définit la mul-
tiplicité de M en p comme étant : (M) = s, (My).

Remarquons que si X est un sous-schéma fermé de P" et si p est un idéal minimal de I’an-
neau de coordonnées homogene S(X) de X, correspondant & la composante irréductible
W de X, alors la multiplicité pp(S(X)) que I'on vient de définir est juste la multiplicité
géométrique de W dans X.

Définition 3.2.8 La définition précédente nous permet de définir la fonction de Hilbert
oy de M, S-module gradué avec S = K[Xy, ..., X,]:

on pose, pour tout [ € Z ¢ (1) = dimgM,.

Théoréeme 3.2.3. (Hilbert-Serre) Soit M un S-module gradué, ot S = K[Xo, ..., X,],
alors, il existe un unique polynome Py (z) € Q[z] tel que:

W10, oa(l) = Pal(l).

De plus, deg Py(z) = dim Z(AnnM). En particulier, si X est une sous-variété de P",
d’anneau de coordonnées M = S(X), alors: deg Pg(x)(z) = dim X.

Démonstration : La fonction ¢ est additive sur les suites exactes, et si M est I'extension
de M’ par M", alors, Z(AnnM) = Z(AnnM') U Z(AnnM"). Ainsi, en considérant la
filtration de M, avec des quotients du type (S/p)(l), il suffit de prouver le théoréme dans
le cas ou M = (S/p)(l). Or le décallage par I correspond au changement de variable
z +— 2z + [ dans la fonction ¢,,. Il suffit donc de traiter le cas ou [ = 0.

Sip = (Xo,...,X,), alors, dés que [ > 0, on a (1) = 0. En prenant comme convention
que, le degré du polynoéme nul et la dimension de I’ensemble vide sont égaux a 0, on en
déduit le résultat.

Sinon, soit 7 tel que X; ¢ p. Considérons la suite exacte :

0— M3 M— M =M/X;M— 0.
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Alors, pp (1) = op () —m(l —1) = (Appr) (I — 1). Par ailleurs, Z(AnnM) = Z(p) N H,
ou H est 'hyperplan {X; = 0}. Or on est justement dans le cas, ou Z(p) ¢ H, donc par
le théoreme de la dimension projective, on en déduit que:

dim Z(AnnM") = dim Z(p) — 1.

Par récurrence sur dim Z(AnnM), on peut alors supposer que le résultat est vrai pour
M". Dans ce cas, le point 2. de la proposition 3.2.5 nous permet de conclure. O

Définition 3.2.9 Le polynoéme P,; obtenu au théoreme précédent est appelé polynome
de Hilbert de M. Si X est un sous-schéma fermé de P", d’anneau de coordonnées S(X),
on appelle polynome de Hilbert de X le polynome Px = Pg(x).

Définition 3.2.10 Pour X, sous-schéma fermé de P" de dimension k, on définit le degré
de X comme étant: deg, X = k!as, ou aj, est le coefficient dominant de Px.

Définition 3.2.11 On dit que H est une hypersurface de P*, si H = V(F'), ou F est un
polynome homogene non nul de K[Xj,...,X,].

Proposition 3.2.6. 1. 51 Y est un sous-schéma fermé de P", non vide, alors deg, Y est
un entier positif.

2. deg, P"=1.

3. 81 H est une hypersurface de P engendrée par un polynome P de degré d, alors deg,
H=d.

Démonstration : 1. Par le théoréme précédent, on sait que dim Y = deg Py, or, Y # (),
donc deg Py > 0. De plus, Py est numérique, donc deg, Y est bien un entier par la
proposition 3.2.5. Enfin, pour tout entier [ assez grand, Py (l) = ¢y(l) > 0, d’ou le
résultat.

2. On calcule le polynome de Hilbert de P", i.e le polynéme de S = K|[X,,...,X,]. Or
VI >0, ps(l) = ('57), donc Ps(l) = (") , et deg P = 1.

3. Si f € S(Y) est homogene de degré d, alors on a la suite exacte de module gradués:
0= S(V)(=d) L S(Y) = S(V)/(f) = 0.
On en déduit, par additivité de la fonction ¢, que:

osvy ) = ps)(l) = pse)(l = d).

En appliquant ceci & f = P, on en déduit que: Py(z) = (z;t”) — (Z_,‘?ﬁ”) . En particulier
on trouve deg, H = d, ce qui conclut. O

Définition 3.2.12 Soit Y un sous-schéma fermé de P”, de dimension k et d’idéal Iy, et
soit H une hypersurface, d’idéal I, ne contenant pas Y. On peut écrire:

Y NH]= Z m;i[Z;] ou m; est la multiplicité géométrique de Y N H.
i=1
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On a déja vu que m; = pu,, (S/(Ig + Iy)). On note encore cette multiplicité, i(Y,H; Z;) et
on 'appelle multiplicité d’intersection de Y et H selon Z;.
Théoréme 3.2.4. (Bézout) Avec les notations précédentes, on a:

deg, HNY = i(Y,H; Z;)degy, Z; = (deg, Y)(deg, H).

i=1

Démonstration : Si H est définie par le polynome homogene f, de degré d, alors, on a la
suite exacte:

0 — S(Y)(~d) L S(y) — S(Y)/(f) = 0.

Or S(Y)/(f) = S/(Ig + Iy) = M, donc en passant aux polynémes de Hilbert on en
déduit: Py(z) = Py(z) — Py(z —d) (1). Il nous reste pour conclure & comparer le
coefficient dominant des deux membres de 1'égalité (1).

Notons dim Y = k et deg,Y" = e, alors le membre de droite est donc:

de _

ol les termes dans . .. sont de degrés strictement plus petits. Donc le coefficient dominant
est de =(deg,Y)(deg,H).

Considérons maintenant le membre de gauche. Par le théoreme 3.2.2, on sait que M admet
une filtration: 0 = My C ... € M? = M dont les quotients successifs M*/M*~! sont de
la forme (S/p;)(l;). Donc le polynéme Py est la somme des polynomes P; associés aux
(S/pi)(1;). Si Z(p;) est un sous-schéma fermé de P, de dimension k; et de degré d;, alors P,
est de coefficient dominant Z— Comme on s’intéresse a comparer les coefficients dominants
dans 'égalité (1), il suffit de s’intéresser aux P; de degré k— 1, c’est a dire aux p; qui sont
des idéaux premiers de M minimaux, c’est a dire ceux correspondants aux composantes
irréductibles Z;. Or chacune intervient exactement m; fois, donc le coefficient dominant
de Py, est exactement

1 e
T Z i(Y,H; Z;)deg, Z;.
=1
En comparant les deux nombres ainsi obtenus, on peut conclure. O

3.2.6 Image réciproque plate de cycles

Définition 3.2.13 Un morphisme de schémas f de X dans Y est dit plat, si le Y-schéma
X défini par f est plat sur Y, i.e si Ox est plat sur Y, i.e si pour tout z € X, Ox, est un
Oy s(z)-module plat.

Ezemple 3.2.1 Si U est un ouvert de X, I'inclusion (et plus généralement toute immersion
ouverte) de U dans X est plate.
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Définition 3.2.14 Un morphisme f : X — Y est de dimension relative n si pour toute
sous-variété V de Y et pour toute composante irréductible V' de f~*(V) on a:

dim V' =dim V + n.

Ezemple 3.2.2 L’inclusion ouverte U — X est de dimension relative 0.

Soit donc f : X — Y un morphisme de schémas, plat, de dimension relative n, et Z un
sous-schéma de Y, on pose:

121 =11(2)).
Quand V est une variété, f~1(V) = X xy V est un sous-schéma de X, de pure dimension
dim V+n et [f~1(V)] est le cycle associé. En prolongeant par linéarité on construit ainsi

un morphisme:
f* . ZkY — Zk+nX

Corollaire 3.2.2. (fonctorialité) Si f: X — Y etg:Y — Z sont plats, alors gf
est plat et

(9f) = f"g"
Démonstration : Si 'V est une sous-variété de Z, alors:

(@) VI=g))" W= g V)= fg'lV]

ce qui nous donne le résultat par linéarité. O

On indique, sans démonstration (cf [Ful98] p 19), un résultat rassurant concernant le
passage a I'image réciproque plate. Nous n’en aurons pas besoin.

Théoreme 3.2.5. Soit f : X — Y un morphisme plat de dimension relative n, et soit «
un k-cycle de 'Y rationnellement équivalent a 0. Alors f*« est rationnellement équivalent
a0 dans Zy1,X.

3.2.7 Intersection avec des diviseurs

Définition 3.2.15 Soit X un schéma, V une sous-varié¢té de dimension k£ de X et D un
diviseur de Cartier de X. On définit une classe notée

D-[V]ouD -V dans Ax_1(|D|NV) comme suit :

soit j : V — X linclusion naturelle, deux cas se présentent :
1. Si V ¢ |D| alors D se restreint en un diviseur de Cartier j*D sur V et dans ce cas

D-[V]=[j'D]

2. Sinon, V' C |D| et dans ce cas,



[C] est le diviseur de Weil dans Ay_1(V) associé a C, C étant par définition un diviseur
de Cartier sur V tel que j*Ox (D) ~ Ox(C).

Convention: 1. Soit Yi,... Y, des sous-schémas fermés d’un schéma X. Soit Y un sous-
schéma fermé de X contenant tous les Y; et soit ¢; : Y; — Y. Pour tout ¢ < r, soit
a; € ALY, et € AY. On écrira:

0= Zai dans A.Y pour = Z%‘ ().
i=1 =1
2. Si V est une sous-variété de dimension k£ de X, D un diviseur de Cartier
sur X et Y un sous-schéma fermé de X contenant |D| NV, on notera encore D - [V] pour
I'image dans Aj,_1(Y) de D - [V].

Définition 3.2.16 La convention précédente nous permet de définir la classe d’intersec-
tion D - a € Ag_1(|D| N ). On pose:

D-a= )Y nyD-[V].
ny #0

Théoréme 3.2.6. Soit D un diviseur de Cartier sur X un schéma, et soit o et o deux
k-cycles sur X. Alors:

1.D-(a+d)=D-a+ D o dans Ax_1(|D| N (Ja| U |/])).

2. 8i D’ est un autre diviseur de Cartier sur X, (D+D')-a=D-a+ D' a.

3. (formule de la projection) Soit f: X1 — X un morphisme propre, a; un k-cycle
sur X1 et g le morphisme de f~'(|D]) N|aa| — |D| N f(Jau|) induit par f. Alors:

g«(f*"D - 1) = D - (fu(en)) dans A (|D[ O f([ea]))-

4. Si D est principal, alors D -a =0 dans Ag_1(]c).

Démonstration : Point 1. C’est juste dire que ny(a + o) = ny(a) + ny (o).

Point 2. On peut supposer a = [V] avec V sous-variété de X. Le résultat vient alors de
ce que les opérations { se restreindre a V } et { prendre les diviseurs de Weil associés }
commutent a 1’addition.

Point 3. On peut supposer a; = [V] et par fonctorialité de * et de , on peut aussi supposer
que X; =V et que f(V) = X. Dans ce cas:

9«(J*D - ) = fu([f*D]) et D - fi(e) = deg(X1/X)[D].

Considérons, une trivialisation par des cartes affines, U; = Spec A;, du diviseur de Cartier
D: D = (Uj,r;);. Alors on consate qu’il suffit de vérifier I’égalité sur chaque U;. On peut
donc supposer X = U; affine, et D = div r pour r € R(X). Dans ce cas la proposition
3.2.3 nous dit que:

Si dim X = dim X, c’est fini.

Sinon f,[div(f*r)] = [div(N(f*r))] = div(r?) = d[div r], avec d = deg(X;/X).

Point 4. La encore, on peut supposer que a = [V] et que X = V. On a alors D -a = [D].
Or D est un diviseur principal, et on sait que dans ce cas [D] = 0. O
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3.2.8 Commutativité des classes d’intersection

Théoréme 3.2.7. Soit D et D’ deux diviseurs de Cartier sur une variété X de dimension
n. Alors:

D-[D'|=D'-[D] dans A,_»(|D| N |D']).

La démonstration se fait en quatre étapes, selon que les deux diviseurs de Cartier, D et
D', que I'on considere sont effectifs et s’intersectent proprement ou non.

Définition 3.2.17 On dit que deux diviseurs de Cartier, D et D’ sur une variété X,
s’intersectent proprement si |D| N |D’| ne contient aucune sous-variété V' de codimension
1de X.

On considere donc D et D', deux diviseurs de Cartier sur une variété X. Si ils sont tous
deux effectifs, on introduit la notion d’excés d’intersection €(D,D’), définie par la formule :

e(D,D") = max {ordy (D) - ordy(D") /codim(V,X) = 1},

Ainsi, (D,D’) = 0 si et seulement si D et D’ s’intersectent proprement.

Le sous-schéma fermé DN D" de X est localement défini par les équations (a,a’), ou a est
I'équation locale de D et @’ celle de D’. Notons 7 : BL(X) — X I’éclatement de X selon
DND' et E=n"1(DND') le diviseur exceptionnel. On a:

TD=FE+C, 7*D'=E+C" ouC et (' sont des diviseurs effectifs sur BL(X) .

On énonce deux lemmes avant de passer a la démonstration proprement dite:

Lemme 3.2.3. Avec les notations précédentes, on a: 1. C N C" = (.

2. Sie(D,D") > 0, alors, e(C,E) et e(C",E) sont strictement inférieurs a €(D,D").
Démonstration : Le probleme est local (on travaille avec les ouverts définissant localement
D et D), et on suppose donc, X = Spec A, D = div(a) et D' = div(a’). Ainsi, Bl(X) =
Proj (6 I™) ou I = (a,a’). Le morphisme gradué

AXY] - @I

n>0

qui envoie X sur a et Y sur o/, définit une immersion fermée de BL(X) dans PY. Plus
précisément, BL(X) est contenu dans le sous-schéma fermé de P sur lequel ¢/ X — aY
s’annule. Soit x et y les deux sections de O(1) (ot O(1) désigne I'image réciproque du
fibré Op:, (1)) induites par X et Y respectivement. Montrons que C' est le schéma des zéros
Z(x) de z, et de méme, que C" = Z(y).

L’équation a’ = (yr~')a indique (D est effectif, donc a est réguliere) que E et 7*D
coincident sur Pouvert {z # 0}, et '’équation a = (zy~')d’ indique que 7D et E + Z(z)
coincident sur I'ouvert {y # 0}. Donc on a C' = 7*D — E = Z(z). Le méme raisonnement
vaut pour C”. De plus, comme Z(x) N Z(y) = 0, on en déduit le point 1.
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On constate aussi sur cette description que C' C X x {0} et " C X x {oo} (ou P} = P! x
X) s’envoient isomorphiquement, par 7, sur des sous-schémas de D et D’ respectivement.
Par conséquent, si V est une sous-variété de codimension 1 de BL(X), contenue dans
CNE ot C'NE, alors, V = n(V) est une sous-variété (car m est propre donc fermée) de
codimension 1 de X, contenue dans D N D’. Or on sait par la formule de la projection
que [D] = m,[E + C], donc:

ordy D > ordy E + ordy C,

et la méme chose pour D'. Supposons par I'absurde que ¢(C,E) > ¢(D,D') > 0, et soit
V' C C'N E choisie pour réaliser le max ¢(C,E). Dans ce cas:

e(D,D') > ordyD -ordy D,

> (ordyE + ordC) (ordy E + ordC")
> (ordgE)? +¢(C,E).
Or, ordy £ > 0, donc ceci est absurde. O

Lemme 3.2.4. Soit D et D' deux diviseurs de Cartier sur la variété X, et m:Y — X
est un morphisme birationnel propre de variétés. Supposons que 7D = B + C, et que
D' = B'+ C" pour des diviseurs de Cartier B, C, B', C' sur la variété Y, vérifiant
|BlU|C| c =~ X(|D]), |B'|U|C"| € m~X(|D’|). Si le théoréme 3.2.7 est vrai pour chacune
des paires (B,B'), (B,C"), (C,B') et (C,C") sur'Y, alors il est vrai pour la paire (D,D")
sur X.

Démonstration : Notons g le morphisme induit par 7 entre 7—*(|D| N |D'|) et |D| N |D'|.
On rappelle (cf la preuve de la formule de la projection) que D - . [7*D'] = D -[D'], donc
en appliquant la formule de la projection avec ay = 7*D’, on obtient :

D-[D] = g.((B+C)-[B'£C7),
= ¢:(B-[B]£B-[C']£C-[B]+C-[C]),
= g«(B-[B ]iC’ [B] £ B’ [C]+C"-[C]),
= D' -[D].
Notons qu’on a utilisé la birationnalité dans la premiere égalité. O

On peut maintenant démontrer le théoreme 3.2.7:

étape 1.: D et D' sont effectifs et s’intersectent proprement. C’est un argument d’algebre
commutative.

étape 2.: D et D' sont effectifs. On fait une preuve par récurrence sur €(D,D’). Le cas,
e = 0 correspond a ’étape 1., par une remarque faite précédemment. Si £(D,D’") > 0,
on éclate X selon le fermé D N D’. Par le point 2. du lemme 3.2.3 et par hypothese de
récurrence, le théoreme est vrai pour les paires (C,F) et (C',F). De plus, le théoreme est
évidemment vrai pour la paire (E,FE), et comme C' N C" = () Pétape 1. nous indique que
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le théoreme est aussi vrai pour la paire (C,C"). Finalement, on peut appliquer le lemme
3.2.4 qui nous permet de conclure.

étape 3.: D' (ou D) est effectif. Considérons J le faisceau des dénominateurs de D, c’est
a dire: si U = Spec A est un ouvert affine sur lequel D a pour équation affine d, J est
déterminé par l'idéal {a € A /ad € A}. Soit 7 : BL(X) — X, I’éclatement de X selon le
sous-schéma défini par 7, de diviseur exceptionnel E. Alors:

7*D = C — E pour un diviseur effectif C' sur BL(X).

La encore, une application du lemme 3.2.4 permet de conclure, car le théoreme est vrai
pour les paires (C,n*D’), et (E,m*D’) par I'étape 2.

étape 4.: D et D’ sont quelconques. On considére le méme éclatement qu’a 1'étape
précédente. Le théoreme est vrai pour les paires (C,7*D’), et (E,7*D’) par 'étape 3.,
et donc le lemme 3.2.4 nous permet de conclure. O
Corollaire 3.2.3. Soit D un diviseur de Cartier sur un schéma X, et soit a un k-cycle
rationnellement équivalent a 0. Alors D - o =0 dans Ax—1(|D|).

Démonstration : 11 suffit de voir le résultat pour @ = [divr], r € R(W)*, et W une
sous-variété de dimension k + 1. Par fonctorialité de *, on peut remplacer X par W. Or:

D -[divr] =div r- [D] dans Ag11-o(|D| N |div 1]),
= 0 par le point 4. du théoreme 3.2.6, dans A;_1(|D]). O

Définition 3.2.18 Si D est un diviseur de Cartier sur un schéma X et si Y est un sous-
schéma fermé de X, alors on a un morphisme de Z,Y dans Ax_1(|D|NY’) qui envoie « sur
D - . De plus, le corollaire précédent nous indique que ce morphisme passe au quotient,
d’ott un morphisme: AyY — Ax_1(|D|NY) appelé intersecté avec Y.

Corollaire 3.2.4. Soit D et D’ deux diviseurs de Cartier sur un schéma X. Alors, si «
est un k-cycle sur X, D - (D' -«a) =D"- (D - «) dans Ax—o(|D| N |D'| N |ar]).
Démonstration: On sait que D' - o € Ap_1(|D’| N «a|) et qu’intersecter avec D envoie
A1 (|D'| N |af) dans Agp_o(|D| N |D'| N |al), et de méme avec D' - (D - ). On prend
a = [V] et on peut aussi restreindre D et D’ a V. Dans ce cas:

D-(D'-a)=D-[D]

=D D]
=D"-(D-«)dans Ag_o(|D| N |D'| N af). 0
Définition 3.2.19 Soit Dy, ...,D, des diviseurs de Cartier sur un schéma X, alors: pour

tout k-cycle a sur X, on définit par récurrence
Dy-...-Dy-adans Ag_n(|Di|N...0 Dy N ).

Le corollaire précédent nous indique que cette définition est indépendante de 'ordre des
Dy, et le théoreme 3.2.6 nous dit que ceci est linéaire en les D; et en a.
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Plus généralement, pour tout polynéme homogene P(T},...,Tn) de degré d a coefficients
entiers et pour tout sous-schéma fermé Z contenant (|Dy| U ... U |D,|) N |a| on définit
naturellement la classe:

P(Dl, ... ,Dn) ROAS Ak_d(Z)
Enfin si X est de pure dimension, on notera P(D;,...,D,) pour P(Dy,...,D,) - [X].

3.2.9 Classe de Chern d’un fibré en droites

Soit L un fibré en droites sur un schéma X. Pour toute sous-variété V de X, la res-
triction Ly de L a V est isomorphe a Oy (C) ot C est un diviseur de Cartier sur V. Le
diviseur de Weil associé [C] définit un élément de Ag_;(X) que I'on note:

(C] = ei(L) N [V].

On étend ceci par linéarité en un morphisme de Z;(X) dans Ax_1(X). Si L = Ox(D)
pour un diviseur de Cartier D sur X, la définition de la classe d’intersection implique que:

c1(Ox(D))Na =D -a dans Ap_1(X).

De ce qui précede on déduit le théoreme suivant :

Théoréme 3.2.8. 1. Si « est rationnellement équivalent a 0 sur X, alors ¢;(L) Na = 0.
2. Le morphisme précédent induit donc un morphisme de Ay X dans Ax_1X.

3. La commutativité, ladditivité et la formule de projection sont vérifiées.

Ezemple 3.2.3 (fondamental) Par définition d’un fibré en droite, si L est un tel fibré sur

une variété X, et si s est une section non nulle de H°(X,L), de schéma des zéros Z(s),
alors ¢; (L) N [X] = [Z(9)].

Dans le cas ol v est un k-cycle sur P*, on définit le degré (projectif) de o, comme étant :
degpna = deg ¢, (O(1))* N a.

On peut maintenant faire le lien entre le degré défini a partir du polynome de Hilbert, et
le degré projectif que 'on vient d’introduire.

Théoreme 3.2.9. Soit X une sous-schéma fermé de P" de pure dimension k, alors:
deg,X = degpn [X].

Démonstration : Par le méme raisonnement que celui fait dans la preuve du théoreme
3.2.4, on montre que: si [X] = >, m;[X;] ou les X; sont les composantes irréductibles
de X, de multiplicités m;, alors, deg, X = Yo m;deg,X;. Par ailleurs la méme formule
est valable pour le degré, degp~. Donc il suffit de vérifier le théoreme dans le cas ou X est
une sous-variété de P de dimension k. On le fait par récurrence sur la dimension:

Si dim X = 0, c’est clair.
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Si le résultat est vrai pour les sous-variétés de dimension < k, soit X de dimension k. On
considere alors H, un hyperplan de P™ ne contenant pas X, tel que [X N H] représente la
classe ¢;(O(1)) N [X]. On a:
deg, X = deg, X N H = degp.[X N H| d’apres le théoreme 3.2.4, puis par récurrence,
= deg c;(O(1)* ' N [X N H] = deg ¢, (0(1))" Ner(O(1)) N [X] = degpn [X].
La récurrence nous permet donc de conclure. O
Corollaire 3.2.5. 5i X est un sous-schéma fermé de dimension m de P", alors:

lim h(X,0x(l)) _ deg a(o@)™

l—00 [m m'

Démonstration : On utilise le théoreme 3.2.9 pour dire que:
_ deg ¢ (O(1))™1™

+oo m!

Px (1)

On applique alors le théoréeme 3.2.3 pour conclure, avec M = S(X). On sait en effet
que pour [ assez grand, on a d'une part, pgx)(l) = dimxg H°(X,0x(1)), et d’autre part,
@sx) = Px (1), ce qui conclut. O
Proposition 3.2.7. On a: deg (¢1(Op(d))™ = m![]d;.

i=1

Démonstration: On note H; = P! x ... x {z;} x ... P! ot {z;}, point de P!, est en ¢™¢
position. On a alors:

deg (c1(Op(d))™) = deg(z d; H;)™,

ml S : R
= deg(z md? co.dyrH Lo Hpm), par multilinéarité,

m
=1

3.2.10 Diviseurs numériquement effectifs
On donne ici la définition des diviseurs nef et on indique certaines propriétés dont

nous aurons besoin par la suite.

Définition 3.2.20 Soit X un schéma propre. Un diviseur de Cartier, D, sur X est dit
numériquement effectif (ou nef) si, pour toute sous-variété Y de X, on a:

deg (DM™Y . Y) > 0.

Proposition 3.2.8. Soit X un schéma propre, D un diviseur de Cartier, et L le faisceau
associé. Si L est engendré par ses sections globales, alors D est nef.
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Démonstration : Soit Y une sous-variété de X. Le faisceau L est engendré par ses sections
globales, donc il existe une section non nulle sy € H°(Y,L). Le cycle associé au schéma
des zéros de sy, [Z(sy)], est un cycle effectif qui représente ¢;(L)NY = D-Y. On itere ce
raisonnement pour fabriquer un cycle effectif qui représente c¢; (L)%™ ¥ NY, ce qui conclut.
O

On donne ici une version asymptotique du théoreme de Riemann-Roch, concernant les
diviseurs numériquement effectifs. On admet pour cela une version asymptotique du
théoreme de Riemann-Roch-Hirzebruch pour les fibrés en droites:

Théoreme 3.2.10. soit D un diviseur de Cartier sur un schéma propre X de dimension

r. On a, si x dénote la caractéristique d’Fuler-Poincaré :

,deg D"
r!

xX(X,;nD) =n +0(n").

De ceci on peut déduire la version concernant les diviseurs numériquement effectifs.
Théoreme 3.2.11. soit D un diviseur de Cartier nef sur un schéma propre X de dimen-

stonr. On a:

1. R (X,nD)=0(n""") pouri >0, et de plus,

,deg D"
r!

2. K (XnD)=n +O0(n" ).

Démonstration : Le point 1. associé au théoreme précédent nous donne le point 2. Il suffit
donc de prouver le point 1. On note L = Ox(—D), et on pose:

Il = OX N L, Ig = OX N Lil, et pour 1€ {1,2}, OZi = Ox/Iz

On remarque que Zo ® L ~ 7;, et que dim Z; < dim X. On a le diagramme commutatif
exact (L est inversible, donc le produit tensoriel — ® L est exact) :

0O —>0 7y — Ox — Oz —— 0
0 — L — Ox(—D) —— Oz, ® L —— 0.

On tensorise par L®", et on écrit la suite exacte longue de cohomologie pour chaque ligne :

H(X,L®"®T,) — H(X,L®") — H'(Z,,L%" ® Oz,) et,

HY (X, L @ Ty) — H'(X, L") — H'(Z3, L% © Og,).
Or on sait que H(X,Z; ® L®") = H(X,Z, ® L®"*1), donc:
RH(X,LOMY) < BY(X,To @ L") + b (25,04, @ L¥"™)  par le théoréme du rang,
= h’l<X711 ® L®n) + hi(Z27OZ2 ® L®n+1) ’
< BU(X,LE™) + B N(Z21,02, @ LE™) + h'(Z2,0z, @ L¥").

63



On en déduit, par récurrence sur r = dim X, que:
RY(X,LE™TY) < RY(X,L®™) 4+ O(n"~?) pour tout i > 2.
En sommant ces inégalités, on en déduit que
RY(X,L¥") = O(n"~') pour tout i > 2.
Ainsi par le théoreme asymptotique précédent on a:

deg D"
d

RO(X,L%™) — KN (X, L®™) = n" +O0(n").

Pour conclure, on va distinguer deux cas.

Si h(X,L®™) = 0 pour tout n > 0, alors, le membre de gauche de I’égalité est négatif. Or
par hypothese deg D" > 0, donc h'(X,L®") = O(n"1), ce qui conclut.

Sinon, il existe un entier ng > 1 tel que h%(X,L®™) > 0. Donc, il existe un diviseur de
Cartier effectif M, tel que L®™ = Ox(M). En considérant la suite exacte, (on note encore
M le fermé associé au diviseur M)

0— Ox(—=M) — Ox — Oy — 0,
on en déduit que:
RY(X,LEM0) — BY(X LP™) < BY(ML,LE"T0 @ Oyy) = O(n"2).

Donc, on peut la encore conclure que h'(X,L®") = O(n"1). O

On rappelle maintenant la notion de diviseur ample, ainsi que le lien le plus évident (i.e
le sens facile du critere de Nakai-Moishezon) entre les notions de ample et nef.

Définition 3.2.21 On dit qu'un diviseur D sur un schéma X est ample si il existe n
assez grand tel que nD est tres ample. On dit qu’un diviseur D sur un schéma X est tres
ample si il existe une immersion fermée f : X — P" pour un certain entier r, telle que
F*(0pr(1)) = O(D).

Proposition 3.2.9. Si D est un diviseur ample sur un schéma X, alors, D est nef.
Démonstration : Soit m tel que mD est trées ample. On note f : X — P" 'immersion

fermée telle que f*(Opr(1)) = O(mD). En notant px et ppr les projections respectives de
X et de P" sur Spec K, on a, si Y est une sous-variété de X :
degx ((mD)™ ¥ -Y) = degx(ci(f Opr((1))"™ ¥ NY,
= (px)« [(a(fOpr (1)) O YT,
= (ppr)sfe [(c1(f*Opr(1)))™ ¥ N Y], par fonctorialité,
= (ppr)« [(c1(Op-(1)))"™ Y N £.Y] , par formule de la projection,
= degPT [f* (Y>]
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Or f.(Y) est une sous-variété de P, et dans ce cas on sait, par le théoreme 3.2.9 que
degp-[f.(Y)] = deg,(f.(Y')). Enfin, le point 1. de la proposition 3.2.6 nous indique que ce
nombre est positif. O

Cette proposition nous permet de retrouver la proposition 3.2.7 affirmant que:

m

deg (c1(Op(d))™ = m!] [di-

=1

En effet : le n-uplet d est tel que, pour tout i, d; > 1, donc le faisceau Op(d) est ample, donc

nef. On peut donc lui appliquer le théoreme de Riemann-Roch asymptotique précédent.

Si D représente le diviseur de Cartier associé a Op(d), on a:

ndeg D™
m!

Or par définition, deg D™ = deg ¢1(Op(d))™, donc:

(X nD) =n +O(n™ ).

1
deg c1(Op(d))™ = m!n—th(X,nD) +0(n™).

Il nous suffit donc de calculer h°(X,nD) pour conclure. Or ceci se calcule en identi-
fiant H°(X,nD) et lespace vectoriel des polynomes multihomogenes de degré nd sur
K[X1.Y1,... . X;n,Yy]. On a done A(XnD) = [T, (nd; + 1) = n™ [T",(d; + ). On en
déduit :

deg ¢1(Op(d))™ = m! H(d’ + %) +0(n™).

On conclut alors en passant a la limite sur n.

3.3 Le lemme de Dyson selon M. Nakamaye.

3.3.1 Enoncé des théoremes

On commence d’abord par rappeler la notion diophantienne d’indice d’une section
puis on énonce les deux théoremes principaux.
Indice d’une section

On note

P= HIPI, et d=(dy,...,d,) avec Vi€ [Im], d; > 1.
i=1
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On pose m; : P — P! la projection (fermée) sur la j®me composante. On consideére

¢=((A1:m),--,(Am : M) un point fermé de P, on note Op1 ,,(¢) 'anneau local en 7;(().
C’est un anneau de valuation discrete, car local, noethérien régulier de dimension 1. On
note z; une uniformisante locale de cet anneau et on note (abusivement) aussi z; le pull-
back de z; dans IP. On obtient ainsi un systeme de parametres locaux de Op . Soit alors
s € H(P,0p(d)), ot d = (dy, . .. ,dn). On sait (car ¢ est lisse) que:

Op¢ — Op¢ ~ Klzi,...,2m].

En prenant une trivialisation locale de Op(d) en ¢, on a donc, localement en ( :

— o] (0%
s = E Aay,am?1 -+ B -

(a17-~-7am)€Nm

Si s # 0, on définit alors [’indice de s en ( comme étant :

d—/aal ..... am%O}.

Proposition 3.3.1. L’indice de s en ( est indépendant du choix d’un systeme de pa-
rametres locauz.

m

Ind((,s) = min {

v=1

Le lemme de Dyson

On considere (i, . ..,(u, M points de P vérifiant 'hypothese (H) : pour tout j, si i1 # o,
alors, m;((;,) # (G, ), autrement dit, on ne peut pas trouver i et j tels que les points (;
et (; appartiennent a une sous-variété produit propre de P.

On commence par définir une fonction volume intervenant dans I’énoncé des théoremes.

Définition 3.3.1 Soit I™ = {(z;) € R™ /0 < z; < 1}, on définit la fonction Vol(t) par:

Vol(t) = Vol ({(mz) el™ /f:ml < t}) :

On peut maintenant énoncer les deux théoremes :

Théoréme 3.3.1. Dyson 1 Soits € H*(P,0p(d)) une section non nulle et soit (1, . .. ,(y
vérifiant Uhypothese (H). Soit t; = Ind((;,s) et M' = max{M — 2,0}, alors, on a:
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Théoreme 3.3.2. Dyson 2 Avec les mémes hypothéses que dans le théoreme précédent,

d;
et en posant ) = max Z(ona:
2<i+1<j<m (%

M
Z Vol(t; — md) < 1.
i=1

On va tout d’abord démontrer le théoreme 3.3.2, puis on indiquera comment obtenir le
théoreme 3.3.1 par une méthode similaire.

Le plan de la démonstration est le suivant: en utilisant le théoreme du produit, on
construit un cycle effectif qui représente la classe ¢;(Op(d))™. En notant R; la partie de
l'intersection supportée par Z; (ou Z; est le support d’un faisceau d’idéaux a construire,
renseignant sur I'indice au point ¢;), on obtient ainsi une majoration de Zf‘il deg R;. En
considérant un éclatement bien choisi de IP on réussi alors, en utilisant la formule de la
projection, a obtenir une minoration des deg R;. En mettant bout a bout la majoration
et la minoration, ainsi qu’un petit calcul de volume, on en déduit le résultat.

3.3.2 Le faisceau d’idéaux Z,(s)

On construit ici les faisceaux informant sur 'indice d’une section aux points (;, et on
étudie quelques propriétés de leur support.
Les faisceaux d’idéaux Z,(s) et J¢ 4+

But : fabriquer un faisceau d’idéaux Z,(s) sur P tel que:
s € H°(P,Op(d) ®0, Za(s)) et tel que Zy(s) informe sur l'indice de s aux points {¢;}icr

Soit ¢ € P et t € RT. On définit J; 4; comme suit:

Jear = <{Ma = Hzf” / a; < d; et Ind((,M,) > t}> )

i=1

Par définition, J¢ 4+ C O¢ p. De plus, chaque z; provient d'une section définie sur un petit
ouvert produit, affine. Quitte a restreindre on peut supposer que les (sections associées
aux) z; sont toutes définies sur

U= ﬁSpec Ay = Spec éAk.

k=1 k=1

De plus, quitte a restreindre une nouvelle fois on peut aussi supposer que pour tout i,
mi(C) est le seul zéro de z; sur U; = Spec A;. On note encore J¢ 4, le faisceau d’'idéaux

67



m

quasi-cohérent associé a Je 44 NA, ou, A = @QA;. Enfin, sii : U — P désigne l'inclusion
i=1

naturelle, on définit ainsi un faisceau d’idéaux cohérent, inclus dans Op en posant :

:Z-C7d7t = Z*j<7d7t °

On remarque que cette construction est indépendante du choix de U. Plus précisément,
si V est un autre ouvert produit, affine, inclus dans U, alors comme la construction est
locale, on a: J¢arv =~ Jearuv-
Par ailleurs, en faisant I'identification entre, H(P,Op(d)) et I'espace des polynomes mul-
tihomogenes de degré d en les variables (X1,Y1,...,X,,,Y,,) sur K, on constate que le
K-espace vectoriel H? (P,Z; 4+ ®0, Op(d)), est engendré par les polynomes

m m .
H(T]Z,X,/ —AY)¥Y ST avee, Yo <m0 <y, <d, et Z d—”

v=1

On pose enfin:

M
= m I<J7d7t] :
j=1

Le support de Op/Z; 4;

On pose Z = Supp(Op/Z; 4+) et Z; pour les supports associés aux ¢;. Le lemme suivant
nous en donne une description explicite. On rappelle tout d’abord une notation: si J est
un ensemble de polynomes, contenu dans K[X1,Y1,...,X,,,Y.], on notera

V(J)={{eP/VPe<J> P()=0}.

Lemme 3.3.1. Avec les notations précédentes on a Z = |J Sr ou:
IC[1,m]
0 si |l >,
Sr = :
VX, —\NY,; v&lI) sinon.

Démonstration : Quitte a faire un changement de systeme de coordonnées, on peut sup-
poser que, pour tout v, 1, # 0. Soit P € Sy, montrons que P € Z. Soit ¢ un m-uplet
d’éléments de [][1,d,] tel que > ;—VV > t, alors il existe vy ¢ I tel que i,, # 0. En effet,
P € S; donc Sy est non vide, donc |I| < t. Si pour tout v ¢ I on avait i, = 0, alors on
aurait

t < —V — < t, ce qui est idiot.
< d, Zd d

vel
Notamment on a (1, X, — )\,,Y,,)"’O (P) =0 et on a donc:

||M3

. S Cil_u >, ona [[(mX, — \Y,)»Y% " (P)=0.
Vi tel que v=1

Vv e [lm] 0<i, <d,
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En particulier on en déduit que P € Z.

Réciproquement, soit P € Z et soit J I'ensemble des v € [1,m] tels que P appartient a
V(n,X,—A\Y,). Montrons que P appartient & Sje, o J¢ désigne le complémentaire dans
[1,m] de J. Par définition de J il suffit de vérifier que |J| > t. Soit @) le monéme

[[mx, = Ay T v

védJ veJ

Alors, par définition de J, siv ¢ J, (n, X, — A Y,)(P) #0; et siv e J, Y, (P) # 0 (sinon
7, (P) = (0: 0) dans P!, car pour tout v, n, # 0, ce qui est impossible). Donc Q(P) # 0.
Soit alors ¢ défini par: i, =0siv € J et i, = d, sinon. Dans ce cas on a:

= v Xy — AY,) Y W ‘|
Q E(n Z::d =|J9.
Or P e Zet Q(P) # 0 donc |J]| > t. O

Lemme 3.3.2. Soit pi et X\ dans [1,M] deuz entiers distincts, et (, et ¢\ deuz points de
P vérifiant Uhypothése (H), alors, m >, +ty.

Démonstration : Quitte a faire un changement de systeme de coordonnées, on peut sup-
poser que: (y = ((1:0),...,(1:0)) et que ¢, = ((0:1),...,(0:1)).Si

m
F=5"a;[] XY %~ est une section globale non nulle de Z4(s), alors, pour tout n-uplet
% v=1
7 tels que a; # 0, on a:

m

Hle”YVd”_i” est un des générateurs de H°(P,0p(d) ®o, Ity dty ),

v=1

et la méme chose est vraie pour ({,,d,t,). On en déduit:

. _
Z Lztet 2
v=1 v=1
L’inégalité attendue en résulte immédiatement. O

Proposition 3.3.2. Sous les mémes hypothéses, on a Z, N Zy = (.

Démonstration : Comme précédemment on suppose que: ¢, = ((1:0),...,(1:0)) et que
¢ =(0:1),...,(0:1)). Si Z,NZy\ # 0, alors il existe I, et I, deux sous-ensembles de
[1,m] tels que:

|I,| <t,et |l <tyettelsqueV (X, /vé )NV (Y, vé¢l,)+#0.

Soit v ¢ (I, U I,), alors V(X,) NV (Y,) # 0, ce qui est idiot. Donc on a I, U I, = [1,m]
et en partlcuher m < t, +ty, ce qui contredit le lemme précédent. O
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Soit IP" une sous-variété produit de P, on pose Op/(d) = Op(d)pr. Le lemme 3.3.1 nous
indique que: Vi € [1,M], le support Z; = Supp(Op/Z¢, ras,) ne dépend pas de k pour
k > 0, donc

M
U Z; = Supp(Op/Zka(s)) n’en dépend pas non plus.
=1

Proposition 3.3.3. Si P’ C Z; pour un entier i € [1,m] alors,
Vk > 0, H° (P/,Op/(/{d) ®Ikd(8)) = 0.

Démonstration: On a Ty4(s) C Z¢, gar, €6 P C Z;. Par indépendance par rapport a k,
on sait que: Z; = Supp(Op/Z, kay,)- Soit & € P, alors £ € Z;, donc pour toute section
s appartenant & H® (P',Op/(kd) ® Zyq(s)), ceci implique que s(€) = 0 et donc que s = 0,
d’ou le résultat. O

Par ailleurs on a un résultat contraire si la sous-variété produit ' de P n’est contenue
dans aucun Z;. On renvoie a Uarticle [EV84] (lemme 2.8) pour une démonstration de ce
fait :

Proposition 3.3.4. Si pour tout i, P' ¢ Z;, alors, pour un k suffisamment grand, on a:

HO (]P)/,Op/(k‘d) X Ikd(s)) 7é 0.

Un calcul de volume

On indique ici un calcul de volume qui nous servira dans la derniere étape de la démonstration.
Il concerne I'espace des sections globales de Op(nd) ® Z¢ na.+-
Proposition 3.3.5. 5i ( est un point de P, on a:

Vol(t) = lim h" (P,0p(nd)) — h° (P, OP(”d) ® Z¢ nd t)

n—00 n'm Hk 1 d

Démonstration : On note I(d,t) = {(xl,) eo1™/ >, < t}. On sait que:
v=1

(ﬁdi>v01( lim — dtﬂHnd

Par ailleurs,

I(d,t)ﬂnnidiz = {(:cy) 0,1]™ /xl,: ZVEZet Za;,,gt}

v=1

={(d—)[ m /i, e ml' }
- {( ) ETm [ 0<i, < m ' }
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On en déduit donc que:

d; | Vol(t) = lim — |< (i,) € Z™ /] 0 < iy, < nd,, <ty
(et {eoream v 2 <o

r=1

Or, par définition du faisceau d’idéaux Z¢ 4+, on sait que:

h° (P,Op(nd)) — h° (P,Op(nd) @ Z¢ pay) =

m .
. . ly
{(ZV)GZm/OSZVSnd,,, ndl,<t}"
Donc en passant a la limite, on en déduit bien le résultat voulu. O

On indique également une conséquence de ce calcul, qui nous servira dans la démonstra-
tion du théoreme 3.3.1. Il s’agit d’une version affaiblie de la proposition précédente, dans
le cas ou on remplace le faisceau Op(d) par un fibré en droite L.

Proposition 3.3.6. Si ( est un point de P, et L un fibré en droite sur P tel que
L ® Op(—d) admet une section globale, alors :

h® (P,L®") — h° (P,L°" @ T,
n—o00 nm Hk:l dk

Démonstration : Considérons ’espace vectoriel V,,; engendré par:

Par définition de V,; et du faisceau d’'idéaux Z¢ 4, on sait que:
dim Vn,t = ho(]P,Op (nd)) — ho(]P),Op(nd) X Z{,nd,t)'

Ainsi, il suffit de montrer que dim V,,; < h° (P,L®") — h° (P,L®" @ Z¢ pa;) pour conclure.
Or L® Op(—d) est un fibré en droite sur P qui, par hypothese, admet une section globale.
Donc il est engendré par ses sections globales (ceci découle du corollaire 3.1.3 et du
fait que O(d) est engendré par ses sections globales si d = (dy,...,d,) > 0). On peut
prendre une section globale v € HY(P,L ® Op(—d)), telle que v(¢) # 0. Mais alors, en
tensorisant n fois par v, on peut plonger V,,; dans H°(P,L®") et ce, de maniere disjointe
de H°(P,L®" ® Z¢ nay). Ceci prouve l'inégalité de dimension cherchée. O

3.3.3 Le théoreme du produit

On donne dans cette partie la démonstration d’un théoréme du produit, dans Iesprit
de celui introduit par Faltings dans [Fal91].
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Définition 3.3.2 Soit f un polynéme de K[X;,...,X,,] de multidegré d = (dy, ... ,dn),
et soit W une variété sur K, on appelle multiplicité de f selon la variété W, et on note:
a/Bi
X"

multy f =r si V8 = (04, ...,0m) avec Zﬁigr—lon a: H

=1

f|W:O7

et si il existe 3, avec Y ", f; = r, tel que ceci est faux.
Lemme 3.3.3. Soit X une variété sur K et W une sous-variété, alors ’ensemble

U={xeW /mult,f = multwy f}

est un ouvert non vide de W.

Démonstration : On note immédiatement que Vx € W, mult, f > multy f. Or, si pour
tout © € W l'inégalité était stricte, alors on aurait multy, f > multy f + 1, ce qui est
idiot. Ainsi, 'ensemble U n’est pas vide. Montrons que son complémentaire F est fermé.
Par définition,

F = {zeW /mult,f > multy f}
= {z €W /mult,f > multy f + 1}

= {xe W Na = (ay,...,an) € N tel que Zozi < multy f on & D*f(n) :O}.

i=1
La derniere expression de F montre qu’il s’agit bien d'un fermé. O
Lemme 3.3.4. Soit p : X — Y un morphisme dominant entre variétés lisses sur K. Si
Qx/y est localement libre de rang n = dim X — dim Y sur X, alors pour tout point fermé
x € X, Uapplication T, : T, — T, est surjective.
Démonstration : Soit x € X, on applique la 1¢7¢ suite exacte fondamentale tensorisée par
K(x), corps résiduel au point z :

0" Oy @ K(z) = Qx/x @ K(z) = Qxjy @ K(z) — 0.

Les variétés X et Y sont lisses, donc par la réciproque de la proposition 3.1.1, les trois
espaces intervenant dans la suite exacte précédente sont de dimensions respectives dim Y,
dim X et n; donc u est injective. De plus, si z est un point fermé de X alors K (z) ~ K,
donc, d’apres la démonstration de la proposition 3.1.1, u est juste ’application naturelle
de M,/ zm; dans 9, /M2, ot y = ¢(z). Ainsi en passant au dual on en déduit que T}, est
surjective de T}, sur Tj,. O
Lemme 3.3.5. Soit ¢ : X — Y un morphisme dominant entre variétés sur K. Alors
il existe un ouvert U non vide de X tel que pour tout point fermé x € U, l'application
T, : Ty — Ty est surjective.

Démonstration : Le corollaire 3.1.1 nous dit qu’il existe un ouvert (dense) de X qui est
lisse et pareil pour Y. Donc quitte a se restreindre a ces ouverts, on peut supposer que X
et Y sont lisses. Comme on est en caractéristique 0, et par le théoreme 3.1.1, on sait que:

dim Qg(x)/ry) = deg, R(X)/R(Y) = dim X —dim Y =: n.
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Or Qgrx)/r(v) est la tige au point générique x du faisceau 2x/gr(v), et le schéma X est
noethérien, donc il existe un voisinage ouvert U de z tel que {2x/y |y est libre de rang n.
On conclut alors en appliquant le lemme 3.3.4 précédent. O
Théoréeme 3.3.3. théoréme du produit Soit f € K[X,...,X,,] un polynéme non nul
de multidegré dy, ... ,d,, et soit

X(f) = {:p e K" N0<a; < max d;, Df(z) = 0},
i+1<j<m

aal aamfl
X . X f

Soit W C X(f) une composante irréductible, alors W est inclus dans une sous-variété
produit propre de K™, c’est a dire: il existe x4 € K tel que W C K¢ x {x4} x K"~971.
Démonstration : Si X (f) est vide, le résultat est immédiat, sinon, on va montrer que on
est dans une des deux alternatives suivantes: soit m,, (V) est réduit a un point, soit W
est de la forme W’ x K pour une sous-variété W’ de K™ !,

Dans le premier cas: W C K™ ! x {.} ce qui conclut.
Dans le second cas: soit A € K et soit fy(X1,...,.Xm1) = f(X1,...,X;n_1,A), 0n a

ot a = (aq,...,an) et D*f =

0™ ... J%m—2 mTE Hai
8X10¢1 - an:ZEQ f/\(Xb B aXm—l) = 11 3XZC“ f(Xla cee aXm)|Xm:)\-
m—2 a;
Or le polynome 1_[1 6Tf‘if(X1’ ..., Xn) s’annule sur W’ x K pour a; < i+€rlg%}ém d;,
m—;aai
donc an”f’\(Xl’ o X)) = 0 pour 0 < o < ¢+1I§nj?7%—1dj'

i=1
Ainsi W' C X(f»), et,

par récurrence sur m, on en déduit que W’ est inclus dans une sous-variété produit propre
de K™™' donc W aussi. Il reste & montrer que si m,,(W) # 0, alors W est bien de la
forme annoncée.

La variété W est une variété irréductible sur le corps K, donc d’apres le corollaire
3.1.1 il existe un ouvert dense U; de W formé de points lisses. Par ailleurs le lemme 3.3.3
nous dit que I'ensemble U, sur lequel mult, f = multy f est un ouvert dense. De plus on
suppose que 7, : W — K est surjective, donc le lemme 3.3.5 nous dit qu’il existe un
ouvert dense Us tel que pour tout point fermé n € Us, 'application induite sur les espaces
tangents T,W — T ) K est surjective. Ainsi, en prenant un point 1 assez général, i.e un
point fermé, dans l'intersection des trois ouverts précédents, on peut supposer ces trois
conditions vérifiées simultanément en 7. Enfin, apres translation en l'origine, on suppose
aussi que T,W C To(K™). On a alors:

0 0
1) T,W + — Ty(K™).
() n <8X1 aXml> 0( )
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Fait: il existe ¢ € [1,m — 1] tel que multn(aixi(f)) = mult, (f) — 1.

En effet, soit D un opérateur différentiel, d’ordre < mult,(f) — 1, et soit % e T,W.Si
D = D* ou D® est un opérateur de la forme définie précédemment, alors comme D®(f)
s’annule sur W et 8% € T,W,on a:

(055 0) - D), =0

Sinon, le méme raisonnement appliqué a D = D*0 avec 0 € T,,W marche encore. En
utilisant (1), on peut donc encore conclure comme précédemment.

o 0 0
Ainsi, (2) Va—X e T,WW on a: multna—X(f) > mult, (f).

Supposons par l'absurde que le fait est faux. Alors, pour tout 7 dans [1,m — 1], on a:
mult, »2- f > mult, (f). Or I'égalité (1) implique:

n9X;
o =, 0 0
— = Aim—— + A=—.
X, ; ox, X
Mais alors, (2) implique multn% f > mult, f, donc pour tout a et tout 3 tels que

0<>a<let0<> G <mult,f—1, ona 8°‘+ﬁf|77 = 0. On en déduit que mult, f >
mult, f + 1 ce qui est absurde, d’ou le fait.

On applique ceci a aixi f ou l'indice ¢ est celui obtenu par le fait. En itérant, apres
mult, f itérations, on obtient :

m—1 i m—1
o' .
(H aX]ik f) (n) # 0 avec Z ir, = mult, f = multy f.
k=1 k=1

Or par définition de X (f), D*(f)w = 0 pour tout o; € [0, max d;], notamment pour tout
a; € [0,d,,]. Donc il existe nécessairement un entier k tel que iy > d,, + 1. On en déduit
que multy f > d,,, +1, or degx,, f = d,,, donc ceci est possible seulement si la sous-variété
W est de la forme W’ x K, ce qu'on voulait démontrer. O

3.3.4 Fin de la preuve du théoreme 3.3.2

On utilise dans cette partie le lemme du produit pour démontrer le lemme clé, puis
on se sert de la théorie de 'intersection pour conclure.
Le lemme clé

Lemme 3.3.6. (lemme clé) Soit s € H°(P,Op(d)) une section non nulle, soit M
points, (1, ...,Cu vérifiant Uhypothese (H), et soit t; = Ind((;,s). Il existe un entier n
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suffisamment grand, tel que : stV C P est une sous-variété qui n’est contenue dans aucun

Z;, alors,

M

0 (V,Op(nd) & ﬂfgi,nd,tim(;) 75 0.

i=1
Démonstration : On commence tout d’abord par montrer 'existence d’'une section avec
un ny qui dépend a priori de la variété V :
Soit K™ C P un ouvert affine contenant les points ¢;, pour tout i € [1,M]. Sur K™, on
identifie la section s avec un polynome, que I'on note toujours s, de multi-degré inférieur
a d. Par le théoreme du produit on sait que I’ensemble X (s), des zéros communs de D*(s)

pour tout m-uplet d’entiers o = (av, . .. ,q,,) tel que 0 < «; < max d;, est contenu dans
i+1<5<m

I'union d’un nombre fini de sous-variétés produits propres. Par ailleurs, pour k € [1,M]
et 0 <o; < max dj, ona:
i+1<5<m

-1
Oéz

Ind((x,D%(s)) > Ind(Ck,s) — —

1 7

3

7

En effet, notons y le membre de droite de I'inégalité, et soit 5 un m-uplet d’entiers tels
m

que Zdﬁ <y — 1. Dans ce cas, on a:
i=1 "

-1

3

al+ 1 m
d15+6_<y—1+z = Ind(¢p,s) — 1,

SV
3

i=1

Donc on a bien (0°D%s)(¢r) = 0, d’ott I'inégalité. De plus, par définition de §, on a

I'inégalité Z < md. En accolant les deux inégalités, on en déduit que

Ind (g, Ds) > tp — md.

Ainsi, si V est une sous-variété comme dans 1’énoncé qui, de plus, n’est contenue dans
aucune sous-variété propre de P, alors par le théoreme du produit, il existe a vérifiant
les inégalités habituelles, tel que D*(s) donne une section non nulle sur V. L’inégalité
précédente assure de plus que cette section non nulle sy, appartient a I’espace

M
(VOP ® m-’z-(“dt m5>

=1

Sinon V' est comme dans ’énoncé mais est incluse dans une sous-variété produit propre IP’.
11 suffit de montrer que, dans le cas o V' = I, le résultat est vrai en conservant, pour tout
i I'indice ¢;. En effet, en faisant une récurrence sur la dimension (car dim P’ < dim P), et
en appliquant le lemme a P’ et a la section ¢’ non nulle obtenue pour P/, on en déduit le
résultat dans le cas général. On suppose donc V' = P’. Dans ce cas, la proposition 3.3.4
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nous donne l'existence d’une section non nulle sy, € H° (V,Op(nvd) ® ﬂi]\ilIQ,nvdth,
pour un ny assez grand, ce qu’on voulait démontrer.

On montre maintenant que 1’on peut trouver un entier n indépendant de V :

I1 suffit pour cela de constater que ’on appelle la proposition 3.3.4 un nombre fini de fois,
indépendant de V. Donc en prenant comme entier n, le produit des n; obtenus par les
différents appels de la proposition, on peut conclure. O

Le fait, que ’entier obtenu dans le lemme précédent soit indépendant de V', nous permet,
quitte a travailler avec d := nd dans ce qui suit, de supposer que, si Z ¢ Z; pour tout i,
alors il existe

=1

M
0 7& Sz € H° (Z,Op(d) ® mICi,d,ti—WMS) . (31)
On va utiliser (3.1) pour construire un cycle effectif, qui représente ¢;(Op(d))™

Construction du cycle effectif

Soit sp une section donnée par 1’équation (3.1), on note Z(sp) son schéma des zéros. Alors
[Z(sp)] est un diviseur effectif représentant la classe ¢;(Op(d)). Soit Z une composante
irréductible de Z(sp), alors, deux cas peuvent se présenter :

Si il existe ¢ tel que Z C Z;, on prend 0 # sz € H°(Z,0p(d))), et dans ce cas, [Z(sz)] est
un cycle effectif représentant la classe ¢;(Op(d)) N Z.

Sinon, Z ¢ Z; pour tout i € [1,M]. Dans ce cas, I’équation (3.1) nous donne une section

non nulle s; € H° (Z,Op(d) ® ﬂ?ilz-@adyti—mﬁ) , et, 1a encore, [Z(sz)] est un cycle effectif

représentant la classe ¢;(Op(d)) N Z.

On réitere ce raisonnement de maniere a obtenir ainsi un représentant effectif de la classe
c1(Op(d))™. Par ailleurs, on sait par la proposision 3.3.2 que les supports, Z;, sont deux
a deux disjoints. On peut donc écrire:

M
c1(Op(d))™ = R+ Z R;, ou R; est le cycle effectif de support inclus dans Z;.

=1

Notamment, en passant au degré, on en déduit, par effectivité de R, que:
M
> deg R; = deg (c1(Op(d))™) — deg R < deg (c1(Op(d))™).
i=1

Or on connait le degré de ¢;(Op(d))™. En effet, par la proposition 3.2.7, on sait que:
deg (¢1(Op(d))™ = m!]]d;. Pour conclure la preuve du théoreme 3.3.2, il nous suffit donc

=1
de prouver le lemme :

Lemme 3.3.7. Pour tout i € [1,M], on a: deg R; > (m! Hdk) Vol(t; — mJd).
k=1
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Minoration de deg R;

Pour démontrer le lemme 3.3.7, on commence par prouver le résultat suivant :

Lemme 3.3.8. Soit i € [1,M], et soit m : BLy(P) — P l’éclatement de P le long du
ferméY défini par Uidéal Z¢, 4t,—ms, €t de diviseur exceptionnel E. Alors :

deg R; > deg ¢1(Op(d))™ — deg c1(7*Op(d)(—E))™.

Démonstration : Soit sp, la section non nulle de H(P,0p(d)) utilisée dans la construc-
tion précédente. Dans ce cas, le cycle m*[Z(sp)] — E est un représentant effectif de
c1(m*Op(d)(—F)). En effet, par choix de sp c’est un cycle effectif, et en remarquant que

(" Op(d)(=E)) = c1(1"Op(d)) = c1(OLy ¢)(E)),

on constate qu’il représente bien la classe ¢;(7*Op(d)(—FE)). Soit V' une composante
irréductible de 7*[Z(sp)] — E, on va distinguer deux cas:

cas 1: (V) C Z;. Comme Z¢ 44— ms est engendré par ses sections globales, le lemme 3.1.4
nous permet d’affirmer que le faisceau 7*Op(d)(—FE) est engendré par ses sections glo-
bales. On peut donc choisir un représentant effectif pour ¢;(7*Op(d)(—F)) N V.

cas 2: (V') ¢ Z;. Dans ce cas, V ¢ E, et I'application 7y est birationnelle. En posant
Z =m(V), on constate que V est égal a Z, la transformée stricte de Z.

Si 3j # i tel que Z C Zj, soit sz € H°(Z,0p(d)) la section non nulle utilisée
précédemment pour la construction du cycle effectif représentant c;(Op(d))™. Comme
Z;NZ; =0, onaaussi, ZNE = 0, et donc 7*s, € H° (Z,W*Op(d)(—E)>. Donc 7[Z(s7)]
représente ¢, (7*Op(d)(—E)) N Z.

De méme, si Vj Z ¢ Z;, on considere la section non nulle s; € H(Z,0p(d)) utilisée
précédemment pour la construction du cycle effectif qui représente c1(Op(d))™. On ob-
tient ainsi une section non nulle 7*s; € H°(Z,7*Op(d)). Comme la section sz appartient &

H° <Z,Op(d) @ N, ‘,Z"Ciydati_m5>7 le cycle m*[Z(sz)] — E|7 est un cycle effectif représentant
la classe de Chern ¢;(7*(Op(d)(—E)) N Z.

Finalement, en itérant ce procédé, on construit, un O-cycle effectif, D, représentant la
classe ¢, (7*Op(d)(—E))™. De plus, par construction, ce O-cycle s’écrit, D 4+ .S, ou Dy est
fabriqué en relevant les sections utilisées pour la construction de ¢;(Op(d)™, et ou S est le
cycle de support inclus dans Z;. On sait que le morphisme 7 est propre par la proposition
3.1.7, on peut donc appliquer la formule de la projection du théoreme 3.2.6. Celle-ci nous
M
dit que, m,.(D;) coincide avec R+ > R;. On a donc:
j=1

i

M
R+ R;—m.(D)=R; — m.(5).
j=1
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En passant au degré (on utilise le fait que degy(m.a) = degpy, (x)() ), et en utilisant
que deg D = deg ¢1(m*(Op(d)(—E))™ et que m,(S) est effectif, on conclut. O

Conclusion

On va maintenant pouvoir démontrer le lemme 3.3.7 et ainsi conclure la preuve du
théoreme 3.3.2. On veut montrer que:

deg ¢;(Op(d))™ — deg ¢;(7*Op(d)(—E))™ > (m! 11 dk) Vol(t; — md).

k=1
Proposition 3.3.7. On a l’égalité :

deg c1(m*Op(d)(—E))™ ~ lim h° (BLY(P)J*OP(WZ)(_”E»' (3.2)

(

Démonstration : Le diviseur 7*Op(d)(—FE) est engendré par ses sections globales. En ef-
fet, le faisceau Z¢ q4,—ms 'est, et I'affirmation suit donc du lemme 3.1.4. En particulier on
en déduit, grace a la proposition 3.2.8, que le diviseur 7*Op(d)(—F) est numériquement
effectif. Donc on obtient le résultat en appliquant la version de Riemann-Roch asympto-
tique donnée dans le théoreme 3.2.11. O

On remarque ensuite que, si L = 7*Op(nd)(—nE), on a:
H°(Pm.(L)) = m(L)(P) = L(n~(P)) = L(BLy(P)) = H"(BLy (P),L).
Ainsi, la formule de la projection pour les faisceaux nous donne:
h° (BLy (P),7*Op(nd)(—nE)) = h° (P,Op(nd) @ m.Op1, @) (—nE)) . (3.3)
D’apres le point 1. de la proposition 3.1.9, E est le diviseur effectif, tel que
© Tedt-ms - OpLy ) = Opry (p)(—E).

On a donc une inclusion naturelle (cf le théoreme 3.1.7 et les remarques qui suivent) de
T¢dt—ms dans m,.0pgr, py(—FE). La méme construction nous donne, pour tout n > 1, une
inclusion naturelle,

b : Ig?g,t—mé — W*OBLY(p)(—nE>.

La proposition suivante va nous permettre de calculer le membre de droite de 1'égalité
(3.3) précédente pour n assez grand.

Proposition 3.3.8. L’inclusion v, est un isomorphisme pour tout n assez grand.
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Démonstration : Soit U = Spec A un ouvert affine de P tel que 'anneau A est une K-
algebre de type fini. Par construction 771(U) ~ Proj S(U), ot & = Y 1o, Su, avec dans
notre cas, Sy = Ig’j’t, olt Z¢ 44 est cohérent. L'anneau S(U) = ., S4(U) est un anneau
gradué, engendré par Z(U), comme Op(U) = A—algebre. De plus Z(U) est un A-module
de type fini. On a finalement (cf [Har77] p.125)

V>0 Su(U) = SU)(n)(x ().

Or par définition du faisceau Opgrpy(n), on sait que

OpLp)(0)ir-1v) = Opwjswy (n) = SU)(n).
On en déduit que

¥n> 0 Opre)(n)(n(U) = SWU)(n)(n(U)) = Su(U).

On peut réécrire ceci sous la forme:

V>0 ZI2,(U) =~ (m.0pLe)(n)(U),

et ce, pour tout ouvert affine U = Spec A de P tel que A est une K-algebre de type fini.
Or P est de type fini sur K, donc il existe un recouvrement de P par de tels ouverts. Donc
on sait en particulier que:

Or le faisceau J¢ 4, est cohérent sur 'espace projectif IP, donc par un théoreme de Serre
(cf [Har77] p.121), on sait que pour n assez grand, 3?2775 est engendré par ses sections glo-
bales. Le méme résultat vaut pour Op L(p)(].). Ainsi I'isomorphisme au niveau des sections
globales nous donne bien l'isomorphisme de i,, pour n assez grand. a

Ainsi, en injectant la proposition dans I’égalité (3.3), puis en mettant (3.3) dans I'identité
(3.2), on en déduit :

i (T Op(d)(—E))™ h° (P,Op(nd) @ I, —ms)

On veut évaluer le membre de droite de (3.4). Pour cela, on rappelle que
Igz’tifm(; C Z¢, nd,t;—ms, donc,
ho (P,Op(nd) X Igfz’ti_m(;) S ho (]P,Op (nd) &® ICi,nd,tz‘*mtS) .
On déduit de cette inégalité, que:
h° (P,Op(nd) ® I2" , RO (P d) @ L¢. nat—
lim (P.Op(nd) ® Iy, _yu5) < lim (P,0p(nd) ® Z¢, na, md) (3.5)
n—oo nm n—oo nm
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Enfin, en combinant les deux équations, (3.4) et (3.5), on constate que:

c(Op(d)" — i@ Op(d)(ZE))™ h°(B,0p(nd)) — h° (P,Op(nd) ® T, napi-ms)

On conclut alors en utilisant le calcul de volume fait a la proposition 3.3.5.

3.3.5 Preuve du théoreme 3.3.1

La preuve du théoreme 3.3.1 est presque similaire a la preuve précédente. La seule
différence est le lemme clé 3.3.6, puisque on veut fabriquer une section non nulle, sans
modifier I'indice.

Le probleme vient de ce que, quand on considere les dérivées de s, de maniere a appliquer
le théoreme du produit, on fait diminuer 'indice. Pour remédier a cela, une méthode
consiste a multiplier les dérivées de s par un polynome ayant un indice suffisamment
grand aux points (i, k € [1,M]. Le plus simple consiste a considérer le twist de la dérivée

D“s, par le diviseur
m—1

M
= Z akﬂ-k Tk Cz

i=1 k=1

En effet, akﬂk (mr(¢;)) est le diviseur définit par le polynome (i X — AiYe) % ot (Agy
Nri) est la keme composante de ¢;. Donc le diviseur 37" cyerss (11 (i) , est défini par le
polynéme [[,2; (Uksz — A, Yi)*. Or,

m—1 m—1
Ind (gk, I (i — )\kiYk)“kDas> > Ind (gk, I (X — )\kiYk)"‘k> + Ind (¢, D%s) .
k=1 k=1

Le dernier terme est d’indice supérieur a t; en (;, donc en twistant par le diviseur D(«)
on se ramene a la situation voulue, mais on a un résultat qui n’est pas tout a fait assez
fin (et qui en plus dépend de «), donc on va encore raffiner un peu.

Tout d’abord, on constate que si, dans la démonstration du lemme clé, on prend un ouvert
affine K™ tel que le point (; est de coordonnées (oo, . ..,00), alors l'indice en (; va rester
stable par dérivation. Ensuite, on peut toujours choisir un systeme de coordonnées tel
que, on ait de plus (s = (0, ...,0). Donc, quitte a travailler avec la section H;":_ll Xk D%s
(qui est bien de degré < d), on peut considérer qu’on a pas de probleme non plus en (.
On traite alors le cas des autres points par la méthode indiquée précédemment : on twist

par le diviseur
M m-—1
() =) > gy (mi(G:))

i=3 k=1

On pose alors, §; = max dj, et L = Op(d)(D'(6)). Par définition, tous les «; intervenant
1=15S)s5m

dans le lemme clé sont inférieurs a ¢;, donc on obtient bien un résultat indépendant de la
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variété qui va intervenir, et on conclut par la méme preuve que celle du lemme clé que,
pour toute variété V telle que Vi V ¢ Z;, on a:

M
HO (V,L ® ﬂ1¢17d7ti> #0.

i=1

Le reste de la preuve est exactement pareil que ce qu’on a déja fait. Il faut évidemment
appliquer la proposition 3.3.6 au lieu de la proposition 3.3.5, et remplacer la valeur de
deg(c1(Op(d))™ par celle de deg(ci(L))™ (le calcul se fait par exemple en utilisant la
version asymptotique du théoreme de Riemann-Roch).
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Exposé effectué avec JEROME PLUT

A.1 Préliminaires

Soit @ un anneau de valuation discrete de corps des fractions K, d’idéal maximal m,
d’uniformisante 7.
Proposition A.1.1. la chaine © D m D m? D ... forme une base de voisinages de 0.

Démonstration : Si v est la valuation normalisée et | . |= ¢~", ¢ > 2, alors:
m'={reK/|z|< qn%l} ce qui conclut. O

Définition A.1.1 On appelle n®™¢ groupe d’unités supérieure le sous groupe de O*, et

on note
1

qn—l
Remarque: la chaine O* = Uy D U D Uz D ... forme une base de voisinages de 1.
Proposition A.1.2. ¥n > 1 O* /UR ~ (0,/m")* et Up,/Uptt ~ O /m.
Démonstration : 1) L'application ¢ : O — (O,/m")* est surjective et ker ¢ = Up.

Ug ={zeK'/|l-z|<

}=1+m"

ur— 1w mod m"

ii) L application v : Up — O,/m" est surjective et ker ¢ = Uptt. O

u+—uw mod m”

Proposition A.1.3. Les applications O — lim O, /m" et Of — lim Oy /Uj sont

des isomorphismes et des homéomorphismes.

A.2 Groupes formels

A.2.1 Définitions

Définition A.2.1 Soit A un anneau. Deux séries formelles F' et G a coefficients dans
A sont dites congruentes mod (degn) si elles coincident pour tous les termes de degré
strictement inférieur a n.
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Définition A.2.2 Soit A un anneau et F' € A[[X,Y]]. On dit que F est une loi de groupe
formel commutative sur 'anneau A, si:

(a) F(X,F(Y,Z))=F(F(X)Y),Z) (associativité)
(b) F(X)Y)=F(Y,X) (commutativité)
(¢) F(X,0) =X (élément neutre)
d) A G(X) e A[X]] F(X,G(X))=0 (inverse)

—~

e) FXY)=X+4+Y (mod deg2)

Ezemple A.2.1 Soit A = Ok un anneau de valuation discrete de corps de fraction K, et
d’idéal maximal my. Soit F' une loi de groupe formel définie sur Og. Alors F munit my
d’une structure de groupe commutatif. On note mg » ou mp ce groupe.

Ezxemple A.2.2 Dans la situation de I’exemple précédent, en posant

F(X)Y)=X+4+Y 4+ XY on retrouve la loi de groupe multiplicatif de 1 + m.

Définition A.2.3 On dit que K est un corps local si K est un corps complet, valué, de
corps résiduel k fini. Soit K local, ¢ = Card(k) et 7 une uniformisante de Ok. On pose

Fr={feOk|[[X]] /] f(X)=nmX (mod deg2) et f(X)=X? modr }

Ezemple A2.3 f(X)=7nX+ X1¢€ F,
Exemple A.2.4 51 K =Q,, m = p alors f(X) = (1+ X)? — 1 appartient a F,,.

A.2.2 Le lemme fondamental

Définition A.2.4 Soient F' et G deux lois de groupe formel, on dit que f : F — G est
un morphisme, si f € XA[[X]] et si foF = G(f x f). On note Hom(F,G) les morphismes
de F dans G et End(F) les endomorphismes de F'.

Lemme A.2.1. fondamental Soient f et g dans F,, n € N* et soit ¢1(Xy,...,Xp)

une forme linéaire en Xi,...,X,, a coefficients dans Of. Alors, il existe une unique
F € Okl[Xy,...,X,]] telle que:

F=¢; (mod deg2) (A.1)

foF=Fo(gx---xg) (A.2)

Démonstration : Pour soulager la typographie on s’autorise a écrire X = (X7,...,X,) et
g=1(gx%,...,xg). Comme F ne doit pas contenir de terme constant, on cherche F sous la

forme F' = 3" H,(X) ot H, est homogene de degré v. On pose F.(X) = >"_, H,(X).

Fy = ¢

F est solution du probleme si et seulement si
foF, =F,og (mod deg(r+1))vVr>1.

On détermine H, par récurrence: pour v = 1, H; est uniquement déterminé et vaut ¢;.
On suppose maintenant que Vv € [l,r], H, est construit et uniquement déterminé.
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Construisons H, 1 : Ecrivons foF, = F.og+FE,; (mod deg(r+2)) ou E, 1 est "erreur”
et satisfait E,,; = 0 (mod deg(r+1)). En écrivant f(X) =X+ X%(}_...), on constate
facilement que:

foF1=foF, +7mH,+1 (mod deg(r+2)). (A.3)

En effet,
foFu=fo(F+Huy)=foF +nH+7H x> ..)+2Ha xFx () _..).

Or tous les termes de HZ, | sont de degré 2r+2 > r+2 et F, n’a pas de termes constants.
Par ailleurs,

Foyiog=F.og+n"H,..; (mod deg(r+2)). (A.4)
En effet :
Frpiog=Fog+Hrpi0g
et "
Hynog=3 a[a(X)" et g(X))0 =mX) + X7 (30,
j=1
donc

Hg(Xj)ij ="t HX;j + (termes de degré > r + 2),
Jj=1 J=1

d’ott: H,y 09 = 7" H, 1y (mod deg(r+2)). Avec (3) et (4) on en déduit que nécessairement
on doit poser

_Er-i-l
7(l—7")
L’unicité est donc acquise et pour conclure il nous reste a voir que H, ., est bien a
coefficients dans Op, c’est a dire que E,.;; =0 mod =. Or f et g sont congrues a X?
mod m, donc
E.(X)=foF.(X)—F.og(X)=(F.(X))?—F.(X9) =0 mod . O
Proposition A.2.1. (Tate) Soit f € Fy, il existe une unique loi de groupe formel a
coefficients dans Ok, notée Fy, telle que f € End(Fy). Une telle loi de groupe formel est
appelée loi de groupe formel de Lubin-Tate.
Démonstration : Dans le lemme précédent, on prend n =2, ¢; = X +Y et f = ¢g. Il suffit
de voir que 'unique F ainsi obtenue est bien une loi de groupe formel :
associativité: On constate que Fp(F(X,)Y),Z) et Fy(X,F¢(Y,Z)) sont solutions de:

HXYZ)=X+Y+Z (mod deg2)
foH=Ho(fx-Xxf)

Hr—l—l =

Par unicité dans le lemme fondammental on en déduit 1’associativité.
élément neutre: Les séries formelles F(X,0) et X sont solutions de:

H(X)=X (mod deg2)
foH=Hof
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La commutativité et la congruence (mod deg2) sont évidentes. D’ou le résultat. O

Désormais on travaillera uniquement avec des lois de groupes formel de Lubin-Tate.
Exemple A25S1 K =Q,et f=(14+X)?—1alors Ff =X +Y + XY.

Proposition A.2.2. Soit f € F; et soit Fy la loi de groupe correspondante. Pour tout
a € Ok, il existe un unique |aly € Ok[[X]] tel que: [a]; commute avec f et [a]; = aX
(mod deg?2).

De plus on a alors [a]y € End(Fy).

Démonstration : On a immédiatement 'existence et 1'unicité de [a]; par le lemme fonda-
mental, comme solution de H(T') = aT" (mod deg2) et fo H = H o f. Reste a voir que
c’est un endomorphisme de F¥, ce qui ce fait encore par la méme méthode : On vérifie que
Fe([alp(X),la](Y)) et [a] (Ff(X,Y)), sont toutes deux congrues a aX +aY (mod deg2)
et solutions de fo H =Ho (f x f). O

Remarque: Soit f € F, alors [n]; = f.
Proposition A.2.3.

L'application ¢ : Oxg — End(Fy) est un morphisme injectif d'anneauz.

a — [a]s

Démonstration : On vérifie que 'on a bien un morphisme d’anneau par le méme raison-
nement que précédemment. L’injectivité vient de ce que [a]; = aX (mod deg?2). O

Définition A.2.5 On appelle O module formel de Lubin-Tate pour 7 la donnée d’une
loi de groupe formel de Lubin-Tate et du morphisme ¢ précédent.

Proposition A.2.4. Si f et g sont dans F, alors Fy ~ F,.

Démonstration : Pour tout a € A, f,g € F, notons [a];, I'unique solution de [a];,(T) =
al (mod deg2) et f([al;y(T)) = [alry(g(T)). Si a est inversible dans Ok, en notant
toujours par la méme méthode que [1]74(7") = T, on voit que [a]f, fourni I'isomorphisme
voulu. O

A.3 L’extension totalement ramifiée K.

On remarque que tout Ok module formel donne naissance a un (vrai) Ox module quand
on "lit” la série Iy la ou elle converge. Pour ce faire on choisit m, I'idéal maximal de K,
une cloture séparable du corps local K.
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A.3.1 Premieres propriétés

Proposition A.3.1. 5S¢ F' est un Og module formel, alors my est un O module pour
r+y:=x+py et a.x:= [a]p(x). On le note m, p.
Proposition A.3.2. 5i f : F — G est un morphisme de Ok module formel, alors

U'application encore notée f: msp — myg est un morphisme de Ok module.

z— f(x)

Définition A.3.1 On pose E.(n) == {\ € myp /7".\ = 0} = ker([7"]r) le sous Ok
module de 7" torsion de m, r, et on pose E, :=lim E.(n) = J,~, Ex(n).

Remarquons que E,(n) est aussi un Ok /1" Ok module, car tous ses éléments sont tués
par 7"Ok.

Lemme A.3.1. Soit M un Ok module et soit M,, = ker(z" : M — M). Sim : M — M
est surjective, et si My de cardinal q, alors: M, est de cardinal q".

Démonstration : On démontre le résultat par récurrence sur n. Le cas n = 1 découle des
hypotheses. Supposons le résultat vrai au rang n — 1. Considérons la suite :

0— M, — M, = M,_; — 0.

7 surjective nous donne 'exactitude en M, _; et de ce fait 'exactitude de la suite. Ainsi
M, a q" éléments. O

Théoréeme A.3.1. Le Ok /7"Ok module E.(n) est libre de rang 1.

Démonstration : Par la proposition 2.4, on est libre de choisir f € F, comme on veut pour
définir Fy = F. On prend donc f = 71X + X? = [7]p(X). Le polynome f est séparable
donc E(1) = ker[r|p a exactement q éléments, car toutes les racines de f sont de valua-
tion strictement positives. En effet, si x est une solution, soit x = 0 et donc v(x) = +o0,
soit v(z) = q—% > 0. De plus E,(n) = ker[r"]r, donc pour pouvoir appliquer le lemme
précédent, avec M = m, p, il suffit de voir que [7]r est surjective de M dans M. Soit
y € M et soit  une solution de mx + 2?9 = y dans K, alors:

si v(z) 4+ 1 = qu(x), on ax € M. Sinon, 0 < v(y) = inf(v(z) + 1,qu(z)) < qu(z), donc
x € M. 1l reste a voir que 'on peut trouver une racine de P(X) = 7X + X9 — y dans
K,. Si P est séparable, on a gagné, sinon P et P’ ont une racine commune x dans une
cloture algébrique de K. Comme P’ = 7 + ¢X?!, on a alors P(x) = x(m — %) —y =0,
soit v = yﬁ donc z est séparable, ce qui conclut.

Le lemme précédent nous dit que Er(n) est de cardinal ¢". Soit A, € E.(n) — E(n — 1),
le morphisme O — E(n) de multiplication par A, est un morphisme de Ox module de
noyau ("), d’ou le résultat par cardinalité. O

Corollaire A.3.1. Le module E. est isomorphe a K /Of.
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Démonstration : Le résultat suit du théoreme en passant a la limite inductive. ]

Corollaire A.3.2. L’application a — [a]p donne les isomorphismes suivant :

Ok /7m"Ok ~ Endo,. (Ex(n)) et Ux, /Uy ~ Auto, (E-(n)).

Démonstration : Le corollaire découle facilement de la proposition 1.2 et du théoreme. O

A.3.2 L’extension K;/K et son groupe de Galois

Définition A.3.2 Le corps K,(n) := K(FE,(n)) est appelé une extension de Lubin-Tate.
On pose K := lln K:(n)=U.2, Kz(n). K(n) et K, ne dépendent que de 7 et pas de
F.

Théoréme A.3.2. 1. L'extension K .(n)/K est abélienne, totalement ramifiée, de degré
" Y(q—1), de groupe de Galois Gal(K (n)/K) ~ Uy /Uy.

2. Si A\, € Ex(n) — E(n—1), alors K.(n) = K[\,] et \, est une uniformisante.

3. NKﬁ(n) K<_/\n) = .

Démonstration : Comme précédemment on choisit f = 7.X + X9 et en notant f" la
nieme itérée de f, on pose ¢, (X) := fi (1 X )) Le polynome ¢,, est d’ Elsensteln et de degré
q"'(qg—1), donc 'extension K(\,)/K est totalement ramifiée de degré ¢"~'(q—1), et A,
est une uniformisante. Comme ¢,(\,) = 0, et que ¢, est unitaire de coefficient constant
mon a aussi Nk, () x(—=Ay) =

On sait que K(\,) C Kx(n). De plus Vo € Gal(K(n)/K), on a, 0|z, () € Auto, (Ex(n)).
On peut donc considérer 'application

¢ Gal(K;(n)/K) — Auto, (Ex(n))
0 7 O|Ex(n)
Elle est injective car K (n) est engendré par E (n). Or
Card(Gal(K,(n)/K)) > [K(\,): K] = Card(Ug/Ug).
Donc ¢ est bijective et I'extension est abélienne. Enfin [K(n) : K] = [K()\,) : K] donc
Kx(n) = K(An)- =

Corollaire A.3.3. L’extension K,/K est totalement mmz’ﬁée de groupe de Galois

Gal(K,/K) ~
Démonstration : Par définition, Gal(K,/K) = @1 Gal(E;(n)/K), et par les préliminaires
on sait que O™ est isomorphe a lim Ux /U}. O

Ezemple A3.1Si K =Q,, m=p, f = (1+X)?—1 alors E, = {racines p* “"* de 1 Jv €
N } et Kﬂ- = @poo.
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A.4 L’extension L,

Soit K un corps local; on note A = Ok son anneau de valuation. On fixe une cloture
séparable K*® de K. Soit K™ l’extension maximale non ramifiée de K dans K ; son
corps résiduel est une cloture algébrique k8 de k, d’out

Gal (K™ /K) = Z.

Soit 7 une uniformisante de K.
Définition A.4.1 On appelle L, I'extension composée dans K*P de K™ et K.
On remarque que les extensions K™ et K sont linéairement disjointes.
Soient 7 et w deux uniformisantes de K, avec w = um, u € A*; on choisit également
f € Fret g € F,. On note o 'automorphisme de Frobenius de Gal (K™ /K). Soit
également B l'anneau de valuation de K
Proposition A.4.1. [ existe une unité € de B telle que o = cu, et une série entiére
¢ € B[[X]], telles que:
(i) p(X)=eX (mod X?);
(i) “p=polul;;
(i) p o Fy = Fy(p < p);
(iv) Pour tout a € A, pola]; = [a], 0.
Lemme A.4.1. On a deux suites exactes :

0—A—B _od B—0

B*—1

Soient R l'anneau de valuation de K™, et mp son idéal maximal. Montrons par
récurrence que, pour tout n, la suite (x) 0—A/m"—R/m}, o1, R/m’,—0 est exacte:
pour n = 1, la suite s’écrit

0k fle T2 galg
et est donc exacte. Pour n quelconque, écrivons:

0 — R/mi — R/mi' — R/mg —0
lo—1 lo—1 lo—1
0 — R/m} — R/mi' — R/mgp —0

Le lemme du serpent montre que le noyau de o0 — 1 : R/ mﬁ+1—>R/ m’é“ a ¢"! éléments;

or il contient A/m”*! ce qui montre 'exactitude de la suite (), puis, par passage a la
limite, celle de la suite

0—A—B o1, B—0.0

Lemme A.4.2. [l existe p € B[[X]] vérifiant (i) et (ii).
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D’apres le lemme précédent, il existe ¢ € B* tel que o = ue. On va construire une
suite d’éléments de B, (b,) tels que, pour ¢, (X) =X + by X? +--- + 0, X", on ait :

oo, = pr o [ul; (mod X"*1).

Pour r = 1, ceci est vrai par choix de . Supposons by, ...,b,. construits; soient c le

coefficient de X" dans ¢" o [u]; — 7, et a un élément de B tel que ca —a = c/(eu)™;

le lecteur vérifiera qu’alors b, 1 = ae”™™! convient. ¢(X) = eX + by X? 4 -+ + b, X"+ -
vérifie alors (i) et (ii). O
On note h~! I'inverse d'une série entiere h pour la composition.
Lemme A.4.3. On peut choisir ¢ dans le lemme A.4.2 telle que g = “po fo 1.
On pose h = oo fop™!; alors:

h = gpo[u]fofogpfl = gofolul,op

[f et [u], étant & coefficients dans A, il vient:

°h = ngofo[u]fo”gp_l = "gpofogp‘l = h,
d'ott h € A[[X]]. On vérifie que h € F, pour p = (og/e)m. Soit alors ¢ = [1],, o ¢; alors
@ vérifie toujours (i) et (ii), et on a 7P o fo7¢ = g. 0
Soit ¢ une telle série entiere. On vérifie, en utilisant le lemme fondamental A.2.1, que

SOOFfO<9071X9071):Fg et ‘Po[a]fOSDAZ[a]ga

ce qui acheve la preuve de la proposition A.4.1. O
Lemme A.4.4. Tout sous-corps E de K* contenant K est fermé.

Le groupe de Galois de K*P sur FE fixe en effet F/, et donc son adhérence; celle-ci est
donc égale a F. O

Proposition A.4.2. Les deux extensions L, et L, sont égales.

On a, d’apres la proposition précédente: “¢ o [r] = [w}g o . On en déduit que @ est
un isomorphisme entre E,(n) et E,(n), et donc que les deux extensions K K™ et K, K™
coincident. Le lemme A.4.4 précédent prouve alors que:

L. = K"K, NK* = KoK, NK = [,.0

Définition A.4.2 Soit r, : K*— Gal (L,/K) = Gal (K,/K) x Gal (K™ /K) I'homomor-
phisme de groupes défini par:

(i) rx(m) induit l'identité sur K et 'automorphisme de Frobenius sur K™ ;

(ii) Siwu € A*, alors rr(u) induit Uidentité sur K™, et [u™']; sur K.

Proposition A.4.3. L’homomorphisme r, ne dépend pas du choix de ['uniformisante .
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Soient 7 et w = wu deux uniformisantes, f € F,, g € F,, et ¢ une application donnée
par la proposition A.4.1. On va montrer que 7,(w) = r,(w); ceci montrera que les r,
coincident sur les uniformisantes de K, ce qui suffit puisque celles-ci engendrent le groupe
multiplicatif de K.

Par définition de r; et ry,, sur K™, r.(w) et r,,(w) induisent toutes deux I'isomorphisme
de Frobenius; en outre, 7, (w) induit I'identité sur K. Il suffit donc pour arriver au résultat
de montrer que s = r,(w) induit l'identité sur K.

Puisque s = r(7) - 7 (u) et ¢ a ses coefficients dans K™, il vient Sp="p=polul,.
Soient A € E, et u= ¢~ (\) € E;. Alors:

=\

Ceci montre que r.(7) induit l'identité sur K, d’ou le résultat. O

A.5 Sous-groupes de ramification

A.5.1 “Rappels”

Soient L /K une extension galoisienne de corps locaux, de groupe de Galois G, et x
un générateur de la Og-algebre Op.
Pour u réel, on note G, le sous-groupe de G

G, ={s e Gur(st —z) >u+1}.

On définit la numérotation supérieure de ces groupes par: G* = Gg-1(y), ol @ est I'ap-
plication continue, affine par morceaux, telle que p(0) = 0 et ¢'(u) = (Go : Gy) ™" pour u
non entier.

On a alors, pour tout sous-groupe distingué H de G :

G'/H = (G/H)".

A.5.2 Sous-groupes de ramification

Soit, pour n entier, U le sous-groupe de Ux = O} défini par U} = 1 + mj;; pour v
réel, on pose U}, = U,L“.
Théoréme A.5.1. On considere l'extension K (n)/K précédemment construite, et [’ho-
momorphisme

. .{K* — Gal(K,(n)/K)
Kr(n)

u o u',

Alors, pour tout v réel: r;(i(n)(G”) =U}.
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Soient i < n, u € Uk \ U?l, et a une racine primitive n-ieme, c’est-a-dire, o tel
que [7"];(er) = 0 et [ (a) # 0. Alors: s(a) = [u™'];(a). Soit v € Ok telle que
u™! =14 7o ; alors v est une unité de O, et

s(a) = [1+ Wiv}f(oz) = Ff(a,B) pour [ = [ﬂiv}f(a),

d’ou:
s(a)—a = B+ Z Yi a3, pour des v;; € Oy,
ij>1
et finalement, a étant une uniformisante de K (n) et 5 une uniformisante de K (n — 1),
il vient
V) (s — @) = [Kx(n) : Kx(n—1)] = ¢,

dou:si¢gt<u<qg —1,rYG,) =U,, puissii —1<v <4, r Y(G") =Uy. a
Corollaire A.5.1. Soient L = K"K, etr : K*~G = Gal (L/K) lapplication précédemment
construite. Alors r—1(G") = U}.

On obtient directement le résultat pour K en passant a la limite projective ; le résultat
pour L s’obtient alors en remarquant que, en écrivant
Gal (L/K) = Gal (K™ /K) x Gal (K,;/K),on ar(Ux) C Gal(K,/K). O
Corollaire A.5.2 (Hasse-Arf). Soit E une sous-extension de L ; alors les sauts dans
la filtration (GV) apparaissent seulement pour les valeurs entiéres de v.
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Mémoire de maitrise effectué avec DENIS CONDUCHE

B.1 Introduction

Depuis Galois, nous savons qu’il existe une correspondance entre les les sous-corps
du corps de décomposition M d’une équation algébrique sur un corps K, et les sous-
groupes du groupe des K-automorphismes de M. Ritt et Kolchin ont développé, a partir
des idées de Picard et Vessiot, une théorie similaire en considérant I'extension attachée a
une équation différentielle linéaire. Le but de cet exposé est d’expliciter et de démontrer
cette correspondance. Ceci nous permettra de plus de voir sous quelles conditions une
équation différentielle linéaire est résoluble par quadratures.

Dans ce qui suit, les anneaux et les corps seront toujours supposés commutatifs.

B.2 Préliminaires

B.2.1 Dérivations et corps différentiels

Définition B.2.1 Soit A un anneau integre, une application 9 : A — A est une
dériation si:
Va,b € A d(a+0b) =0(a)+ I(b) et Va,b € A d(ab) = ad(b) + I(a)b .
Le couple (A,0) est appelé anneau différentiel, et tout x de A vérifiant d(x) = 0 est une
constante.
Théoreme B.2.1. (i) Une dérivation 0 sur un anneau intégre A admet une unique
extension au corps des fractions K de A.
(i1) L’ensemble des constantes sur K est un sous-corps de K.

Démonstration : L’unicité est claire, car aa=! = 1 implique d(a™') = —a~'d(a)a™'. En

posant

() = w on définit bien une dérivation sur K: la définition est valide car Ve € K
a(%) = (%) .

La seconde assertion est immédiate. O

Ezxemple B.2.1
(i) La dérivation triviale : Vo € K 0(z) = 0.
Celle-ci est certes peu intéressante mais on remarque que c¢’est I'unique possible sur
Q. Par ailleurs, tout corps peut étre muni de la dérivation triviale: en ce sens la
théorie des corps différentiels est une généralisation de la théorie classique.
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(ii) Soit (A,0) un anneau différentiel, notons A[z;] 'anneau des polynomes en une infi-
nité de variables (z;);en. On peut prolonger 0 en une dérivation sur Alx;], qui sera
déterminée de maniere unique par: 0z; = x;,1. On a ainsi fabriqué une indéterminée
différentielle et on note A{x} Panneau différentiel obtenu, ainsi que A<z> son corps
des fractions (la dérivation s’y étendant de maniere unique par la proposition II.1).
Plus généralement, si K et L sont deux corps différentiels tels que K C (L,0), et S
un sous ensemble de L, on note K < S > le plus petit sous-corps différentiel de L
contenant K et S.

Définition B.2.2
(i) Soient (K1,01), et (K3,0;), deux corps différentiels. Une application ¢ : K; — Ko
est un morphisme différentiel si ¢ est un morphisme de corps et ¢ oy = dy 0. On
définit de méme isomorphisme différentiel et automorphisme différentiel.
(ii) (M,01) est une extension différentielle de (K,0) si M est un surcorps de K et si
81IK = 0. On notera C le corps des constantes de K et C'y; celui de M.
On pourrait en fait montrer que toute K-extension peut étre munie d’une structure
différentielle compatible avec K (on peut trouver une démonstration dans [Ros68]).

Définition B.2.3 Soit y1,...,y, € K corps différentiel, on appelle matrice Wronskienne
de (Y1,..,yn) et on note Wr(yi,...,y,) la matrice carré de d’ordre n (9" 'y;); j<n.
Lemme B.2.1. Soit (K,0) un corps différentiel et yy,...,y, € K. On a: y1,. ..y, sont
linéairement indépendants sur C si et seulement si le wronskien |Wr(yy,...,yn)| # 0.
On déduit de ce lemme qu’une équation différentielle linéaire de degré n a au plus n so-
lutions linéairement indépendantes dans une extension différentielle.

Définition B.2.4 Soit (K,d) un corps différentiel et L(y) = 31 a;0'y + 0™y = 0 une
équation différentielle linéaire homogene, avec pour tout 7, a; dans K.

Si (M,0,) est une extension différentielle de K, telle que Cpy = C' et M = K <uy, ... u,>
ou les u; sont n solutions indépendantes de L(y) = 0 (*), alors M est appelée extension
de Picard Vessiot de K associée a (*).

Remarquons des a présent, certaine similitude entre la théorie de Galois classique et la
théorie de Galois différentielle: dans la théorie classique, a une équation algébrique on
associe son corps de décomposition, ici a une équation différentielle linéaire on associe
son extension de Picard Vessiot. On indique, a titre culturel, le résultat suivant démontré
dans [Kol48]:

Théoreme B.2.2. Si K est de caractéristique 0 et C algébriqguement clos, [’extension de
Picard-Vessiot de K associée a (*) existe et est unique a isomorphisme différentiel preés.
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B.2.2 Le groupe de Galois différentiel

Définition B.2.5

(i) Soit (M,0) l'extension de Picard Vessiot de (*). Le groupe de Galois différentiel de
(*), (ou de (M/K)) est I’ensemble des K-automorphismes différentiels de M. On le
note Galsp(M/K).

(ii) Soit L une sous K-extension de M, posons
L:={p € Galy(M/K) / p(a)=a VYa € L} = Galy(M/L),

et pour H C Galy(M/K) =G, posons H :={a € M / p(a)=a Vo € H} = M",
Lemme B.2.2.VIV/ est un sous-groupe de G et H est un sous-corps différentiel de M. De
plusizi, et H = H.

Définition B.2.6 Les sous K-extensions L. de M (respectivement les sous-groupes H de
Galsg(M/K)) sont dits fermés si L= L, (respectivement si H= H).
Malheureusement ceci laisse completement de coté un point véritablement important : quel

corps ou sous-groupe est fermé? Afin de pouvoir poursuivre notre étude, et notamment
pouvoir répondre a cette question, nous devons maintenant introduire de nouveaux outils.

B.3 Strucure algébrique du groupe de Galois différentiel

B.3.1 La topologie de Zariski

Définition B.3.1 Soit C un corps et n € N, un ensemble F' € C™ est Zariski fermé (ou
Z-fermé) si: 3S C C[Xy, ..., Xy tel que F' = ;g f71(0).

Remarquons immédiatement que:

ﬂ f710) = ﬂ f710), 0ot < S > est I'idéal engendré par S .
fes fe<s>

De plus, C[X7,...,X,] étant noethérien, on se rameéne au cas ou S est fini.

Définition B.3.2 On dit qu'un espace topologique vérifie la condition de la chaine des-
cendante, si:

si F1 D Fy D F3 D ... est une suite décroissante de fermés, alors on F), = F},.1 pour tout
n assez grand.

Théoreme B.3.1. Les ensembles Zariski fermés définissent une topologie sur C™. On
lappelle la topologie de Zariski sur C™. De plus, muni de cette topologie, C™ vérifie la
condition de la chaine descendante.
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Corollaire B.3.1. Toute partie de C™ muni de la topologie de Zariski est l'union disjointe
d’un nombre fini d’ouverts fermés connexes (pour la topologie induite).

Démonstration : Le résultat découle facilement de la propriété de la chaine descendante. O

Ezemple B.3.1
(i) Sin =1 les ensembles Zariski fermés sont : C, I’ensemble vide et les ensembles finis.
(ii) Si on considere G'L,(C) comme sous ensemble de O™ *1, ¢’est- a-dire,
GL,(C) = {(A,a) € O / a.det(A) = 1}, alors GL,(C) est Z-fermé dans O+,
De plus la multiplication et 'inverse sont continus.
Définition B.3.3 On dit qu’un sous-groupe G de GL,(C), en tant que sous ensemble de
0"2“, est un groupe algébrique linéaire s’il est fermé pour la topologie de Zariski.
Lemme B.3.1. Si G est un sous-groupe de GL,(C) (muni de la topologie de Zariski) et
H un sous-groupe Z-fermé de G, alors le normalisateur de H, No(H), est Z-fermé.
Démonstration: Soit h € H et ¢ : G — G , a+— aha™'. ¢~ (H) est fermé car ¢ est conti-
nue et H est fermé. Ainsi (¢~ (H) est fermée et de méme I'ensemble {a / a='Ha C H}
est fermé, d’ou le résultat. O

B.3.2 Deux lemmes algébriques

Lemme B.3.2. Soit K un corps différentiel de corps des constantes C algébriqguement
clos et L une extension différentielle de K, de corps des constantes C',.
(i) soient (fo)acr (I ensemble quelconque) et g des polynomes a n indéterminées sur K,
alors: siVYa € I fo, =0 et g # 0 a une solution dans Cp, il existe déja une solution
dans C.
(i1) Soit ky,....k. € Cp, alors, si (ki,...,k,) sont algébriquement dépendants sur K, ils
le sont déja sur C.
Démonstration : Soit (ug) une base de K sur C, f, = > hagug ol les hog € C[ Xy, ..., X,)]
sont uniques. Grace au wronskien, on constate que les (ug) restent linéairement indépen-
dants sur Cp, donc si x € Cf, est tel que Va f,(z) = 0, alors Va8 hag(z) = 0. Posons
alors J l'idéal engendré par les (hag), J # C[X1,..,X,], donc le théoreme des zéros de
Hilbert (cf [Lan93]) appliqué a J nous indique que les h,p s’annulent déja sur C.
Ecrivons g = ) t,u, avec t, € C[X7,...,X,] et supposons par 'absurde que:

hog(z) =0 = g(x) =0 sur C' . Dans ce cas, Vy t,(z) =0

donc le théoreme des zéros de Hilbert nous dit que: si I est I'idéal engendré par les (h,g),
alors ) € I avec (r,) une suite d’entiers: toute solution du systéme dans Cy, annule g,
contradiction.
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Pour la seconde partie: si f est telle que f(ky,...,k.) = 0 sur K, alors f = ) hgug,
donc par l'argument précédent : V3 hg(ky, ... k) = 0, d’ou le résultat. O

On notera dans la suite deg,.(I/K) = n le degré de transcendance de I sur le corps K.
On trouvera la définition et les propriétés élémentaires dans [Lan93].

Lemme B.3.3. Soit K un corps et I un anneau intégre contenant K, de degré de transcen-
dance n fini sur K, et soit P un idéal propre premier de I, alors le degré de transcendance
de I/P sur K est strictement inferieur a celui de I sur K.

Démonstration : deg,.(I/K) = n. Soit u dans P, non dans K. u n’est pas algébrique sur
K, car sinon u est inversible (I integre donc le terme constant de Pmy (u) est non nul).
On complete u en une base de transcendance (u = uy,...,u,) sur I. La surjection ca-
nonique 7 : [ — I/P est un homomorphisme d’algebre qui induit une application de
Kluy,...,u,][X] dans K[m(ug),...,m(u,)][X]. Pour y € I, m envoie un polynéme anulateur
de y sur un polynome anulateur de 7(y). Donc I/P algébrique sur K[n(us),...,m(u,)], donc
deg,(I/P) <n—1. O

B.3.3 La structure algébrique de Galy(M/K)

Définition B.3.4 Soient M et L deux K-extensions différentielles. L’application o
M — L,

K-isomorphisme différentiel est un isomorphisme admissible si il existe un corps N qui est
une extension différentielle de M et de L.

Remarquons que si o est un isomorphisme admissible de M, extension de Picard-Vessiot
de (*), dans L, alors pour tout i, £(o(u;)) = 0 donc, Vi o(u;) = Y 7, kiju; avec k;j € Oy
(ou N est une extension différentielle de M et L). Or o est bijectif donc (k;;); j<n est dans
GL,(Cy).
Lemme B.3.4. Soit (K,C) corps différentiel et M=K <uy,...,u,> une extension de
Picard-Vessiot de K. Il existe S ensemble de polynomes de C X1, ..., X,2] tel que:
(1) Sio est un K-isomorphisme admissible de M, la matrice (ki;)i j<n associée est telle
que
(kij) € Nyes f71(0).
(ii) Si N est une extension de M et (kij)ij<n € GLy(Cn) N (Npeg f71(0), il existe un
K-isomor-phisme admissible o de M dans N, dont la matrice associée est (k;j).
Démonstration : Soit ¢ : y; — w; de K{y1,...,yn } dans M I’évaluation, morphisme différentiel
canonique, ou ¥i,....,y, sont des indéterminées différentielles. I' = Ker ¢ est un idéal
différentiel premier (car Im ¢ integre) de K{yi,...,y, }. Soit ¢ 'homomorphisme différentiel
de K{yi,...,yn} dans Mc; ;] défini par ¥ (y;) = >_7_, ¢iju;. Posons A = (') et S l'en-
semble des polynomes de C|c; ;] obtenus en décomposant les éléments de A sur une base
de M. On va montrer que S est I’ensemble cherché.
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1. Soit o un K-isomorphisme différentiel admissible de M (u; — > 7, kiju;). Le
diagramme suivant (ou p(c;;) = k;;) commute:

K{yhayn}?M

‘| i
M((cij)] ——L
Donc, I' étant envoyé sur 0 dans L, A T'est aussi, et par 'argument utilisé dans la
démonstration du lemme III.2, S s’annule en (k; ;).

2. Soit (kij)ij<n € GLn(Cn) N(Njeg f71(0). On a Ker (p) C Ker (yop ) donc, par
propriété universelle, il existe o, K-homomorphisme différentiel de K{u,...,u,} dans
K{ouy,....,ou,}, avec ou; = 2?21 k; ju;. 11 suffit de montrer que o est injectif: on pourra
alors étendre au quotient M et conclure.

Supposons donc ¢ non injectif: (pour alléger les notations on écrira u = (uy,...,u,) et
k= (kij)).

On pose P = Kero et on applique le lemme III.3 sur les degrés de transcendance :

degy (K<ou> /K) < degy(K<u> /K). Or, par additivitée des degrés de transcendance
on a:

deg (K <u > /K) + degy (K < uyou > /K < u >) = degy (K < uyou > /K < ou >
)+ degy (K< ou> /K)

D’ou:

degy (K<u>(k)/K<u>) = degy(K<u,ou> /K<u>)
< degy(K<u,ou> [K<ou>).

car K<u,ou>= K<u> (k): Wr(u)(ki;) = Wr(ou). Or en appliquant le lemme II1.2
aux k;; € Cy on en extrait une famille algébriquement libre maximale sur C, qui reste
algébriquement libre sur K < u >. Donc deg;,(C(k)/C) < degi (K < u,ou> /K <u>),
d’ou I'égalité.

De méme, en remplacant o et u par o' et ou,

degi (Crepus (k) | Creows) = degy-(K<u,ou> /K<ou>). Et visiblement :

degir (Creows (k) ) Craous) < degy-(C(k)/C). D’ou la contradiction. O

Nous pouvons maintenant énoncer un des résultats majeur de notre étude, qui découle
immédiate-ment du lemme précédent :

Théoreme B.3.2. Le groupe de Galois différentiel d’une extension de Picard-Vessiot est
un groupe algébrique linéaire sur le corps des constantes.

Avant de pouvoir plonger plus avant dans la théorie de Galois différentielle, et d’ar-
river a 1’énoncé de la correspondance entre sous-groupes fermés et sous K-extensions
fermées, nous devons étudier plus en détails les particularités introduites par le mot
différentiel : plutot que de travailler directement sur des automorphismes, nous passons
par I'intermédiaire d’isomorphismes admissibles. Selon I.Kaplansky, I'introduction de ces
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objets, et les complications qu’ils apportent, sont inévitables si I’on veut pouvoir traiter
le sujet a un niveau qui reste relativement élémentaire.

B.4 Outils d’algebre différentielle

B.4.1 Extension d’idéaux premiers

Lemme B.4.1. Soit I un idéal différentiel d’une Q-algebre A, et soit a € A tel que
In a™ € I. Alors (da)*~' € I. En particulier, /T est un idéal différentiel.
Démonstration : On sait que d(a™) = na"'9(a) € I (idéal différentiel), donc, comme
QC A, ona

a"*9(a) € I. On montre alors par récurrence, que: Yk a™ *(d(a))?*~! € I, et on conclut
en appliquant ceci a n = k. O
Lemme B.4.2. Soit A un anneau différentiel, I idéal différentiel radical et S C A. Si
ab € I, alors ad(b) € I et d(a)b € I.

De plus, siT ={x € A/ xS C I}, alors T est un idéal différentiel radical de A.
Démonstration : Comme 9(ab) = adb + d(a)b € I, on a ad(a)bdb + (adb)? € I, ainsi:
(adb)? € I et comme I est radical adb € I.

De plus, T est clairement un idéal, il est différentiel par 'argument précédent, et I radical
donne facilement T radical. O

Remarquons que si A est un anneau commutatif et (/)scs une famille d’idéaux radicaux,
alors (,cg 1s est un idéal radical. De plus, sur un anneau différentiel, une intersection
quelconque d’idéaux différentiels est un idéal différentiel. Ainsi, si S C A, il existe un plus
petit idéal radical différentiel contenant S:

N I.
I ideal rad diff>S

On le note {S}.
Lemme B.4.3. Soit A un anneau différentiel, a € A et S C A, alors:

(i) a{S} C {aS}

(i) siT C A, alors {SHT} C {ST}.
Démonstration : Posons 51 = {x € A / ax € {aS}}. Cest un idéal radical différentiel par
le lemme IV.2, et S C 51 = {S} C S1 = a{S} C aS; C {aS}.
De méme, 71 = {x € A / x{T} C {ST}} est un idéal radical différentiel et contient S
donc contient {S}. O

Lemme B.4.4. Soit A un anneau différentiel et T un sous ensemble multiplicativement
clos de A. Soit Q) un idéal radical, mazximal sur l’ensemble des idéaux J tels que T N J est
vide, alors () est premier.
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Démonstration : Supposons par 'absurde que: Ja,b € Aab e Q, a ¢ Q et b ¢ Q.

{Q,a} et {Q,b} sont des idéaux différentiels radicaux contenant strictement Q. Ainsi, il
existe t; dans TN {Q,a} et ty dans T N {Q,b} avec t1t2 € (T N{Q,a})(T N{Q.b}) C
{Q,a}{Q,b} C Q par le lemme IV.3, d’ou T N Q # (), contradiction. O
Théoréme B.4.1. Soit B un anneau différentiel et A un sous anneau différentiel de B.
Soit I un idéal différentiel radical de B tel que P = 1IN A est un idéal différentiel premier
de A. Dans ce cas, I peut étre étendu en un idéal différentiel premier de B, I, avec
LHNA=P.

Démonstration : Posons T = {x € A / x ¢ P}. Comme P est premier, T est multiplica-
tivement clos. Soit [; un idéal radical, maximal au sens du lemme IV.4, et contenant I
(existe par le lemme de Zorn). Le lemme IV.4 donne alors: I; est premier, [y N A C P et
contient /N A= P. O

Théoréme B.4.2. Soit B un anneau différentiel, A un sous-anneau différentiel et I un
idéal différentiel radical de B tel que: (abe [ (a € A,be B) = (acToubel)). Alors:
I peut s’écrire comme une intersection d’idéaur (1) différentiels premiers de B tels que
Va I,NA=P (avec P=1NA).

Démonstration : Notons que P est un idéal différentiel de A. Soit + € B x ¢ I, on veut
construire un idéal I, différentiel premier de B, contenant I, tel que I, N A = P et tel
que ¢ I,. On aura alors [ = (I,. Soit T = {az" /| a € Aa ¢ Pn € N}, T est
multiplicativement clos car P est premier, et par hypotheése T'N I = (), donc il existe un
idéal de B différentiel radical I, maximal tel que I, NT = ) et contenant I (par Zorn).
Ainsi le lemme IV.4 implique que I, est premier.

De plus, 1 ¢ P (sinon P=A,donc [ = B: [ =1,)doncx € T iex ¢ I,.

Enfin, soit a € I, N A, d’olt ax € I, : si a € P cest fini, sinon ax € T NI, = () ce qui est
impossible, donc P=INACI,NACP. O

B.4.2 Un lemme sur les anneaux de polynoémes

Lemme B.4.5. Soit K un corps et L une K-extension. Soit b un ensemble éventuellement
B = L[(X;)ien), A = K[(Xi)iev), P un idéal de A, J idéal engendré par P dans B et
I=+/J, alors:
(i) Si P est un idéal radical alors N A = P.
(i1) Si P est un idéal premier et si ab € I aveca € A b€ B, alorsa € P oube I.
(11i) Si Car(K) = 0 et P # A, soit Y une des indéterminées et s € L s ¢ K, alors
Y —sé¢l.
Démonstration : L est un K-espace vectoriel, si dimgL = 1 le lemme est trivial. On
suppose désormais dimg L > 2.
Soit (ta)aca une base de L sur K. On choisit deux éléments particuliers u; et us de
cette base. Quitte & multiplier par u; ' on suppose méme que u; = 1. Tout élément f de
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B s’écrit de maniere unique Y fou, avec f, € A. Un tel f appartient a A si et seulement
si fo =0 pour a # 1. De plus J = {>_ patta / pa € P}, donc JNA=P.

1. On suppose que P est un idéal radical et que b € TN A. Alors In "€ JNA=P
radical donc b € P donc P = 1N A.

2. Si P est premier et ab € I avec a € A et b € B, alors a"b"™ € J. De plus, b" € B
implique " = Y foua, donc Yo a™f, € P. Si a € P c’est fini, sinon Ya f, € P, donc
bel.

3. On suppose par 'absurde que Y — s € I. Alors Im (Y — s)™ € J. Posons donc
In={f€L[Y]/ fe€J}. Cestunidéal de L[Y], donc principal : écrivons donc Iy = (fo).
Comme (Y —s)™ € ly,on a fo / (Y —s)™.

Si fo € Lalors J = B et donc P = A impossible par hypothese. Ainsi fo = (Y —s)",r > 1.
Dans la base (uq)aca 00 peut prendre us = s. Mais fy € J donc (Y — s)" = > pau, avec
Va p, € P. Ainsi Va p, € J, en particulier p; € J. Or py =Y" +0Y"" !+ ... (car
(Y —s)"=Y"—rsY" 1 +... et s = uy). Le polynome p; appartenant a Iy on a p; = fof
ou f € LIY] et p; et fp sont unitaires de méme degré, donc p; = fy, donc rs = 0 et
CarK = 0: contradiction. O

B.4.3 Les isomorphismes admissibles

On peut maintenant énoncer les deux propositions concernant les isomorphismes admis-
sibles.

Théoreme B.4.3. Soit M un corps différentiel de caractéristique 0, K et L deux sous-
corps différentiels et S : K — L un isomorphisme différentiel. Alors S peut étre étendu
en un tsomorphisme admissible défini sur M.

Démonstration : Soit (uq)aca une base de M sur K. Par induction transfinie sur a on
se rameéne au probléme suivant: étant donné u € M w ¢ K, on cherche a définir une
extension de S a u, 'image de u étant dans une extension convenable de M.
Soit K{u} l'anneau integre obtenu en adjoignant u a K, et K{y} ’anneau obtenu avec
y une indéterminée différentielle. ¢; : K{y} — K{u} est un morphisme différentiel,
P = Ker ¢y est un idéal

Yy u différentiel premier.
Grace a S, on envoie P; sur P idéal différentiel premier de L{y} (car S surjectif). Soit
alors J I'idéal de M{y} engendré par P: il est clairement différentiel, posons I = v/.J.
Le lemme IV.1 nous dit que I est un idéal (radical) différentiel de M{y}, le lemme IV.5
nous donnant I N L{y} = P. Enfin par la proposition IV.1 on peut étendre I en un idéal
premier [; de M{y} satisfaisantL{y} NI, = P.
Considérons 7 : M{y} — M{y}/I; la surjection canonique on a:

S bis
K{y} = L{y} = L{n(y)}
Ker mppy = Ii N L{y} = P, donc Ker my oS = Pp. On a ainsi I'isomorphisme :
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K{u} ~ K{y} /Py~ w(L{y} ~ L{n(y)}
qui étend S. Par la proposition II.1 cet isomorphisme se prolonge de maniere unique en

un isomorphisme différentiel de K <u > sur L < 7(y) > sous extension de M < 7(y) >,
d’ott le résultat. O

Théoreme B.4.4. Soit K un corps différentiel de caractéristique 0, M une extension de
K, et soit s € M et s ¢ K. Alors il existe ¢ un K-isomorphisme admissible sur M qui
bouge s (i.e tel que p(s) # s).
Démonstration : Soit y une indéterminée différentielle et soit ¢ : K{y} — K{s} mor-
phisme différentiel et P = Kerp (P # K{y} car s # 0) Yy — S
Soit L = K <s> et J I'idéal différentiel de L{y} engendré par P et I = +/.J. T est un idéal
différentiel de L{y} tel que I N K{y} = P (car P est premier donc radical). Ainsi I peut
étre étendu en un idéal I; différentiel premier tel que I; N K{y} = P.
7 L{y} — L{y}/I1 On peut donc construire un K-isomorphisme admissible de K < s>
y — m(y) sur K <7(y)> envoyant s sur 7(y).
Remarquons que w(y) = s < y — s € I;. Le lemme IV.5 indique que nous sommes dans
les hypotheses de la proposition IV.2, d’ou: I est une intersection d’idéaux premiers I
tels que Vs I, N K{y} = P Ainsi I est 'intersection des idéaux de la forme I; construit
précédemment.
Par I’absurde, supposons que pour tout I, y — s € I;. Dans ce cas y — s € I ce qui est
impossible par le lemme IV.5. On a donc construit un isomorphisme ayant les propriétés
voulues, par la proposition précédente on peut I’étendre en un K-isomorphisme admissible
défini sur M. O

B.5 Le coeur de la théorie

B.5.1 Préliminaires et compléments

Définition B.5.1 Une extension différentielle M de K est dite normale sur K si M=K
avec
G = Gala(M/K)
Théoréme B.5.1. Soit M un corps différentiel et G = Galyg(M/K) :
(i) Si H<G alorsVo € G o(H) = H.
(i1) Si L est une sous K-extension différentielle de M telle que Vo € G o(L) = L, alors
L <G et G/L est le groupe des K-automorphismes différentiels de L qui peuvent
étre étendus a M.
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Démonstration : Soit o € G et x € H, on veut montrer que o(z) € H.
H<1G:>‘v’g0€H0 ‘oo e H =0~ goa( ) =12 = go(z) = o(z) = o(z) € H. De méme
o '(H) C H, donc O'(H) H.

Comme précédemment L <1 G.  L’application ® : G — Galyp(L/K) , o — o) est bien
définie par hypothese et :

Ker® = L et Im® est 'ensemble des K-automorphismes différentiels de L pouvant étre
étendus a M. O

Lemme B.5.1. Soit L une sous K-extension différentielle de M, fermée et H le sous-
groupe correspondant. Alors Ng(H) = {0 € G Jo(L) = L}.

Démonstration: Ng(H) = {0 € G /N € H opo~" € H}, H = L. Soit 0 € Ng(L) et
x € L.

OnaVy € L 07'¢o € L donc Vo € L ¢(o(x)) = o(x). Ainsi o(z) € L = L donc
o(L) C L et pareillement pour o~! d'ott Ng(L) C {o 6 G /o(L)=L}.

Réciproquement, si 0 € G est tel que o(L) = L et si ¢ € L, alors o(L) = L donc
@o|L = o)L, et o Yoy, =1d, dou o € NG(L). O

Lemme B.5.2. Soit L une sous K-extension différentielle fermée de M, normale sur K.
Supposons de plus que Ng(f/) est fermé et que tout K-automorphisme différentiel de L
peut étre étendu sur M. Alors L <G et G/L est exactement Galy(L/K).
Démonstration: L<1G < Ng(L) = G, soit donc L; le sous- corps correspondant a Ne(L).
Si L, = K alors , comme Ng(L) est fermé, L1 Ne¢(L) = K = G. Montrons donc que
L; = K. Par le lemme V.1 on sait que Ng( ) ={0c € G /o(L) =L} cest adire, car
tout K-automorphisme peut étre prolongé sur M, on a: Galy(L/K) = Ng(L). Or comme
L est normale , si v € L v ¢ K 30 € Ng(L), a(q:) #x,ie L) =K.

On a enfin G/L ~ Galy(L/K) par la proposition V.1. O

B.5.2 Normalité de ’extension de Picard-Vessiot

Lemme B.5.3. Soit (K,C) un corps différentiel avec C algébriquement clos, et M une
extension de Picard-Vessiot de K. Supposons donnés z € M et {xy}aer €t {Yatacr C M,
et supposons qu’il existe o, un K-isomorphisme admissible de M, envoyant {x,} sur {y.}
en déplacant z. Alors il existe un K-automorphisme de M réalisant la méme chose.
Démonstration : Soit o : M — L C N, et Cy le corps des constantes de N, o(u;) = > kiju;
(*) avec k;; € C. Soit z,y € M, x = ggzg ety = };((Z)) ot u = (ug,...,u,), on a:
y=o(z) < R(u)Q(o(u)) = P(o(u))S(u), injectant (*), on obtient un systeme d’équa-
tions polynomiales en k, a coefficients dans M, et on a un tel systéme pour chaque a. De
plus, par le lemme IT1.4 on a ki; € (g f~'(0), et enfin on a Vinéquation o(2) # z et
det(k;j) # 0, or (k;;) est une solution de ce systeme dans Cy, donc par le lemme II1.2 il
existe une solution dans C, d’ou I’automorphisme cherché. O
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Théoréme B.5.2. Soit (K,C) comme précédemment, de caractéristique 0, alors: toute
extension de Picard-Vessiot de K est normale.

Démonstration : Soit G = Autx (M), on a M normale <& M®=K. Soit 2 € M, 2 ¢ K. La
proposition IV.4 nous donne un isomorphisme admissible qui déplace z, et on conclut par
le lemme précédent. O

Théoréeme B.5.3. Soit (K,C) comme précédemment, et M une extension de Picard-
Vessiot de K, alors: Tout K-isomorphisme entre deux sous K-extensions de M peut étre
étendu en un K-automorphisme différentiel de M. En particulier, tout K-automorphisme
de L, sous K-extension, peut étre ainsi étendu.

Démonstration : Soit 0 un K-isomorphisme différentiel de L; dans Lo, alors par la propo-
sition IV.3, o peut étre étendu en un K-isomorphisme admissible de M. On conclut avec
le lemme . O

B.5.3 Complétion de la théorie de Galois différentielle

Théoréme B.5.4. Les sous-groupes algébriques de G = Galg(M/K) sont Galois-fermés.
Démonstration : Dans cette démonstration, si F est un polynome de M{y,z} et ng le
nombre de monomes qui le composent, on dira que E est strictement plus court que F si
ng < Nng. 5

Soit H un sous-groupe algébrique de G, montrons que H est Z-dense dans H par Pabsurde
(ce qui entraine le théoréeme). On fera la preuve dans le cas n=2, pour simplifier la
typographie et la lecture, le cas général étant similaire. Soit donc, M = K < u,v >.

Supposons par 'absurde que 3f € C[Xi,j}a f(H) = {0} et f(]f[) # {0}. Soit ( g 10) )

/U/,

I'inverse de ( z o ) € GLy(K), et F' € M{y,z} définie par:

F(y,2) = f(Ay + By',Az + BZ',Cy + Dy ,Cz + DZ')

Si on prend ¢ € H, de matrice (k; ), on obtient:

ou ou \ [ kiqx kg u U
ov ot N k271 k272 v v
Ainsi (Vo € H F(ou,ov) =0, et 3oy € i F(oyu,01v) #0.) (%)
Soit I ={F € M{y,z} / F vérifie (x) }. I #0, car F € I.
On note E un élément de I ayant le nombre minimal de monomes. Comme M est un

corps, on peut supposer que I'un des coefficients de E vaut 1. Pour 7 € H on appelle E,
le poynome obtenu en prenant 'image des coefficients de E par 7. On a donc:
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Vo € H E.(ou,0v) =7E(t 'o(u),7'o(v)) = 0. Or E — E, est strictement plus court
que E, donc Vo € il (E — E;)(ou,ov) = 0.

Si B # E,, il existe a € M tel que E — a(E — E;) est strictement plus court que E et
appartient a I, ce qui est impossible, d’ou: £/ = E;. Ainsi tous les coefficients de E sont
stables par 7 € H, donc sont dans H. Or Yo € H Yo € H o(z) = x, donc: Vo € H

oE(u,w) = E(ou,ov) = 0, ce qui contredit ’hypothese. O

Finalement en rassemblant I’analyse précédente et la proposition on obtient le théoreme
principal de la théorie de Galois différentielle qui découle simplement de ce qui a été fait
auparavant.

Théoreme B.5.5. Correspondance de Galois Soit K un corps différentiel de ca-
ractéristique 0, de corps des constantes C' algébriquement clos. Soit M une extension de
Picard Vessiot de K, alors:

(i) on a une correspondance bijective entre les sous K-extensions différentielles de M
et les sous-groupes algébriques de G = Galsg(M/K), donnée par ~

(i) Un sous-groupe fermé H de G est distingué dans G si et seulement si H = L est
normale sur K. De plus dans ce cas, on a: G/H ~ Galyg(L/K).

B.6 Résolution par quadrature des équations diffé-
rentielles linéaires

Nous allons désormais nous attacher a donner une jolie application de cette théorie:
similairement a la notion de résolubilité par radicauxr dune équation algébrique, on a,
pour les équations différentielles linéaires, la notion de résolubilité par quadratures. On
veut savoir si toutes les équations différentielles linéaires sont résolubles par quadratures,
et, si non a-t-on un critere général nous permettant de différentier celles qui le sont de
celles qui ne le sont pas?

Il est remarquable de constater la encore la similitude avec la théorie de Galois clas-
sique : comme nous allons le montrer, le résultat provient de la résolubilité (ou non) d’un
sous-groupe du groupe de Galois.

Définition B.6.1 Soient K et M des corps différentiels. M est une extension de Liouville
de K si il existe une tour de corps K = Ky C K1 C ... C K,, = M telle que pour tout i
on a K; = K;_1(u;), avec:

(i) % € K;_, (i.eu; =e “pour un q; € K; 1), ou

(ii) d(u;) € K;—1 (i.e w; = [a; pour un a; € K;_1).
Autrement dit, une extension de Liouville se construit par quadratures, et on a un critere
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pour que toute solution d’une équation différentielle donnée soit liouvillienne (i.e appar-
tienne a une extension de Liouville).

Théoréme B.6.1. Soit M une extension de Picard-Vessiot de K ( corps différentiel de
caractéristique 0 et de corps des constantes algébriquement clos) de groupe de Galois
G(M/K). M est contenue dans une extension finie de K suivie d’une extension de Liouville
si et seulement si la composante connexe de l'identité, G(M/K), est un groupe résoluble.
Notons que ce théoréeme ne nous donne pas d’algorithme nous permettant de savoir si une
équation est ou non résoluble par quadratures. La démonstration de ce théoreme est le
but du reste de cette partie.

B.6.1 Etude des extensions de Liouville

Le lemme VI.1 est un lemme technique évident qui nous servira tout le temps dans
la suite. Le lemme VI.2 étudie 'extension obtenue lorsqu’on ajoute une intégrale (cas(1):
u = l a ), et le lemme VI.3 lorsqu’on ajoute 1" exponentielle d’'une intégrale (cas(2):
u = e ). La proposition VI.2 donne un premier résultat dans un cas particulier sur le
sens direct du théoreme VI.1 .

Lemme B.6.1. Soit K C L C M des corps différentiels. Supposons que L est une
extension de Picard-Vessiot de K et que M a le méme corps des constantes que K. Alors
tout K-automorphisme différentiel de M envoie L sur lui-méme.

Lemme B.6.2. Soit (K,C) un corps différentiel de caractéristique 0 et u dans une ex-
tension de K, vérifiant Ou = a € K, ot a n'est pas une dérivée dans K. Alors u est
transcendant sur K, K <u> est une extension de Picard-Vessiot de K, et G(K <u> /K)
est isomorphe au groupe additif C.

Démonstration :
(i) Supposons u algébrique: soit u™ + bu™! 4 ... = 0 minimal. En dérivant on obtient :
nau""' + 9(b)u"! + ... = 0. Donc na + db = 0, dot @ = I(—b/n) (on est en

caractéristique 0) : contradiction.

(ii) Montrons qu'’il n’y a pas de nouvelles constantes :
biu™ + bou™ ! + ... est une constante entraine d(by)u™ + (nbya + Aby)u™ "t + ... = 0.
Or u n’est pas algébrique donc 0by = 0 et a = —(9bs)/(nby) = —9(by/nby): contra-
diction. Soit f(u)/g(u) une constante, ou f/g est une fraction de K(X), g de degré
minimum (parmi les f'/¢’ tels que f'(u)/g'(u) = f(u)/g(w)), et g unitaire. D’apres
ci-dessus, f non constant entraine g non constant. L’élément f(u)/g(u) est une
contante, et donc égale a (0f(u))/(9g(u)), ce qui contredit la minimalité de g.

(iii) Soit L : (y) —a =0et 0 € G(K <u> /K). Comme ou définit o, et doit étre
solution de £, on a d(cu — u) = 0, donc ou = u + ¢ avec ¢ € C. Réciproquement :
soit ¢ € C, et o le K-automorphisme (algébrique) de K <wu > induit par u +— u + c.
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oo (D M) = Y (@) (u+ ) + ia(u + o))
=)o) +iNiau'")
=00d(>_ Au').

Donc 0 € G(K <u> /K). O

Lemme B.6.3. Soit (K,C) un corps différentiel et u dans une extension de K, vérifiant
ou—au =0, a € K. Supposons que K <u> a le méme corps des constantes que K. Alors
K <u> est une extension de Picard-Vessiot de K, et G(K <u> /K) est isomorphe a un
sous-groupe de C*.

Démonstration : Si v est une solution de dy — ay = 0, d(v/u) = 0. Donc v = cu avec
¢ € C (ou, plus simplement, les (k; ;) qui définissent o sont dans GL;(C) = C*). Le reste
est immédiat. O

Théoreme B.6.2. Soit M une extension de Liouville de K, sans nouvelles constantes.
Alors G(M/K) est résoluble.

Démonstration : Soit G = G(M/K), et K = K; C Ky C ... C K,, = M la tour définissant
I’extension de Liouville. Les lemmes VI.2 ou VI.3 donnent K5 extension de Picard-Vessiot
de K. Donc par le lemme VI.1, tout élément de G envoie K, sur lui-méme. Si Hy = Kg,
La proposition V.1(2) nous donne Hy <G et G/Hy ~ G(K3/K;). Or par les lemmes VI.2
ou VI.3 G(K,/K}) est abélien, donc G/ Hj aussi. Par une récurrence immédiate sur n, G
est résoluble. O

B.6.2 Deux lemmes sur les groupes algébriques linéaires

Dans cette partie, C' est un corps algébriquement clos. On étudie les propriétés des
groupes algébriques linéaires connexes. Ces deux lemmes servent a la démonstration du
théoreme VI.2(de Lie-Kolchin).

Lemme B.6.4. Dans un sous-groupe algébrique connexe de GL,(C), tout élément qui
n’est pas dans le centre a une classe de conjugaison infinie.

Démonstration : Soit G un tel sous-groupe, et x € GG ayant une classe de conjugaison
finie. Posons ¢ : G — {aza™' / a € G} = | |\_ {y:}, avec ¢(a) = aza™. Les ¢~ (y;)
forment une partition de G. De plus ¢~ *(y;) fermé (image reciproque d’un fermé par
¢ continue) ouvert (complémentaire d’une union finie de fermés) dans G connexe.
Donc z € Z(G). O

Lemme B.6.5. Si G est un sous-groupe algébrique connexe de GL,(C), alors le groupe
dérivé D(G) est conneze.

Démonstration: Notons Dy les produits de £ commutateurs, on a alors Dy C Dy
et D(G) =, Dg. 1 suffit donc de montrer D;, connexe. Supposons Dj_; connexe.
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Pour as,..,ay,b1,..,bx fixés, 'application ¢ : a — a‘lbflablaglbglagbg...a;lbglakbk
est continue. La réunion des images de G par ¢ lorsque les a; et les b; parcourent
G est égale & Dy, et p(G) est connexe. Or ¢(G) N Dy_1 # 0 (car p(b1) € Di_1) et
D;._1 est connexe donc Dy, 'est aussi O

B.6.3 Trigonalisation simultanée d’automorphismes

Le théoreme VI.2 est un résultat fondamental pour la théorie des extensions de Picard-
Vessiot et de Liouville. La proposition VI.3, que I'on peut démontrer directement, le relie
au corps de la théorie.

Théoréeme B.6.3. (de Lie-Kolchin) Soit G un sous-groupe algébrique résoluble de
GL,(C), ot C est un corps algébriquement clos. St G est connexe (pour la topologie
de Zariski), les éléments de G peuvent étre trigonalisés simultanément.

Démonstration : On décompose cette (longue) démonstration en 6 étapes.

(i) Supposons que G (muni de sa représentation canonique) n’est pas irréductible: il

(i)

(i)

existe W sous-espace vectoriel, de dimension p, de C™ stable par G. On prend une
base de W que 1'on complete en une base de C™:

B %
A_(O B’) VAe G

Montrons que I’application ¢ : A — B est continue (la topologie utilisée est toujours
la topologie de Zariski). Soit Py (X;;) = Xis € C[(X,;)], pour 1 < kI < p; et
F =Neg f71(0) un fermé de GL(W). Alors

o (F) = {(zi5) / Pra((®iy)ij)rt) € F}
={(wij) / Vf €S f((Pea((%i5)ig))ri) =0}

Or f((Pei((zij)ij)ks) € Cl(Xiy )], donc ¢ *(F) fermé de GL,(C). Donc ¢ est
continue, ce qui entraine {B / A € G} est connexe. Par récurrence, on peut donc
se ramener a une forme triangulaire bloc, ou les blocs sont irréductibles.

On suppose désormais G irréductible. D(G) est connexe car G est connexe par le
lemme VL5. Par récurrence sur la longueur de la tour de décomposition (G est
résoluble), on peut supposer D(G) sous forme triangulaire.

Soit W le sous-espace vectoriel de C™ engendré par les vecteurs propres de D(G).
W # 0 car D(G) triangulaire.
Soit a € W, on a VI € D(G) T'(a) = ¢(T)c, d’ou
(VS € G)(VT € D(G)) S7'TS(a) = ¢(S™'TS)a
car D(G) <1G. Donc VT € D(G) T(S(a)) = ¢(S™ITS)S (). Donc pour tout S € G

S(a) € W, ce qui entraine que W est stable par G. G irréductible impose alors
W = C™. D(G) est donc diagonal.
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(iv) Tout élément de D(G) est donc une matrice diagonale. Ses conjugués dans G, étant
dans D(G), sont donc diagonaux. Les seuls conjugués possibles sont alors ceux
obtenus en permutant les racines du polynome caractéristique sur la diagonale.
Donc chaque élément de D(G) a une classe de conjugaison finie dans G. Par le
lemme V14, D(G) C Z(G).

(v) Soit T' € D(G), ¢ une racine de son polynéme caractéristique, et W le sous-espace
propre associé. Comme T commute a tout élément de G, W est invariant par G.
Donc W = C™, ce qui entraine D(G) C {\d / X\ € C*}.

(vi) Les commutateurs ont tous leur déterminant égal a 1, donc D(G) est inclus dans
{Md [/ X € p,(C)}. Or p,(C) est fini, donc D(G) est fini. Or par le lemme VI.5,
D(G) est connexe, donc D(G) = 1. D’ou G est commutatif, et dans le cas commu-
tatif, on connait déja le résultat. O

Théoréme B.6.4. Soit M une extension différentielle de K telle que K = K .Supposons
que

Uttty € M vérifient: Yo € G(M/K)  ou; = a;u; + ... + a;nu, (%)(i = 1.n) (c’est
a dire (u;); base de trigonalisation de G) avec a;; € Cy. Alors K < uy,...,u, > est une
extension de Liouville de K.

Démonstration : On peut supposer u,, non nul.L’équation (*) pour i=n donne ou,, =

iy, donc O(uy,) /u, est invariant sous o (c’est & dire € K). Donc 0(u,)/u, € K :
lajout de u, & K est du type exp [ a. En divisant (*) pour i=1...n-1 par ou, et en
dérivant, on obtient :

a(a(i)) = ﬂa(i) o+ Ma(i).

un an’n u’n an,n u’n

D’ou, par récurrence sur n, on peut ajouter les 8(3—) puis les w;/u, qui sont alors
des intégrales. Donc K <uy,...,u, > est une extension de Liouville. O

B.6.4 Démonstration du théoréme VI.1

Désormais le corps différentiel K est de caractéristique 0 et de corps des constantes

algébrique-ment clos. Nous allons maintenant démontrer le théoreme principal (VI.1). Le
sens (inclu dans une extension de Liouville = G° résoluble) ne nécessite que 2 lemmes,
dont un lemme (le VI.7) sur la structure des groupes algébriques linéaires.
Lemme B.6.6. Soit M une extension de Picard-Vessiot de K, et N = M < z > une
extension de M sans nouvelles constantes. Posons L = K <z>. Alors N est une extension
de Picard-Vessiot de L et G(N/L) ~ LN M est un sous-groupe algébrique de G(M/K).

Démonstration: Si M = K <wuyq,...,u, >, alors N est engendrée par les u; sur L, et

n’a pas de nouvelles constantes. Donc N est une extension de Picard-Vessiot de L.
Le lemme VI.1 montre que tout K-automorphisme différentiel de N envoie M sur
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lui-méme. D’ott un homomorphisme de G(N/L) dans G(M/K) (la restriction). Si
o est un élément du noyau, o laisse fixe M et L, donc aussi le corps engendré par
M U L, c’est a dire N, d’ou l'injectivité. Soit H l'image, H est algébrique par le
théoreme I11.1 . De plus H laisse fixe L N M exactement, par le théoreme V.1. Donc
H=LNM. O

Lemme B.6.7. Soit G un sous-groupe de GL,(C), H un sous-groupe fermé de G. Sup-
posons que ou bien (1) H est d’indice fini dans G, ou bien (2) H<1G et G/H abélien. Si
la composante connexe de lidentité dans H, H°, est résoluble, Alors G° est résoluble.

Démonstration :

(i)

(i)

Montrons que G° est un sous-groupe d’indice fini dans G : (G°)~! € G et, sig € GY,
gG® C G° par connexité (intersection non vide). Donc G est un sous-groupe de G.
Par le corollaire I11.1, G est réunion d’'un nombre fini n de composantes connexes
G; (qui sont donc ouvertes et fermées). Soit (x;);=1., une suite d’éléments de G,
chacun dans une composante connexe. On a alors G = |J_, ;G°, car z; 'G; ouvert
fermé dans le connexe G°. Donc G° est d’indice fini. Montrons que H° = G°:
Upeq/m@ = G done G° = | |,cq/p(x N G°) avec H® = G° N H. Donc, G/H étant
fini, HY est fermé (car H I'est) ouvert (complémentaire d’une union finie de fermés)
dans G° connexe.

G/H abélien entraine D(G) C H. Or G° C G, donc D(G®) C H. Par le lemme
V1.4, D(G°) est connexe. Donc D(G®) C HY, ce qui entraine G° résoluble. O

Théoreme B.6.5. Soit M une extension de Picard-Vessiot de K. Supposons M C N,
ou N est une extension de Liowville généralisée (suite d’extensions de types (1), (2), ou
algébriques finies) de K, sans nouvelles constantes. Alors G(M/K)® est résoluble.

Démonstration : On procede par récurrence sur le nombre d’étapes dans la chaine de

K a N.

Soit K <u> la premiere étape. Alors par hypothese de récurrence G(M <u> /K <
u>)Y est résoluble. Par le lemme VI.6, ce groupe est isomorphe au sous-groupe H
de G correspondant a K <u> NM.

Supposons u algébrique sur K. Alors par le théoreme de Dédekind, on sait que
Card(homg_ag(K<u> K<u>)) < [K<u>: K]. Or

G(K<u> /K) = Galp(K<u> /K)

est inclus dans homg_ (K <u> K <u>)), donc Card(G(K <u> /K)) est fini.
Par le théoreme V.1.(2) (L=MNK<u>) G/H C G(L/K). Donc H est d'indice
fini.

Supposons u de la forme (1) ou (2). Par le lemme VI.2 ou VL.3, K <u > est une
extension de Picard-Vessiot de K avec un groupe de Galois commutatif. Donc tous
les sous-corps différentiels sont normaux sur K. En particulier, M N K < u > est
normal, et G(M N K <u>) est abélien. Dans les deux cas, le lemme VI.7 permet
de conclure. a
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La réciproque utilise tous les résultats démontrés aux paragraphes précédents du VI.

Théoréme B.6.6. Soit M une extension de Picard-Vessiot de K. Supposons que G(M/K)°
est résoluble. Alors M peut étre obtenue par une extension finie suivie d’une extension de
Liouwville.

Démonstration: Soit H = G(M/K)°?, H est d’indice fini dans G par le 1 de la
démonstration du lemme VI.7, et L = H le corps intermédiaire associé. L est alors

une extension finie, et H = L = H. Le fait que M est une extension de Liouville de
L vient de ’enchainement du théoreme VI.2 et de la proposition VI.2. O

B.6.5 Application a I’équation de Riccati

(K,C) est un corps différentiel de caractéristique 0, et C est algébriquement clos.
Pour a € K fixé, on étudiera 1'équation de Riccati 0t = t? + a, & partir de 1'équation
9*(y) + ay = 0 (1). On notera M Pextension de Picard-Vessiot associée a (1).

Par la Correspondance de Galois (théoreme V.2), étudier les sous K-extensions de M
revient a étudier la structure de G(M/K). Donc, pour démontrer la proposition VI.5,
but de ce paragraphe, nous allons auparavant obtenir un résultat sur les sous-groupes
algébriques de SLy(C).

Lemme B.6.8. Soit G un sous-groupe de SLy (C). Si G est algébrique et G° est résoluble,
ou bien G est fini, ou bien G° est diagonalisable et [G:G°]< 2, ou bien G est trigonalisable.

Démonstration: Si G° est diagonalisable, ses éléments sont des matrices diagonales

ayant pour coefficients a et a=!. G° est fermé donc algébrique, donc G° verifie des
équations polynomiales P;. a est alors dans l'intersection des racines des P;, qui est
finie si les P; sont non tous nuls.
Si G est fini, G est fini car [G:G°] fini (demonstration du lemme VI.7(1)). Sinon,
G° est I'ensemble des matrices diagonales de SLy(C). Par un calcul identique & celui
du théoreme VI.2(3), les vecteurs propres de G sont stables par G (G° <t G). Donc
tout élément de G permute les vecteurs de la base ou les laissent fixes: [G:G°|< 2.
Si GY n’est pas diagonalisable, GY est trigonalisable (théoreme VI.2), donc G° a un
unique sous-espace propre. Il est donc invariant par GG. Donc G est trigonalisable.
O

Théoréme B.6.7. Soit M ['extension de Picard-Vessiot de K pour l'équation 0*(y)+ay =
0 (1). Supposons que M est une extension finie de K suivi d’une extension de Liouville ,
mais n'est pas de dimention finie sur K. Alors ’équation Ot = t> 4+ a a une solution dans
une extension quadratique de K

Démonstration : Le wronskien correspondant a ’équation (1) verifie OW = 0, donc

WeCy=CCcCK.
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De plus, pour tout 0 € G(M/K), oW = det(o)W (voir la démonstration du lemme
I11.4.(2)). Donc 0 € K<W > (= K ici) si et seulement si o € SLy(C). Donc
G = G(M/K) est un sous-groupe de SLy(C). De plus, G° est resoluble par le
théoreme VI.1

[M : K] est infini donc G fini est exclu. Dans les deux autres cas du lemme précédent,
il existe une extension quadratique L de K telle que L soit trigonalisable. Donc il
existe une solution u non nulle de (1) telle que: Yo € Lo(u) = cyu, ol ¢, € C.

Donc % appartient a L, car M est normale sur L. Posons t = —%“, t vérifie alors
I’équation de Riccati. D’otu le théoreme. O

Il existe une généralisation de la théorie que nous avons présentée aux équations aux
dérivées partielles. Celle-ci est développée dans [Pom83], les groupes algébriques linéaires
étant remplacés par des ”"semi-groupes de Lie”, mais ceci n’est plus du tout élémentaire.
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