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1 Introduction

Le texte qui suit est une version rédigée du premier exposé donné par le second auteur
durant l’école d’été ”Arithmetic Geometry” à l’université de Göttingen à l’été 2006. C’est
un plaisir d’avoir l’occasion de remercier les organisateurs pour leur invitation. Les exposés
avaient pour but de donner une idée de la preuve récente de la conjecture d’André–Oort
sous l’hypothèse de Riemann généralisée due à Klingler, Yafaev et le second auteur [20],
[12].

La conjecture d’André–Oort est un analogue pour les variétés de Shimura de la conjec-
ture de Manin-Mumford démontré par Raynaud [15]. Il était donc naturel d’essayer d’adap-
ter la stratégie de preuve de la conjecture d’André-Oort dans le cas des variétés abéliennes.
Le texte qui suit propose cette traduction et donne donc une démonstration de la conjecture
de Manin-Mumford.

Rappelons tout d’abord l’énoncé de la conjecture de Manin-Mumford.

Théorème 1.1 Soient K un corps de nombres, A/K une variété abélienne sur K et V/K
une sous-variété géométriquement irréductible de A. Si V (K) contient un ensemble de
points de torsion dense dans V pour la topologie de Zariski alors V est un translaté par un
point de torsion d’une sous-variété abélienne.

De nombreuses preuves de cette conjecture ont été obtenues. La première preuve donnée
par Raynaud [15] utilise des méthodes p-adiques. Hindry [10] donne une preuve utilisant
la théorie de Galois et l’approximation diophantienne. Hrushovski montre la conjecture en
utilisant des idées provenant de la logique (théorie des modèles des corps). Pink et Roessler
[14] donnent une preuve par des techniques de géométrie algébrique qui s’inspire de la
preuve de Hrushovski. Enfin une preuve utilisant la théorie d’Arakelov via l’équidistribution
des orbites sous Galois des points de petite hauteur d’une conjecture plus forte due à
Bogomolov est obtenue par Zhang [23] et le deuxième auteur de cette note [18].
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La preuve présentée ici s’inspire des récentes stratégies de preuve de la conjecture d’André-
Oort qui est un analogue dans le cadre des variétés de Shimura de la conjecture de Manin-
Mumford. Dans ce cadre les méthodes Galoisiennes dues à Edixhoven et Yafaev [8] se
combinent aux méthodes issues de la théorie ergodique développées par Clozel et le second
auteur [4]. Cette stratégie est expliquée de manière générale dans un travail récent de
Yafaev et le second auteur [20] et présentée dans un cas particulier simple de la conjecture
d’André-Oort sous l’hypothèse de Riemann dans ce volume [21].

Dans le cadre des variétés abéliennes nous combinons des résultats galoisiens dus à Serre
à des techniques élémentaires d’équidistribution de sous-variétés abéliennes. Les résultats
galoisiens utilisés ici sont au centre de la méthode de Hindry et la preuve donnée ici
ne peut qu’être considérée comme une variante de la preuve de Hindry. Il est notable
que la traduction dans le cadre abélien des idées d’Edixhoven et Yafaev [8] donne assez
naturellement la preuve de Hindry de la conjecture de Manin-Mumford et qu’il n’est pas
utile d’utiliser les techniques ergodiques dans ce cadre. Nous ne savons pas si il est possible
de s’en dispenser aussi dans une preuve de la conjecture d’André-Oort.

Nous espérons que la preuve de la conjecture de Manin-Mumford présentée dans cette
note pourra aider le lecteur intéressé par la conjecture d’André-Oort à comprendre la
stratégie mise en oeuvre pour les variétés de Shimura. Pour rendre la présentation plus
agréable et naturelle nous avons utilisé un résultat non publié de Daniel Bertrand d’effec-
tivité dans le lemme de Poincaré pour les variétés abéliennes. Nous le remercions pour les
notes qu’il a eu la gentillesse de nous transmettre ainsi que pour la permission de présenter
ici ses résultats que nous avons insérés en appendice.

1.1 Notations et conventions

On dira que V/k est une variété (définie) sur un corps k si V est un k-schéma de type
fini, géométriquement réduit. Si V/k est une variété définie sur un corps k et si L est une
k-algèbre, on notera VL la variété produit fibré de V et Spec (L) au dessus de Spec (k).

Dans toute la suite, on fixe A/Q une variété abélienne. On se donne K un corps de nombres
sur lequel A est définie ainsi que toutes ses sous-variétés abéliennes (un tel corps existe et
peut-être choisi de degré 3(2 dim A)4 sur un corps de définition de A, cf. par exemple [13]
lemma 2.2.). On se donne également un fibré en droites L très ample sur A/K de sorte à
avoir une notion de degré projectif deg relativement à L.

Si E est un ensemble de points de A(Q), on notera E son adhérence de Zariski dans A/K.
Enfin on notera Ators l’ensemble des points de torsion de A(Q) et, si V est une sous-variété
de A, on notera Vtors l’ensemble V (Q) ∩ Ators des points de torsion de A situés sur V .

Définition 1.1. Soit V/Q une sous-variété irréductible de A. On dit que V est une variété
de torsion s’il existe une sous-variété abélienne B de A et un point de torsion ξ ∈ Ators

tels que V = B + ξ.
Une variété V/K définie sur un corps de nombres K est dite de torsion si VQ est une

réunion de sous-variétés de torsion.
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On utilisera les symboles ¿ et À pour dire inférieur à (respectivement supérieur à), à
une constante ne dépendant que de (A,K,L, V ) près.

2 Effectivité dans le lemme de Poincaré

Supposant connu le lemme de réductibilité de Poincaré, qui affirme que toute variété
abélienne est isogène à un produit de variétés abéliennes simples, nous donnons ici une
version effective de ce résultat due à Bertrand. Cet énoncé (plus fort que ce dont nous
aurions réellement besoin) permet de présenter les choses de façon naturelle dans la preuve
du résultat principal (cf. la remarque 3.1. du paragraphe 3). Nous en donnons en appendice
la preuve, telle qu’on la trouve dans l’appendice de [1].

Proposition 2.1 (Bertrand) Pour toute sous-variété abélienne B de A, il existe une
sous-variété abélienne B′ de A telle que

A = B + B′ et telle que card (B ∩B′) ¿ 1.

3 Preuve du théorème 1.1

Notons
ΣV =

{
X/Q sous-variété de torsion de A / X ⊂ VQ

}
.

Définition 3.1. Une suite (Σn)n∈N de ΣV est générique pour V si pour toute sous-variété
W de VQ, distincte de VQ, l’ensemble {n ∈ N / Σn ⊂ W} est fini.

Soit (Σn)∈N une suite générique pour V (une telle suite existe d’après l’hypothèse faite sur
Vtors. En fait il existe même une suite générique constituée de points de torsion.). Pour tout
entier n ∈ N choisissons arbitrairement une représentation

Σn = An + ξn

où An est une sous-variété abélienne de A et ξn un point de torsion de A.

En notant pour tout n ∈ N, A′
n la variété associée à An par la proposition 2.1, on voit qu’il

existe (an, a
′
n) ∈ An × A′

n de torsion tels que ξn = an + a′n. Quitte à remplacer ξn par a′n
on peut supposer (et nous le ferons dans la suite) que

∀n ∈ N, Σn = An + ξn avec ξn de torsion dans A′
n.

Pour tout entier n ∈ N, on note dn l’ordre du point ξn ainsi obtenu. Deux situations peuvent
alors apparâıtre :

1. La suite (dn)n∈N est bornée. Dans ce cas un argument ergodique va nous permettre
de conclure.
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2. La suite (dn)n∈N est non-bornée. Dans ce cas la combinaison d’un argument galoi-
sien et d’un argument diophantien vont nous permettre de conclure par un procédé
itératif.

Remarque 3.1. Notons que le fait que la suite (dn)n∈N est ou n’est pas bornée ne dépend
pas du choix du point ξn pris dans A′

n (ceci précisément grâce au résultat de Bertrand).
En effet soient ξn et ξ′n deux points de torsion de A′

n, d’ordre respectifs dn et d′n, tels que
Σn = An + ξn = An + ξ′n. On a

ξn − ξ′n ∈ An ∩ A′
n.

En notant C une borne sur le cardinal de An ∩ A′
n quand n varie, on constate donc que

1

C
dn ≤ d′n ≤ Cdn.

Autrement dit avec ce choix de variétés abéliennes (A′
n), les suites (dn) et (d′n) obtenues

sont (ou non) bornées en même temps.

3.1 Cas borné

L’ensemble des points de torsion de A d’ordre borné (par une constante donnée M) étant
fini, on peut, en passant à une sous-suite, supposer qu’il existe ξ ∈ Ators tel que

∀n ∈ N, Σn = ξ + An.

Soient C une variété abélienne complexe et µC la mesure de Haar sur C(C).

Proposition 3.1 Quitte à extraire une sous-suite, la suite (µAn)n∈N converge vaguement
vers la mesure µB où B est une sous-variété abélienne de A, contenant An pour tout n ∈ N.

Démonstration : La preuve de cette proposition est donnée à la section 4. Le lecteur peut
aussi consulter [19] proposition 4.1. ¤
De cette proposition on déduit que, quitte à extraire une sous-suite, on a

∀n ∈ N, Σn ⊂ ξ + B ⊂ VQ.

Par généricité, ξ + B ne peut être strictement incluse dans VQ, donc V est de torsion, ce
qui conclut. ¤

3.2 Cas non-borné

La preuve de ce cas utilise essentiellement les outils développés par Hindry [10]. Ceci étant
la stratégie est légèrement différente. Étant donné un corps de nombres K nous noterons
GK le groupe de Galois de K sur K.
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Théorème 3.1 (Serre) Soit A/K une variété abélienne définie sur un corps de nombres
K.

1. Il existe une constante c(A,K) > 0 telle que pour tout point x ∈ Ators d’ordre n et
pour tout entier m premier à n, il existe σ ∈ GK tel que

[
mc(A,K)

]
x = σ(x).

2. Pour tout ε > 0 il existe une constante C1(A,K, ε) > 0 telle que pour tout x ∈ Ators

d’ordre n on a
|GK · x| ≥ C1(A,K, ε)n1−ε.

Démonstration : Le point 1. est un théorème difficile de Serre (cf. [16] Théorème 2’ p. 34)
dont on peut trouver une preuve dans [22] (Théorème 3 paragraphe 2.3) et dans [17]. Le
second point est un corollaire du premier. En effet, soit x un point de torsion de A d’ordre
n. Par le point 1., il existe une constante c > 0 telle que pour tout entier m ne divisant
pas n, on a [mc]x ∈ GK · x. En particulier en notant ϕ(n) l’indicatrice d’Euler de n, on a

|GK · x| ≥
∣∣{xc | x ∈ (Z/nZ)×

}∣∣ =
ϕ(n)

|{x ∈ (Z/nZ)× | xc = 1}| .

On sait que ϕ(n) À n1−ε, il suffit donc de savoir minorer le cardinal de l’ensemble de
x ∈ (Z/nZ)× tels que xc = 1. Écrivons la décomposition de n est facteurs premiers,
n =

∏r
i=1 pki

i , et posons pour tout i ≤ r, ni = pki−1
i (pi − 1). En écrivant la décomposition

de (Z/nZ)× en produit de groupes cycliques selon les pi, on voit que

∣∣{x ∈ (Z/nZ)× | xc = 1
}∣∣ ≤ 2

r∏
i=1

pgcd(c, ni) ≤ 2cr

le facteur 2 étant là pour ne pas avoir d’ennui si 2 intervient dans la décomposition en
facteurs premiers de n. Par ailleurs le nombre r = ω(n) de premiers divisant n est tel que
ω(n) ¿ log n/ log log n. Ainsi cr ¿ nε ce qui permet de conclure. ¤

Lemme 3.1 (Hindry) Soient n un entier et X/Q une sous-variété irréductible de A. On
a

deg[n]X =
n2 dim X

|Stab(X) ∩ ker[n]| deg X.

Démonstration : cf. [10] lemme 6.(ii) ou [6] proposition 2.3. ¤

Lemme 3.2 Soient X/Q une sous-variété irréductible de A et d ≥ 2 un entier. Si [d]X ⊂
X alors X est de torsion.
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Démonstration : C’est une conséquence du calcul du degré précédent. En effet soient s ∈ N
et GX = StabX. La variété G0

X est une variété abélienne d’indice fini |GX : G0
X | dans GX

et on a

|Stab(X) ∩ ker[ds]| ≤
∣∣GX : G0

X

∣∣ ∣∣G0
X ∩ ker[ds]

∣∣ = d2s dim G0
X

∣∣GX : G0
X

∣∣ .

Or l’hypothèse nous assure donc que

deg X = deg[ds]X ≥ d2s dim X

|GX : G0
X | d2s dim G0

X

deg X.

Prenant s assez grand on en déduit que dim X = dim G0
X = dim GX . Or GX =

⋂
x∈X X − x,

donc X est de la forme G0
X +x où x est un point de A. L’hypothèse [d]X ⊂ X entraine que

[d]X = X et donc que [d− 1]x ∈ G0
X . Notamment en notant B la variété abélienne G0

X , il
existe un point ξ de (d− 1)-torsion dans A tel que X = ξ + B. Donc X est de torsion. ¤
Soit n ∈ N. On choisit p premier à dn et on pose d = pc(A,K) comme dans le théorème 3.1
précédent. Considérons l’intersection V 1 := V ∩ [d]V . Si dim V 1 = dim V on a V 1 = [d]V
par irréductibilité de V et donc [d]V ⊂ V . Mais alors le lemme 3.2 prouve que V est de
torsion. Sinon V 1 est de dimension strictement inférieure à V . Par ailleurs, on a :

Lemme 3.3 La variété Σn est incluse dans V 1
Q .

Démonstration : On a [d]Σn = [d]An + [d]ξn = An + σ(ξn) par le point 1. du théorème 3.1.
Par ailleurs, An et V sont définie sur K donc

Σn = σ−1 ([d]Σn) ⊂ σ−1 ([d]V ) = [d]V.

Ainsi Σn est bien incluse dans [d]V donc dans V 1
Q . ¤

On note désormais V1 une composante K-irréductible de V 1 telle que (V1)Q contient Σn.

Lemme 3.4 (Bézout) Soient X et Y deux sous-variétés d’un espace projectif Pn. En
notant Z1, . . . Zr des composantes irréductibles de X ∩ Y , on a

r∑
i=1

deg(Zi) ≤ deg(X) · deg(Y ).

Démonstration : Il s’agit d’un résultat type Bézout que l’on trouve par exemple dans Fulton
[9] Example 8.4.6. ¤
On va donc calculer un majorant du degré de V1. Pour cela il sufit de savoir estimer
(grossièrement) le degré de [d]V . Ceci est une conséquence immédiate du lemme 3.1 pré-
cédent. On a :

deg[d]X ≤ d2g deg(X). (1)

Utilisant le lemme 3.4 et l’inégalité (1) on obtient la majoration suivante pour V1 :

deg V1 ¿ d2g.

Partant de V1 en lieu et place de V et itérant ceci au plus m := dim V − dim Σn fois on
aboutit à l’alternative suivante :
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1. ou bien on a construit une variété de torsion contenant strictement Σn,

2. ou bien on a fabriqué une variété Vm telle que Σn est une composante irréductible de
Vm sur Q et vérifiant de plus

deg Vm ¿ dc (2)

pour une certaine constante c ne dépendant que de V .

Si on est dans le cas 2. de l’alternative, alors la variété Vm étant définie sur K elle contient
comme composante la variété

⋃
σ∈Gal(K/K) σ(Σn). Or on a le lemme suivant :

Lemme 3.5 Avec les notations précédentes on a

O(Σn) := card
{
σ(Σn) /σ ∈ Gal(K/K)

} À d
1
2
n

deg An

.

Démonstration : Par le point 2. du théorème 3.1 appliqué avec ε = 1
2

on a

Card
(
Gal(K/K) · ξn

) À d
1
2
n .

Par ailleurs, le point ξn étant choisi dans A′
n, et les variétés An et A′

n étant des variétés
abéliennes sur K, on a

σ(Σn) = Σn ⇐⇒ ξn − σ(ξn) ∈ An ∩ A′
n.

La proposition 2.1 bornant le cardinal de An ∩ A′
n permet donc de conclure. ¤

En combinant l’équation 2 et le lemme 3.5, on obtient finalement

d
1
2
n ¿ O(Σn) deg(An) = deg


 ⋃

σ∈Gal(K/K)

σ(Σn)


 ≤ deg Vm ¿ dc.

Par le théorème des nombres premiers, on peut prendre d de l’ordre de (log dn)c(A,K). Avec
un tel choix de d, on voit que pour n assez grand ceci est impossible. C’est donc que l’on
est dans le cas 1. de l’alternative indiquée précédemment.

3.3 Conclusion

Partant d’une suite Σn, soit l’on est dans le cas borné auquel cas, la preuve s’arrête
immédiatement, soit l’on est dans le cas non-borné. Dans ce cas, on a vu que l’on peut
alors construire une nouvelle suite générique (Σ′

n)n∈N de sous-variétés de torsion incluses
dans V , avec pour tout n À 0

dim Σ′
n ≥ dim Σn + 1.

On réeffectue toute la preuve avec cette nouvelle suite, et au bout d’au plus dim V étapes
on aboutit à la conclusion : V est de torsion. ¤
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4 Preuve de la proposition 3.1

Le but de cette section est de donner la preuve de la proposition 3.1. Cette preuve
élémentaire repose essentiellement sur la théorie des séries de Fourier.

4.1 Le cas plat

Dans cette partie on note G = Qn, Λ = Zn et X = Zn\Rn. Soit π : R→ X la surjection
canonique. On dit qu’une sous-variété S de X est spéciale si elle est de la forme

S = π(H ⊗Q R)

pour un sous-Q-vectoriel H de G. On dispose alors sur X d’une mesure de probabilité
µS, (H ⊗ R)-invariante, de support S. On notera alors µ = µX la mesure de Lebesgue
normalisée sur X

On notera par abus de langage de la même manière une fonction sur X et la fonction
Zn-invariante sur Rn correspondante.

On dit qu’une suite de sous-variétés Yn de X est stricte si pour toute sous-variété
spéciale S1,

{n ∈ N, Yn ⊂ S1}
est un ensemble fini.

Proposition 4.1 Soit Tn une suite stricte de sous-variétés spéciales de X. Soit µn la
mesure invariante normalisée de support Tn. Pour toute fonction continue sur X, on a

∫

Tn

f dµn −→
∫

X

f dµ. (3)

Pour x ∈ R, on note x sa classe dans Z\R. Pour (k1, . . . , kn), on note χk1,...,kn le caractère
de X défini par

χk1,...,kn(x1, . . . , xn) = exp(2iπ
n∑

j=1

kjxj).

On obtient ainsi tous les caractères de X. Si χ = χk1,...,kn pour (k1, . . . , kn) non tous
nuls, on note

Hχ = Hk1,...,kn

le Q-hyperplan de G d’équation
n∑

j=1

kjxj = 0.

Remarquons que Hχ = Hχ′ avec χ = χk1,...,kn et χ′ = χk′1,...,k′n si et seulement si il existe
α ∈ Q tel que k′i = αki pour tout i.

On note alors
Sχ = Sk1,...,kn = π(Hk1,...,kn ⊗ R)
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la sous-variété spéciale maximale associée. De même on note

S̃χ = Hk1,...,kn ⊗ R.

On obtient ainsi toute les sous-variétés spéciales maximales de X. Par ailleurs la théorie
élémentaire des séries de Fourier nous donne

Lemme 4.1 Une suite de mesure νn sur X converge faiblement vers une mesure ν si et
seulement si pour tout caractère de X, on a :

νn(χ) −→ ν(χ). (4)

Lemme 4.2 Soit S une variété spéciale et χ un caractère non trivial de X. La restriction
χS de χ à S est un caractère de S et χS = 1 si et seulement si S ⊂ Sχ.

Preuve. La restriction de χ à Sχ est triviale donc si S ⊂ Sχ alors la restriction de χ à S
est triviale.

Réciproquement On peut écrire S = π(S̃) pour un sous-R-espace vectoriel S̃ de Rn.

Soit x = (x1, . . . , xn) ∈ S̃ et χ un caractère trivial sur S. Pour tout t ∈ R χ(π(tx)) = 1 car

tx ∈ S̃. Pour tout t ∈ R on a t
∑n

I=1 kixi ∈ Z. On en déduit que
∑n

I=1 kixi = 0 donc que

(x1, . . . , xn) ∈ S̃χ. D’ou π(x) ∈ Sχ et donc S ⊂ Sχ.
Preuve de la proposition 4.1. Soit S une variété spéciale et µS sa mesure invariante

normalisée. Pour tout caractère χ de X,
∫

S
χdµS = 1 si la restriction de χ à S est le

caractère trivial 1 et vaut 0 sinon. D’après le lemme 4.2
∫

S
χdµS = 1 si S ⊂ Sχ et 0 sinon.

Soient donc Tn une suite stricte de sous-variétés spéciales de X. et µn la mesure inva-
riante normalisée de Tn. Soit χ un caractère non trivial de X. Comme Tn est une suite
stricte, pour tout n assez grand (dépendant de χ), Tn n’est pas contenu dans Sχ. D’après
ce qui précède, on voit que pour tout n assez grand on a

∫

Tn

χdµn = 0.

on a donc

limn→∞

∫

Tn

χdµn = 0.

On termine la preuve de la proposition 4.1 en utilisant le lemme 4.1
Une conséquence de la proposition 4.1 est l’énoncé :

Corollaire 4.1 Soit Sn une suite de sous-variétés spéciales de Zn\Rn. En passant au
besoin à une sous-suite, il existe une sous-variété spéciale S contenant les Sn telle que la
suite de mesures canoniques µn de Sn converge faiblement vers la mesure canonique de S.

Soit E l’ensemble des sous-variétés spéciales contenant une infinité de termes de la suite.
Soit S un élément minimal de E . En passant à une sous-suite on peut supposer que les Si

sont contenus dans S pour tout i. La variété S est de la forme Zk\Rk et par définition les
Sn forment une suite stricte de sous-variétés spéciales de S. Le résultat se déduit alors de
la proposition 4.1.
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4.2 Application aux variétés abéliennes

Soit A = Γ\Cn une variété abélienne. En identifiant Cn à R2n, on peut appliquer la
théorie de la partie précédente. Les sous-variétés abéliennes sont des sous-variétés spéciales.
On obtient alors la proposition 3.1

Proposition 4.2 Soit Bn une suite de sous-variétés abéliennes de A. En passant au besoin
à une sous-suite, il existe une sous-variété abélienne B de A, telle que telle que pour tout
n Bn ⊂ B et telle que la suite de mesures µn canoniquement associées converge vers la
mesure µB canoniquement associée à B.

Preuve. On sait déja qu’il existe une sous-variété spéciale S de A ayant la propriété du
théorème, il faut voir que S est une variété abélienne. Les Bi sont de la forme Γ∩Vi\Vi pour
des sous-C espaces vectoriels Vi de Cn. Par ailleurs S = Γ ∩ V \V pour un R sous-espace
vectoriel de Cn = R2n. Comme les Bn forment une suite stricte de S, S est engendré comme
groupe par un nombre fini des Bi et V est somme d’un nombre fini des Vi. On en déduit
que V est muni d’une structure de C-espace vectoriel donc que B est un tore complexe
puis que B est une sous-variété abélienne de A car d’après ([2] p 73) un sous-tore complexe
d’une variété abélienne est une variété abélienne.

5 Appendice : effectivité dans le lemme de Poincaré,

selon Bertrand [1]

Nous donnons ici la preuve, reprise de l’appendice de [1], de la proposition 2.1. Pour l’énoncé
lui-même, voir aussi [2], Chap. 5, Exercice 5.

5.1 Rappels

On fixe une Q-algèbre D de dimension finie que l’on suppose être une algèbre à division,
c’est-à-dire munie d’un élément unité 1 et telle que tous ses éléments non nuls sont inver-
sibles pour la multiplication. Dans notre situation, avec une variété abélienne simple A,
nous utiliserons ceci pour D := End(A)⊗Q. Le centre de D ne jouera pas de rôle.

Définition 5.1. Un anneau O est un ordre dans D si

1. il est de type fini sur Z,

2. il est contenu dans D,

3. il contient 1,

4. O ·Q = D (où O ·Q désigne l’image de l’application naturelle de O ⊗Z Q dans D).

Définition 5.2. SoitO un ordre dans D. On dit que Λ est unO-réseau si c’est unO-module
à droite de type fini qui est sans Z-torsion.

Donnons maintenant un cas particulier du théorème de Jordan-Zassenhaus (cf. par exemple
[5] p.534).
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Théorème 5.1 (Jordan-Zassenhaus) Soient D une algèbre à division de dimension finie,
O un ordre dans D, et V un D-module à droite de rang fini. Il n’existe qu’un nombre fini
de classes d’isomorphismes de O-réseaux L contenus dans V tels que V = L ·Q.

5.2 Le résultat de Bertrand

Lemme 5.1 Soient D une Q-algèbre à division de dimension finie, n ≥ 1 un entier et
O un ordre maximal dans D. Il existe un entier c1 = c1(O, n) > 0 telle que pour tout
sous-O-module à droite L de On, on a :

1. Il existe un sous-O-module libre F de L tel que |L/F | divise c1.

2. Si On/L est sans Z-torsion, alors il existe un sous-O-module libre M de On tel que
L ∩M = {0} et tel que L + M est d’indice divisant c1 dans On.

Démonstration : Le module L est de rang fini, m, comme O-module. De plus, c’est un
sous-module de On qui est sans Z-torsion. C’est donc un O-réseau. Par le théorème de
Jordan-Zassenhaus 5.1, il n’y a qu’un nombre fini de classes d’isomorphismes de sous-O-
réseaux M de Dm tels que M · Q = Dm ' L · Q. Ainsi, L est isomorphe à un élément
M0 appartenant à cette famille, finie de cardinal ne dépendant que de O et de m ≤ n,
de O-réseaux. Pour chaque élément de cette famille, on choisit un sous-O-module libre
d’indice fini et on prend l’image dans L du sous-module correspondant à M0. On obtient
ainsi un sous-O-module libre de L, d’indice fini borné indépendamment de L. Ceci prouve
le 1.

Pour le point 2. : le module On/L est sans Z-torsion donc c’est un O-réseau. De plus par
maximalité de l’ordre O, le O-réseau On/L est un O-module projectif (cf. [5] Theorem
26.12 (ii) p.565). Ainsi L admet un O-réseau supplémentaire M1 dans On. Par le point 1.,
et quitte à remplacer c1 par son carré, on en déduit un sous-O-module M de M1 comme
annoncé. ¤

Proposition 5.1 (= Proposition 2.1) Il existe un entier c2 = c2(A) > 0 ne dépendant que
de A tel que pour toute sous-variété abélienne B de A, il existe une sous-variété B′ de A
telle que

A = B + B′ et card (B ∩B′) ≤ c2.

Démonstration : Notons tout d’abord que si ϕ : A → Ã est une isogénie de degré N ,
l’énoncé sur Ã l’entrâıne sur A, avec c2(A) = c2(Ã)N . D’après le théorème de réductibilité
de Poincaré, on peut donc supposer sans perte de généralité que A est un produit de
puissances de variétés abéliennes deux à deux non isogènes.

En deuxième lieu, notons que si A1 et A2 sont deux variétés abéliennes telles que
Hom(A1, A2) = 0, alors, toute sous-variété abélienne B de A = A1 × A2 est de la forme
B1×B2, où B1 et B2 sont les projections de B sur A1 et A2. Par conséquent, c2(A1×A2) :=
c2(A1) × c2(A2) convient, et on peut sans perte de généralité supposer que notre variété
abélienne A est une puissance An

0 d’une variété abélienne simple. Alors, End(A0) est un
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ordre d’une algèbre à division D, et il existe une variété abélienne Ã0, isogène à A0, telle
End(Ã0) est un ordre maximal O de D.

On peut finalement supposer sans perte de généralité que la variété abélienne ambiante
est de la forme An avec A simple et telle que O := End(A) est un ordre maximal dans
l’algèbre à division D = End(A)⊗Q.

Soit alors B une sous-variété abélienne de An. Elle est isogène à Am avec m ≤ n. On a
On ' Hom(A,An). Notons

LB = {f ∈ On | f(A) ⊂ B} ' Hom(A,B).

C’est un sous-O-module à droite de On. On peut donc appliquer le point 1. du lemme 5.1
précédent qui fournit un sous-O-module libre L de LB d’indice divisant l’entier c1(A). Par
ailleurs, A étant un groupe divisible on voit également sur la définition de LB que On/LB

est sans Z-torsion.
Le point 2. du même lemme 5.1 fournit alors un sous-O-module libre de type fini M de

On tel que M ∩ LB = {0} et tel que LB + M est d’indice divisant c1(A) dans On. Ainsi
L et M sont deux sous-O-modules libres de On tels que L ∩M = 0 et L + M est d’indice
≤ c1(A)2 dans On.

Notons {λ1, . . . , λm} une base de L sur O et {µ1, . . . , µr} une base de M sur O (avec
m + r = n). Considérons de plus l’homomorphisme de Am dans An

λ : Am → An défini par λ(x1, . . . , xm) =
m∑

i=1

λi(xi),

et notons de même µ : Ar → An. On pose B′ := µ(Ar). Quant à l’image de λ, c’est B elle-
même, puisque L étant contenu dans LB, elle est par définition contenue dans B, tandis que
les λi étant linéairement indépendants sur O, sa dimension est égale à m dim(A) = dim(B).

Considérons maintenant l’endomorphisme de An

(λ, µ) : An → An, (x1, . . . , xn) 7→
∑
i=1

λi(xi) +
r∑

i=1

µi(xm+i),

dont l’image est par définition B + B′. Comme les λi, µj sont linéairement indépendants
sur O, son image a pour dimension (m + r) dim(A) = dim(An). Il est donc surjectif et
B + B′ = An. D’autre part, L + M est d’indice ν ≤ c1(A)2 dans On, donc il existe une
matrice carrée γ d’ordre n à coefficients dans O telle que (λ, µ) ◦ γ = νIn. D’après [7]
p.131, on a alors aussi γ ◦ (λ, µ) = νIn, de sorte que le noyau de (λ, µ) est composé de
points de torsion d’ordre divisant ν. Finalement, (λ, µ) est une isogénie de degré borné par

ν2n2dim(A)2 := c2(A). Enfin, (λ, µ) est la composée des isogénies λ× µ : Am×Ar → B ×B′

et + : B ×B′ → An, donc

|B ∩B′| = | ker(+)| ≤ c2(A).

Ainsi, la sous-variété abélienne B′ de la variété ambiante An répond à la question. ¤
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