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Feuille 1

1. Extensions quadratiques
Soit K une extension quadratique de Q. On note O la cloture intégrale de Z dans K :

O = {x € K,z solution d’un polynéme unitaire & coefficients dans Z}.

1.0 Montrer que K est de la forme Q(v/A) avec A € Z — {0, 1} sans facteur carré.
1.1 Pour z =z + y\/Z € Q(\/Z), Z=1x— y\/Z Montrer que

Ngg(z) = N(z) =22 € Z

z € O si et seulement si { TK/Q(Z) —T()i=z2+2€Z

1.2 En déduire O.

2. Norme et Trace

Soient A C B des anneaux integres avec B un A-module libre de rang n. L’élément g € B
définit par multiplication une application linéaire B — B, x +— [z. Le déterminant (resp. la
trace) de cette application linéaire est noté Nmp,43 (resp. Trg/4/3).

1. Observer que Nmp, 433" =Nmp, 4 fNmp, 43"
2. Soient L/K une extension galoisienne de corps de degré n et y € L. Soient f(X) le

polynéme minimal de y sur K et y; = y,y2,...,Ynm les racines de f(X). Montrer que

T

Trpky=ry1+ - +Ym), Nmpgy= (Y- yn)

our = [L: K[y]] = n/m (on pourra commencer par traiter le cas r = 1).

3. En déduire que si L/K est séparable de degré n et si {o1,...,0,} sont les différents
K-plongements de L dans une cloture algébrique de L/K, alors, on a

VyelL, Trpyxy=Y oiy) et Nmp(y)=]]oiv)
=1 =1

3. Discriminant
Soient A C B des anneaux avec B libre de rang m comme A-module. Soit {f1,...,On}
des éléments de B. Le discriminant de la famille {31, ..., Bm} est

diSC({,@l, e ,ﬂm}) = det(TI‘B/A(ﬂiﬁj)).

1. Montrer que si I'on pose disc(B/A) := disc({base de B/A}) on obtient un élément bien
défini de A/(AX)2.
Dans le cas particulier ou A = Z et B 'anneau d’entiers O d’un corps de nombres K,
le discriminant disc(B/Z) est un élément bien défini de Z, que l'on appelle discriminant
absolu de K/Q et que ’on note djg ou dp,. jz ou meéme dg.



. Supposons A = Z. Soit N le sous-A-module de B engendré par {v1,...,7Vm}. Montrer

que si le module N est d’indice fini dans B alors
disc({71,...,7m}) = (B : N)*disc(B/Z)

Soit K = Q[z] un corps de nombres de degré n avec o un entier algébrique (justifier...).
Montrer que si d = disc(1,,...,2""!) on a

Zlzx] C Ok C 1Z[gc].

d
Soit K = Qo un corps de nombres de degré n avec o un entier algébrique. Montrer
que si disc({1,,...,a" '}) est sans facteur carré, alors

Ox =7Z[a] et di = disc({1,a,...,a" }).

Soit L /K une extension finie séparable de degré n. Soit o1, ..., 0, les K-homomorphis-
mes distincts de L dans une cloture algébrique de L. Alors pour toute base 31,..., 05,
de L sur K, montrer que

disc(By, ..., Bn) = det(0:3;)>.
Soit L = K[f] et f(X) le polynome minimal de § sur K. Supposons que f(X) se

factorise sous la forme f(X) = II(X — 3;) sur une clotiire algébrique de L. Montrer que

disc(1, 3,...,8""") = [[(B: = 8;)* = (=1)"""V/2Nmy i (£/(8))-

1<J

Ce nombre est appelé le discriminant de f et noté disc(f). On pourrait également le
définir comme le résultant de f et f’.

4. Application
Soient k un corps, a,b € k, n € N\{0,1} et P = X™ + aX + b. On suppose que P est
irréductible et séparable.

1.

Montrer que

n(n—1)

disc(P) = (-1)" = (n™" '+ (=1)""(n—1)""a").

2. Cas particulier ou n =2 et n = 3.

3. On suppose n = 3. Soit = une racine de P dans une cloture algébrique k de k et K le

D.

corps de décomposition de k(z) dans k. Montrer que le groupe de Galois Gal(K/k) est
soit isomorphe au groupe symétrique S3 soit au groupe alterné As et que

k(x) =K <= [K :k] =3 <= disc(P) est un carré dans k.

Déterminer I’anneau des entiers de Q[z] ot o est une racine du polynéme X3 — X — 1
et le groupe de Galois de son corps de décomposition.

Calculer le discriminant d’une extension quadratique de Q.

5. Extensions cyclotomiques



. Soient K/Q un corps de nombres et O la cloture intégrale de Z dans K, i.e. 'anneau
des entiers de O . C’est un anneau de Dedekind. Soient L une extension finie séparable
de degré n d’un corps de nombres K et B la cloture intégrale de Ok dans L. Soient p
un idéal premier de Ok et pB = P -- -‘,Bzg sa décomposition en idéaux premiers dans
B. Soit f; = [B/%Bi : Or/p], 1 <i < g le degré d’inertie. On rappelle que

g

Z eifi =n.

i=1

Dans la suite on note r > 1, p premier, ¢ une racine primitive p”-ieme de 'unité,
K = Q[(] et Ok son anneau d’entiers.

. Montrer que K est une extension normale et que I’on a un morphsime injectif du groupe
de Galois Gk vers le groupe (Z/p"Z)* des inversibles de Z/p". Montrer également que

Z[¢] € Ok et que [Q[¢] : Q] < ¢(p") =p" ' (p — 1).
. On appelle polynéme cyclotomique P, le polyndome ngup,,primitive(X —(). Montrer que

XP -1

Ppr = H (X—Ci):m-

[ie(Z/pr2)*

. Soit £ une autre racine primitive p"-iéme de 'unité. Montrer que % est une unité de
Ok (i-e. est inversible dans Ok ).

. Soit 7 = 1 —¢. En calculant ®,-(1), montrer 'égalité d’idéaux dans O, (p) = (m)?®").
En déduire que le corps Q[(] est de degré ¢(p") sur Q et que 1’élément 7 est premier
dans Og.

. Calculer la valeur absolue du discriminant |disc(Z[¢] : Z)| =Nm(®,,(¢)) (on pourra
commencer par 7 = 1 avant de traiter le cas général). En déduire que disc(Oy/Z) est
une puissance de p et que pM O C Z[¢] pour tout entier M suffisamment divisible.

. Montrer que Z[(] + 7Ok = Ok pour m > 1. En déduire que ’anneau des entiers de
Q[¢] est Z[¢] et que le discriminant de Of sur Z est de valeur absolue p?’ (Pr="=1),

. Soient K, L des extensions finies de Q vérifiant
[KL:Q]=[K:QJL:Ql
Soit d = pgcd(dk z,dr 7). Montrer que
OkL Cd 'Ok - Of

(Considérer {ay,...,an} (resp. {f1,...,0,}) une base intégrale de K sur Q (resp. de

L sur Q). Soit v € Okr. On pourra écrire v = Y ““La;3; avec r minimal et montrer
que r divise d).

. sous les hypotheses précédentes et si d = 1, montrer que

_ JIL:Q] J[K:Q]
dgr/z = dK/Z dL/Z :

En déduire que
nen)

| disc(Z[¢nl/Z2)| = W'



10. Soit p # 2. On définit le symbole quadratique pour n € Z, par 0 si (n,p) # 1; et si
(n,p) =1 on pose

ny _ 1 sinestuncarré modp
p) | -1 sinon
Soit ¢ une racine primitive p-ieme de I'unité et S = ij’;é (%)C”. Montrer que S? =

(%) p. En déduire que toute extension quadratique de QQ est contenue dans une exten-
sion cyclotomique.



