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Feuille 8 : Autour de ’anneau E*

Dans toute la suite p désigne un nombre premier. Si K/Q, est une extension finie,
on notera G le groupe de Galois Gal(K /K).

Exercice 1 Soit A un p-anneau d’aneau résiduel parfait R.

1. Montrer qu’il existe une unique application r : R — A commutant a z — 2P,
telle que la composée pr o r avec la projection canonique pr soit 'identité sur
R. On note [-]4 cette application.

2. Montrer que si A est de caractéristique p, alors [-]4 est un morphisme d’an-
neaux.

3. Soit de plus A’ un p-anneau d’anneau résiduel parfait R’. Soit ¢ : R — R’ un
morphisme d’anneaux et ¢ : A — A’ un morphisme relevant ¢. Montrer que

Vee R, p(lr]a) = [p@)la

Exercice 2 1. Si R est un anneau de caractéristique p, interpréter ’anneau R(R)
comme une limite projective.

2. On note Bt = R(Oc,) = R(Oc, /pOc,) et on définit vz(z) := v,(z¥)) pour
tout z € E*. Justifier que vz est une valuation.
3. Montrer que la topologie sur E*+ donnée par la valuation vz est la méme que

celle donnée par sa définition comme limite projective.

Exercice 3 On note Mz l'idéal de valuation de IE*, i.e.
M = {x € B | vz(x) > 0}.

On note par ailleurs Fr(E") le corps des fractions de ET.

1. On note FT(IEJF) le corps des fractions de E*. Montrer que E* est son anneau
des entiers.

2. Déterminer le groupe des valuations UE(IEJF).

Exercice 4 Montrer que le corps résiduel de Fr(E"), ks = IE*/DJT]E, est algébri-
quement clos (on déterminera explicitement son corps résiduel).

Exercice 5 Montrer que Fr(E)* est isomorphe Hom(Z[}%], C)) en tant que Z-
module.

Exercice 6 Soit £/Q, une extension finie. En utilisant le théoreme d’Ax-Sen-Tate,
déterminer (E*)x.

Exercice 7 Soit @ := ¢ — 1 € ET o ¢ est donné par (1,®,...) avec e #£ 1.
Calculer vg(7).

Exercice 8 Calculer dans E' le représentant de Teichmiiller [a] de a € F, (on
notera @ le Teichmiiller de a dans Q}F).



Exercice 9 Soit € E*. Montrer que I'application Gg, — E+ donnée par o —
o(x) est continue. Méme question en remplacant E* par C,.

Exercice 10 En utilisant la propriété universelle de I’anneau des vecteurs de Witt
(théoreme 2.29 des notes de cours de Colmez) on veut donner un théoreme de
structure des anneaux de valuation discrete complets. Il y a deux énoncés, un dans
le cas non-ramifié et un pour le cas ramifié.

1. Soit k& un corps parfait de caractéristique p. Montrer qu’il existe, & isomor-
phisme unique pres, un unique anneau de valuation discréte, complet pour la
valuation v, admettant & comme corps résiduel, et qui est tel que v(p) = 1.

2. Soit A un anneau de valuation discrete, complet, de caractéristique zéro, de
corps résiduel parfait k, de caractéristique p. Posons e = v(p). Montrer qu’il
existe un unique morphisme d’anneaux de W (k) (anneau des vecteurs de Witt
de k) dans A qui commute a la projection sur k.

3. Dans la situation de la question précédente, montrer que le morphisme est
injectif et que A est un W (k)-module libre de rang e.

Exercice 11 Montrer que Fr(E*) est algébriquement clos.



